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HOMOGENE TOPOLOGIEN IN POLYNOMRINGEN

K. HABE

Berlin

Topologische Methoden haben sich bei der Untersuchung des Verbandes aller
Oberringe eines kommutativen Ringes B, die im vollen Quotientenring von B enthal-
ten sind, als sehr niitzlich erwiesen (siche [1], [2], [3]). Diesbeziigliche Betrachtungen
fiihren oft auf Lineartopologien in B. So definiert zum Beispiel jeder Ring B; mit
B = B; < Bg, wobei Bg den Quotientenring von B nach einem multiplikativ abge-
schlossenen System S von Elementen aus B bezeichnet, eine Idealfilterbasis in B,
welche aus den Idealen B;s n B, s € S, besteht. Im folgenden soll der Verband aller
homogenen Lineartopologien in dem Polynomring B einer Unbestimmten {iber
einem kommutativen Ring A untersucht werden, ohne auf die Anwendungen in der
Erweiterungstheorie einzugehen. Die dabei verwendete Methode kann ohne weiteres
fiir das Studium der Lineartopologien in einem beliebigen homogenen Ring mit einem
erzeugenden Element iiber einem kommutativen Grundring A oder in dem Modul
M[X] = M ®,4 A[X], wobei M ein beliecbiger A-Modul und X ein transzendentes
Element iiber A ist, benutzt werden.

1. Es sei A ein kommutativer Ring mit Einselement. Eine Lineartopologie in A
ist durch eine Idealfilterbasis F als Umgebungsbasis der Null gegeben. Unter F
verstehen wir das von F erzeugte Idealfilter, d. h. die Menge aller Ideale a von A4, fiir
die es ein { € F mit { < a gibt. Zwei Idealfilterbasen F und G sind genau dann &dqui-
valent (F = G) und definieren damit die gleiche Topologie in 4, wenn F = G ist.
Wir werden daher im folgenden nicht zwischen einem Idealfilter und der durch dieses
definierten Topologie unterscheiden und beide mit dem gleichen Buchstaben be-
zeichnen.

Die durch die Relation F < G (F ist feiner als G) erklirte Halbordnung aller
Lineartopologien in A ist ein vollstindiger modularer Verband Top A. Das Supre-
mum einer Menge von Idealfiltern ist der mengentheoretische Durchschnitt aller
Filter dieser Menge, und das Infimum ist dasjenige Idealfilter, welches durch die
Idealfilterbasis aller Durchschnitte von endlich vielen Idealen aus der Vereinigungs-
menge dieser Filter erzeugt wird. Der Verband Top A besitzt daher sowohl ein
kleinstes, als auch ein groBtes Element; fiir eine beliebige Topologie F ist 0 = {0} <
< F < A= {A}.Ist F e Top A, so sei mit Top (4 | F) der Verband aller G e Top A
mit F < G bezeichnet.
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Eine Idealfilterbasis F in A definiert in jedem Oberring B von A eine Ideal-
filterbasis BF = {Bf, { € F} und damit eine Topologie. Die natiirliche Einbettung

von A in B ist eine stetige Abbildung der mit den Topologien F bzw. BF verschenen
Ringe. Umgekehrt definiert eine Idealfilterbasis G in B eine Idealfilterbasis G n 4 =
={gn A, geG}in A Esist F < BF n A und B(G n A) < G. Wenn B ein Poly-
nomring iiber A4 ist, dann gilt F = BF n A.

Ist M ecine Teilmenge von A, F eine Idealfilterbasis, so bezeichne F C M die
topologische AbschlieBung von M beziiglich der durch F definierten Lineartopologie,
d. h.esist FCM = N M + {. Fir zwei Idealfilterbasen F und G wird mit FC G

eF
die Menge aller topolofgischen AbschlieBungen von Idealen aus G beziiglich der durch F
definierten Topologie, d. h. die Menge aller F C g, g € G, bezeichnet. F C G ist eine
Idealfilterbasis. Es ist F C G = F C G. Wenn F und G Idealfilter sind, dann wird die
durch F C G definierte Lineartopologie die topologische Abschliefung der Topo-

logie G beziiglich der Topologie F genannt. G heiBt in F dicht, wenn F C G = F ist.

2. In einem Grellschen Ring (d. h. Integritdtsbereich mit Giiltigkeit der ein-
geschrinkten Minimalbedingung) gilt fiir zwei beliebige Lineartopologien F und G

mit G < F : G ist dicht in F und daher (YTCG)CG =FCG. Denn aus G < F
folgt F C G < F, und da in einem Grellschen Ring jedes Idealfilter, dessen Durch-
schnitt vom Nullideal verschieden ist, ein minimales Element besitzt, gilt F Cg =

=Ng+f= N f=f, fir ein gewises f, € F.
feF g < feF

3. Im folgenden sei mit B = A[X| der Polynomring in einer Unbestimmten
iiber A bezeichnet. Fiir ein Ideal a in B sei a'? die Menge aller Elemente « aus A4,
fiir die es ein Polynom i-ten Grades in a mit hochstem Koeffizienten o gibt. a®” ist
ein Ideal in A4, und es ist a® = a n 4. Sei F eine Idealfilterbasis in B, dann soll
unter F® die Menge aller Ideale a mit a € F verstanden werden. F ist eine Ideal-
filterbasis in 4.

4. Hilfssatz. Wenn F und G Idealfilterbasen in B sind, die nur aus homogenen
Idealen bestehen, dann gilt

},T(i) — “l}'(i)
(F CG)® = F®» C GW

Sei M = {F,; Ae A} eine Menge von Idealfiltern, die von aus homogenen Idealen
bestehenden Idealfilterbasen erzeugt werden und M® = {F{?; A e A}, dann ist

(inf M)® = jnf M@
(sup M) = sup M®

Beweis. F® = FO gilt fir eine beliebige Idealfilterbasis F in B. Sei fe F®,
dann existiert ein Ideal g € F mit ¢ f. Da g ein homogenes Ideal ist, kann es als
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Summe der additiven Untergruppen g‘®X* geschrieben werden, g = Zg(”X !, Dann

ist g = Zg(‘)X' cf = Zq(l)XJ + X'+ W 4§ X ¥eFund ¥® =§ d. h.
2 g 7=,
fe FO, ' !

Wenn a® e (F C G)® ist, dann ist ) = (ﬂ g + ) fiir ein gewisses ge G.

Da f und g und damit j+ g homogene Ideale smd gllt ( ﬂ g+ 0P= n @+ §o
fheF(h)
und damit ist o e FO € G, Sei ae FO € G, d. h a= N g+ §@ fir ein
f(DeF )

gewisses gV ¢ G, dann folgt a = (ﬂ g+ 7)Pe(FCGY.

Aus inf M < F, und F, < sup M fiir alle A € A4 folgt, daB (inf M) < inf M®D
und sup M@ < (sup M) ist. Sei a” e (inf M), dann ist a 2§, A...AT,,
wobei die Ideale {;, homogene Ideale aus F,, fiir j = 1, ..., n sind. Daher ist ald o
2, nf)? =12 AP einf MO, Wenn aesup MD ist, dann exi-
stiert fiir jedes 4 € 4 ein homogenes Ideal f, € F; mit {{¥ < a. XZ f, ist ein Ideal aus

€A

sup M mit (3 F,)? = ¥ i < q, d. h. es ist (sup M)® < sup M®. Damit ist alles
bewiesen. 4 Aed

5. Eine Lineartopologie F in B = A[X] soll homogen heillen, wenn es eine aus
homogenen Idealen bestehende Idealfilterbasis G in B mit G = F gibt. Die Menge
aller homogenen Lineartopologien in F ist ein vollstindiger Teilverband Top" (B)
von Top (B), denn es gilt fiir eine beliebige Menge M = {F;; i eI} von Idealfilter-

basen sup M = sup M und inf M = inf M, wobei M = {F; i eI} ist.

6. Fiir eine Halbordnung H bezeichnen wir mit H, die Menge aller Ordnungs-
homomorphismen der geordneten Mengen der natiirlichen Zahlen (einschlieBlich
der Null) in H, d. h. die Menge aller Ketten (a;) : ay < ay < a, ... mit a;€ H. Wir
definieren: (a;) < (b;) genau dann, wenn a; < b; fiir alle natiirlichen Zahlen i.
Damit ist H,, eine Halbordnung. Wenn H ein vollstindiger, modularer Verband ist,
dann ist es auch H,,.

7. Satz. Sei F eine Lineartopologie in einem kommutativen Ring A mit Eins-
element und B = A[X] der Polynomring in einer Unbestimmten iiber A. Dann gilt:

a) Es gibt einen vollstindigen Verbandshomomorphismus ¢ von Top (B ” BF)
auf Top (A || F),.

b) Fiir ein beliebiges Element (G;) von Top (A || F), ist die Menge ¢~ 1(G)) ein
vollstandiger Teilverband von Top" (B | B_F)

c) BF ist genau dann in inf ¢ ~Y(G,) dicht, wenn F in G, fir alle natiirlichen
Zahlen i dicht ist. :

Beweis. Fiir ein Element G von Top" (B || BF) sei ¢(G) = (GD): g < g <

< ... Nach Hilfssatz 4 ist G fiir alle i ein Filter mit G® X (E:)(i) = F. ¢ ist ein
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Verbandshomomorphismus, denn es gilt (G n H)® = G” n H® und (G u H)® =
= Gy H® fiir zwei Elemente G, H aus Top" (B || BF), wobei n und U die ver-
bandstheoretischen Operationen bezeichnen. ¢ ist eine Abbildung auf Top (4 " F),:
Sei (G;) ein beliebiges Element von Top (A4 | F),, dannist G = {}'¢;X’,go S g; < ...

und g; € G;} eine Idealfilterbasis mit BF < G. Denn wenn ) {;X‘ und ) g,X* Elemente

der Menge G sind, dann existiert fiir jede natiirliche Zahl i ein Ideal ¢; € G; mit ¢; =
< f; n g;. Die Ideale d; = ) ¢; € G; bilden eine aufsteigende Kette und es ist d; =

Jjsi
=%¢;, =Y f;, =1f; und ebenso b; = g;. Damit ist th‘C fX‘m gX‘ und G
. .] j .J
J=i si

eine Idealfilterbasis. Es ist (G)¥ < G,. Sei umgekehrt g: € G,, dann sei

J A fur j>i’

f = Yf;X, ist ein Ideal in G mit {¥) = g, und damit ist auch G; = (G)?. Es ist also

¢(G) = (G,). Die Vollstindigkeit des Verbandshomomorphismus ¢ und die Be-
hauptung b) folgen trivial aus Hilfssatz 4.

Wenn H ein Element von Top" (B || BF) mit (H) = (G,) ist, dann gilt fir ein
beliebiges Ideal f aus H: | = g = Y g”X’ € G fiir ein gewisses homogenes Ideal g.

Daher ist G < H fiir alle H € ¢~ '(G;) und damit G = inf (p"l(G) Nach Hilfssatz 4

natiirlichen Zahlen i. Sel umgekehrt G C BFY) = G; fiir alle naturllchen Zahlen i
und f e G C BF. Dann existiert fiir jedes i ein Ideal g; € G; mit {¥ 2 g;. Es ist {® 2
2g; =) g;€G; und damit | = ) "X 2 YgiX'eG. G>G C BF gilt trivialer-

Jsi
weise. Somit ist ¢) bewiesen.

8. Hilfssatz. Sei F eine Lineartopologie in einem komutativen Ring A und
B = A[X] der Polynomring in einer Unbestimmten iiber A und seien G, H zwei
homogene Lineartopologien in B mit G > BF, H C BF = H. Aus H® < G© fiir
alle natiirlichen Zahlen i folgt dann H < G.

Beweis. Sei g ein homogenes Ideal aus G und Bf < g. Aus H C BF = H folgt,
daB es ein homogenes Ideal h* € H mit Bf + §) = h* firalle ) € H gibt. Da H < G
ist, existiert fiir jede natiirliche Zahl i ein homogenes Ideal h; e H mit g¥ = b{V,
Damit gilt g = (g + Bf)® = ¢ + {2 b’ + j = (h; + BH® 2 (h*)®”, und
daher ist g 2 h*, was zu zeigen war.

9. Wenn A4 ein beliebiger kommutativer Ring und F eine Lineartopologie in 4
ist, dann bezeichnen wir mit Top¢ (4 || F) die Halbordnung aller Lineartopologien G
mit F < G < A4, in denen F dicht ist. Topc (4 | F) ist ein U-Hiillensystem und damit
ein vollstindiger U-Teilbund von Top (4 || F).
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10. Satz. Sei F eine Lineartopologie in einem kommutativen Ring A und
B = A[X] der Polynomring in einer Unbestimmten iiber A. Dann gibt es einen
Verbandsisomorphismus

Top (B | BF) < Topc (A || F)., -

Beweis. Die Einschrankung der Abbildung ¢ von Satz 7 auf Top’é (B ” lﬁ:) ist
nach Hilfssatz 8 eine umkehrbar eindeutige Abbildung auf Top (A H F),. Da ¢ ein

Verbandshomomorphismus und Topl: (B || BF) ein -Teilbund von Top" (B | BF)
ist, ist die Einschrankung von ¢ auf Top¢ (B | BF) ein Verbandsisomorphismus.
Aus diesem Satz und 2. folgt dann

11. Corollar. Wenn F ein Lineartopologie in einem Grellschen Ring A und
B = A[X] der Polynomring in einer Unbestimmten iiber A ist, dann existiert ein
Verbandsisomorphismus

Top: (B || BF) < Top (A | F), .

In einem Grellschen Ring ist jede Lineartopologie einbettungsfrei und daher
fur diesen Fall Top (4 | F) gut bekannt [4].
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