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NULLDIMENSIONALE RÄUME 

J. FLACHSMEYER 

Berlin 

Aus einer in Vorbereitung befindlichen "Arbeit (die voraussichtlich in den „Ab
handlungen aus dem Mathematischen Seminar der Universität Hamburg" erscheinen 
wird) über den genannten Gegenstand sollen hier einige Punkte berührt werden. Dabei 
sind O-dimensionale Räume im Sinne der kleinen induktiven Dimension ind X = 0 
gemeint, d. h. solche, für die die offenabgeschlossenen Mengen eine offene Basis 
bilden. 

1. Ein Hausdorffscher O-dimensionaler Raum X gestattet zu je zwei verschiede
nen Punkten eine Zerlegung in offene Mengen, die die Punkte trennt. Diese Zerle
gungseigenschaft ist äquivalent damit, dass die Quasikomponenten einpunktig sind, 
also der. Raum total-zusammenhangslos ist. Welche Bedingung muss nun noch zu der 
totalen Zusammenhangslosigkeit dazukommen, damit Äquivalenz zur Nulldimen-
sionalität erreicht wird? 

Satz 1. Ein Hausdorffscher Raum X ist 0-dimensional genau dann, wenn er 
total-zusammenhangslos und lokal-peripher-kompakt ist. 

Die lokal-periphere Kompaktheit stellt eine von L. ZIPPIN angegebene Ab-
schwächung der lokalen Kompaktheit dar, es wird nämlich zu jedem Punkt nur die 
Existenz beliebig kleiner offener Umgebungen mit kompakter Begrenzung verlangt. 

Eine weitere Bedingung, welche die O-dimensionalen Räume als Spezialfälle 
unter den lokal-peripher-kompakten aussondert, gibt die nachstehende Aussage an. 

Satz 2. Ein lokal-peripher-kompakter Hausdorffsehen Raum ist 0-dimen-
sional genau dann, wenn jede endliche, offene, peripher-kompakte Überdeckung eine 
endliche, offen-abgeschlossene Verfeinerung besitzt, deren Elemente disjunkt sind. 

Der in der Formulierung vorkommende Begriff einer peripher-kornpakten Über
deckung steht für eine Überdeckung, gebildet aus Überdeckungselementen mit kom
pakter Begrenzung. Weil in kompakten Räumen jede Überdeckung peripher-kompakt 
ist, so sagt also Satz 2 in diesem Falle die wohlbekannte Übereinstimmung von kleiner 
induktiver Dimension 0 und Überdeckungsdimension 0 aus. 

2. Wir gehen jetzt zu Betrachtungen in kompakten Hausdorffschen Erweiterun
gen vollständig regulärer Räume über. 

O-dimensionale Hausdorffsche Räume besitzen als vollständig reguläre Räume 
kompakte Hausdorffsche Erweiterungen. Wir fragen, wann ist solch eine Erweiterung 
bX selbst wieder O-dimensional. 
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Im Hinblick auf den folgenden 3. Punkt beschränken wir uns auf eine funktionale 
Kennzeichung. 

Satz 3. bX sei eine kompakte Hausdorffsche Erweiterung des vollständig regu
lären Raumes X. y bezeichne den Ring der beschränkten, reellen, stetigen Funktio
nen von X, die sich auf bX stetig fortsetzen lassen. bX ist O-dimensional genau dann, 
wenn der Ünterring der Funktionen aus y, die nur endlich viele Werte annehmen, 
bezüglich gleichmassiger Konvergenz in y dicht liegt. 

Diese Tatsache kann man leicht aus der Beziehung ablesen, dass für das kom
pakte bX die kleine induktive Dimension ind bX = 0 gleichbedeutend mit der Über-
deckungsdimension dim bX = 0 und dies wiederum gleichbedeutend mit der analyti
schen Dimension ad C*(bX) = 0 (vergl. über analytische Dimension das Buch von 
GILLMAN-JERISON: Rings of continuous functions, van Nostrand 1960). Ein direk
ter Beweis, der von der Theorie der analytischen Dimension unabhängig ist, kann 
unter Benutzung folgender beider Beweiselemente geführt werden. Die Dichtigkeit 
des Unterringes der reellen, stetigen Funktionen aus y, die nur endlich viele Werte an
nehmen, ist äquivalent mit der Bedingung: Je zwei bezüglich y vollständig separierte 
Mengen A, B von X, für die es also ein f e y gibt mit f~(Ai) n / ( ß ) = 0, lassen sich 
schon durch eine Funktion aus y, deren Bildmenge endlich ist, in der angegebenen 
Weise trennen. Weiter sind nun zwei Mengen A, B aus X bezüglich y vollständig sepa
riert genau dann, wenn die abgeschlossenen Hüllen von A und B in bX disjunkt sind. 

Der angeführte Satz gestattet auch eine funktionale Erzeugung der ganzen Skala 
aller O-dimensionalen Hausdorffschen kompakten Erweiterungen von X. Dazu be
trachte man alle Unterringe (J mit Eins des Ringes C*(X) aller stetigen, reellen, be
schränkten Funktionen von X, die aus Funktionen gebildet werden, die nur endliche 
Bildmengen haben. Ist S solch ein Unterring von C*(X) und ist ausserdem die von S 
erzeugte schwache Topologie auf X mit der ursprünglichen identisch, so liefert der 
Strukturraum der von € in C*(X) erzeugten Banach-Algebra &((£) eine 0-dimen-
sionale kompakte Erweiterung. Jede wird auf diese Weise erhalten. 

3. Wir bemühen uns jetzt um eine inner-topologische Übersicht über die Skala 
der O-dimensionalen kompakten Hausdorffschen Erweiterungen. Das kann wie folgt 
geschehen. 

Wegen der Nulldimensionalität von X gibt es Basen 25 aus offen-abgeschlossenen 
Mengen. Wir betrachten zu einer solchen Basis 23 das System ^/(25) der endlichen 
Überdeckungen mit Basiselementen aus 25. Dabei setzen wir jetzt immer voraus, dass 
zu einer Basis die Grundmenge des Raumes adjungiert sei. Eine Überdeckung 
OL e <?/(23) bestimmt sodann eine Äquivalenzrelation Ra, indem zwei Punkte von X 
genau dann äquivalent sind, wenn mit dem einen Punkt auch stets der andere in dem
selben Überdeckungselement von a liegt. Die Quotientenräume X/Pa formieren sich 
zu einem inversen Spektrum (XjRa, nß

a)R<x, a e ^(25), sofern man die JRa bezüglich der 
Verfeinerungsbeziehung richtet und dann unter na im Falle, dass Rß feiner als Ra ist, 
die kanonische Abbildung von X/Rf) auf X/Pa versteht. Dieses Spektrum — wir nen
nen es ein Zerlegungsspektrum — liefert mit seinem Grenzraum bX eine Q-dimensio-
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nale kompakte Erweiterung von X, denn jeder Quotientenraum X/Rx ist ein endlicher 
diskreter Raum. 

Satz 4. Ausgehend von einer offenen Basis offen-abgeschlossener Mengen eines 
0-dimensionalen Hausdorff sehen Raumes konstruiert man mittels der aus Basis
elementen gebildeten endlichen Überdeckungen ein Zerlegungsspektrum von X. 
Der Grenzraum dieses Zerlegungsspektrum ist eine kompakte O-dimensionale 
Hausdorffsche Erweiterung von X. 

Unterscheidet man zwei Erweiterungen nicht, sobald es eine Homöomorphie 
zwischen ihnen gibt, welche die Punkte von X festlässt, so kann man folgendes aus
sprechen. 

Satz 5. Für einen 0-dimensionalen Hausdorffsehen Raum liefert die spektrale 
Erzeugung von kompakten Erweiterungen aus Basen offen-abgeschlossener Mengen, 
die mit je zwei Mengen auch deren Vereinigung und mit jeder Menge auch deren 
Komplement enthalten, eine eineindeutige Entsprechung zwischen solchen Basen und 
den 0-dimensionalen kompakten Hausdor ff sehen Erweiterungen. 

Die in Rede stehenden Basen bilden in bezug auf die beiden Operationen der 
symmetrischen Differenz und des Durchschnittes eine Boolesche Algebra. Der 
Stonesche Darstellungsraum von dieser Algebra ist gerade gleich dem von dieser Basis 
auf dem oben beschriebenen spektralen Wege erzeugten kompakten Raum. 
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