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О НЕКОТОРЫХ НОВЫХ КЛАССАХ УРАВНЕНШ 

М Ш Ш И Ч Е С К О Й ФИЗИКИ 

Николай А. Ларькин, Вячеслав А. Новиков, 
Николай Н. Яыенко. 

Новосибирск, СССР 

Известно, что реальные физические явления с определенной сте
пенью достоверности можно моделировать уравнениями математической 
физики [1|. 

Классическая теория уравнений математической физики имеет дело 
с тремя типами уравнений: эллиптическим, параболическим, гипербо
лическим. 

Однако, развитие новой технологии, необходимость более деталь
ного рассмотрения природа физических явлений потребовало от мате
матиков и механиков исследования новых объектов математической 
физики, прежде всего уравнений переменного типа. Как правило» это 
квазилинейные уравнения в частных производных второго порядка, 
тип которых зависит от. свойств решения, например, уравнение Бузе-
мана, описыващее трансзвуковые течения газа. 

ияихя -и# - о. ш 
Оно эллиптично, если их<0 и гиперболично, если Мх?0. 

Другой класс уравнений переменного типа был предложен 
Н.Н.Яненко ^ 2 ] для моделирования гвдгродинамической неустойчи
вости 

и±-(г(«*\=о} (2) 

где функция Р (и
х
) может менять знак. Это уравнение в зависимо

сти от знака р'Си^ параболично "вперед" или параболично "назад,". 
Постановка краевых задач для уравнений (I) и (2), исследова

ние их разрешимости и численный расчет представляются чрезвы
чайно трудной проблемой. 

I. В тесной связи с уравнениями (I), (2) находится уравнение 
в частных производных третьего порядка: 

у&и** +^-№)х -р(ь(иА» -/&*). о) 

Если у» - ± , ?(иж)>0 , Р*'(С/х)>0 , /< -4 .то уравне

ние (3) возникает в теории материалов, обладающих памятью, и его 
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рассмотрели Д.Гринберг, Р.Мак Ками, В.Мизел [ з ] . 
К уравнению вида (3) приводится система уравнений, описываю

щая нестационарные одномерные течения вязкого баротрошюго газа в 

лагранжевой системе координат: 

э*/-р ЪУ _ $ 
Э * "" ЭЗС > ( 4 ) 

э * эсс Газетах У > 

отметим, что при немонотонной зависимости давления Я от плот

ности ^р и цри щ = 0 система (4) будет системой переменного 

типа. При (4> О разрешимость краевых задач для системы (4) изу

чалась А.В.Катковым и Николаевым [А]. 
А.И.Кожанов, Н.А.Ларькин, Н.Н.Яненко [ 5 ] исследовали разре

шимость краевых задач для общего уравнения (3) в случае, когда 

производные второго порядка образуют оператор переменного типа. 
Основным допущением являлось следующее 

(5) 

/РГия)/*са+гЛиж1>, С>о. 
При этих условиях удалось доказать теоремы об однозначной разреши
мости в целом по Ъ начально-краевых задач для уравнения (3), а 
также задачи Коши. 

Более строго справедливо утверадение: х -. 
Теорема I. Пусть ДОх)> /У^%) € С*(Ю > $ =(0>1)*(0,Т)\ 

ис(х)^(о,т\Ь1Ш; и,&)€)&1&*)9 *&&€**&) и 
выполнены неравенства (5), тогда существует единственная функция 

и(*,±): 
иеи(от;\*/?Ш&1Ъ$, и+* Ь-®г> &1& А 

и** ±Ц(ф, и^^иъ), 
удовлетворявдая п.в. в Ц уравнению (3) и принимающая следующие 

начальные и краевые значения: 

и%о)=иоГх), и*6;о)~ и,(х\ и^оу= о 
В том случае, если функции /^йх) » К ( ^ к ) , У&у^у, 

ио&)> У-Г&) - более гладкие и согласованы в точках х-С>/\ 
^^О, то полученное решение является более гладким. 

Доказательство существования решения проводится в два этапа: 
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1. Доказывается существование гладкого решения на достаточно 

малом промежутке времени. 
2. Получаются априорные оценки гладкого решения, позволяющие 

продолжить решение по ̂  на более широкий промежуток времени. 

Для получения априорных оценок уравнение (3) умножается сна

чала на Ц± , затем на-Г^#*х))х
 и

 результаты преобразуются 

совместно. 

Из этих оценок следует, что в уравнении (3) можно устремлять 

к нулю параметр /3
 #

 Более того, в некоторых случаях можно отка

заться от ограничения Р^'(С(К)^8> О , а потребовать только 

РЖ)*о. 
Технические моменты доказательства теоремы I имеются в [ $ ] . 

Указанная процедура доказательства существования решения обобщает

ся на многомерное уравнение вида 

и** -]ЁШ<Щй -г (Ф1 (ияг\.< -*&4, (6) 

рассматриваемое в цилиндре ^Л=:±^X(ЦТ) 9 где-О- - область с 

достаточно гладкой границей. 

Условия (5) заменяются следующими: 

СР+'и*/'*)* Ф/М <• Сж&льГ*), 

В этом случае удается доказать теорему существования обобщен

ного решения первой начально-краевой задачи для уравнения (6) в 

целом по *Ь . 
В случае задачи Коши второе из условий (7) можно ослабить: 

П. Положив в уравнение (?>)3-жР~№—0 , придем к уравнению 

и+-(р(и*Х-о; (
2
) 

отсутствие в этом уравнении в отличие от (3) сильной диссипации 

(при условии знакопеременности функции Р9(М*) ) приводит к ухуд

шению свойств решений: потере гладкости, неоднозначности,.несу

ществованию гладких решений у ряда краевых задач. 

Будем искать решения уравнения (2), удовлетворяющие началь

ным и краевым условиям: 

цх/ =и*Г4)^их\ _=«г(±)1 и&о)-и0Гх). 

,P-Z\ 

(7) 

(8) 

11 GreguS, Eauadiff
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Теотзема 2 . Пусть Г Г Р ) - = Ы0 + \>2.Р2), 1>0*0, »г>0; 
и<а)=оу и&) ~(Ш/3\Ъ)"*, ио(х)еС°С0,г); 

ио(1)=о, г'ЩзУ±о> и±(о)=о, и'оМ^Шз&У^ 
Тогда, если' Ш0П%(0,,)=(Ыо\Шг) и Ь*=^А^о\ , то 

при ~Ь & 6 * не существует решений задачи (2), (8), цринадаежащих 
сГ<&, Ъ±=Со,<)хСц±). 

Доказательство теоремы 2 основано на аналоге принципа макси
мума дня параболических уравнений. Тем не менее при "хороших" 
начальных данных уравнение (2) ведет себя как обычное параболи
ческое уравнение, что утверадает 
Теорема 3. Пусть: 
^ ) Р(Р): /?-**/? - достаточно гладкая функция, и существует интер
вал [ Рч »1 ̂

 с Я » на котором Р (р) & О. 
//. ) функция +Ю- ^ъ(^'Ц)У'г<"? 

имеет непрерывную обратную для Р& СР+> % ] . 
})}) 0±СР*,Ъ]у 

иоеЬ'гСоМ&Ш.*) } Р^^М^Рг. 
Тогда существует, по крайней мере, одно решение Ц(х,4:): 

и & *4®)1\Ь»(Цг*3 $1 (о, у)), У(г/Х) € ^1(0), 

задачи (2), (8), удовлетворяющее уравнению (2) п.в. в 0 • 
Теорема 3 доказывается при помощи монотонного продолжения функции 
Р(Р) с интервала [Рчу Рг] и рассмотрением вспомогательной 
задачи: 

и& = (ь&*х)Х +ги€хХ} 

тдеЕ>0 , Р*(Р) - монотонное цродолжение функции РСР) 
Для полученной задачи доказываются равномерные по € > 0 

априорные оценки, позволяющие осуществить предельный по Е^О пе
реход. Более полное изложение теорем 2,3 находится в работе 
В.А.Новикова Г 6^. 

Следующий результат говорит о возможности стабилизации реше
ний задачи (2), (8), см [7]. Рассмотрим стационарное уравнение 

{№)}* ЧМх (9) 

и его нестационарный вариант. 
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ис+с<их =(?(их%. (ю) 

Будем изучать задачу (10), (8) при оледгувдих щ>едположениях: 
С ) Р(Р)& Сг(&) , и существует интервал СР*, %] с % такой, 
что Р'(Р) *0 И Р 6 СР,,Я.] 
и ) $ир РГР) ± РСРГ)* РГРЛ ± г** ГСР) . 

Р*(-°о,Р,) Р*ГЪ,">) 
Не) /РГР)Р/ <.С(*+/Р/М), С>0, /т?>^ 

Теорема 4. Цусть выполнены предположения *> ) - Ц с )
 и
 существу

ет обобщенное решение УСХ) уравнения (9) такое, что 

&, + &•** V'/*) ^Рг , *>о. 

Пусть также существует обобщенное решение уравнения (10) с произ
вольным начальным условием Ыо(х) € \У^ (О, /) и краевыми 
условиями 1/ф4)ж У(о) , и* (О •** V//) . Положим Р, ̂ О . Тогда 
справедлива оценка 

ш- у*^,) ^е**/ио*2гй>,у). 

Утверждения теорем 2-4 характеризуются тем, что начальные 
условия всегда задаются йри г* = О . 

Однако, для параболических уравнений с менявдимся направле
нием времени предложена постановка краевых задач, когда условия 
могут задаваться и при некотором значении - Ь - Т > 0 . Линейные 
задачи такого типа изучались С.А.Терсеновым [ 8 ] , нелинейный 
вариант рассмотрели В.Н.Врагов и А.Г.Подгаев. 

В полосе П~%х(б,Т) заданы уравнения 

V4-(0V^')xК- ЯМ), (II) 

где с( >^^ С0>0 * ^ - неизвестная функция. 
Заданы следующие краевые условия 

»Ь,о)«%(*)>о4 *±1; У(Т;Т)~ ^гСх) *о,х*1л (12) 

Неотрицательная при Х ^ - 1 , и положительная при ^^С огра
ниченная функция У&с*(П) 9 ) Г > 0 называется обобщенным 
решением задачи (II)» (2) если для произвольных чисел /? Р ^ > 0 
выполняется интегральное тождество 
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X -/? 

О х - * л * 

- в остальном произвольна. Имеет место 

Теорема 5. Пусть V©/-*)» О прл ^ ' ^ ^ 1 < x ^ ^ и -Г*--%г , 

\/о(о)>0 »^>0; V * ) »о щл^*.x± 1+1**1 и при 

**.ъ,\ьа)<о,ь>о ; у/0ут*с^ ^/? 3>а 
Тогда при достаточно больших ^© существует единственное обобщен
ное решение задачи (II), (12). 

Доказательство теоремы 5 основано на факте локализации воз
мущений для нелинейных параболических уравнений. 
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