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MATHEMATISCHE METHODEN ZUR BERECHNUNG DER TRANSONISCHEN UMSTROMUNG
VON DUNNEN PROFILEN

K.Kozel, J.Polé3ek, M.Vaviincova
Prahsa, Essr

Im Beitrag wird die Formulierung einer Randwertaufgabe fur die
stationére potentiale Umstromung von einem isolierten dunnen Profil
oder von Systemen dunner Profile behandelt und einige Eigenschaften
der schwachen Losung dieser Randwertaufgabe erortert. Fur die nume-
rischen Berechnungen dieser Probleme wurde eine modifizierte Netz-
Methode, die sogenannte Relaxationsmethode, ausgeurbeitet. Es wer-
den einige Resultate der numerischen Berechnungen der ebenen tran-
soniachen Umstromung eines dinnen Profils im Kanal und der dreidi-
mensionalen transonischen Umstromung eines pfeilformigen Flugels im
Tunnel angegeben.

I. Formulierung der Randwertaufgabe

Es wird eine stationéire, potentiale transonische Umstromung

eines dunnen Korpers in Ey betrachtet, Die Anstromgeschwindigkeit
ist homogen und h&t den konstanten Wert U , bzw. die Machzahl M .
Das Stromungsfeld kann in diesem Fall durch die Differentialglei-
chung fir cas Stsrungspotential.?(x,f,i) beschrieben werden.

[K-eof 1%, + i +Fex =0, K=G-MEY/8 Ma™,y

1y 8 ! 8 M* i (G)
hier ist § die maximale relative Dicke des umstromten Korpers
(3K 1), & ist die Poissonsche Konstante und m ist eine Konstan-
te, m€ (0, 2>, weiter gilt My€{My,M,> , 0 < M) ¢ My £ 1,4,
Die Gleichung (1) ist eine quasilineare partielle Differential-
gleichung zweiter Ordnung vom gemischten elliptisch-hyperbolischen
Typus. Die Gebiete, in welchen diese Gleichung elliptischen
bzw. hyperbolischen Typs ist, sind im voraus unbekannt. Sie erge-
ben sich erst aus der Losung der betreffenden Randwertaufgabe. Die
Randbedingung an dem umstromten dunnen Korper (die Bedingung der
Undurchdringlichkeit) wird in der linearisierten Form
7 Ly ~ ~ -~ =
'?.'11_5'.33245): My (th(x:)-u)/&xc €0, Xy (T)? , e <0, > (2)
Y
angegeben. Debei sind y = f d(x, %) differenzierbare Funktionen,
die die Form des oberen (h) bzw. unteren (d) Teiles der Oberflédche
des umstromten Korpers angeben. Die konservative Form der Gleichung
(1) lautet

[Ke-X4¢] + [B) «[% : (1a)
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Fur eine zweidimensionale transonische Umstromung eines diinnen Pro-
fils ergibt sich aus der Gleichung (1) die Gleichung

[K-xen 1P + W55 =0 , (3)
deren konservative Form lautet
[k, - .‘L;J.zﬁ:]x + L5 =o. (3a)

Bei einer realen transonischen Umstromung entstehen Stosswel-
len, d.h.,es entstehen Fldchen, &n denen sich Druck und Geschwindig-
keit sehr schnell &ndern. Bei dem mathematischen Modell muss dann
im zweidimensionalen Falle die Moglichkeit der Unstetigkeit erster
Ordnung in 'Px,‘fi auf bestimmten Kurven (Stosswellen) zugelassen
werden, das heisst, man muss die Losung im Sinne einer schwachen
Losung suchen. Von der Ldsung P wird verlangt: PeC(R), ) ist das
betrachtete Gebiet, ‘Px, ‘PS,-G. K(fl) die Definition der Funktionen-
klasse K(1) ist in [1] bzw. [2] angegeben. Sind ausserdem Py
und ?; beschrénkt, so gehort die Funktion $ zur Klasse X(f1).
Anstelle der Gleichung (3) kann man fur die gesuchte Funktion §
die Integralbeziehung

§LKg 514147 - Yydx - O @
betrachten. Die Beziehung (4) muss gelten léngs jeder stuckweisen
glatten Jordanschen Kurve ach , die in ihrem Innern keine Punkte
des Profils (der Strecke x€¢ {0, 1>, y £ 0) enthdlt. Fur jede kon-
krete Aufgabe, z.B. Umstromung von einem Profil, einem Profilgitter
u.s.w., missen noch weitere Randbedingungen bzw. Periodizit&tsbedin-
gungen erfiillt werden (siehe [2], [3, [4] ).

II. Bedingungen léings der Stosswelle

Aus der Beziehung (4) und Pe K(0) ) ergeben sich folgende Bedin-

gungen, die die Losung léngs der Stosswelle erfiillen muss.
k3

(KB S ()= () () 20, (5)
die Voraussetzung der Wirbelfreiheit fihrt zu der Bedingung

(9Ux) + {BMd5)s =0, indem (£» = £ - £, .  (6)
Der Sprung {f)» in einem Punkt der Stosswelle ist die Differenz
zwischen dem Limes vor (von links) und hinter (von rechts) der Stoss-
welle. Weitere Eigenschaften der Losung léngs der Stosswelle bei

diesem Modell der transonischen Stromung sind angegeben und bewie-
sen in [2].
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III. Numerische Losung
Fur numerische Berechnungen wird die Netz-Methode angewandt.
Die Differenzenapproximation der Losung ergibt sich aus der Bezieh-
ung [4), die léngs der Grenze jeder Berechnungszelle erfillt wird,
Allgemein wird ein schiefwinkeliges Netz (x, t),-{° = (cosz ’ sins )
im Koordinatensystem (x, }) gewéhlt (siehe [21, [4]). Die Werte von
‘?; = (f, =- ¥, cosp)/sinB werden stets durch zentrale Differen-
zen approximiert. Die Genauigkeit dieser Approximation ist von zwei-

ter Ordnung. Die Werte von P_ in dem Ausdruck K4 -E4 lp: im Punkt

Pi+ % 3 yerden im Falle von Viy = K-(xu)(‘?;.,.‘i-\?'._w-)lqu >0

mit zentralen Differenzen approximiert ¥ = (\P.'.‘,,'-'Q.-,‘-)Iu + Q(a¥?)
und im Falle Vi v ¢ 0 durch riuckgéngige Differenzen approxi-
miert @ = ('&.‘ ‘&N)h 40().Im Punkt P, 1 3. wird &hnlicherwei-
se vorgegangen. So gelangt man zum konservativen Schema:

(- ) LKW - 295 +%ay)- S0 [tv....‘-wzu) (%2, 3)J}z-m(h
Ol {K(‘ﬂ,i 2 +Fiaj)- m[(w‘.g 1,‘) (% m,un}mp {hj- (D
-1?.,‘ “"'d tmp +T {\QJ" 1.1’..J .,‘..} ‘“’H"‘*r' g ‘Q_"‘”.\g_“_'} .0,
éu *{ fir V,,)>o . u;,:o Lir V"J‘ o.

Durch eine einfache Umformung von (7) kann man zu einem nichtkon-
servativen Schema gelangen, das jedoch léngs der Stosswelle konser=-
vativ ist.

(- ty) V{J T ""lf (Va2 "&.J)*elh, Vn.,tmp(‘?..‘-l'?.-..,é'* ey )
+T Co&f ("iﬂ. = 1?1“ "‘fl-ha) 4 ‘rﬁ‘" l‘ﬂ” +?|'J'1 -

1?':05? (e yH = Pon g ~Weajor ‘Pf-o."-i )=0.
Beide Schemen sind implizit, sie entscheiden, ob der betreffende
Punkt ein elliptischer (vi,3>°' Via J>0). peraboliacher
(\7i :< 0, Vi 4 J> 0), hyperbolischer (Vi 5€ 0 Vi g . €4 0)
oder ein Stosspunkt (V : > 0, Vi 1,j < 0) iBt. Beide Schemen sind
unbedingt stabil (die 1oka1e 11neare Stabilitat, die auf der Fou-
rier-Analyse beruht). Durch die Anwendung von (7) bzw. (8) in den
inneren Punkten und durch die geeignete Approximation der Randbe-
dingungen oder der Periodizitédtsbedingungen gelangt man zu einem
System nichtlinearer Differenzengleichungen (siehe [2} [31, [4],[5)).
Zur Losung dieses Systems wird eine Block-Relaxationsmethode mit
fixierten Koeffizienten angewandt. Die Blocke in der Matrix werden
aus den Koeffizienten bei ‘P fur i = konst. gebildet. Die itera-
tive Losung erfolgt im Gebiet Q) von links nach rechts (in der
Stromrichtung). Dadurch ist es moglich, die Anfangsbedingungen der
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gemischten Aufgabe fur die Gleichung (3), falls sie hyperbolischen
Types ist, zu approximieren. In E3 ist der Iterationsprozess folgen-
der. Zunachst wird z = z) gelegt (zu der Ebene (x,¥) paralleler
Schnitt mit minimaler z-Koordinate),und auf dieser Ebene wird die
glszhe Block-Methode wie in E2 mit fixierten Werten von aﬂ:ﬁ. R
*W‘* angewandt. Xhnlicherweise erfolgt die Berechnung fir

zZ =z, U.8.W.

IV, Einige numerischen Resultate

Von den erreichten numerischen Ergebnissen sollen hier zwei
dargelegt werden. Im ersten Falle handelt es sich um die transoni-
sche Umstromung des Profils NACA-0012 bei M, = 0,8 und o = 0°,
Auf Abbildung 1 sind die numerischen Ergebnisse nach dieser Metho-
de wiedergegeben (in gestrichelter Kurve) und mit den numerischen
Ergebnissen nach [6] (in voller Kurve) und auch mit den Messungen
verglichen. Die berechnete Intensitét der Stosswelle ist grosser
als beim Experiment, bei dem die Stosswelle durch die Z&higkeit der
Flussigkeit teilweise ausgeglichen ist. In den numerischen Ergebnis-
sen nach [6], die auf der Singularit&tenmethode aufgebaut wurde,
ist die Stosswelle nicht erfasst. Das weitere Resultat kunn ausser-
dem in praktischer Hinsicht interessant sein. Es handelt sich um
die transonische Umstromung eines pfeilformigen Tragfligels im Tun-
nel M, = 0,9 und o = 1%, Des Profil ist aus zwei Kreisbogen zu~-
sammengesetzt, Auf dem Tragfliigel verringert es sich von § = 9 %
bis zu § = 0,05 %. Die erzielten Ergebnisse sind in sehr gutem qua-
litativem Einklhng mit den numerischen Resultaten von [7].

Mz08
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