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MATHEMATISCHE METHODEN ZUR BERECHNUNG DER TRANSONISCHEN UMSTRÖMUNG 

VON DÜNNEN PROFILEN 

K.Kozel, J.Polääek, M.Vavrincova" 
Praha, SsäR 

Im Beitrag wird die Formulierung einer Randwertaufgabe für die 

stationäre potentialc Umströmung von einem isolierten dünnen Profil 

oder von Systemen dünne:-» Profile behandelt und einige Eigenschaften 

der schwachen Losung dieser Randwertaufgabe erörtert. Für die nume­

rischen Berechnungen dieser Probleme wurde eine modifizierte Netz-

Methode, die sogenannte Relaxationsraethode, ausgearbeitet. Es wer­

den einige Resultate der numerischen Berechnungen der ebenen tran-

soniachen Umstromung eines dünnen Profils im Kanal und der dreidi­

mensionalen transonischen Umstromung eines pfeilformigen Flugeis im 

Tunnel angegeben. 

I. Formulierung der Randwertaufgabe 

Es wird eine stationäre, potentiale transonische Umstromung 

eines dünnen Körpers in E^ betrachtet. Die Anströmgeschwindigkeit 

ist homogen und hat den konstanten Wert U , bzw. die Machzahl M • 

Das Strömungsfeld kann in diesem Fall durch die Differentialglei­

chung für 'das Störungspotential *P(*iy, *> be9chrieben werden. 

[K-IX*4)%H** % *fe *0. K--(4-^>/o^ (!) 

hier ist S die maximale relative Dicke des umströmten Korpers 

(S<< 1), at ist die Poisson3che Konstante und m ist eine Konstan­

te, m€ (0, 2> , weiter gilt Mec
€<M1,M2> , 0 < ^ < M2 * 1,4. 

Die Gleichung (1) i9t eine quaailineare partielle Differential­

gleichung zweiter Ordnung vom gemischten elliptisch-hyperboli3Chen 

Typus. Die Gebiete, in welchen diese Gleichung elliptischen 

bzw. hyperbolischen Typs ist, sind im voraus unbekannt. Sie erge­

ben eich erst au9 der Lösung der betreffenden Randwertaufgabe. Die 

Randbedingung an dem umströmten dünnen Körper (die Bedingung der 

Undurchdringlichkeit) wird in der linearisierten Form 

-ypcyo.g). M^(J^ ( j. if,.«<)/j.xe<0|XT(sJ> |£c<0(i> (2) 

angegeben. Dabei aind y = fn d(x, z) differenzierbare Funktionen, 

die die Form de3 oberen (h) bzw. unteren (d) Teiles der Oberflache 

des umströmten Körpers angeben. Die konservative Form der Gleichung 

(1) lautet 

[ K V ^ t f l * • [̂ ]y •[ftfc'O- (1») 
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Für eine zweidimenaionale transonische Umstromung eines dünnen Pro­
fils ergibt sich aus der Gleichung (1) die Gleichung 

tK-Cfc^VjvjW • Vft *o , (3) 

deren konservative Form lautet 

LKH>X- H T ^ l x + tVfyl? m0- (^a) 

Bei einer realen transonischen Umstromung entstehen Stosswel-
len, d.h., es entstehen Flachen, an denen aich Druck und Geschwindig­
keit sehr s c h n e l l andern. Bei dem mathematischen Modell muss dann 
im zweidimensionalen Falle die Möglichkeit der Unstetigkeit erster 
Ordnung in *f , *f% auf bestimmten Kurven (Stosswellen) zugelassen 
werden, das heisst, man muss die Losung im Sinne einer schwachen 
Losung suchen. Von der Losung *P wird verlangt: *P<C(.Q),,fl ist das 
betrachtete Gebiet, <fx, Vs* KU1) die Definition der Funktionen­
klasse K(il ) ist in \X\ bzw. [2] angegeben. Sind ausserdem <P 
und *PV beschrankt, so gehört die Funktion <f zur Klasse K ( H ) . 
Anstelle der Gleichung (3) kann man für die gesuchte Funktion <P 
die Integralbeziehung 

betrachten. Die Beziehung (4) muss gelten längs jeder stuckweisen 
glatten Jordanschen Kurve d c H , die in ihrem Innern keine Punkte 
des Profils (der Strecke xc <0, 1> , y = 0) enthalt. Für jede kon­
krete Aufgabe, z.B. Umstromung von einem Profil, einem Profilgitter 
u.s.w., müssen noch weitere Randbedingungen bzw. Periodizitatsbedin-
gungen erfüllt werden (siehe [2], [3], M )• 

II. Bedingungen lange der Stosswelle 

Aus der Beziehung (4) und ̂ f e K(fll ) ergeben sich folgende Bedin­
gungen, die die Losung längs der Stosswelle erfüllen muss. 

< K % - - ^ ^ (<*),-<^>w*>-*0' (5) 
die Voraussetzung der Wirbelfreiheit führt zu der Bedingung 

<%>«*)-, *<M>^(dy), * 0 , in dem <f> = fx - f2 . (6) 

Der Sprung (f> in einem Punkt der Stosswelle ist die Differenz 
zwischen dem Limes vor (von links) und hinter (von rechts) der Stoss­
welle. Weitere Eigenschaften der Losung längs der Stosswelle bei 
diesem Modell der transonischen Strömung sind angegeben und bewie­
sen in [2]. 
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III» Numerische Losung 

Für numerische Berechnungen wird die Netz-Methode angewandt* 

Die Differenzenapproximation der Losung ergibt sich aus der Bezieh­

ung [4]t die längs der Grenze jeder Berechnungszelle erfüllt wird* 

Allgemein wird ein schiefwinkeliges Netz (xt t)ft° = (cosß t 8inj? ) 

im Koordinatensystem (xf £) gewählt (siehe [2lt[4l). Die Werte von 

^y s (% " ^x coaP )/si*-£ werden stets durch zentrale Differen­

zen approximiert* Die Genauigkeit dieser Approximation ist von zwei­

ter Ordnung. Die Werte von 9 X *n d e m Ausdruck K^-*^ *f* im Punkt 

P 1 m werden im Falle von Y^ * K - (**4> (^ • - tpH|J-)/1 A* > o 

mit zentralen Differenzen approximiert H>x
 e (^H4,|*HV^)/AK • QUf) 

und im Falle V. . < 0 durch rückgängige Differenzen approxi-

miert ¥* *(*&»•- %.u%)*x40(A>-);Im Punkt P ^ 1 ^ wird ahnlicherwei-

se vorgegangen« So gelangt man zum konservativen Schema: 

(^ (K(V/ -*vS } -g [ i^ -^ 

dt.^4 für Vf,.*>0 , 4lfj«0 fSr V(,.< O. 
Durch eine einfache Umformung von (7) kann man zu einem nichtkon­

servativen Schema gelangen, das jedoch längs der Stosswelle konser­

vativ ist. 

- izrtosp ( ^ M - Vf* '%•#• * *Kf*> *°-
Beide Schemen sind implizit, sie entscheiden, ob der betreffende 

Punkt ein elliptischer (V^ .->0t V ^ ^ j
> 0)» parabolischer 

(Vj . < 0 , Vi-:L . > 0), 'hyperbolischer (Vi . < 0t V ^ . < 0) 

oder ein Stosspunkt (V4 . > 0, V* , . < 0) ist« Beide Schemen sind 
--f J X—X >j ^ 

unbedingt stabil (die lokale lineare Stabilität, die auf der Fou-

rier-Analyse beruht)« Durch die Anwendung von (7) bzw. (8) in den 

inneren Punkten und durch die geeignete Approximation der Randbe­

dingungen oder der Periodizitatsbedingungen gelangt man zu einem 

System nichtlinearer Differenzengleichungen (siehe [2l fo]9 W 9 [5]) • 

Zur Losung dieses Systems wird eine Block-Relaxationsmethode mit 

fixierten Koeffizienten angewandt« Die Blocke in der Matrix werden 

aus den Koeffizienten bei ^ für i -= konst« gebildet« Die itera­

tive Losung erfolgt im Gebiet A von links nach rechts (in der 

Stromrichtung)« Dadurch ist es möglich, die Anfangsbedingungen der 
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gemischten Aufgabe für die Gleichung (3), falls sie hyperbolischen 

Types ist, zu approximieren. In E^ ist der Iterationsprozess folgen­

der. Zunächst wird z = z-̂  gelegt (zu der Ebene (x,y) paralleler 

Schnitt mit minimaler z-Koordinate), und auf dieser Ebene wird die 

gleiche Block-Methode wie in E~ mit fixierten Werten von * .h 

Wп, ¥»*-« 
angewandt. Xhnlicherweise erfolgt die Berechnung für 

u. .w. 

IV. Einige numerischen Resultate 

Von den erreichten numerischen Ergebnissen sollen hier zwei 

dargelegt werden. Im ersten Falle handelt es sich um die transoni-

sche Umstromung des Profile NACA-0012 bei tom = 0,8 und oc = 0 ° . 

Auf Abbildung 1 sind die numerischen Ergebnisse nach dieser Metho­

de wiedergegeben (in gestrichelter Kurve) und mit den numerischen 

Ergebnis3en nach [öl (in voller Kurve) und auch mit den Mee3ungen 

verglichen. Die berechnete Intensität der Stoa9welle ist grosser 

als beim Experiment, bei dem die Stosswelle durch die Zähigkeit der 

Flüssigkeit teilweise auegeglichen ist. In den numerischen Ergebnis­

sen nach [61, die auf der Singularitatenmethode aufgebaut wurde, 

ist die Stosswelle nicht erfasst. Das weitere Resultat kann ausser­

dem in praktischer Hinsicht interessant sein. Es handelt sich um 

die transonische Umstromung eines pfeilformigen Tragflugeis im Tun­

nel M Ä « 0,9 und of =- 1 ° . Das Profil ist aus zwei Kreisbogen zu­

sammengesetzt. Auf dem Tragflügel verringert es sich von o" = 9 % 

bis zu S = 0,05 %• Die erzielten Ergebnisse sind in sehr gutem qua­

litativem Einklang mit den numerischen Resultaten von [7]. 

H-0.9 

Abb.l Abb. 2 
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