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PREDMLUVA
[ ]

Ulohy o funkcich se vyskytuji v ka?dém roéniku nasi
1 mezinarodni matematické olympiddy, nebot pojem funkce
je jednim ze zikladnich pojmt moderni matematiky a nelze
se bez néj obejit ani ve védich technickych a pfirodnich.
A to je jeden z divodd, proc v této kniZnici vychazi svazek,
vénovany pravé funkcim.

Kni’ka ma pomoci pfedeviim Gfastnikiim matematické
olympiddy v samostatném feSeni uloh o funkcich. Proto
opakujeme v prvnich dvou ¢lancich nékteré zikladni pojmy,
mimé ze Skolniho vykladu, a zavidime i nékteré dalsi
pojmy, které umozﬁujl hlubsi pochopeni vlastnosti funkci
bez podstatneho rozsifovani $kolni latky. Ve tfed &sti je
YeSena fada tloh, které ukazuji, jak se zavedené polmy
wZivaji k vySetfovini pribéhu funkci. PouZivé se pfitom
jen elementirnich matematickych prostfedkd, pfedevsim
potitini s nerovnostmi. Ulohy davaji dobrou ptile¥itost
k procviteni metody nepfimého diikazu.

Pro samostatnou praci ¢tendit jsou na konci knizky pfi-
pojeny nefeSené ulohy a nékolik odkazli na pfistupnou
literaturu z této oblasti.






1. ZAKLADNf POJMY
°

V tomto; &ldnku zopakujeme rzdkladni pojmy z nauky
o funkcich, s nimiZ se jiz ¢tendf sezndmil ve $kole. V celé
kni¥ce budeme pracovat pouze s redlnymi Cisly. Nejprve
pfipomeneme definici funkce.

Funkce je pfedpis, ktery kafdému &slu x 2 uréité mnoginy
M pritazuje prdvé jedno cislo.

V matematice oznafujeme funkce vét¥inou pismeny (f,
& b ..., F, G, ...). N&které fasto pouZivané funkce maji
sva stdl4 oznaCeni (napf. sin, log, tg apod.). MnoZinu {isel,
kterou jsme v definici oznalili M, nazyvime oborem funkce
nebo definiénim oborem funkce; x je tzv. proménnd. Cislo y,
pfifazené funkdi f islu x, oznacujeme obvykle f(x) a nazy-
vame je funkéni hodnotou funkce f pro &slo x nebo hodnotou
Sfunkce f v bodé x.

Aby né&jaky pfedpis definoval funkci, musi kazdému ¢&islu
x z defini¢niho oboru pfifazovat prave jedno ¢islo y. Jinymi
slovy, je-li dano &islo x z oboru funkce f, musime vzdy
umét jednoznacné rozhodnout, které Cislo je funk&ni hod-
nota f(x). Neni tedy funkci napf. pfedpis: ,,Danému klad-
nému Cishu x pfifad Cislo, které umocnéno na druhou da x¢.
Existuji totiZ vZdy dvé takova Cisla, liSici se znaménkem:
Vea

Funkce v nasi kniZce budou zadiviny vzorcem, z kterého
vypocteme hodnotu funkce pro libovolné ¢islo z jejiho
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nebo ,,bud dina funkce y = x—:%l—s—“. PH zadévéni
funkce tedy Casto viibec nehovofime o jejim oboru. V ta-
kovém pfipadé mlcky pifedpokladime, Ze oborem funkce
je mnoZina vSech Cisel x, pro kterda mé vyraz definujici
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funkci smysl. Pro funkci y = _x_|-3Tx1_5_
mnoZina viech &isel s vyjimkou Cisla x = 1. Stanoveni
defini¢niho oboru je prvofadou otizkou pfi zkoumadni
kaZdé funkce.

V této kniZce se budeme zabyvat hlavné ‘ilohami, které
souhrnné nazyvime zkoumdinim pribéhu funkce. Slovo
»prib&h* naznaluje, Ze piijde o ndzorné vlastmosti funkce,
tésné svym vyznamem spjaté s grafem funkce. Zopakujeme
si proto své poznatky o grafickém znizorfiovani funkci.

Zvolme v roviné pravoihlou soustavu soufadnic. To
znamend, jak vime, Ze v rovin€ nakreslime dvé Ciselné osy
tak, aby byly navzdjem kolmé a aby jejich prisecik byl na
obou osich podatkem.

Na ose x zvolme bod x z oboru zkoumané funkce f
a v tomto bodé vzty¢me k ose x kolmici. Na ni nanesme
délku |f(x)| a to ve sméru kladné poloosy y, je-li f(x)>0
a ve sméru ziporné poloosy ¥, je-li f(x) < 0. Dostaneme tak
v rovin& bod, ktery oznalujeme [x, f(x)]. Cisla x a f(x)
jsou soufadnice tohoto bodu.

Grafem funkce f nazyvdme mnoZinu bodi [x, f|x|], kde x
je libovolné Cislo z oboru funkce f.

Graf funkce nemiZeme zpravidla sestrojit presné. PH
kresleni grafu miZeme postupovat tak, Ze sestavime tabulku,
do niZ zapisujeme funk¢ni hodnoty f(x) pro urcité zvolené
hodnoty proménné x. Podle této tabulky nakreslime body
[x, f(x)] a spojime je pokud moZno plynulou, co nejjedno-

je tedy oborem
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dussi kfivkou. Tato kfivka je pak piibliznym grafickfm
znizornénim funkce f.

P#iklad 1. Nakreslime graf funkce f(x) = x® — 2x® —
—5x -+ 6. Oborem této funkce je celd mnoZina reilnych
Cisel. Pfi kresleni grafu se omezime napf. na hodnoty pro-
ménné, pro néZ plad —3 = x = 4. Sestavime tabulku
funkénich hodnot dané funkce pro celoliselné hodnoty
proménné:

x {—3]|—=2|—-1}0 1 2( 3 4

f(x) |—24| o| 8| 6 | 0 | —4| 0 | 18

Sestrojime-li podle této tabulky pfislusné body [x, f (x)]
a spojime-li je plynulou kfivkou, dostaneme obr. 1.

H

A

F v A 2 [3 4

Obr. 1.



P#iklad 2. Nakreslime graf funkce g(x) =ﬁ. Obo-

rem této funkce je celd mnoZina redlnych &isel s vyjimkou
¢isla x = 3, pro néZ zlomek nem4 smysl. Sestavime tabulku
jako v minulém pfikladu:

Iy -4 —3'—21—1‘ 0‘1 2] 3] 4

—

1=l
7

|

_!_1

1

I 35 |7

(5]

Nakreslime-li podie této tabulky pfislusné body [x, g(x)]
a spojime-li je plynulou kfivkou, dostaneme obr. 2. (Bod
[#, 0] oznaceny krouzkem ovSem do grafu nepatfi.) Snadno
se viak pfesvédCime, Ze v blizkosti hodnoty promé&nné
x = % zobrazuje tato kiivka graf funkce g velmi nepfesné,
ba pfimo chybné. K tomuto zivéru nis dovede ndsledujici
tvaha:

y

1

4 -3 -2 -1 x
ﬂ[1 2 3 4
1
Obr. 2.

Zvolime-li hodnotu prom&nné hodné blizkou ¢islu 4, 1isi
se Cislo 2x—1 jen velmi mdlo od nuly a tedy jeho pfevri-
cend hodnota je (v absolutni hodnot¢) velmi velkd. Napf.
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pro x = 0,51 dostaneme g (0,51) = 50, pro x = 0,49 je
g (0,49) = —50. Na obr. 2 viak naopak body grafu pro
hodnoty proménné blizké &islu 4 leZi blizko osy x.

Na uvedeném piikladu vidime, Ze i pomérné¢ jednoduché
funkce vyZaduji hlubiiho zkoumdni neZ je pouhy vypocet
n&kterych funkénich hodnot. Proto si v nisledujicim ¢linku
ﬁdeme nékteré pojmy, usnadiujici nim zkoumdni

ci.



2. DALST VLASTNOSTI FUNKCI
o

Je vhodné zavést nejdiive oznaceni pro nékteré mnoZiny,
se kterymi budeme Casto pracovat.

Jsou-li @, b dvé ¢isla, a < b, pak mnoZinu Cisel x, pro n&Z
soutasné plati nerovnosti ¢ = x,x = b (struné piSeme
fasto ¢ < x < b), nazyvame uzavieny interval a oznaluje-
me ji symbolem <a,b)>. MnoZina Cisel, pro n&Z plati
obdobné ostré nerovmosti (tj. a << x < b), je otevFeny in-
terval, ktery oznaCujeme (a, b). Podobné definujeme i dalsi
typy intervald, jak je ukazino v tabulce na str. 11.

Viimnéte si zejména intervald neomezenych a rozmys-
lete si jejich geometrické znazornéni na Ciselné ose! Napt.
interval <3, ) je znazornén polopfimkou s pocitetnim
bodem 3, na niZ jsou znizornéna Cisla vétSi nez 3. Také
dislo 3 patfi do tohoto intervalu.

Casto hovofime o omitFnich bodech intervalu. Jsou to
viechna Cisla z daného intervalu s vyjimkou Cisel a a b, tzv.
»krajnich bodi*. V pfipad¢ omezeného intervalu jsou tedy
jeho vnitfni body préavé vSechna Cisla z otevieného inter-
valu (a, b). Podobn¢ v pfipad¢ neomezeného intervalu jsou
vnitini body intervalu pravé viechna cisla tohoto intervalu
s vyjimkou ,,krajniho bodu” a.

Jisté jste si povSimli, Ze Casto hovofime o Cislech jako
o bodech. K tomu nds vede geometrické zndzornéni ¢isel
jako bodi na Ciselné ose. Tento zpusob vyjidfeni je v ma-
tematice b&Zny a je tfeba si na néj zvyknout.

Obratme se nyni jiz k pojmum, tykajicim se pfimo
funkci. Ze Skoly zndme funkci y = log x, definovanou pro
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MnoZina &sel x,
pro néz plati Nizev Oznaceni
nerovnosti
asx=sb uzavieny interval g <a, by
. ]
a<x<b otevieny interval 8 (a, )
asx<b 2 | <ab)
polouzavieny interval | 3
a<x=b J'< (a, b>
x=a (—eoya)
uzavieny interval B
a=x g {a, =)
o
N
x<a (5 (—e,a)
otevieny interval B
a<x a8 (a, )
)
mno¥ina redlnych&isel| = | (—eo, o)

vSechna kladn4 Cisla x. Jeji graf je kfivka, nakreslend na
obr. 3. Jdeme-li po této kfivce zleva doprava (tj. ve sméru
kladné poloosy x), vidime, Ze kfivka stoupa. Je to zpiiso-
beno tim, Ze funk¢ni hodnoty logaritmické funkce rostou,
coZ muZeme matematicky fici takto: ZvétSime-li Cislo x,
zveétsi se i logaritmus; nebo pfesné&ji: Je-li 0 < x; < x5, je
log %, < log x,.

Tuto nizornou vlastnost funkci budeme nyni definovat
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obecné. UvaZujme né&jaky interval I (lhostejno jakého typu)
a funkci f.

Necht x,, x, jsou libovolnd dvé Cisla z intervalu I, pro nés
je %y < x,. Plati-li nerovnost f(x;) <f(x,), Fthdme, Ze
Junkce f je rostouci v intervalu 1. Plati-li za stejnych pted-
pokladi: nerovnost f (x;) > f (x,), nazyvdme funkci f klesajict
v intervalu I.

Obr. 3.

P¥iklad 3. V pfikladu 2 jsme se snaZili nakreslit graf
funkce g (x) =—1— DokéZeme nyni, Ze tato funkce je

Kklesajici v mtervalu (— o, ‘}) a také v intervalu (3, o).

UvaZujme nejdfive prvni interval. Jsou-li x,, Xy ¢isla
z intervalu (— =, %), plati x; < 4, x, < 4. Necht zaroveii
plati x, < x,. Z této ncrovnosti plyne, Ze 2x, — 1 < 2x, —
—.1, pfi CemZ vyrazy na obou stranich nerovmosti jsou
disla téhoz znaménka (zipornd). Pro pfevricené hodnoty
plati tedy obricena nerovnost

1 1
2% — 1~ 2% — 1

12



&li g (%) > g (x). Tim jsme dokézali, Ze funkce g(x) =
= 2x 1_ l ie klesaiid v intervalu (_ o0, %)- PI'O interval
(3, =) je ditkaz obdobny.

Nyni jiZ vidime, Ze graf funkce g, jak je na obr. 2, neni
spravny, nebot pfibliné v intervalech (0, }), (3, 1) na-
kreslena kfivka stoupd, zatimco podle naSeho vysledku ma
kiesat.

Dalsi polmy, souvisejici dosti vizce s pojmy privé zave-
denymi, jsou pojmy maxima a minima funkce.

Maximum (minimum) funkce f v intervalu [ je nejvétsi
(nejmensi) hodnota, jiZ funkce v intervalu I nabyva. -

Matematicky miZeme nasi definici formulovat takto:

islo m nazyvdme maximem (minimem) funkce f v inter-

valu 1, jestlize plati:

1. Existuje Cislo x, z intervalu I tak, Ze f (x,) = m.

2. Pro hbovolné Cislo x =z intervalu I plati f (x) = m

(f (x) = m).

Pfiklad 4. Stanovime maximum funkce A(x) =

= 2 sin x — cos 2x v intervalu (— =, o). ProtoZe
cos 2x = cos® x — sin? x, plati pro libovolné x
h(x) =2sinx — cos 2x = 2sinx — cos®x 4 sin>x =
= 2sin?x + 2sinx — 1.
Protoze pro kaZdé x platf [sinx| = 1, je také sin®x < 1
atedy i h(x) = 2.1+ 2. 1 — 1 = 3. Ptitom funkce 4
skutecné nabyva hodnoty 3, napf. pro x, = 90°. Je tedy
&islo 3 maximem funkce £ v intervalu (— o, o).

Viimnéte si, Ze téZe hodnoty 3 nabyva funkce 4 pro ne-
konelné mnoho hodnot proménné, totiZ pro x; = 90° 4
+ k. 360°, kde % je libovolné celé &islo. To vSak neodpo-
ruje deﬁmc1 maxima.
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Nyni dokdZeme vétu, kterd je nékdy vyhodna pH stano-
veni maxima & minima funkce v daném intervalu.

M¢éjme dén interval I a jeho vnitini bod ¢. Definujme
dile intervaly I, a I, takto (viz obr. 4):

y

/ i Obr. 4.

I, je mnoZina &isel x z intervalu I, pro ktera plati nerovnost
X =c¢;

I, je mnozina C&isel z intervalu I, pro kterd plati nerovnost
x ¢

(Ptesvédcte se, Ze takto definované mnoZiny I, I, jsou
skuten€ intervaly!) Plati véta:

e-li funkce f, definovand pro vSechna &isla 2 intervalu I,
rostouct v intervalu I, a klesajici v intervalu I,, potom nabyvd
© bodé x = ¢ maxima v intervalu I, rovného cislu f (c).

Dikaz této véty je snadny a plyne piimo z definici.
Maime dokazat, Ze Cislo f (¢) je maximem v intervalu I, tj. Ze
pro ka¥dé x z intervalu I plati f (x) < f(c). Bud tedy x libo-
volné &islo z intervalu I a necht x -« ¢. Potom leZi x bud
v intervalu I; nebo v intervalu I,. LeZi-li x v I, je x <.
ProtoZe funkce f je v I, rostouci, plati podle definice
f(x) <f(c). Lez-li x v I,, je ¢ < x. ProtoZe funkce f je
v I, Klesajici, plat podle definice f (c) > f (x). Je-li x = ¢,

14



je f (x) = f (c). Pro libovolné &islo x z intervalu I plati tedy
nerovnost f (x) < f(c) (rovnost nastivd jen pro x = c).
Cislo f (¢) je tedy maximem funkce f v intervalu I. Dikaz
je ukoncen.

Pro minimum plati obdobni véta:

Je-li funkce f, definovand pro viechna lisla z intervalu I,
klesajict v intervalu I, a rostouct v intervalu I,, potom nabyvd
v bodé x = ¢ minima v intervalu I, rooného &islu f (c).

Velmi jednoduchym a pfitom zdvaZnym pojmem je po-
jem ohranifenosti a neohranienosti funkce. Viimn&me si
napf. funkce y = x? 4+ 1. Graf této funkce je parabola,
kter4 leZi v ,,horni‘ poloroving, uréené rovnob&zkou s osou
x ve vzdalenosti jedna (viz obr. 5). Funkéni hodnoty nasi

14

X Obr. 5.

0

funkce jsou’tedy zdola ohraniCeny Cislem jedna: at zvolime
jakékoliv Cislo x, je vidy y = 1. To nas vede k obecné
definici, kterou nyni vyslovime.
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Rfka’me, Ze funkee f je v intervalu I shora (zdola) ohra-
nilend, jestliZe existufe Cislo c tak, e pro katdé x z intervalu I
platl f @ =c(f(x)=c). ]e-lz funkce  f vintervalu I okra-
mcena shora 1 zdola, Ftkdme prosté, Ze je v mtervalu I ohra-
nicend.

Souvislost tohoto pojmu s pfedchozimi ndm ukazuje tato
jednoduch4 véta, jejiz diikaz pfenechdvame Ctenafi:

Md-Ii funkce f v intervalu I maximum (minimum), je
© tomto intervalu shora (zdola) ohraniéend.

Dalsi jednoduchou vétu si zde dokdZeme:

Je-li f funkce, ohraniiend v I, pak existuje islo d tak, Ze
pro katdé x z intervalu I plaii [f (x)| = d.

Dtikaz: Je-li f ohranicend v I, pak existuji podle definice
dve &isla ¢, ¢, tak, Ze prokazdé xz Ije f (x) = ¢, f (%) =
2 ¢,. VEtsi z Cisel ¢, |c,| oznaéme d. (Je-li |¢,| = |ea|, je
také d = [¢,].)

Je-li f (x) = 0, plati postupné

f@ =fx)=e=d;
je-li f (x) < 0, plati obdobné
@ =—~/(0) = —ca s d
Plati tedy v kazdém pripadé If ()] = d, &imz je dikaz
ukonden.

P¥iklad 5. V pfikladu 4 jsme dok4zali, Ze funkce 4 (x) =
= 2 sin x — cos 2x je shora ohranifend v (— =, o), nebot
pro libovolné x plati 4 (x) < 3. Snadno ukaZeme, Ze funkce
h je ohraniena té% zdola. Je toti sinx = —1 a tedy
2sinx = —2. Dile je cos2x <1 ¢ili —cos2x = —1.
Seltenim obou nerovnosti 2sin x = —2, —cos 2x = —1
dostaneme nerovnost

2sinx —cos 2x = —3,

Dok4zali jsme tedy, Ze funkce % je ohraniCen v intervalu

(—o°, =), nebot je tam ohranifeni shora i zdola. Je dobfe
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si uvédomit, %e &islo —3 nemusi byt (a ve skutenosti také
neni) minimem funkce %, nebot nevime, zda existuje &slo
X, tak, Ze k (xo) = —3.

Priklad 6. V pfikladech 2 a 3 jsme vySetfovali funkci

glx)= 1 Graf ziskany v pfikladu 2 pomoci tabulky

funkémch hodnot nevystihoval skuteny priib&h fumkce,
Nyni ukiZeme, Ze tato funkce neni shora ohrani¢ens v in-
tervalu (3, 1). To nidm umoZni nakreslit sprdvny graf
funkce g.

Dikaz provedeme nepfimo. Pfedpoklddejme, Ze je funkce
g v intervalu (4, 1) ohranicend shora. Potom podle definice
existuje ¢islo ¢ tak, %e pro viechna x z uvedeného intervalu

= MiiZzeme pfedpoklidat, Ze ¢ > 1*). Po-
kusme se najit takové x, z intervalu (3, 1), pro n&Z nerov-
= c neplati, takZe plati

plati ~—

nost

2x, — 1
1
21 ¢
Z této nerovnosti plyne déle
l > 2%, — 1,
¢

l;}—c>2x°,

14+¢
2 = e

*) Je ziejmé, Ze je-li funkce f ohraniend shora &slem ¢}, je tim spﬁe
ohraniend shora kazdym &slem ¢ > ¢;.

17



l14+¢ ¢ 1

ProtoZe e > 2 =3 miZeme volit x, tak, aby platilo
1 14¢
—2— < Xo < T.
Protofe T€ <1, jak se snadno zjisti, le , v intervaly
(3, 1). Pro x, viak plati
1 1 _ c 0
2% —1 21_-{—_0_1 T 14+c¢c—c¢c T
2c

To je viak ve sporu s tvrzenim, Ye¢ dani funkce je shora
ohraniend Cislem c.

Podobné Ize dokazat, Ze funkce g neni zdola ohranicena
v intervalu (0, }).

\ Obr. 6.

Vezmeme-li v uvahu poznatky z piikladd 2, 3, miZeme
jiZ sestrojit graf dané funkce. Vidime jej na obr. 6. Rovno-
bézka s osou y, pro niZ x = }, je tzv. asymptota grafu. Graf
se k ni ,,neomezené” pfibliZuje, ale nikdy ji neprote.
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Vedle pojmi ,,funkce klesajici v intervalu®, ,,maximum
funkce v intervalu®, ,,funkce ohrani¢end v intervalu® atd.,
budeme také Casto uZivat pojmi ,,funkce klesajici®, ,,ma-
ximum funkce®, ,,funkce ohrani¢ena” atd. Jejich definice
se 1i3i od t&ch, které jsme vyslovili, jen v jediném: Mlu-
vime-li v definici o ,,Cisle z intervalu I*, je tfeba misto toho
Fici ,,Cislo z oboru vySetfované funkce®, tedy napf.:

Funkce je shora ohranicend, jestlize existuje Cislo c tak, Ze
pro kazdé x z oboru funkce platf f (x) < c.

Tato uprava nadich definic ndm déva moZnost zkoumat
funkci vcelku, i kdyZ jejim oborem neni interval (srovnej
déle ulohy 4, 5 aj.).

Vidéli jsme, Ze ke zkoumini tém&f vSech vlastnost
funkci, o kterych jsme dosud mluvili, bylo tfeba poéitat
s nerovnostmi. Bez dobré znalosti nerovnosti a obramosti
pii zachizeni s nimi se neobejdeme. Na nerovnostech si
muZeme také procvifit metodu nepfimého dikazu, kterd
délava po logické strance potiZe. Jednu ukdzku nepfimého
diikazu jsme jiZ vid€li v pfikladu 6.

Ctenafi jsou dobfe znimy funkce sinus a kosinus. Na
nich si miZeme ukdzat dvé vlastnosti, které jsou casto
uZitecné pfi sestrojovani grafu. Plati totiZ cos (—x) = cos x,
sin (—x) = —sin x. Geometricky to znamend, Ze graf
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Obr. 78.

funkce cos x je soumérny podle osy y (viz obr. 7u«), graf
funkce sin x je stfedov€ soumérny podle poéatku (viz obr.
7B). Zobecnénim téchto vlastnosti je nisledujici definice:

Jestlize pro kasdé x z oboru funkce f plati, e f(x) =
f (—x), pak funkci f nazyvdme sudou funkct; je-li f(x)=
= — f(—x), nazyvdme funkci f lichou funkct.

P¥iklad 7. ProtoZe (—x)?k + 1 = —x2k + 1 (—_x)2k = x2h
pro libovolné pfirozené Cislo %, je zfejma tato véta:

sou-li v mnohoclenu

f@=ax"+ax"— 1+ ...+ apr—1x+ an

rovny nule vSechny koeficienty p¥i lichych mocnindch pro-
ménné, je funkce f (dand témto mnohoclenem) sudd. ¥sou-li
rovny nule viechny koeficienty pii sudych mocnindch (véetné
absolutntho lenu), je funkce f lichd.

Nakreslete si sami grafy jednoduchych funkdi f; (x) = x,
Ja(x) = x% a také funkce konstantni f; (x) = 1! Které
z téchto funkci jsou sudé a které liché?
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3. RESENE ULOHY
o

Uloha 1. Vysetfte priibéh funkce y = |x + 1| + |x — 1]
a nakreslete jeji graf.

ReSenf. Funkce je definovina pro viechna &isla x. Vi-
dime, Ze pfi jejim studiu jsou zvlast¢ vyznamné body
x=—lax=1 Prox= —1jetotiZ |[x + 1| =0 a pro
x = lje [x — 1| = 0, takZe v téchto bodech vyrazy v abso~
lutnich hodnotich méni znaménko. Rozdélime osu x na tfi
&asti, intervaly (— e, —1>, <(—1, 1>, <1, o). Funkci
budeme zkoumat v kazdém z téchto intervali zvlast, nebot
v téchto intervalech lze funkci vyjddfit bez pouZiti abso-
lutnich hodnot.

a) Nejprve si viimnéme intervalu (— e, —1>. Zde plati
x+1=0ax—1<0. Jetedy |x + 1|= —x — Ljx —
— 1] = —x + 1. Funkce y mi v torato intervalu tvar

Grafem dané funkce je tedy v intervalu (— -, —1> polo-
pfimka (jejiz pocatecni bod je [— 1, 2] a lezi na ni napf. bod
[—3, 6]), nebot ide o linedrni funkei (pfima imérnost).

b) Déile uvaZujme interval <—1, 1>. Zde lau
x+120, x—1=<0, takie je ]x+1[=x+l
— 1} = —x + 1. Funkce y mi tedy v intervalu <—1, l>
tvar

=x4+1—x+4+1=2

aje tedy v tomto intervalu konstantni. Jejim grafem j )e
usecka o krajnich bodech [—1, 2] a [1, 2].
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¢) UvaZujme konetné interval <1, «=).Zdejex+ 1> 0,
x—1z0atedyjx+1/=x+1,|x— 1| = x — 1. Funk-
ce y nabyvé tvaru

y=x+14+x—1=2x
V intervalu (1, ) je tedy grafem funkce polopfimka
o potitetnim bodu [1, 2]; leZi na ni napf. bod [3, 6].

Tim je zkoumdni prib&¢hu funkce ukonleno. Graf je na

obr. 8.

3 2 1 o1 2 3

Obr. 8.

Cely vtip fedeni spocival ve spravné volbé intervali tak,
aby se v nich funkce projevila jako lineirni. Tohoto po-
stupu uZivime i ve sloZit&j$ich pfipadech, kdy vySetfovand
funkce je pfedepsina né&jakym vyrazem, obsahujicim
absolutni hodnoty. Zde volime intervaly tak, aby se v nich
dala funkce vyjadfit ve tvaru bez absolutnich hodnot,
tzn., aby v téchto intervalech vyrazy v absolutmi hodnoté
neménily znaménko. Takovym piipadem se bude také
zabyvat tloha 7.
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Uloha 2. Vy3etite priibeh funkee f (x) = 8x® — 2x a na-
kreslete jeji graf.

ReSeni. Oborem funkce y = 8x® — 2x je zfejmé interval
(— o, ).

Sestavine si nejdfive tabulku nékterych funkénich hod-
not dané funkce. ProtoZe jde o lichou funkci, stadi vzit
nezdporné hodnoty proménné:

x || 0 1| 2| 2

1
2

f@ 0| o] 6 | 24| 60

Tabulka je nipadnd tim, Ze funk¢ni hodnoty, které jsme
vypocetli v intervalu < 1, ), velmi rychle rostou. Je proto
pfirozené tizat se, zda funkce f je rostouci v intervalu
{1, =) podle nasi definice. DokaZme to!

Pouzijeme metody nepfimého dikazu. Budeme pfed-
pokladat, Ze funkce f neni rostouci v <1, ). Existuji tedy
dvé ¢isla x,, x, z tohoto intervalu takovi, Ze x, < x, a pfi~
tom neplati f (x,) < f (x,). Plati tedy f (x,) = f (x) ¢ili

8x] — 2x, = 8x3 — 2x,. ¢))]
Podafti-li se nam dokdzat, Ze tento pfedpoklad vede k tvrze-
ni oCividné nespravnému, ke sporu, jak fHkime, bude tim
dokazano, Ze f je rostouci v <1, ).

Z nerovnosti (1) dostivime postupné ekvivalentni ne-
rovnosti

8x; — 8x3 = 2x, — 2x,,
4(x] — x3) = x, — x,. @

Vyraz na levé stran& nerovnosti (2) rozloime na soucin
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podle znimého vzorce a® — b = (@ — b) (a® + ab + b2).
Nerovnost (2) tim pfejde v ekvivalentni nerovnost

4 (x; — x5) (5 4% %y + 23) 2 %, — 2, 3

ProtoZe je x; < x,, je x; — x, < 0. Z nauky o nerovnostech
vime, Ze délime-li platnou nerovnost zipornym dCislem,
pfejde znaménko = ve znaménko =. Z nerovnosti (3)
dostivame tedy nerovnost

40l + 22, +ad)s1
sl

1
x§+x1xz+x§ = Z (4)

Aviak Zfejmé x,x, = 1, x5 + 3 = 0, takZe x7 + x, x, +
+ x2 2 1, co? je spor s nerovnosti (4). Je tedy funkce f
rostouci v intervalu <1, o).

Jak jsme ji poznamenali, je f lichd funkce. Proto mi-
7eme snadno dokizat jeSt& dalSi tvrzeni: Funkce f je
rostouci v intervalu (— o, —1>. (To je zfejmé z ndzoru,
uvédZime-li, Ze graf liché funkce je soumérny podle po-
datku.)

Jsou-li x,, x, dvé ¢islaz (— =, —1>, %, < x,, jsou Cisla
—x,, —X, zfejmé z intervalu <1, <) a plati pro né ne-
rovnost —x, << —ux,. ProtoZe funkce f je v intervalu
(1, ) rostouci, plati f(—x,) < f(—=x,). Vime viak, Ze
pro lichou funkci je f (—x) = —f (x), takZe tuto nerovnost
miZeme psat ve tvaru — f (x,) <— f(x,). To je nerovnost
ekvivalentni s nerovnosti f (x;) < f(x,) a tato nerovnost
podle definice znamend, Ze f roste v (— =, —1>, nebot
Ecl, X, t;yla libovolné zvolend d&isla z tohoto intervalu
% < Xy).

Pojmy, které jsme zavedli v ¢linku 2, nim tedy umoZ-
nily posoudit charakter grafu funkce i tam, kde jej uZ
prakticky nemtZzeme nakreslit. Funkce f je asi rostouci
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dokonce ve vétSich intervalech, neZ jaké jsme uvaZovali
(napf. v (— =, —34>, <}, =)). Pfesné stanoveni ,,nej-
vetsich’ intervald, v nichZ funkce roste ¢i klesa, je zpravidla
obtiZné a elementirnimi prostfedky ¢asto nemoZné. V na-
$em pfipadé viak miZeme tyto intervaly uhiddnout po-
mérné snadno.

Vime, Ze funkce f roste v <1, ). Pfedpoklidejme, Ze
roste v né&jakém intervalu I, ktery ,,obsahuje” interval
<1, o). (Interval I bude tedy <a, =), kde 2 < 1.) Pak
pro kazda dvé &isla x,, x, z intervalu I, pro néz je x, < x,,
musi platit nerovnost

Sx? - 2x1 < Sx; - sz, (5)
z niZ odvodime
1
xf + %1%, + xg > vy (6)

obdobné jako nerovmost (4) z nerovmosti (1). ProtoZe
x; << X5, musi platit také nerovnost

1
x§+x§+x§>7

&ili x% > —%— Z této nerovnosti plyne odmocnénim

3 < oooxe . .
%6y] > V—6 Tuto nerovnost splfiuji Cisla x, z intervald

(_ ,_V6), (V_

miie byt hbovolné maly, di se olekdvat, Ze pro x, plati

» o). ProtoZe rozdil mezi &isly x;, x,

nerovnost |x;| = Vz Pokusme se tedy dokdzat, Ze funk-

6 -_— —_—
R

ce f roste v intervalech (— o, — =
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To znamend, Ze pro libovolnd x;, x, z intervalu napf.

3

5’ o), pro néz x; < x,, musi platit nerovnost (6),

ekvivalentni s (5). ProtoZe _36 = x <xyje

2 )2
xf+x1x2+x§>3.(v—2J = —‘11—
a plati nerovnost (6). Podobng provedeme diikaz i v inter-

valu(— oo, —V—z >. (V tomto intervalu jsou obé& ¢isla
313
6> 6°

%y, X5 zApornd, takZe soudin x,x, je opét kladny.)
Vypoétéme funkéni hodnoty v bodech —
Dostaneme f (—E) = 0,38, f (E) = —0,38. Plati tedy
nerovnost f(— V3) > f(V—), coZ nis vede k domnénce, Ze
je klesajici funkce v intervalu < — V—z, 1—/—2 >. Dokazme
to!

Miéme dokazat, Ze pro libovolna ¢isla x;, x, z uvedeného
intervalu, pro néZ je x;, < x,, plati nerovnost

Sxi — 2x1 > ng _— 2x2, (7)
z niZ opét snadno odvodime ekvivalentni nerovnost
1
54 oxx, + 2B < T (8)

ProtoZe x,, x, leZi v intervalu < — V—z, V—g >, plati ne-

rovnosti
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= 2y s 12, ©

JestliZe aspod pro jedno z Cisel xl, x, plati tato nerovnost
jako ostra, potom

x3 + xxy + X=X + |y, —|—xz <3. (Vz 4 —

takZe plati (8) a tedy i (7). Plati-li v obou nerovnostech (9)

FF

znameni rovnosti, musi byt x, = g2 = Tgapro tyto
hodnoty proménné jsme jiZ nerovnost (7) dokazah piimym
vypoltem.

O funkci f jsme dokézali, %e je v intervalu(— se,— V—3

rostouci a v intervalu < — V—3 V—_ > klesajici. Podle véty
na str. 14 Clinku 2 dostavame, ze funkce f mid v bodé&

x = —V—gmaximumvintervalu(— oo £2>.

ProtoZe funkce je v intervalu < — V3 V_ > klesajici

K]

6’

v bodé¢ x = V—E je minimum funkce f v intervalu

a v intervalu < oo) rostouci, dostdvime podobné, Ze

Nyni jiZ miZeme nakreslit graf naSi funkce. ProtoZe
znime polohu nulovych bodt, vime, kde graf protind osu
x. Je to prévé v bodech —1, 0, , coZ jsou viechny kofeny
rovnice
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8x — 2x =0,
Abychom nakreslili graf co nejpfesnéji, vypoCteme jesté
n&kolik dal$ich hodnot funkce f:

x 0|01 02| ]04l05]|06

f(x) 0 |—0,19{—0,34|—0,38/ —0,29 0 | 0,53

Graf je symetricky podle podatku (viz obr. 9).

y
05

% S —

06

. T =
-0, \o,1 06
-01 Y?

E
(]
1
i
]

Obr. 9.

-05

1
Uloha 3. Vysetite pribeh funkce y = V1
x pa—
a nakreslete jeji graf!

Re¥enf. Abychom umeli vypotitat funkéni hodnotu y,
musi byt jmenovatel rizny od nuly, tj. x « 1. Dile musi
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byt x = 0, aby existovala |/x. Jsou tedy oborem funkce
intervaly <0, 1), (1, o).

Je ziejmé, %e v intervalu < 0, 1) nabyvd dani funkce
zdpornych hodnot, v intervalu (1, =) hodnot kladnych;
nemd tedy %4dné nulové body, takZe jeji graf neprotind
osu x.

DokédZeme, Ze vySetfovana funkce neni ohrani¢ena shora
ani zdola. Dikaz provedeme nepfimo.

Ptedpoklidejme, Ze y = K pro kaZdé x z oboru funkce.
PKrotoic naSe funkce nabyvd také kladnych hodnot, je

> 0.

Podobné jako v piikladu 6 pokusme se najit x, tak, Ze
pfisluSnd funkéni hodnota y, bude v&tii neZ K. ProtoZe

1
o = ———————, musi by
y on_'l Yt
1

——> K
V% —1 ~

&ili
1
?+ 1> [/xo.

2
Zvolme napf. x, = (1 + ZI_K) . Potom
1

1
T\ B 1
V(1+—2K) —1 14 1
Z2K> K,

coZ je spor s nasim pfedpokladem, Ze konstanta K ohrani-
¢uje danou funkci shora.

Podobné& ukiZeme, %e fumkce neni zdola ohranifend.
Oznadime-li ,,ohranitujici konstantu opét K, lze pfedpo-

Yo =
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1

klidat, ze K < — 2

0<x<la

. — 1\ .
.Zvohme—hx—(l—l-ﬁ(),)e

1

TG

protoZe K je zéporné. To je opét spor s pfedpokladem, Ze
K ohrani¢uje danou funkci zdola.

Nakonec ukiZeme, Ze vySetfovana funkce klesd v inter-
valu <0, 1) i v intervalu (1, ).

UvaZujme nejdiive interval <0, 1). Je-li0 = x;, < x, <
<lje)x <|x <latedy [x; — 1 <)x, — 1. Ob&
strany nerovnosti jsou zidporni {isla. Délime-li tedy obé
strany nerovnosti kladnym &islem ( |/x; — I) (Vx, — 1),
dostaneme

= 2K <K,

1 1
< —=
lkﬁz -1 l/x1 —1
coZ podle definice znamend, Ze danid funkce je klesajici
v intervalu < 0, 1).

Podobn¢ postupujeme v intervalu (1, ). Je-lil <x; <
<x < o, je 0 < |x;, — 1 < |/x, — 1; pro ptevri-
cené hodnoty obou poslednich ¢isel plati tedy obricena
nerovnost

>

1 1
— > —

Jx — 1 Vo, — 1
coZ opét znamena, Ze vySetfovand funkce je klesajici v in-
tervalu (1, ).

Funkce je tedy klesajici v obou intervalech, z nichZ se
sklada jeji obor. V celém svém oboru vsak klesajici neni.
Stadi vzit napt. za x,, x, takovd dve disla, pro ktera plati
0 <x <1, 1 <x, Pak je zfejmé x, < x,. Kdyby byla

2
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dana funkce v celém svém oboru klesajici, platila by nerov-
nost
1 - 1
Vx — 1 Vx: — 1

Tato nerovnost viak pro vyse zvolend ¢isla x;, x, neplati,
nebot na levé strané je ziejmé Cislo zdporné a na pravé
strané Cislo kladné.

Pro pfesnéj$i nakresleni grafu sestavime jesté tabulku
funkénich hodnot:

x 0|2l 2] 2|2 4

fo | =1 —2|-3|46|25]| 2 | 1

Graf funkce je na obr. 10.

14

-1 12 3 4 x
-1

Obr. 10.
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Uloha 4. VySetite pribeh funkce f(x) = A~

T —xp )“‘
kreslete jeji graf!

ReZeni. Oborem vySetfované funkce je mno¥ina redl-
nych &isel s vyjimkou &isla x = 1, pro n&Z je jmenovatel
zlomku roven nule. -

Pro ka%dé x z oboru funkce je 1 + x2 > 0,(1 — x)2 > 0,
a tedy také f(x) > 0. Je tedy vySetfovani funkce ohrani¢end
zdola (napf. Cislem nula) v celém svém oboru. Naproti
tomu neni dand funkce ohrani¢ena shora; dokazali bychom
to podobné jako v pfedeslé tloze.

Nyni nis bude zajimat, v kterych intervalech funkce f
roste a v kterych klesd. Na prvni pohled je t&Zké tyto inter-
valy uhidnout; budeme proto postupovat obricené&. Pfed-
poklddejme, Ze v néjakém intervalu 7 je funkce f rostouci.
Pak pro libovolnd dvé& Cisla x;, x, z tohoto intervalu, pro
néZ je x; < x,, musi platit nerovnost

1+ «} < 1+
(1 — x)? (1—x)"

ProtoZe interval I je Casti defini¢niho oboru funkce f,
nepatfi do n¢&j Cislo x = 1. Je tedy také x; =« 1, x5 = 1
a naSe nerovnost je ekvivalentmi s nerovnosti

+ ) (1= % <(1+ 25 (1~ 5%,
kterou dile upravime na ekvivalentni nerovnosti:

A+ A —2x+ ) < A+x3) 1 — 22 + x)),

+xDA +x)— 2%, (1 + xf)z<
<A+ D)+ x3) — 2%, (1 + x3),
% (1+ 2) > %, (1 + 23),
% (1 — x,%5) > %, (1 — x,%5). ¢))
Tato nerovnost plati praveé tehdy, je-li 1 — x,x, > 0, nebot
pak miZeme ob& strany mnerovmosti délit timto d&islem
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a dostaneme nerovmost (stile ekvivalentni s ptivodni)
X, > X;, kterd plati podle naSeho pfedpokladu. Je-li 1 —
— X%, < 0, dostaneme 2z nerovmosti (1) nerovnost
%, < x;, kterd je ve sporu s nafim pfedpokladem. Je-li
1 — x,x, = 0, ma (1) tvar 0 > 0, coZ je opét spor.

Nerovnost 1 — x,x, > 0 plati pro libovolna dve& &isla
x;, X, (pro né% je x, << x,) z intervalu < —1, 1), coZ snadno
dokaZeme. Je-li bud —1 = x; <x, =0 nebo 0 = x; <
<x<1l,je 0 =xx <1, tak¥fe 1 — x;x, > 0. Je'li
x, <0 < x,je xx; <O a plati dokonce 1 — x,x, > 1.
Jiny pfipad uZ nastat nemize.

Pro ¢isla x,, x, z intervalu < —1, l) je tedy nerovnost (1)
ekvivalentni s pavodni nerovmosti. Obricenim naseho
postupu plyne tedy z nerovmosti x;, < x, nerovnost
J(x) < f(x,). Dokazali lsme, %e vysetfovand funkce je
rostouci v intervalu < —1, 1).

Podobné¢ dokiZeme, Ze funkce f je Klesajici v intervalech
(— o, —1> a (1, =). Vychozi nerovnost bude v obou
téchto pfipadech obricena ne? prve (za pfedpokladu, Ze
%X, < Xy):

1+ i 1+ x3
T—=y = aO—=ny

Zcela obdobn¢ jako v prvnim pfipadé dostaneme pak ekvi-
valentni nerovnost

x5 (1 — x,%5) < 21 (1 — xy%,).

V obou zkoumanych intervalech je x;x, > 1 ¢&ili 1 —
— %%, < 0. Délenim obou stran nerovnosti timto zipor-
nym &slem dostaneme tedy spravnou nerovnost x; < X,.
ProtoZe ni§ postup je moZno obritit, dokizali jsme, Ze
{u.nkc;f je klesajici v intervalu (— o, —1> i v intervalu

1, ).
Tim jsme zirovedi nali minimum vySetfované funkce

33




v intervalu (— oo, 1). Je jim (podle véty na str. 14 ¢ldnku 2)
gislo f(—1) = . Prc;toie prox > 1je
14 x 1 —2x 4 x? 1
&) = q=¢ > G=aF 1”2
je Cislo 3 minimum funkce f v celém jejim oboru.
K nakresleni grafu funkce f vypoéteme jeité nékteré jeji
hodnoty, zejména v blizkosti bodu x = 1.

x [[-4]-3(-2]-1]0|2|2|2|212{3|4

2 4 4 2

%) {|or | 2|51 |5 (25]41|13]5 |2-|3

Graf funkce je na obr. 11.

b 4

- N 1 ,
% -3 -2 -1 ot 2 3 ¢ Obr. 11.
Uloha 5. VySetiete priib&h funkce y = 11—t
1+ tg2x

a nakreslete jeji graf'!
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Refeni. Stanovime nejprve obor dané funkce. Funkce
neni definovina pfedné tam, kde neni definovéna funkce
tg x, a dile tam, kde jmenovatel je roven nule.

a) Funkce tg x neni definovina pro x = 90° +- k. 180°,
kde % je libovolné celé Cislo.

b) Je-li x -« 90° 4 £.180°, plati tg? x = 0, takZe
1 + tg?2x > 0 a jmenovatel vySetfované funkce je rizny
od nuly (kladny). ,

Funkce y = »i T ttggzz neni tedy definovdna pouze pro
x = 90° + k.180° kde %k je celé Cislo. Je-li x = 90° +
+ £.180°, plati

sin%x
2 1 — 2 2 in2
1 — tgix cos®x  cos®x — sin®x
= = = ——— —5— = COS 2x.
1+ tgix 1+ sin®x  cos®x -} sin®x
cosx

Grafem dané funkce je tedy graf funkce y = cos 2x s vy-
jimkou bodu, jejichZ prvni soufadnice je x = 90° + &.180°
(k celé Cislo). Nulové body funkce jsou body, pro néZ
cos 2x = 0, tj. x = 45° + £.90°.

Grafem funkce cos 2x je kosinusoida, jejiZz nulové body
jsou proti ,,0obyCejné” kosinusoidé dvojnasobné ,,zhusté-
ny*. Graf puvodné dané funkce je na obr. 12. Body v krouz-
cich do grafu nepatfi.

y

ANA
SIS TN

Obr. 12.
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PFi zkoumani funkci se Casto setkidvime s pfipady, kdy
se ve vyjadfeni dané funkce vyskytnou Cisla oznacend pis-
meny, kterd mohou nabyvat riznych hodnot. Volba téchto
Cisel (tzv. parametri) mé Casto znalny vliv na pribéh
gjml:::1 funkce. Vysetfovdni tohoto vlivu se fik4, jak vite,

skuse.

Uloha 6. Bud dina tzv. kvadratick4 funkce f(x) =
= ax? + bx + ¢, a + 0. Jaké podminky musi spliiovat
disla a, b, ¢, aby funkce f nabyvala pro viechna x jen klad-
nych (nebo jen zépornych) hodnot?

ReSeni. Je-li » = 0, umime ji¥ n&co Fici o chovéni
funkce f; (x) = ax® + ¢. Naptiklad, je-lia > 0,c > 0, pak
funkce f; nabyv4 jen kladnych hodnot. Pokusme se tedy
napsat funkci f také ve tvaru souétu konstanty a soucinu
dsla a s druhou mocninou né&jakého vyrazu, obsahujiciho
proménnou x. Plati:

f(x)=ax2+bx+c=ax2+%x)+c=

b b2 b2

=a(P+ gt gl e =
_ax+i)2+ _ﬁ) 1)
=a(x+ 5 (€ — 25> (

Zkoumejme nyni, jak zdvisi znaménko hodnoty f(x) na
2
znaménku Ciselaac — %. Budou nis pfitom zajimat ty
ptipady, kdy znaménko f(x) je pro viechna x stale kladné,
nebo stale ziporné.
Snazdno zjistime, Ze je vylouCen pfipad, kdy ¢ > 0 a

¢ —2g= 0. To je patrné z nasledujici ivahy: Kvadraticka
rovnice ax® + bx + ¢ = 0 m4 diskriminant rovny islu
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b2
D=b2—4ac=—4a(c——E) 2)

a je tedy v naSem pfipadé zfejmé D = 0. Kvadratickd rov-
nice ma tedy aspoil jeden redlny kofen x,, pro né&jZ plati
f(xs) = 0. Funkce f tedy v tomto pfipadé nenabyvi stile
kladnych nebo stile zipornych hodnot.
Stejnou 1vahou se Ctenaf pfesvéddi, Ze je vylouden i pFi-
2
pad, kdya < 0ac— %2 0. Také v tomto pfipadé exis-
tuje bod x,, pro ktery je f(x,) = 0.
Zbyvaji tedy jiZ jen dva piipady:
2 b2
1. a>0’C—E>0’ 2, a<0,c—E<0.
V prvnim piipad¢ plyne z (1), Ze funkce f nabyvd pro

viechna x jen kladnych hodnot, nebot a (x 4 %)2; 0

a souCet nezdporného a kladného &isla je ¢islo kladné.

Stejné v druhém piipad€ plyne z (1), Ze funkce f nabyvd
pro vSechna x jen zapornych hodnot.

Protoze pro diskriminant D kvadratické rovnice

ax® +bx+c=0

plati vztah (2), je v obou téchto pfipadech D < 0.

Vsechny vysledky mtuZeme tedy shrmout do zivéru:

Kvadratickd funkce f(x) = ax? + bx + ¢ (a + 0) naby-
va pro viechna x hodnot se stejnym znaménkem (tj. bud
jen kladnych nebo jen zipornych) pravé tehdy, je-li diskri-
minant kvadratické rovmice ax® + bx + ¢ = 0 ziporny.
Je-li pfitom a > 0, jsou také vSechny funkcni hodnoty
kladné. Je-li a < 0, jsou také vSechny funkéni hodnoty
zaporné,

Uloha 7. Vysetite prabéh funkce f(x) = ax® + |bx2—1]|.
Provedte diskusi vzhledem k riznym hodnotim para-
metri q, b.
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ReSeni. Podobné jako v tloze 1 se budeme snaZit od-
stranit absolutni hodnoty ve vyjidfeni funkce. Body,
v nichZ dvojllen v absolutni hodnoté¢ méni znaménko,
dostaneme feSenim rovnice bx? — 1 = 0. Odtud plyne, Ze

X% = 217— Tato rovnice md redlné kofeny pravé tehdy, je-li

b >b 0. Budeme proto rozezndvat dva pfipady: 1. & = 0,
2.6> 0.

1. Je-li b = 0, je bx2 — 1 < O pro kazdé cislo x. Je tedy
[bx2 — 1] = 1 — bx?, f(x) = (a — b)x* 4+ 1 pro viechna x.

Nyni musime vySetfovat jesté tfi rizné pfipady podle
hodnoty parametru a. Je-li a = b, je grafem funkce f para-
bola, symetrickd podle osy y, s vrcholem v bodég [0, 1].
Je-li a > b, je parabola ,,oteviena” smérem kladné poloosy
» (obr. 13 «), je-li @ < b, je parabola ,oteviena” smérem

y y
ss0
a>b
(4]
X
0
b50 Obr. 13
a>b T o Obr. 13B.

zéporné poloosy y (obr. 138). Je-li a = b, je f(x) = 1 pro
viechna x a grafem je rovnobézka s osou x, prochazejici
napf. bodem [0, 1] (obr. 13y).
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650
a=b

Obr. 13y.

2. BudiZ nyni b > 0. 'Vyraz v absolutni hodnot¢ je ne-
kladny, tj. bx2 — 1 < 0, jestliZe x* < %c':lh x| = va Je-li

x? = %, je bx* — 1 = 0. Z toho plyne zavér:
f(x) = (a + b)x® — 1 pro x z intervald
1
(— o0y — 7= >, € 72, =)

Vo 13
f(x) = (a — b)x? + 1 pro x z intervalu
1 1

C—T=y 7= 2.
Ve’ Ve
Je jasné, Ze graf bude ziviset na znaménku vyrazii a + b,
a — b. ProtoZe b je kladné, je a — b < a -+ b. Musime
tedy rozezndvat ndsledujici pfipady:
a+b<0la+b=0|la+b>0la+b>0
a—b<0la—b<0la—b<0la—b=0

at+b>0
a—5b>0
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Vzhledem k tomu, Ze plati —b < b, miiZeme tyto podmin-
ky zapsat jednoduseji:

a<—b; a=—b; —b<a<b; a=b; a> b
(obr. 136—3).
iy
>0 d >0
d-.-b
X
/ 0 \
\
Obr. 138. Obr. 13e.

Podle riiznych hodnot parametrt g, b mime tedy celkem
osm podstatné riznych piipadd.*) Grafy viech téchto
funkci jsou na obr. 13.

Gloha 8. Dokatte, % fumkce y = ———+ 2, kde
?b< a) < b, je Klesajici v intervalech (— o, a), (a, b),

*) Mohli bychom je§t€ rozeznivat jisté podskupiny v pripadé
b> 0, —b < a < b podle toho, zda a > 0,a= Oneboa < 0. Pak
prisetiky parabol le2i nad osou x, na ni nebo pod ni.
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L3 , -—
\ /'
\\ y
\\\ ‘,'
7N, A
4
7N AN
/I ! \\ A
/ ~ \ 0
/ \ b>0
’
620 Obr. 13, a=b Obr. 13
-b<a<b r. 135. - 1.
Obr. 139.

ReSeni. Uvarujme nejprve interval (— o, a). Mime
dokazat, Ze pro libovolnd x;, x5, pro néz je x; < x, <a,

plati
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b a b a

> + )
x—a x—b X —a X, — b’
Z nerovnosti (1) dostévame ekvwalennn nerovnosti
b a a
X —a  x,—a = X,—b x,—b°
b(xs — x1) —a(x, — xy) )

> .

.(xl —a) (-"‘fz —a)” (% —b)(x, — b)

ProtoZe je x; < x,, je x, — x; > 0 a nerovnost (2) miZeme

délit ¢islem x, — x,. Dostaneme
b

—a
D m— ) (=B — b 3

ProtoZe plati x; <x, <a <b, jsou oba jmenovatele
kladnd Cisla, takZe na levé strané nerovmosti (3) je kladné
Cislo a na pravé strané ziporné islo. Nerovnost (3) tedy
plati. ProtoZe nerovnosti (13 (2), (3) jsou ekvivalentni, plati
1 nerovnost (1), coz jsme méli dokazat.

UvaZujme nyni interval (¢, b). Mame dokézat, e pro
Xy, X, Pro né€Z a < x; < x, < b, plati nerovnost (1).

Zjistili jsme v3ak, Ze nerovnost (1) je ekvivalentni s ne-
rovnosti (3). ProtoZe x; > a, x, > a, x; < b, x, < b, jsou
oba jmenovatele kladna &isla, takZe nerovnost (3) a tedy
i nerovnost (1) plati stejn€ jako v prvnim pfipadé.

UvaZujme konecné interval (b, ). Mame opé&t dokizat,
Ze plati (1), tj. Ze plati (3) pro b < x, < x,. ProtoZe je
b < x, b <x,a tim spiSe a < x;, a < x,, jsou opét oba
jmenovatele kladna isla, takZe nerovnost (3) a tedy i (1)

lati.
P Funkce je tedy klesajici v ka?dém z intervalt (— o, a),
(a, b), (b, ). (Viz obr. 14.)

12(x—|—2)

Uloha 9. Dokaite, e funkce f(x)= =
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Obr. 14.

ohrani¢end zdola, ale neni ohraniena shora. Stanovte jeji
minimum!/!

ReSeni. Dan4 funkce je definovina pro viechna reilnd
disla s vyjm(lkou nuly. Jsou tedy jejim oborem intervaly
(— e, 0)a (0, =)

Dokizeme, ’ie funkce f je ohranicend zdola. Jmenovatel

zlomku: w je pro x = Ovidy kladny Je-lix > —2,

je i Citatel kladny, takZe f(x) > 0. JestliZe plati x = —2,
plati také
' 12 2 12 24 12 12

foy = 26+2) 12

x? FPRANF ke —6.

Pro x > —2 (a oviem x = 0) ]e funkce f ohranifena
zdola nulou, pro x = —2 &islem —6. Pro kaZzdé x z oboru
funkce plati tedy f(x) = —6 (plati dokonce ostra nerovnost).
Podle definice je tedy funkce f ohranicena zdola.

Diikaz tvrzeni, Ze funkce f neni ohranifend shora, pro-
vedeme nepfimo. Pfedpoklidejme, Ze pro libovolné cislo x
z oboru funkce plati f(x) = K, kde K je dané &islo. Necht
K je kladné d&islo, coz miZzeme piedpoklidat, aniZz nds
dukaz ztrati na obecnosti.
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Pro libovolnou hodnotu proménné x z oboru funkce f
plati
24 12
f ( ) >

x
nebot pro x = 0je x> 0 Z této nerovnosti viak plyne,

Ze f( ) > 12K, nebot ¢islo — K pattizajisté do oboru funkce

I To je vSak ve sporu s pfedpokladem, Ze funkce f je shora
ohraniCeni &islem K.

Nyni zbyv4 hlavni tkol: Najit minimum funkce f. P¥ed-
poklidejme, e minimum existuje 2 ozname je m. Protoze
pro x < —2je f(x) <0, je zfejm& také m < 0. ProtoZe m
je minimem, plati

LE+2) (’;+ D 2m )
2
pro viechna {isla x -« 0. ProtoZe x -« 0, miZemse nerovnost
(1) zapsat ve tvaru
12(x + 2) = mx?

ali
—mx2 4+ 12x +24=0. . 2

Viimnéme si kvadratické rovnice
—mx? + 12x + 24 = 0. (3)

Ma-1i platit nerovnost (2), nesmi mit tato rovnice dva rizné
redlné kofeny. Kdyby totiZ méla redlné kofeny x,, x; a pla-
tilo by napf. x; < x,, platila by v intervalu (x,, x,) opacni
nerovnost

—mx® 4+ 12x + 24 < 0. 4
O tom se snadno pfesvéd¢ime, uviZime-li, Ze mnoho¢len
na levé strané rovmice lze psit ve tvaru souinu

—m(x — x) (x — xp).
Je-1i x ¢islo z intervalu (x,, x,), je x — x; > 0, x — x, <O,
ProtoZe —m > 0, plat nerovnost (4).
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Kdyby rovnice (3) neméla redlné kofeny, pak by platila
nerovnost (2) dokonce jako ostrd (srov. dlohu 6). Potom by
viak &islo m nebylo minimem funkce f, nebot pro Zidnou
hodnotu proménné x by nebylo f(x) = m. Tato rovnost
nastane totiZ pravé tehdy, plati-li pro x rovnost (3).

Zbyva nam tedy pfipad, kdy rovnice (3) ma jediny reil-
ny kofen x, (ktery bude zfejmé rizny od nuly). Pak sku-
tetné bude platit nerovnost (2) pro vSechna x = 0, nebot
levou stranu této nerovmosti miZeme napsat ve tvaru
—m (x — %,)%. Pro kofen x, (a jen pro né&j) bude platit
rovnost, a tedy f(x,) = m. ProtoZe nerovnost (1) plati
(pro x = 0) privé tehdy, plati-li nerovnost (2), bude m
minimum funkce f.

Diskriminant rovnice (3) je D = 144 + 96m. Mé-li rov-

nice (3) jediny kofen, je D =0 a tedym = — % Kofen
rovnice (3) je potom x, = —4. Dokézali jsme tedy, Ze
minimum funkce f je m = — % Funkce je nabyva v bodé
x= —4,

Uloha 10. Stanovte maximum a minimum funkce
f(x)=1+ 2(cos 2x + cos x -+ 2cos? %) v intervalu

<0° 360°>! Jaké je minimum a maximum této funkce
v celém jejim oboru a v kterych bodech jich nabyva?

ReZeni. Upravme nejprve funkei f (definovanou zfejmé
pro viechna x) podle zniamych vzorcu pro kosinus dvoj-
nasobného a polovi¢niho thlu. Pro kazdé x plati

. 1+ cosx

f(x) =1 + 2 (cos®x — sin%x + cos x + ZT)

=14 2(cos®x — 1+ cos®x +cosx+ 1+ cosx) =
= 4 cos2x + 4 cos x + 1.

’
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ProtoZe |cos x| = 1 pro libovolné x, je f(x) < 9; pfitom je
S(0) = 9, takze islo M = 9 je maximem funkce f v inter-
valu <0° 360°>.

Stanovme nyni minimum funkce f v intervalu <0°
360°>. Snadno vypocteme, %e kvadratickd rovnice

Y+ +1=0
ma jediny kofen y, = —%. Plati tedy pro kazdé dislo y

4+ 4+ 1=4(y+ 2
PoloZime-li y = cos x, plati tedy také (pro libovolné x)
4cos®x + 4cos x + 1 = 4 (cos x + )2

f(x) = 4 (cos x + 3)%

Vyjadfime-li funkci f takto, je jasné, Ze nenabyva zapor-
nych hodnot. Je tedy vZdy f(x) = 0. Rovnost nastane napf.
pro x = 120° a také pro x = 240°. Cislo m = 0 je minimem
funkce f v intervalu <0°, 360°>.

Vime konecné, Ze funkce cos x je periodickd s periodou
360°; to znamend, Ze cos (x 4 k.360°) = cos x pro libo-
volné celé Cislo k.. Snadno si ovéfime, Ze také funkce f je
periodicka s periodou 360°. Jinymi slovy, funkce f nabyva
jen takovych hodnot, kterych nabyvad v intervalu <0°
360°>. Plati-li tedy nerovnosti f(x) = 0, f(x) < 9 v inter-
valu <0° 360°>, plati pro kazdé x. Minimdlni hodnoty
nabyva f pravé pro vSechny uhly x tvaru 120° 4- k.360°
nebo 240° 4 £.360°. Maximilni hodnoty nabyv4 pro thly
k.360°; k je zde vSude libovolné celé Cislo.

Maximem (minimem) funkce f v celém jejim oboru je
tedy Cislo M = 9 (m = 0).

¢ili

Uloha 11. Doka¥te, %e ze viech pravoithelnikd o stej-
ném obvodu mé nejvétsi obsah &tverec!
ReSeni. Vezméme néjaky pravothelnik o stranich q, b
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a ptedpoklddejme pro urcitost, Ze 0 < a < b. Jeho obvod
je roven Cislu 0 = 2 (a + b). Strany libovolného pravo-
thelnika se stejnym obvodem muZeme vyjadfit ve tvaru
at+x,b—x kde0 <a+ x,0 < b — x, nebot
2@+x+b—x)=2(a+b=o.

Aby byly splnény podminky 0 <a + x,0 < b — x,
musi platit —a < x <b, coZ znamend, Ze x leZ{ v intervalu
(—a, b).

Vezméme nyni x z intervalu (—a, b) a pfisluSny pravo-
thelnik o stranich a -+ x, b6 — x. Jeho obsah

Px)y=(@+x)b—x)=ab+x(b— a) — x?
je tedy funkci proménné x. Mime dokdzat, Ze funkce P (x)
nabyvi v intervalu (—a, b) maxima tehdy, je-li pfisluSny
pravoihelnik Ctverec. Potom je @+ xo= b — x, ¢Cili
b—a

7

— 2 — 2
Protose P (x,) — ab + < - af ¢ - 2)
kdzat, Ze pro viechna x z intervalu (—a, b) plati nerovnost
P (x) = P (x,) ¢ili nerovnost
— a2 — )2
b+rb—d-w=at EZL _LoF

Jednoduchymi upravami dostaneme postupné ekvivalentni

nerovnosti
— 2
xb—a)—x < (b =),

2y —x(b—a)+ %

0= (x—b;a )2.

Tato nerovnost je sprivnd, nebot druhd mocnina redlného
Cisla je vzdy nezdporna. Rovnost zfejmé nastane pouze pro

Xo =

, mdme do-
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b—a .
=~ tj. pro x = Xo.
ProtoZe vSechny nerovnosti byly ekvivalentni, dokézali
jsme, Ze plati nerovnost (1). Rovnost nastivd pro x = x,,
tj. pro Ctverec.

X

Uloha 12. Sestrojte jednotkovou kruZnici % se stfedem
v politku. Bud ABCD <{tyfihelnik vepsany kruZnici
o vrcholech A, B na ose x a o strané CD = d < 2, leZici
nad osou x (viz obr. 15). DokaZte, Ze ze viech takovych

Obr. 15.

¢ryfahelniki (pfi pevné zvoleném d) mé nejvétsi obsah ten,
jenZ je symetricky podle osy y.

ReSeni. Ctyfihelnik ABCD rozdélime poloméry OD
a OC na tfi rovnoramenné trojihelniky a vypocteme jejich
obsah. Necht g je stfedovy thel, pfislusny k tétivé délky d.

Oznaéme P, obsah trojuhelnika OCD. Plati zfejmé
P, = }sin . Podobné obsah trojihelnika OAD je P, =
= % sin «. Obsah trojahelnifka OBC ozna¢me P,. Plati
zfejmé y = 180° — (« + B), Py = % sin vy &ili Py =
= }sin [180° — (« + B)] = } sin (« + ).
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Obsah P(a) ¢tyFuhelnika ABCD je pak funkci proménné
« a plati
P(a) =Py, + P, + Py = }sinf + }sina 4 §sin(« 4 f).
Uhel « spliiuje nerovnost 0° = a = 180° — g pro viechny
polohy tétivy CD.

Nasim tkolem je dokazat, Ze funkce P («) nabyvi maxi-
ma pro to «, pro které je Ctyfuhelnik ABCD soumérny

podle osy y, tj. pro « = y &ili pro oo = 90° — % Platd

P OO0y = fsin g+ }sin 90°— By + psin(o0°+ 5
= }sing + sin(90°—g) = ésinﬂ—l—cosg.
Mime dokazat, Ze plati nerovnost
P = P(90°—b) W
pro 0° = « = 180°—§, tj. nerovnost

tsinf + 4sina + }sin (« + f) é%sin/3+cosg. 2)
Upravami dospivame postupné k témto ekvivalentnim ne-
rovnostem:

sina—l—sin(a—l—ﬁ)§2cos§,
2 sin at @+ h) cos a—(x+f) <2cosE
2 2 = 2
. 2a+p i B
2 sin 5 cos (—5)5 2coss,
. 20+ f B B
2 sin 3 cos —2-§2cos§.
ProtoZe 0° < 8 < 180°, je cos é> 0 a dé&lenim obou

2
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stran nerovnosti timto ¢islem dostaneme ekvivalentni ne-

rovnost
20+ 8 =1
2 =

sin

®3)

To je spravna nerovnost. ProtoZe nerovnosti (1) a (3) jsou
ekvivalentni, plati nerovnost (1). ProtoZe 0° =t o = 180°—§,

plati 0° < 2°‘2—+ﬂ = 180° — g < 180°. Rovnosttedy na-
stane jen prow = 90° ¢ili pro « = 90° — ﬂ . Tvrzeni

tlohy je dokazano.

Uloha 13. Zvolte parametr k tak, aby funkce f(x)
= —2x? + 2kx + 1 nabyvala v bodé x = 1 maxima!
ReSeni. At je % jakékoliv &islo, je funkce f definovina
pro vsechna x. Aby funkce nabyvala pro x = 1 maxima,
musi pro libovolné x platit nerovnost f(x) = f(1). Pro
x = | tato nerovnost zfejmé plati. Pfedpokliddejme tedy
v dal$im, Ze x -« 1.
ProtoZe je f(1) = —2 + 2k 4+ 1 = 2k — 1, musi platit
—2x% - 2kx + 1 =2k — 1.
Odtud dostdvime postupné dalsi ekvivalentni nerovnosti:
2kx — 2k = 2x% — 2,
Rx—1D=x2-—1,
k(x—1)= = (x— D (x + D). (M
Rozeznévejme nyni dva piipady.
a) Je-li x>1, potom x — 1 > 0. Délime-li nerovnost (1)
islem x — 1, dostaneme
) k=x+ 1 2)
ProtoZe pro x > 1 je stile x + 1 > 2, plyne z této nerov-
nosti a z nerovnosti (2) nerovnost k£ = 2. Kdyby bylo totiZ
k > 2, mohli bychom zvolit &slo x, > 1 tak, Ze

2<x+1<k (3)
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ProtoZe vSak nerovnost (2) md byt splnéna pro vSechna
x> 1,je
B=x+ 1 4@
Nerovnosti (3) a (4) si vSak navzijem odporuji. Je tedy
skuteCné & = 2.
b) Je-li x < 1, potom x — 1 < 0. Délime-li nerovnost
(1) ¢islem x — 1, dostaneme
k=x+ 1 (5)
ProtoZe pro x < 1 je stile x + 1 < 2, je k = 2. Kdyby
totiZ bylo 2 < 2, mohli bychom zvolit x, < 1 tak, Ze
R<x +1<2 6)
ProtoZe vSak nerovnost (5) mé platit pro vSechnax<1,
lati
P k=x + 1. ™
Nerovnosti (6) a (7) si vSak navzijem odporuji. Je tedy sku-
tecné k& = 2.
Shrneme-li pfipady a), b), md platit souCasné %k < 2
i &k = 2, takZe musi nutné byt & = 2.
Zavér, Funkee f(x) = —2x2 4+ 2kx + 1 nabyvd maxima
v bod€ x = 1 pravé tehdy, je-li 2 = 2. Potom je
f(x)=—2x* + 4x 4 1.

Uloha 14. Jaké podminky pro &isla p a ¢ musi platit,
aby funkce
2px% + 2qx + 3¢

& = —gererys P
nabyvala v celém svém oboru jen kladnych hodnot?

ReZeni. Nejprve musime stanovit obor funkce f. Funkce
neni definovina jen pro ta x, pro kterd je jmenovatel roven
nule, tj. pro ktera plati

4x2 + 6x 4+ 5= 0. (1)
Diskriminant této rovmice je viak D = 36 — 80 = —44,
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tedy D < 0 a rovnice (1) nem4 redlné kofeny. Funkce f je
definovdna pro vSechna x.
Maime urcit podminku pro p a ¢ tak, aby pro viechna x
platila nerovnost f(x) > 0, tj. nerovnost
2px* + 2qx +3q
wrexts 770 @

ol 2px% 4+ 2 3
px® + 2gx + 3¢9
4x2 + 6x + 5 > P ©)
ProtoZe kvadratickd rovnice (1) nem4 redlny kofen, zname-
nd to podle ulohy 6, Ze Cisla y = 4x% + 6x - 5 maji pro
vSechna x kladné znaménko.
Obé strany nerovnosti (3) miZeme tedy ndsobit vyrazem
4x2 + 6x + 5 a dostaneme tak nerovnost
2px% + 2qgx -+ 39 > 4px? 4+ 6px + 5 p. 4
Ekvivalentnimi dpravami dostivime z nerovnosti (4) ne-
rovnost
—2px® + (29— 6p)x + 39— 5p> 0. ©)
Je-li p = O, je nerovnost (5) kvadratickd nerovnost. Po-
dle dlohy 6 k tomu, aby tato nerovnost platila pro viechna
{isla x, je numé a stadi, aby diskriminant rovnice
—2px* + (29— 6p)x + 39— 5p =0
byl ziporny, a aby —2p > 0. Diskriminant D =
= (2¢ — 6p)* + 8p (3¢ — 5p), takZe musi platit
(29— 6p)* + 8p (3¢ — 5p) <O. Q)
Z nerovnosti (7) dostdvime postupné ekvivalentni nerov-
nosti

4q¢% — 24?9 —|— 36p° + 24pq — 40p% <0,
—4p* <0,
q <p.
Je-li tedy |g| <|p|, plati nerovnost ¢? < p? a obricenym
postupem dospéjeme k nerovnosti (7)
Je-li p = 0, zjednodusi se nerovnost (5) na tvar
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g(2x 4 3)> 0.
Aviak at je ¢ jakékoliv, neplati tato nerovnost pro x = —-%,

kdy jeden z Ciniteld na levé strané je roven nule. Pfi p = 0
nelze tedy vyhovét poZadavkim tlohy Zidnou volbou
Cisla q.

Zivér, Aby funkce f byla kladna pro vSechna x, musi byt
2 zdporné a [g| <|p|. Tyto dv& podminky miZeme strucn&
zapsat jedinou nerovnosti |g| <—p (pfesvédcte sel).
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4. NERESENE GLOHY

1. Znazornéte graficky pribéh funkci: a)y = Iz——i—l—,
b)y=x*— |x*—1|.

2. Vysetite prubéh funkce f(x) = [x* — 25|— |x>—2x]|.

3. VySetfte podrobné prib&éh funkce y = x% — 12x.
(Névod: postupujte jako v uloze 2.)

4. DokaZte, Ze funkce z ulohy 5 neni shora ohrani¢end.

5. Dokaste, %¢ funkce z pfikladu 4 mé minimum — %

6. Dokazte, Ze funkce y = cos x 4 sin x ma maximum

M = }/2 a minimum m = — /2. (Né4vod : zkoumejte funkci
(cos x + sin x)2.)

7. Nakreslete graf funkce y =
lomené funkce).

. x+1

8. Dokazte, Ze funkce y = ——;

2x —

A3 +2 (tzv. linedrni

je shora ohraniCend,

urcete jeji maximum a nakreslete graf. (Ndvod: postupujte
obdobn¢ jako v dloze 9.)

9. Dokajte, Ze funkce z tlohy 8 je shora ohrani¢end
v intervalu (— oo, a), zdola ohranicend v intervalu (b, )
a pneni zdola ani shora ohraniéen4 v intervalu (q, b).

10. DokaZte, Ze funkce y = b L, kde

x—a x—0b

0 < a < b, ma tyto vlastnosti:
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a) Neni definovina pro x = aq, x = b;

b) je klesajici v intervalu (— o, a);

c) je Klesajici v intervalu (a, @ + b — J/ab> ;
d) je rostouci v intervalu <a + b — }/ab, b);
e) je rostouci v intervalu (b,a + b + Yab> ;

f))eklesauavmtervalu <a+ b+ Jab, oo)

Dile stanovte minimum funkce v mtervalu (a, b) a ma-
ximum v intervalu (b, =). Zvolte za a, b n&jakd kladn4 Cisla
a nalrtméte graf dané funkce. (N4vod: nejprve dokaZte, Ze

a<a+b—|ab<b<a+b+|ab)
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