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PREDMLUVA

Pied Casem jsem byl poZddin tistfednim vyborem mate-
matické olympiddy, abych pro nase stfedoskolské studenty
napsal kniZku o kombinatorice. Tak vznikl tento svazecek,
ktery je zaméfen $§ifeji, nez jak to byva zvykem ve stfedo-
$kolské kombinatorice. Knizka je vlastné sbirkou feéen)’fch
prlkladu, pfiCemz se vychézi od otdzek jednodussich a smé-
fuje se k pfikladam sloZitéj§im a méné obvyklym U nékte-
rych pfikladi jsou uvedemy dvé ruzné metody feSeni.
Vsude jsme kladli diiraz na numerické pocitini a jestliZe
si to vyklad vyZadoval, doplnili jsme jej obrdzkem, grafem
nebo néacrtkem. Priklady jsou spojeny textem, ve kterém
na)dete vsechny potrebne definice (jeZ jsou ostatné vétSiné
Ctendfi jisté zndmé ze Skoly); tento text obsahuje také po-
znamky k probranym pfikladim a upozoriuje na jejich
vzijemné souvislosti.

Jak nazev kniZky napovidd, vychazime zde z bézné defi-
nice faktoridlu a kombinacniho {isla a viimdme si jejich
vyuziti nejen v tradi¢ni stfedoSkolské kombinatorice, ale
ukazujeme i souvislosti s teorii Cisel, elementirni geometrii,
matematickou statistikou, teorii pravdépodobnosti a mate-
matickou analyzou. Pfi vykladu pfedpoklidime jen zna-
losti stfedoskolské matematiky. Pfedpoklada se, Ze je Cte-
nifi zndma metoda nepfimého dikazu a matematickd
indukce; to je sice latka trochu obtiznéjsi, ale Casto se vy-
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skytuje v tlohdch matematické olympiddy.*) Aby si Ctenaf
mohl latku lépe procvicit, pfipojili jsme za kaZdy paragraf
jesté nékolik nerozfeSenych loh. Jejich vysledky jsou sice
uvedeny v zdvéru broZury, ale pouZivejte jich jen pro kon-
trolu svého vlastniho feSeni nebo nebudete-li si védét
s tlohou rady. Kni%ka kon¢i seznamem dalsi doporucené
literatury, kterd souvisi s probiranou latkou.

Zavérem bych chtél podékovat obéma recenzentim,
ktefi Cetli rukopis tohoto svazku. Jsou to doc. dr. Karel
Hrusa a C. Sc. Zbynék Siddk. Oba mi poskytli fadu pod-
nétll a podstatné tak pfispéli ke zlepSeni vykladu.

Autor

*) Ctendte miizeme odkazat na pfistupn& psanou kniZku R. Vybor-
ného s nizvem ,,Matematickid indukce®, kterd r. 1963 rovnéZ vyila
v kniznici Skola mladych matematik.
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1. kapitola

FAKTORIALY
A PERMUTACE

V mnoha kombinatorickych tlohach a také v teorii Cisel
se vyskytuje pojem faktoridalu, o kterém jsme se ucili ve
Skole. Zopakujeme si tedy Gvodem tento pojem. Je-li dino
pfirozené Cislo 7 > 1, pak soudin

1.2.3.....(n —1).n
zapisujeme stru¢né n! a &teme 7 faktoridl. Tuto definici
rozsifujeme i na pfipad n=0 a n=1 a klademe 0!=1,
1!=1. Faktoriily ¢isel pro malé hodnoty 7 lze sestavit do
této tabulky :*)

n|0|1]2|3] 4] 5] 6] 7| 8| 9] 10
nl|1[1]2[6 |24 120 720 | 5040 |40 320 | 362 880 | 3 628 800

Zatnéme nékolika priklady, ve kterych si miZeme pro-
cvicit nékteré vlastnosti faktoriald.

Ptiklad 1. Rozhodnéte, které ze dvou &sel 500! 503!
a 50114502! je vétsi.

Reseni. Protoze se v prikladé vyskytuji prili§ velkd
tisla, nemiZeme se o vysledku pfesvédCit pfimym vy-

*) Podrobnéj3i piehled faktoridld najde &tenaf ve v&t$iné matematic-
kych tabulek. Tak napf. ve Valouchovych ,,Pétimistnych tabulkich
logaritmickych* jsou uvedeny faktorialy pfirozenych cisel az do 30!;
najdeme tu té% rozklady na prvotinitele té&chto faktoriali a dale loga-
ritmy faktoridld aZ do log 2001.



poctem. PoslouZi ndm vsak tato tivaha: Prvni z &isel vy-
jadfime ve tvaru
500!+5031=500!. (14501 . 502 . 503),
druhé ve tvaru
50114502!=500! . (501501 . 502).
Stadi tedy porovnavat ¢isla
x=1+4501.502.503 a y=5014-501.502.

Ani zde vSak nemusime provadét numericky vypocet do
konce, nybrz v y vytkneme 501, takZe mdame
y=501.(14502)=501.503. Dile je zfejmé
x>501.502.503. Soucin 501 .502.503 je vSak zajisté
vétsi nez 501 . 503, takze je x> y.

Odpovéd. Cislo 500!+503! je v&tsi neZ &islo 501145021,

Priklad 2. Seltéte

(n—1! (2n+1)!
(n+1! + @n+3)1?

kde 7 je dané pfirozené Cislo.

Reseni. Prvni zlomek muZeme zkritit &islem (n—1)!,

druhy cislem (27-+1)!. Dostdvame tak soucet
1 1
w2 D@D
MiZeme jeSté uvést na spolecného jmenovatele, jimZ je
2n(n+1)(2n+3). Dostaneme pak po upravé vysledek
5n4-6
2n(n+1)(2n+3)

Dalsi dva priklady patfi do Ciselné teorie; i v nich se
pracuje s faktoridlem. O pfikladé 3 bude jeSté zminka
v pozdéjsich nasich dvahach.
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Priklad 3. Kolika nulami (v desitkové soustavé) konci
¢islo 3001,

Reseni. Cislo 300! je souinem viech ptirozenych &isel
od 1 do 300. VSimnéme si zde téch Cinitel, které jsou
délitelné péti. Jsou to cisla 5, 10, 15, 20, ..., 295, 300.
Téchto cisel je zfejmé 60. Musime si viak uvédomit, Ze
mezi témito uvaZovanymi Cisly byla zahrnuta také Cisla
25, 50, 75, ..., 275, 300, z nichZ kaZdé je délitelné islem
52, Tato skupina Cisel obsahuje zfejmé 12 prvkii. Konecné
je nutno uvazit, Ze jsou zde Cisla 125 a 250, jeZ jsou dé-
litelna Cislem 53,

Celkem jsme tedy zjistili, Ze &islo 300! je délitelné
mocninou 5%0+12+2, tj, 57, Z naSi Uvahy téZz vyplyva,
Ze 300! neni délitelné mocninou 575. Polovina z Cisel
1, 2, 3, ..., 300 je sudych, takZe 300! je jisté délitelné
mocninou 2'3°, Z toho vyplyva, Ze 300! je délitelné moc-
ninou 1074, avSak neni délitelné mocninou 1075,

Odpovéd. Cislo 300! konéi 74 nulami.

Priklad 4. UkaZte, Ze Cislo 18!41 je délitelné Ccis-
lem 23.

Reseni. Mame-li po ruce vhodné tabulky, miizeme v nich
vyhledat, Ze plati

18!=6 402 373 705 728 000.
Pak budeme délit

6 402 373 705 728 001 : 23.

Ctenaf vidi, Ze tato cesta pro dikaz naSeho tvrzeni je dosti
pracnd, i kdyZ jsme vétSinu nimahy ,,pfenechali tabul-
kdm. Nemdme-li po ruce pfislusné tabulky, musime hledat
jiny zpusob k feSeni. UkidZeme si, jak lze postupovat
v tomto pfipadé.



Ziejmé je 41=24=2341
a dile*)
6!=(4!).30=(23+1).(23+7)=2324-8 . 23+ 7=23a+T7.
Podobné pocitame dale

81=(6!).56=(23a+7).(23.2+10)=23b+1,
10!=(8!) . 90=(23b+1). (23 . 3+21)=23¢+21,
12!=(101) . 132=(23¢+21) . (23 . 5+17)=23d+ 12,
141=(121) . 182=(23d+-12) . (23 . 7+21)=23¢+ 22,
16!1=(14!) . 240=(23¢+-22) . (23 . 104+-10)=23f+13,
181=(16").306=(23f+13). (23 . 134 7)=23g+22.

Zavérem tedy nachidzime

1814+ 1=23¢g+4+23=23(g 1),
¢imZ je prokazano, Ze Cislo 18!4-1 je délitelné Cislem 23.

Otdzka, se kterou jsme se setkali v pfikladé 4, souvisi
s tzv. Wilsonovou vétou.**): Cislo (p—1)!+1 je déli-
telné Cislem p prdvé tehdy, je-li p proodislo. Dikaz této
véty zde nebudeme providét, nebot je dosti obtiZny a pre-
vySuje rdmec této kniZky. VSimnéme si vSak, ktery di-
sledek plyne z Wilsonovy véty pro Cislo 18!4-1. PoloZime
p=19 (coZ je prvolislo) a vidime, Ze Cislo 18!4-1 je dé-
litelné cislem 19. Pfipojime-li to k vysledku znimému
z ptikladu 4, mame: Cislo 18!+1 je délitelné soulinem
19. 23 ¢ili Cislem 437.

Zopakujme si nyni definici permutace, znimou ze
Skoly. Permutace z n ruznych prvkd jsou skupiny, které
vzniknou ziménou pofadi prvkd mnoZiny, kterd obsa-
huje » raznych prvkt, Jejich poet se obvykle oznaluje
P(n). Da se dokdzat, Ze polet permutaci z » prvka je ddn
2) lPismena a, b, ..., g v dal¥i ivaze znamenaji vhodnd pfirozend
1s51a.

*%) Nizev této véty nAm ptipomind jméno Johna Wilsona (1741—
1793),
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vzorcem P(n)=n!. VyfeSime si dva pfiklady o permuta-
cich.

P¥iklad 5. Jsou d4na pfirozend ¢isla 1, 2, 3, ..., m—1,
m. Kolik miiZzeme z nich sestavit permutaci takovych, Ze
licha ¢isla ziistdvaji na mistech lichych*) a sudd na mistech
sudych?

_ Refen. Polet viech uva¥ovanych permutaci oznalme
P(m). Budeme rozliSovat dva piipady. Nejprve necht je
m sudé, v druhém pfipadé liché.

a) Je-li m=2k, pak mame % lichych ¢&isel 1, 3, 5,
2k—1 a také k sudych cCisel 2, 4, 6, ..., 2k Nejprve
uvaZujeme permutace sestavené z Cisel lichych; téch
je zfejm& k!. Na sudych mistech maji byt (isla suda
2,4, 6, ..., 2k, jichZ je také k. Z nich lze tedy sestavit
rovnéZz k! permutaci. Pro celkovy polet permutaci P(m)
tedy miame P(m)==Fk!. k!=(k!)%

b) Je-li m=2k—1, pak existuje opét % lichych C¢isel
1,3,5, ..., 2k—1; z nich miZeme sestavit 2! permutaci.
Sudych dcisel 2, 4, 6, ..., 2k—_—2 je pouze k—1, takZe
méme (k—1)! permutaci. Pro P(m) tedy vychdzi
P(m)=F!. (k—1)!

Odpovéd. Je-li m sudé, potom plati
2
Pmy={(2\1) :
Pm) ((2).) ;
je-li m liché, je .

A= ()13

Ctenaf si miZe uv&domit, e ze vzorce P(m)=m!

*) Lichym mistem v permutaci a,, gy, ..., am rozumime to misto, jez
piislud{ prvku s lichym indexem. Obdobné lze definovat misto sudé.
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a ze dvou vzorcl privé odvozenych plynou tyto nerov-

nosti:
2
m! >((§)') pro m sudé;
m! = (m+1) (—)' pro m liché.*)

Piiklad 6. V roviné je dién vypukly n-thelnik
A, 4,4, ... A, (kde n=4) a jsou sestrojeny viechny jeho
uhlopticky. Kolika zptsoby miZeme projit vSechny
vrcholy n-thelnika tak, Ze vyjdeme z A4,, postupujeme
po stranich nebo whlopfitkich, kazdym z vrchold A,,
Az ..., A._; projdeme privé jednou a skonlime ve
vrcholu A4,.

ReSeni. Tvotime vlastné skupiny z n prvkd (vrcholl
mnohotihelnika), pfiem? A, se vidy vyskytne jako
prvai a A, jako posledni. Dva prvky jsou tedy pevné,
kdeZto zbyvajici »—2 prvky méni své pofadi. Hledany
pocet je tedy P(n—2)=(n—2)!

Casto se vyskytuje pfipad, Ze se mezi danymi n prvky
jeden opakuje r-krat a druhy s-krat. Pocet riznych skupin
(permutaci), které se lisi pofadim prvki, je pak — jak
vime ze Skoly — dén vzorcem

n!
P(nsrys) = -
Pfipomeneme si tuto problematiku na jednom pfikladé&.

Piiklad 7. Urlete polet vsech Ctyfcifernych Cisel
délitelnych deviti, kterd lze napsat uZitim cislic 0, 1, 2,
5, 7. Ptitom se mohou cislice v ¢isle i opakovat.

*) Rozmyslete si sami, pro¢ v prvni z téchto nerovnosti je znaménko
>, kdeZto v druhé =
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Reseni. Vzpomeneme si nejprve na znak délitelnosti
Cislem 9. Cislo (v desitkové soustave) je délitelné deviti
pravé tehdy, je-li jeho ciferny soucet délitelny deviti.
V naem piipadé ptichdzeji v tvahu pouze ciferné soucty 9
nebo 18, nebot ciferny soucet 27 nelze pomoci danych
Cislic vytvofit (a samozfejmé nemilZeme vytvofit ani
soucty 36, 45, ...).

Kolika zptisoby lze v naSem pfipadé vytvofit soucet 9?
Nejprve nebudeme hledét na pofadi a v zapisech uspora-
ddme jednotlivé sé¢itance podle velikosti tfeba ,,sestupné’.
Plati

9=7424040, 9=7+1+41+40,

9=5+424240, 9=542+141.
Podobné pro soucet 18 najdeme

18=74+74242, 18=74+54541.

Vratme se tedy k zipisu 9=7+2+4-04-0. Kolik ctyi-
cifernych Cisel lze napsat, mame-li uZit Cislic 7, 2, 0, 0?
Jde zfejmé o permutace ze Ctyf prvkil, pfiCemzZ se jeden
prvek opakuje dvakrit. Poclet téchto permutaci je urCen
Cislem

4!
Z tohoto poctu oviem musime vyloudit ¢isla, kterd maji na
prvnim misté (zleva) &islici 0. Kolik je téchto pfipada?
Tvofime permutace ze zbyvajicich tfi prvka 7, 2, 0 —
a téchto permutaci je 3!=6. Zipisu 9=7+24040
odpovida tedy 12—6=6 pfipadu.

Podobné zapisu 9=7+1+41+0 odpovida pocet

4! 3!
S z—12—3=09.
Stejny vysledek dostaneme zfejm&€ pro zdpis

9=5+2424-0.

11



Souttu 9=5+42+4141 odpovidi pocet
4!
'2—! = 12.

Pro ciferny soucdet 9 jsme tedy nalli celkem 36 pfipadu.
Nyni budeme uvaZovat o ciferném souctu 18. Vyjadfeni
18=74+7+2+2 odpovidaji permutace ze <&tyf prvkd,
pfiemZ jeden prvek se opakuje dvakrit a dalSi také
dvakrit. Jak znamo, je pocet téchto permutaci roven
Cislu
41
21.2!

6.

Konetn¢ zdpisu 18=7+454541 odpovidd ;—: =12

piipadi. Pro ciferny soucet 18 jsme tedy naSli celkem
18 piipadi.

Odpovéd. Z danych dislic lze celkem sestavit 54 Ctyi-
cifernych Cisel délitelnych deviti.

Obritime se nyni k obecné&j§imu pojmu — k variacim.
Dejme tomu, Ze jsou dina dvé pfirozena Cisla %, 7, o nichz
plati 1 =k<n. Variace k-té tfidy z n riznych prvka jsou
skupiny po % prvcich, vybrané z mnoZiny obsahujici »
prvku tak, Ze kaZdé dvé skupiny, které se li§i pofadim
prvki, poklidime za ruzmé. Polet variaci k-té tfidy
z n prvki se obvykle oznaluje Vi(n). Dd se dokizat,
Ze pro k> 1 plati

Vin)=nln—1)(n—2)...(n—k+1),

a pro k=1 je V; (n)=n. To lze psit pomoci faktoridld té%
takto

1
V=G
Ze $koly vime, %e permutace z n prvki jsou zvliStnim
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ptipadem variaci (dostaneme je pro k=n). O variacich si
nyni rozfeSime jeden piiklad.

P¥iklad 8. Ve tfidé jsou 24 Zici a 26 mist (viz obr. 1).
Kolika zplsoby je moZno sestavit zasedaci pofadek?

1 2 13| 14
3| 4 15|16
5| 6 17118
7| 8 19120
9110 21122
111 12 23124

25126

A 8
Obr. 1.

Refeni. Predstavme si nejprve, %e jsou jednotlivd mista
ve tFidé olislovédna tak, jak je to uvedeno na obr. 1. Mdme-li
nyni rozesadit 24 Zaky, tvofime vlastmé skupiny po 24
prvcich z 26 prvkiu, pfiemZ zaleZi na pofadi. Tyto sku-
piny jsou tedy variace 24. tfidy z 26 prvki a je jich

Vi(26)=26.25.24. ....5.4.3=2"

Pfistupme nyni k numerickému vypoctu. Podle Va-
louchovych ,,Pétimistmych tabulek logaritmickych® plati
26!=403 291 461 126 605 635 584 000 000,

takZe pro hledany polet mame vysledek
201 645 730 563 302 817 792 000 000.
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Tento paragraf skoncime pfikladem trochu jiného
druhu. Budeme se zabyvat jednou rovmici, ve které za
nezndmé x, y, 2, ¢t pfipoustime jen pfirozend Cisla. Ta-
kovéto tuloha se v teorii ¢isel — jak mnozi ¢tenafi jisté
védi — nazyvd peurcitd (diofantskd) rovnice.*)

Ptiklad 9 je trochu mySlenkové narocnéj$i a proto
doporucujeme, abyste si feSeni dobfe promysleli.

Pfiklad 9. Je dina rovnice
xt.yl.zl=el ¢))

UkaZte, Ze existuje nekonetné mnoho Ctvefic pfirozenych
Cisel x, ¥, 2, ¢ vétSich neZ 1 takovych, Ze vyhovuji rovnici (1).

Reseni. Zvolme libovolné ptirozené &islo 7> 2**) a po-
loZme x=n, y=n!—1, z=(n!)!—1. Soulin x!.y! lze
pak psat jako

nl.1.2.3.....#!-2)n!I-)=A)L
Podobné pro x!y! z! mame

[(»DN.1.2.3.....[&)!=2]. [(=D)!—1]=[(»DY"
Pro takto zvolenou trojici p¥irozenych &isel x, y, 2 vychézi
tedy r=(n!)!. Protoze takovou konstrukci lze provést
pro libovolné pfirozené &islo n> 2, je vidét, Ze rovnici (1)
skute¢né vyhovuje nekoneéné mnoho Ctvefic pfirozenych
Cisel vétsich neZ 1.

Zamysleme se je$t€ nad predchazejicim pfikladem.
V feSeni jsme si ukdzali, Ye existuje nekonelné mnoho

*) Oznageni diofantskd rovnice nim pfipomind Diofanta z Ale-
xandrie, ktery Zil okolo r. 275 n. . Nékdy se neznamé v diofantské
rovnici omezuji téZ na &isla celd, jindy na cela nezaporna apod.

*%) Z daliiivahy pochopime, pro¢ se zde omezujeme na piipad n>2.
Je to proto, aby v ivaze vystupovala jen pfirozena Cisla vétsi neZ 1.
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¢tvefic poZadované vlastnosti, ale nezkoumali jsme, zda
postupem uvedenym v pfedchazejicich fadcich jsou vy-
Cerpina vSechna feSeni rovmice (1). Je samozfejmé, Ze
jsme mohli zacit tim, %e poloZime napf. y=n, x=n!—1,
z=(n!)!—1, coZ znamena vlastné zdménu pismen (x,
¥, 2) v piedchazejici konstrukci. Kdybychom méli hledat
vSechny ¢tvefice pfirozenych Cisel x, v, 2, ¢, které vyhovuji

vvvvvvvvvvvv

ukol nez to, co bylo obsahem pfikladu 9. Pokud je ndm
znamo, nebyla tato otizka dosud tuplné vyfeSena.

Ulohy

1. Rozhodnéte, které ze dvou é&isel 500!.503! a 5011.502!
je vé&tsi.

2. Dokazte, ze pro kaZdé pfirozené Cislo n plati
a) nl.(n+3)!1> @+ (r+2)! ;
b) nl+@m+3)!1>@E+1)!+n+2)! .

’ V(\' ’ o
3. ' Dokazte spravnost téchto vzorcl:

a) (INI4+@H2+3BDN3+...+@Da=En+1)!I-1 ;
0,1 ,2 —1 1
b) yitmtateHor=l-gr
4. Mim sedm knih Ceskych a pét slovenskych. Kolika

zpusoby je mohu postavit do fady na policku tak, Ze nejprve
jsou zafazeny vSechny knihy Ceské a pak vSechny slovenské.

5. Vrcholy vypuklého n-thelniku z pfikladu 6 na str. 10

15



mame projit po stranidch a tihlopfickich tak, Ye zafneme
.v A4, kazdy z vrchold 4,, 4;,..., 4. projdeme privé
jednou a skoncime v A4,;. Kolika zpusoby je to moZné?

6. Je dana krychle ABCDA’B’C’'D’ (viz obr. 2). Roz-
hodnéte, zda muZeme projit jeji vrcholy tak, Ze vyjdeme

D’ . C

AI

Qbr. 2.

z A, jdeme po hranich krychle, kazdy z vrcholu B, D,
A’, B’y C', D' projdeme privé jednou a skoncime ve
vrcholu C.
7. Je déna rovnice
xlylzlel=ul.
UkaZte, Ze existuje nekonené mnoho pétic pfirozenych
disel x, y, 2, t, u vétSich nez 1 takovych, Ze vyhovuji dané
rovnici.
8. Je dina rovnice
xlyl=2zL
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Urcete vSechny trojice pfirozenych Cisel x, y, 2, jeZ vyho-
vuji dané rovnici.
9. Urcete nejmensi prirozené Cislo x, které ma tuto

vlastnost: Neni moZno najit Zidné pfirozené Cislo 7 tak,
Ze n! ma v desitkové soustavé pravé x Cislic.
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2. kapitola

KOMBINACNI
CIsLO

Pripomenime si nejprve definici zndmou ze Skoly. Jsou
dana dv& pfirozena ¢isla k, n, pfiemZ k<n. Potom

klademe
n\__ n!
(k)_k!.(n—k)!’

coz lze pro &> 1 vyjadfit téZ ve tvaru

n\_nn—1)n-2)...(n—k+1)
(k)— 1.2.3. ... &

a pro k=1 ve tvaru ('1')=%=n.

Cislo Z) Eteme , nad £ a nazyvame kombinacni Cislo
neboli binomicky koeficient. Definice kombinacniho Cisla
se rozSifuje i pro £=0 a klade se

()

pro kazdé pfirozené Cislo ». Dal§im rozsifenim je

)

Kombinalni Cislo se nékdy definuje i pro ta pfirozend
Cisla k, n, pro néZz plati 2> n. Potom klademe

@)
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V nékolika pfikladech si vS§imneme aritmetickych vlast-
nosti kombinacnich cisel.

Budeme zde pracovat se dvéma vzorci, které jsme si
odvozovali ve Skole. Jsou to vzorce

— —[(n+1
(G2 G)+(2)-Gl)
které plati pro libovolnd dvé cela ¢isla %, n, spliujici
vztah 0=k =n.

P¥iklad 10, Jsou d4na kombinalni &isla (ggg) a (439) .

Rozhodnéte, které z nich je vé&tsi.

Reseni. Nejprve upravime prvni kombinaéni &islo. Plati

500\_/ 500 \__/500\__ 500.499. ... .491
490) \500—10) \ 10 )~ 1.2.3. ... .10 °
Pro druhé kombinacni ¢islo mime
499\ _ 499.498. ... .491
—1.2.3. ...-9 °

Plari
500)__300 499\ _ 499
()=5(%)=2-()

takze Cislo (500) je padesatkrat v&tsi ne% Cislo (499)

Odpovéd: Cislo (Zgg) je v&tsi ne¥ Cislo (439).

Pfiklad 11. Jsou dina dvé pfirozend Cisla m, n. Do-
kazte, Ze plati

CVRORORORSORSIE
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Reseni. Vyjdeme z definice kombinac¢niho &isla a budeme
nejprve upravovat levou stranu vzorce (1). Abychom
nemuseli pracovat se zapisy, ve kterych se vyskytuji
zlomky, vypolteme nejprve

6.('"+") (m+4-n)m+n—1)(m+n—2)=

=m34-3m®*n+ 3mn?+n3—3me—6mn—3n24-2m--2n;
podobné je
6. (;") = —3m2+ 2m,

6 .(g)=n3—3n2'-|—2n.

Pro tpravu levé strany vzorce (1) vypolteme tedy

6. (’"‘;")—6 . (;”)—6 . (g)=3m2n+3mn2—6mn,

takZe leva strana rovnosti (1) je %mn(m—{— n—2). Na tento

tvar vSak snadno pfevedeme i pravou stranu vzorce (1)
a tim je jeho platnost prokazina.

Poznamenelme, Ze se ke vzorci (1) jesté vratime pozdéji.
Uvidime, Ze ndm tento vzorec vyplyne jako snadny disle-
dek jedné geometrické dvahy. Nyni se vSak zabyvejme
jesté dalSimi pfiklady o kombinacnich cislech.

P#iklad 12. Je déno pfirozené &islo r; polozme s =(;)
DokaZte, Ze plati
(%)
2 T\ 4

Reseni. Upravujeme kombina&ni &islo
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_ 1 _ 1 r(r—1) rr—1)-2
(5)_?@—1)_7. D b2
V poslednim Citateli lze psat*)

r(r—1)—2=r*—r—2=(>+1)(r—2).
Plati tedy

(3) (r+Drr—1)(r— 2)__3 (r+l)
2 T 2.2.2

coZ jsme méli dokdzat.

P¥iklad 13. Urlete pfirozené Cislo 7 tak, aby platilo

( )+(n+2)_|_(n—'—4 —]—88
Reteni. Podle definice kombinaéniho &sla upravime

nejprve levou stranu dané rovmice. Dostavime
nn—1)n—2)  m+2)n+)n  (n+4)(n+3)(n+2)

coZ po malé upravé déva
S(n3+3724-10n-8).

Dan4 rovnice se tim pfevede na tvar
S (34 3n2 4 10n4-8)=" 188,
coZ po tpravé vede na kvadratickou rovmici
3n%+4-10n—168=0.
Snadny vypocet ukazuje, Ze kofeny této rovnice jsou

*) PFi tpravé lze pouZit pomocné kvadratické rovnice r2—yr—2=0,
kterd ma kofeny r=—1, r=2.
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28
n=6, n=—€-

Vysledek n=6 vyhovuje zfejmé podminkim na$i ulohy,
zatimco druhy kofen rovnice neni Cislo pfirozené, a proto
nemuze byt ani feSenim nasi dlohy.

Odpovéd. Hledané pfirozené Cislo je n=6.

Dalsi ptiklad souvi teorii Cisel. Je zajimavy sdm
o sobég, ale zafadili jsme jej sem proto, Ze jej budeme jesté
potfebovat v dalSich dvahdch jako pomocnou vétu.

Priklad 14. Je ddno prvolislo p. Dokaite, Ze kaZdé
z kombinadnich &isel

) ¢ ) - (2)
1 b 2 5 3 ) o) p__l
je délitelné Cislem p.
Resent. Uvazujme kombinatni &slo (g ) kde 1<k p—1.
NapiSme je jako zlomek

p—1(p—2) ... (p—k+D
1.2.3. ... .k )

Ve jmenovateli se nevyskytuje Cinitel p, takZe jmenovatel
tohoto zlomku neni délitelny prvolislem p. Citatel je
ovSem timto prvocislem délitelny a z toho jiZ plyne tvrzeni,
které jsme méli dokazat.

V dal§im pfikladé¢ budeme potfebovat matematickou
indukeci.

Priklad 15. Jsou ddna dvé pfirozena Cisla %, n. Dokazte,
Ze plad
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3 k+1 B2\ 4 (k43 kt+n\_[* 1
()R ()= ()
Re¥enf. Budeme postupovat matematickou indukci

podle n. V celé uvaze budeme pfedpoklddat, Ze pfirozené
¢islo % je libovolng pevné dané. Pro »=1 méme vztah

k R+1\_(k+2

(1) +()~()
o jehoZ platnosti se muZeme pfesvédCit velmi snadno.
Pfedpoklidejme tedy, %e pro n&které pfirozené Cislo n
na¥ vztah plati a budeme dokazovat obdobny vztah pro

¢islo n+1. V tomto novém vztahu se leva strana lisi od
puvodniho vzorce jen tim, Ze zde mame na konci jeSté

kombinacni &slo (¥+#+1) jako posledni stitanec. Podle
induk¢niho pfedpokladu lze tedy levou stranu vyjadfit

ve tvaru
k+n+41 + k+n+1
k+1 k 4

coz podle zndmého vzorce dévé k:j—T 2). Tov3ak je stejny

vysledek, jaky bychom dostali, kdybychom do pravé
strany dokazovaného vzorce dosadili #+1 misto #. Tim
je i druhy indukcéni krok proveden a platmost vzorce
dokézana.

Ze Skoly si pamatujeme, Ze se kombinacni Cisla daji
snadno vypoditat pomoci tzv. Pascalova*) trojihelni-
ka. Timto ndzvem oznac¢ujeme tabulku trojihelnikového
tvaru

*) Blaise Pascal (1623—1662) je zndm nejen jako matematik, ale
vynikl i ve fyzice a ve filosofii.
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1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

AN WND~O
—
(SN
[SN]
[

IIIIIIND
Wt

Kazdy fadek zde obsahuje vSechna kombinacni ¢isla pro
totéZ n. Podle znamého vzorce dostaneme seltenim dvou
sousednich kombinaCnich Cisel nékterého fadku to kom-
binacni ¢islo, jez stoji v dalSim fadku pod mezerou mezi
nimi. Pascaliiv trojuhelnik tak mazZe slouZit k dosti rych-
lému a celkem jednoduchému vypoctu kombinacnich
Cisel.

Piiklad 16. Urcete pocet sudych Cisel, kterd se vysky-
tuji ve 13. fddku Pascalova trojihelnika (tedy pro n=12).

Reseni. Okamzit¢ nis napadne, e miZeme prosté
spocitat vSech 13 fadek Pascalova trojihelnika a dat pak
odpovéd na otdzku, kterd byla poloZena v nalem prikladé.
To je ovSiem postup dosti zdlouhavy a mohli bychom se
ostatné pfi pocitini dopustit i numerické chyby. Za-
myslime-li se viak na okam?ik nad danou otazkou, vidime,
7e se zde nezajimdme o velikost binomickych koeficientd,
nybrZ jen o to, zda jsou to Cisla sudd nebo lichd. Ozna-
¢ime-li liché ¢islo / a sudé s, miZeme napsat tyto schema-
tické rovnice:*)

I+l=s; I4+s=s+1=l, s+s=s. ¢))

*) Zapisu /+I=s rozuméjte tak, Ze soulet dvou lichych &fsel je vzdy
sudy. Analogicky vyznam maji i dal$i zapisy.
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Z pismen J, s miiZeme nyni sestavit ,,Pascaltiv’’ trojthel-
nik podle stejnych zasad, na jaké jsme zvykli ze 3koly.
Dostavame tak schema

I s 1 s 1 s 1
11111111
l s s s s s s s 1
11 s s s s s s 11
Il s I s s s s s 1 s 1
1111 s s s s 1111
Il s 5 sl s s s 1 s s s 1

Odpovéd. Ve 13. tadku Pascalova trojihelnika je pravé
9 sudych disel.

V probraném pfiklad¢ jsme tedy postupovali tak, aby
vynaloZend nimaha byla pfiméfena tomu, ¢eho chceme
dosahnout. To ostatné je v matematice (a zejména v mate-
matice stfedoSkolské) jev celkem vSeobecny: Z postupti,
které se ndm nabizejk pfi feSeni nékteré wlohy, si volime
vzdycky tu cestu, ktera je nejschiidnéjsi a nejjednodussi.

Pro uplnost poznamenejme k pfikladu 16, Ze jednodu-
chou odpovéd lze najit také tak, Ze pouZijeme vhodnych
matematickych tabulek. Tak napf. ve Valouchovych
,»Pétimistnych tabulkich logaritmickych® najdeme bino-
mické koeficienty () a% do n=10. Z tabulek tedy mizeme

pro na$ pfiklad vybrat pfimo 11. fadek ,,Pascalova‘ troj-
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thelnika ve tvaru 5,1, s, 5,5, 5, 5, I, 5, I a pokrafovat pak
jen v sestrojeni dalSich dvou fidki.

tenafe mozna bude zajimat samo potitini s pismeny
l, s, pro néz 7 jsme definovali s¢itdni rovnicemi (1). Setkali
jsme se tu totiZ s velmi jednoduchym pfikladem abstraktni-
ho pojmu, ktery se studuje v moderni algebfe, s tzv.
Abelovou grupou. Ctenife, ktery by se chtél s pojmem gru-
py seznamit podrobnéji, odkazujeme napf. na star§i, ale
velmi péknou knizku L. Riegra ,,O grupich a svazech®,
Praha 1952.

Ulohy

10. Pro kterd pFirozend ¢isla n plati nerovnost
() (13) <o

11. Jsou dana dvé& pfirozend Cisla m, n, jeZ jsou obé veéad
nez 1. Dokaite, Ze plati

(37)=(3)+(3) ++
Kdy nastane rovnost?
12. Je déno pfirozené dlislo ». I}vaiujte n Cisel tvaru
1.('1'), 2.(;), 3.(;), (n—l).(ngl), n.(:);
rozhodnéte, které z téchto Cisel je nejvéts.

13. Urcete, kolik je v 15. f4dku Pascalova trojihelnika
¢isel délitelnych tfemi.
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3. kapitola

KOMBINACE

Jsou didna dvé pfirozend Cisla k, n. Kombinace k-1é t¥idy
z n prvki jsou skupiny po 2 riznych prvcich vybrané zmno-
Ziny majici n prvka tak, Ze kaZdé dvé skupiny, které se liSi
pouze pofadim prvkid, poklidime za totoZzné. Ze Skoly
vime, Ze polet kombinaci k-té tfidy z » prvkid se rovna
kombinacnimu ¢islu (2) Pfiklady ndm zase ukaZi, jak se
pojmu kombinace uZiva pfi feSeni riznych otizek.

P¥iklad 17. Kolika zplsoby je moZno na &tvercové Sa-
chovnici s 64 poli vybrat tfi pole tak, aby viechna tfi pole
neméla stejnou barvu?

Reseni. Vybirame t¥i pole ze 64 poli, tj. tvofime kombi-
nace 3. tfidy ze 64 prvkd. Téch je (634). Sachovnice mé 32
bilych a 32 Cernych poli. Podle naSeho textu nejsou pfi-
pustné trojice sloZené vesmés z bilych poli — takovych tro-
jic je (332) — ani trojice sloZené vesmés z Cernych poli —

téch je rovnéz (332) Hledany podet je tedy
(634)— 2. (332)=41 664—9920—=31744.

MuZeme viak pocitat téZ jinym zptsobem. Pole vybira-
me tak, Ze bud jedno je bilé a dvé ¢erné nebo jedno je Cerné
a dvé bild. Z toho odvodime pocet moZnosti
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32.(322)+(322).32=32.32.31=31744.
Odpovéd. Pole muZeme vybrat 31744 zptisoby.
Piiklad 18. Ktery vypukly #-uhelnik ma alespoii dva-
krat tolik uhlopficek co stran?

Reseni. Ze $koly si pamatujeme, Ze pocet tihloptitek vy-
puklého n-uhelnika lze vyjadfit ¢islem

_ n(n-=3)
()=

Ma tedy platit nerovnost

n(n—3)
2

=2n.

Upravou dostdvime
n(n—3)=4n.

ProtoZe Cislo n je kladné, miZeme obé strany timto
¢islem délit a dostaneme n—3=4, &ilin=7.

Odpovéd. Hledany n-thelnik ma alespori sedm stran.

Trochu prostorové predstavivosti budeme potfebovat
v dalsim pfikladé. Setkime se tam s jednim pravidelnym
télesem, které se nazyva pravidelny dvanictistén
(d6dekaedr). Abychom si o tomto télese ucinili lepsi
pfedstavu, podivejme se na obr. 3, ktery zachycuje pohled
na toto téleso. Stény dédekaedru jsou pravidelné pétithel-
niky.

Piiklad 19. Kolik télesovych uhlopficek*) ma pravidel-
ny dvandctistén ?

*) Télesovou uhlopfickou vypuklého télesa rozumime (jak zniamo)
usecku spojujici dva rtizné vrcholy a lezici uvnitf télesa.
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Reseni. Pravidelny dvandctistén m4 20 vrchold. Z nich
budeme vybirat dvojice, Cili tvofit kombinace 2. t¥idy
z 20 prvkia. Téch je (220)=190. To ovSem nejsou vesmés
télesové tdhlopficky, nybrZ jsou sem zahrnuty i hrany
dvandctisténu a uhlopficky ve sténich. Dvanictistén ma
30 hran, kazda jeho sténa je pravidelny pétithelnik a existu-
je tedy v ni pét dhlopfi¢ek. Ve sténich je tedy celkem
12.5 = 60 uhlopficek. Pocet télesovych uhlopricek je tedy

190 — 30 — 60 = 100.

Obr. 3.

Jiné Feseni. Urleme, kolik télesovych uhlopficek vychazi
z pevné zvoleného vrcholu. Kazdy vrchol patfi ke tfem
sténam, takZe z ného vychazeji tfi hrany a Sest sténovych
uhlopficek. Zbyva tedy jeSté deset vrchold, k nimZ ze zvo-
leného vrcholu vedou télesové tuhlopficky. Tato tvaha
plati ovSem pro kaZdy vrchol. Vrcholt je 20. Souc¢in 20.10
znamend tedy dvojndsobné brany pocet viech télesovych
thlopficek a to jiZ vede k vysledku odvozenému v pfedchi-
zejicim feSeni.
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Odpovéd. Pravidelny dvanactistén ma 100 télesovych
uhlopficek.

Priklad 20. Vratte se k pfikladu 8 na str. 13. UkaZte,
jak se zméni vysledek, Zddame-li, aby ani v oddéleni A ani
v oddéleni B neztstala dvé volna mista.

Reseni, Je zakazan kaZdy p¥ipad, kdy v A jsou dvé voln4
mista a také kaZdy pfipad, kdy v B jsou dvé volnd mista.
V oddéleni A, které ma 12 mist, lze vybrat dvé volna mista
ziejmé (122) zpiisoby. Ostatni mista (je jich 24) jsou pak
obsazena; Z4ky na n€ miiZeme umistit celkem 24! zptsoby.
Pocet zasedacich pofddkili, v michZ jsou dvé volna mista

v oddéleni A, je pak (). 24!. Podobné pro dvé voln4 mista
v oddéleni B mime (124) moZnosti a na zbylych mistech
ve tHidé lze Zdky zase rozesadit 24! zptisoby. Cislo (124). 24!
tedy udéva pocet zasedacich poradki, v nichZ jsou vizdy

dvé volna mista v oddéleni B.
Odpovéd na pavodni otazku tedy dava &islo

x=2l — (122).24!—(124).24!.
Snadno nahlédneme, Ze je x = (24!).168. Logaritmicky
vypocet dava*)
log x = 23,7927 4+ 2,2253 = 26,0180
a po odlogaritmovéani x = 1,043.10%,
Piiklad 21. V roviné jsou diny dvé rizné rovnobézky

a, b. Na pfimce a je dano m riznych bodt 4,, 4,, ...,

*) MiZete opét pouzit Vélouchovy"ch tabulek, kde lze najit pfibliznou
hodnotu ¢isla log 24!.
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A, a na pfimce b je ddno »n rliznych boda B;, B,,..., B
Urdete polet viech trojuhelnikd, jejichz viechny vrcholy
lezi na pfimkach a, b, a to pravé v bodech A4;, B;.

Reseni. Celkem se v této tiloze vyskytuje m + n réznych
bodd, ze kterych mame tvofit trojice.

Utvotime tedy nejprve vSechny kombinace 3. tfidy
zm + n prvki. Téchto kombinaci je ("%"). Toto &slo
oviem neznamena pocCet vSech trojuhelnikd, které nas
zajimaji v dané tloze. Zahrnuli jsme sem totiZ také trojice
bodli, které leZi na pfimce a a rovné&Z trojice leZici na
piimce &. Je tedy nutné odefist jednak (';'), jednak G),
takZe konelny vysledek je

+n\__ —
("3)-G)-6)

Jiné FeSeni. Priklad 21 lze feSit téZ touto uvahou. Zm + n
danych bodii budeme vybirat nejprve ty trojice, ve kterych
dva body leZi na pfimce a a jeden na pfimce b. Tvofiine
tedy kombinace 2. t¥idy z m prvkd — téch je (’;) — ake
kazdé z nich pfipojime n&ktery z bodt na pfimce 4. To
je moZno provést celkem (’g) .1 zZpusoby.

Podobnég uréime pocet téch trojic, kde jeden bod leZi na
pfimce a a dva na pfimce 5. Tu mime m(g) moZnosti.
Celkovy pocet trojtihelniki je tedy

Dvé feSeni, jeZ jsme podali u pfedchazejiciho pfikladu,
nam poskytla dva vysledky, které se na prvai pohled od se-
be lisi. Z tvahy, kterou jsme provedli, vyplyva, Ze oba
vysledky jsou si rovny, Ze tedy plati
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3= G))=G)-»+()-m
Tento vzorec je ndm ostatné uz znam z pfikladu 11, kde
jsme jej dokazovali vypoctem. Nyni jsme vlastné tedy do-
kazovali tento vzorec znova, pfiemz jsme uZili geometric-
kého znazornéni a vhodné kombinatorické uvahy. Ctenaf
necht sdm posoudi, kterd z obou cest pro diikkaz naSeho
vzorce se mu jevi schidnéjsi.

Neékdy se v matematice vyskytuji téZ tzv. kombinace
s opakovdnim; s timto pojmem se sezndmime v dalSich
fadcich. I tato otdzka vSak 1zce souvisi s jednim problémem
z teorie Cisel. Abychom této souvislosti lépe porozuméli,
vyteSime nejprve dva pfiklady, které na prvni pohled nijak
nesouviseji s kombinacemi. Pfi feSeni druhého z nich
vSak hned poznime, Ze se s vyhodou dé pouZit kombinac-
nich cisel.

Priklad 22. Je d4na rovnice .

x+y+2z2=23

Uvedte vSechny uspofadané trojice celych mezipornych
Cisel (x, y, 2), jez vyhovuji na$i rovnici.*)

Refeni. Uloha je celkem jednoduchd, jen si musime dét
pozor, abychom nezapomnéli na Zidny pfipad, ktery vy-
hovuje dané rovnici. Budeme proto postupovat systema-
ticky.

Nejvétsi z hledanych Cisel nemaze byt vétsi nez 3; tak
nachazime pfipady (3, 0, 0), (0, 3, 0), (0, 0, 3). Nyni vezme-
me v uvahu ty trojice, ve kterych nejvétsi Cislo je 2 —
jedna z nich je (2, 1, 0) — a konecné ty, v nichZ nejvétsi

*) Setkdvime se tu tedy s daldim piipadem neuréité (diofantské)
rovnice.
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Cislo je 1 — takova je jen jedind, totiZ (1, 1, 1). Vysledek
miZeme zapsat do tohoto piehledu:

(3,0,0); (0,3,0); (0, 0, 3); (2, 1, 0); (2, 0, 1);
(1, 2, 0); (1, 0, 2); (0, 2, 1); (O, 1) 2); (1) 1, 1)'

Odpovéd, Nasli jsme celkem 10 trojic, jeZ vyhovuji da-
nym podminkam,

V dal§im piikladé se budeme zabyvat jeSté obecnéjSim
piipadem diofantské rovnice a budeme hledat pocet feSeni.
Roziesenim pfikladu 23 bude nalezena i odpovéd na pti-
22 zbyteCny. Zafadili jsme jej sem vSak pfesto — nejen
jako pfipravu k dal§i tivaze, ale aby si Ctemdf skutecné
prosel vsechny trojice vyhovujici dané rovnici.

P¥iklad 23. Je ddna rovnice
x1+x2+x3+ “ae +xr=n,
kde r, n jsou dand pfirozend (isla. Urcete, kolik existuje
uspotddanych r-tic Cisel x;, x5, X3, .. ., %r, jeZ spliuji da-
nou rovnici a jsou celd nezaporna,

Resent. Zavedeme pomocné neznimé ¥;, ¥z, Va5 + - -5 Pr
tim, Ze poloZime
n=1+4+x,
Y2 =2+ x; + X
Ys=3+ 2 + %, + X3
Ya=4+ % + X+ x5+ %y

Yr=r+x+x+x+ ...+ x.

ProtoZe plvodni nezndmé x; jsou Cisla nezdporna, plati
o novych neznamych y; zfejmé vztah

l=yn <y <y<...<y»r=n+r
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PovSimnéme si zde, Ze &islo y, je rovno &islu n 4+ r,
takZe je y,—1 = n + r — 1. Mame tedy r— 1 pfirozenych
¢isel Y15 Vos Vas + - s ¥r—,0nichZzplatil < y; =n+r — 1.

Ke kazdé r-tici celych nezipornych cisel xy, x5, X35 ...y %
umime tedy pfifadit jedinou (r—1)-tici 35, Yoy Y35 -« -»
¥,—1 a obracené lze ke kazdé (r—1)-tici ¥y, Yo V3 ...
Yr—1, jeZ spliiuje vztah

léyl <y2 <y3<.-- <yr—l §ﬂ-|—1‘—l,

najit pfisluina &isla x;, x5, x4, ..., x. Otdzka se tedy pfe-
vadi na tento tikol: Mdme ur¢it, kolika zptisoby lze vybrat
r—1 riiznych pfirozenych cisel z celkového poctun + r —
— 1 danych pfirozenych ¢isel. Vidime, e jde o kombinace
(r—1)-ni tfidy z n 4+ r — 1 prvku, takZe hledany pocet je
vyjddien kombinanim ¢islem

(n+r—1-1)'
r—

Odpovéd. Dani neurcita rovnice mé ("“::Tl) feSeni.*)

Pfistupme nyni k definici kombinaci s opakovinim.
Kombinacemi n-té tifdy z r riznych prvkil s opakovinim
nazyvame skupiny po » prvcich z danych r prvki (bez
zfetele k uspofddani ve skupin€), v nichZ se kazdy prvek
miiZze opakovat aZ n-krat. O poc¢tu kombinaci s opakova-
nim se dozvime v dal$im pfikladé.

P¥iklad 24. Jsou dina dvé pfirozen {isla n, r. Urlete
pocet kombinaci n-té tfidy z r riznych prvka s opakova-
Reseni. Danych r prvki oznaéme po fad€ a;, a,, .. ., a-
KaZdou kombinaci s opakovinim lze Gplné popsat tim,

-1

*) Pro r=3, n=3 dostivime (3 _13—21

kem dosazenym v prikladé 22,

)=10, coz souhlasi s vysled-
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Ze uvedeme, kolikrat se v ni vyskytuje prvek a; (pro i =
= 1,2, ..., r). Oznalime-li x; ndsobnost prvku a; v uva-
Jované kombinaci s opakovanim, je r-tice (x1, %z, .. .5 %)
tvofena celymi nezdpornymi Cisly a plati
X1+ x%+x+ ...+ x=mn

Tim je otdzka pfevedena na feéeni neurcité rovnice, kterou
jsme se zabyvali v pfedchéazejicim pfikladé.

Odpovéd. Pocet kombinaci n-té tfidy z r riznych prvka
s opakovinim je (”+’ )

Ulohy

14. Kolika zpusoby je moZno na Ctvercové Sachovnici
s 64 poli vybrat tfi pole tak, aby vSechna neleZela v témZ
sloupci?

15. Je dan vypukly n-thelnik, jehoZ Z4dné tfi thlop¥icky
nemaji spoleCny vnitfni bod. V tomto z-uhelniky, jsou
sestrojeny viechny uhlopficky. Kolik prisecika uhlopficek
tim vznikne ?

16. Je dén pravidelny dvanictistén (dédekaedr). Kazdé
tfi jeho riizné vrcholy urcuji jednu rovinu. Kolik rovin je
celkem wureno, uvazujeme-li vSech 20 vrcholi? Kolik
z téchto rovin prochazi vnitikem dédekaedru?

17. V prostoru jsou dany dvé mimobéZky a, b. Na pfimce
a je dano m riznych bodu 4,, 4,, ..., An a na pfimce b
je ddno n riznych bodd B, B,, ..., B, UrCete podet
viech Ctyfsténd, jejichz viechny vrcholy leZi na pfimkich
a, b, a to v bodech 4;, B;. i
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4. kapitola

BINOMICKA
VETA

Kombinacni Cisla se pouZivaji v tzv. binomické vétg,
jejiz znéni si zde nejprve uvedeme (a kterd je Ctendfuim
rovnéz zndma ze $koly). Binomickd véta zni:

Jsou-li a, b hibovolnd &sla (redind nebo komplexni) a n pFi-
rozené &islo, plati

(@+by=(g)a"+(})a-b+(5)am=22+. .. +(, 2 )ab -2+
+()pr.

Jeji pouzZiti si opét procvi¢ime v pfikladech.

P¥iklad 25. Pomoci binomické véty vypoltéte (x® +-
+ 2y)°.

Resent. Podle binomické véty plati

(x® +2y)5=(g)x15 —{—G)xlz 2y —I—(g)x*’ A2
—k(g)x“.8y34—(i)x3.16y4—k(g).32y?

Binomické koeficienty (g), G), ces (g) mtZeme urCit

tfeba z Pascalova trojt’lhelnikla:
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Dostdvime tak
(x® +29)5 =x15 +10x'%y 4 40x°y% - 80x8y® 4 80x3yt 4325,
V dalsim pfikladé si dokdZeme dva vztahy o kombinac-
nich dislech, které jsou dosti uzite¢né v mnoha tvahach.

Pxiklad 26. Je ddno pfirozené Cislo n. DokaZte, Ze plati
2) @+OHE) TG+ ) ) =2
DY) +G)G)+--- =1, 7))+

+ (- 1y(7)=o0.

Resent. Budeme pouZivat binomické poucky

(a+b)"=(g)a"—l—('l')a"—lb—l—(g)a"-?bz—i— ek
(2 Jabr2 (Yo

a) Dosadime sem @ = b = 1 a dostavame pfimo vztah,
ktery mame dokdazat.

b) Dosadime a = 1, b = —1; snadnou tpravou dosta-
neme pak Zidany vysledek.

UkaZeme si hned pouziti téchto vzorcil. V dalSim pfikla-

Cisly.

Piiklad 27. Je ddno pfirozené Cislo » > 1. DokaZte, Ze
plati

L(D—2.(3)+3.(3)—4.()+- - - +n(—1r1(})=0.

Reseni. Uva¥ovany soulet oznatime S,.. Budeme postu-
povat matematickou indukci (kterd ovSem zaCne az pfipa-
dem n = 2). Pro n = 2 dostavame
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S=1.(3)—2 .(§)=2—2=0,

takZe vzorec plati.*) Pfedpokliddejme nyni, Ze nd§ vzorec
plati pro nékteré pfirozené Cislo » a uvaZujme soucet

Sn+1=1.("{1)—2.("§1)+3.("§1)—...+
+oH (= 1r(iE ),
ve kterém -ty Clen je
ak=(—1)k—1.k("j;1).

Tento vyraz miZeme upravovat podle znamého vzorce
n+1\_/(n n
2=+
a dostdvame

a=(—D1 k() + (DL E(). ()

Abychom vypocetli S,,,, musime seist vSechny ¢leny
arprok=1,2,3,...,n -+ 1. Podle vzorce (1) dostdvame
pfi tomto sCitani nejprve soucet S, (seCtenim prvnich n
sCitancli v ax), potom vyraz

V=(—1)(n+ 1)(,, : 1)
a konefné& soulet
s=1.(5)—2.()+3.G)—- - +(n+ (—1r(}).

Je ztejmé& V = 0 a budeme se tedy zabyvat souctem s.
Zde miZeme A-ty Clen napsat ve tvaru

b—(—1p-1H(, "),

*) Doporucuji vam, abyste si sami vypo¢itali téz Cisla s, 54, 55 COZ
vam priblizi na§ pfiklad a snad i umozni pochopit dikaz.
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coz lze upravit na tvar

=(—1)k-1k— 1)\k 1) (‘Dk_l(kﬁl)-

Dosazu;eme—h k=1,2,3,...,n+ 1, dostdvime tedy
vysledek

o= Sut (GG + ()
Podle induk¢niho pfedpokladu a podle ptikladu 26 b) je

proto s = 0. Tim je druhy indukéni krok proveden a ditkaz
uvedeného vztahu je podan.

Nyni si odvodime jednu nerovnost, kterou budeme v dal-
$im potfebovat.

Piiklad 28. Pro kazdé pfirozené Cislo 7 a pro kazdé
nezaporné Cislo x plati (1 + x)” = 1 + nx. Dokazte!*)

Reseni. Nerovnost vyplyva z binomické véty

(42r=1+(])x+. ..

V misté, kde jsme napsali tfi tecky, jsou Cleny**) tvaru
(Z)xk, které jsou za nasich pfedpokladii vesmés Cisla neza-

pornd. Jestlize tedy na pravé strané tyto Cleny vynechdme,
bud se tim tato strana zmen$i nebo se nezméni. Vidycky
tedy plati

(+xr=1+(D)
coZ po malé tpravé jiz divd Zddanou nerovnost.
*) Nerovnost z této ulohy se obvykle nazyvd Bernoulliho ne-
rovnost.
**) Pro n=1 oviem tyto ¢leny jiZ neexistuji, ale pro tento trivialni

pfipad je platnost Bernoulliho nerovnosti ziejma.
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Jiné Feseni. Muzeme postupovat téZz matematickou
indukci. NeZ vSak pfistoupime k tomuto druhému feSeni,
piipojime jesté jednu pozndmku. Obor Cisel x z nadi dlohy
je moZno totiZ roz$ifit a dokazat platnost Bernoulliho ne-
rovnosti pro viechna redlna Cisla x > — 1.

Matematickou indukci zacneme pfipadem n = 1. Pak

m4 nerovnost tvar
(1+x)t=1+x,
coZ je ziejmé spravné. Predpoklidejme tedy, Ze pro né-
které pfirozené Cislo n plati
(I4x)=1+nx. \
Obg strany této nerovnosti zndsobime kladnym &slem
(14-x); vychazi
(+x)yz (1+nx)(1 +x). (D
Na pravé stran€ vyndsobenim dostidvime
1+nx+x+nx?=14(n+1x+nx2
Cislo nx? je nezdporné, takZe po jeho vynechdni se pfi-
sluSny vyraz bud zmen$i nebo nezméni. Z toho plyne
(I4nx)(14-x) = 14 (n4Dx.
Pripojime-li toto k nerovnosti (1), dostdvime
(I4+x)y+z 14 (n+Dx.

Tim jsme vSak Bermoulliho nerovnost dokazali téZ pro
n--1 a dikaz je tim podin.*)

Bernoulliho nerovnost nam umoZni odvodit jeden za-
jimavy vztah. Tomuto odvozeni je vénovan pfiklad 29.

Priklad 29. DokaZte, Ze pro kazdé pfirozené Cislo » plati

*) Rozmyslete si sami, zda Bernoulliho nerovnost platd téZ pro x=
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1\n
[1-|—7) =2
Reseni. Stadi dosadit x=% do Bernoulliho nerovnosti.

Po zkraceni jiz okamZité dostavime Zidany vztah. Prosime
étenéi"e, aby si uvédomil, Ze znaménko = v tomto vztahu
plati pravé tehdy, je—h n=1

S prikladem 29 uzce souvisi dal$i nerovnost, kterd rovnéz

podava informaci o mocning (1—}— ]
Priklad 30. DokaZte, Ze pro kazdé pfirozené Cislo n
plati
1\n
(1+7] <3
Resent. Pro n=1 dostivime

(1+1)'=2<3,

takZe nerovnost skutené plati. V dal§im textu budeme
ptedpokladat, Ze prirozené Cislo n je vétsi neZ 1. Podle
binomické véty mdme

(1+l]"—1+(?)1 + (@t Gt + ()=

1 2) 1
=114 7452 ?+"("1;(§ Dt

nn—1).. 1
+1 2. ....n n
Ve zlomcich
n(n—1) nn—1)(n— 2) - nn—1).....1
1.2~ 1.2.3 1.2. ... .n

upravime Citatele tim, Ze zde kaZdého Cinitele nahradime
Cislem n. Tim se kazdy z téchto zlomki zvétsi a ptejde na
tvar
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nt nh

21’ 31 ,m

Dosadime-li tyto zvétSené hodnoty do naSeho vypoctu,
vidime, Ze muZeme kratit a dostavame tak nerovnost

(1+3) <24 5+5+ - +ap (1)

Zbyva odhadnout &islo
1.1 1
a=3it3it .- +?J'

Zde ve jmenovatelich budeme misto Cisel 2!, 3!, ..., n!
klast Cisla 21, 22, ..., 2*~L, Tim se zfejmé (poclinaje od
druhého ¢lenu) kaZzdy jmenovatel zmensi a pro Cislo a tim
nachizime odhad

1 1 1 1
a<—21+¥+ “es +En—-_l=1—§n_—‘f <1.

Je tedy a < 1. Vritime-li se ke vzorci (1) a pouZijeme-li
zde vysledku pravé dosazeného, dostivime tim uZ okam#ité&
nerovnost, kterou jsme méli dokdzat.

Zustanime jesté na chvili u pfikladid 29 a 30. Zde se vysky-
tuje vyraz

Cn== (l‘l"%]”’

ktery ma v matematické analyze dosti Casté upotfebeni.
Dosazujeme-li totiz do e, po fadé n = 1, 2, 3, ..., dosta-
vame tak posloupnost Cisel, jeZ jsou — jak jsme pravé vi-
déli — vesmés vétsi nebo rovna ne? Cislo 2'a mens$i neZ
Cislo 3. Na obr. 4 vidime ¢ast Ciselné osy a na ni jsme zobra-
zili ¢ast nas$i posloupnosti, to je Cisla ey, €,, €4, €4, €. Dase
dokazat, Ze tato posloupnost je rostouci, tj. Ze pro kazdé
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Obr. 4.

n plati e, <eny;. JiZ z ndzoru je patrné, Ze se tato Cisla
€. musi ,hromadit” kolem urcité hodnoty; toto ,,mezni*
Cislo oznaCujeme pismenem e. Vypolet ukazuje, Ze je
e = 2,71828. Mnozi nasi Ctenafi jist€ uméji pocitat s li-
mitami a védi proto, Ze se v takovém pfipadé mluvi o kon-

vergenci posloupnosti e, €,, €5, ... a Ze se piSe
lim e,=e.
n—>o0

Rikdme, Ze &isloeje limitou posloupnosti e;, €5, €3, . . . *)

Nerovnosti, které jsme aZ dosud probrali, ndm umozni
odvodit nékteré véty o faktoridlech. Témto odvozenim jsou
vénoviny dalsi ptiklady.

Priklad 31. DokaZte, e pro kaZdé pfirozené Cislo n

plati
nl> (—;]”

Reseni. Budeme postupovat matematickou indukci. Pro
n=1 mame

1
1 ! > ?)
coz zfejmé plati. Pfedpokladejme tedy, Ze pro nékteré
*) Ctenafe, ktefi se zajimaji o pojem limity, odkazujeme na dvé pfi-
stupné psané knihy. Prvni mé nazev ,,Deset kapitol z diferencialniho

a integrilntho poftu‘ a napsal ji K. HruSa; druh4d ma nazev ,,Dife-
rencidlni pocet pro zadateéniky‘ a jejim autorem je K. Havlic¢ek.
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piirozené Cislo » uvaZovand nerovnost plati a budeme do-
kazovat nerovnost

e+1)!> (5™ W

Levou stranu nerovnosti (1) 1ze upravovat podle induké-
niho pfedpokladu takto:

(r+D)!=nl.(a+1)> (5. 1+ D). )
Abychom dokazali vztah (1), musime posledni vyraz v fad-

ku (2) porovnat s Cislem ("_;—1]"“

platit
(3) @+ =4 3)

Kdyby tato nerovnost platila, pak bychom po vyndsobeni
(kladnym) ¢islem 3#+! dostali

3.m7.(n+1) =(n4-1)nHL,
Dile Ize kratit Cislem # + 1, coZ dédvi
3. =(n+1).

Délime-li obé strany Cislem 7", pak po smadné upravé
pravé strany vychazi

1\n

3 §[1+7] :
To vSak je spor s tim, co jsme dokizali v pfedchizejicim
piikladé. Vztah (3) tedy neplati a naopak je spravna ne-

rovnost
(3> (57

Pfipojime-1i tuto nerovnost k fadku (2), dostavame zivé-
rem vztah (1), ¢imZ je hotov druhy indukéni krok. Dukaz
uvedené nerovnosti je tim podén.

. Ptejme se, zda miZe
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P¥iklad 32. Dokaite, Ze pro kaidé pfirozené &islo
n 6 plati

m<g¥. (1)

Reseni. 1 zde pouZijeme matematické indukce, ale ta
zaéne u Cisla » = 6. Pro tento pfipad totiz dostdvime
6! < 38, ¢ili 720 < 729, coZ je zfejmé spravnd nerovnost.
Piedpokladejme tedy, Ze nerovmost (1) plati pro n&které
pfirozené Cislo n = 6 a budeme dokazovat obdobnou ne-
rovnost pro Cislo » + 1. Plad

m+m—m@+n<[]@+n 2)

Porovnime nyni Cisla

(2Y+n o (5™

(S e+0= ()

pak by odtud plynulo
2w+ 1)> (- 1+,
¢ili po dalsi malé dpravé
2.17> (n+ 1),
Obé strany bychom délili ¢islem #” a dostali bychom
2> (1+4)"
To viak je spor s pfikladem 29. Nasli jsme tak vztah

(o=
ktery pfipojime ke (2). Tak vychdzi

Kdyby platilo



n+1yntl
(n+D < (T) .
Tim jsme prokazali platnost také pro Cislo # -+ 1 a dikaz
je hotov.
Jesté nékolik slov k pfedchazejicim dvéma prikladtim.
Vysledky, se kterymi jsme se tam seznimili, maZeme shr-
nout do strucného vyjadfeni

n\n nyn
» |
(3) <n'<(5)" )
coz plati pro vSechna ,dostatené velkd”“ pfirozend
Cisla n. ‘
Z pocitani s faktoridly vime, Ze Cislo »! vzrista, dosazu-

jeme-li za n po Fadé &isla 1, 2, 3, ... Vyjadfeni (1) ukazuje,
Ze n! vzrista ,,rychleji neZ (%]" a ,,pomaleji‘ nez [%]"

Tak napf. pro » = 300 mdme odhad*)
100300 < 300! < 15030,

Plati 100%° = 10%%, coZ je Cislo, které ma (v desitkové
soustavé) celkem 601 misto. Z toho je tedy patrné, Ze
Cislo 300! mé také alespoii 601 misto. Z druhé strany jsme
Cislo 300! odhadli ¢islem 150°°, Abychom si uvédomili,
kolik ¢islic ma (v desitkové soustavé) Cislo 1503, budeme
pocitat logaritmicky. V logaritmickych tabulkich najdeme,
ze log 150 = 2,1761. Musime si oviem uvédomit, Ze toto
je neuplné Cislo, které zastupuje vyjadieni

2,17605 =1og150 =2,17615.
Odtud plyne

300.2,17605 <300.1og150 <300.2,17615,

¢ili

652,815 <1og150%0° <652,845.

*) Srovnej téZ vysledek, k nému? jsme doili v pfikladé 3.
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Toto vyjidfeni viak znamend, Ze &islo 1503%° m4 (v desitko-
vé soustavé) pravé 653 Cislice. Celkem je tedy vidét z fadku
(1), Ze cislo 300! ma nejvyse 653 Cislice.

Souhrnné lze tedy fici, Ze Cislo 300! ma alespoi 601
Cislici a nejvySe 653 cCislice. Tento odhad je ovSem jen
velmi hruby; kdybychom chtéli urcit pfesny pocet Cislic
v Cisle 300!, potfebovali bychom k tomu zfejmé velmi
zdlouhavy numericky vypocet. V integralnim poltu se
odvozuje tzv. Stirlinguv vzorec, ktery dovoluje urcit
Cislo n! pomérné dosti pfesné, jestliZe Cislo # je ,,dostatecné
velké”“. V tomto vzorci se vyskytuje Cislo e, o kterém jiz
byla fe¢ na strankich této knizky. Stirlingtiv vzorec md

tvar
nl= [%]"VZTUZ.

Ukazali jsme si tedy, Ze binomicka véta slouzi k odvozeni
nékterych vztaht, jeZ jsou dosti uzitecné i pfi numerickém
pocitani. Tento paragraf ukonfime jednim pfikladem,
ktery ndm osvétli uZiteCnost binomické véty i v teorii
Cisel.

P¥iklad 33. Necht p je libovolné prvocislo a # libovolné
pirozené Cislo. Potom rozdil »» — n je délitelny prvo-
Cislem p. Dokazte.

Reseni. Budeme postupovat matematickou indukci podle
n. Pfitom ovSem budeme prvocislo p pokliadat za pevné.
Pro n = 1 je uvedeny rozdil roven nule, takZe tvrzeni plati.
Pfedpoklidejme, Ze tvrzeni je dokdzdno pro nékteré priro-
zené Cislo » a budeme je dokazovat pro Cislo #» 4+ 1. Bu-
deme tedy pracovat s vyrazem (n + 1)» — (n + 1), ktery
muZeme upravit podle binomické véty na tvar

o G+ O+ Gt
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Vyraz n? — n je délitelny Cislem p podle indukéniho pied-
pokladu, zatimco kaZdy ze zbyvajicich Clend je délitelny
prvocislem p podle ptikladu 14. Je tedy také rozdil (n4-1)?

(n 1) délitelny prvocislem p. Druhy indukéni krok
je tim proveden a diikaz je podin.

Poucka, s niz jsme se setkali v pfikladé 33, se nazyva
mala véta Fermatova. Pfipomind nim jméno fran-
couzského matematika a privnika P. Fermata (1601—
1665), ktery na3el fadu vét z teorie ¢isel. Ptivlastkem ,,ma-
1a“ odliSujeme tuto vétu od jiného tvrzeni, které vyslovil
rovnéz P. Fermat a které se dnes nazyva velka véta
Fermatova. Toto druhé tvrzeni se tykd neurcité rovnice
x" +y" = 27, kde n je dané pfirozené Cislo. Fermat se
zabyval pfipadem # = 3 a pokousel se dokazat, %e uve-
dend rovnice nemé Zadné feSeni pfirozenymi Cisly x, y, 2
Ze zapisu, jenz se nim zachoval, je vidét, Ze se Fermatovi
Zddné feSeni nepodafilo najit; domnival se dokonce, Ze
nasel dikaz pro nemoZnost takového feSeni. V jeho tvaze
viak byla )1sté néjaka chyba, nebot tento problém nebyl
dodmes rozfeSen a o velké vétd Fermatové existuje jiZ
velmi obsahld literatura.

Ulohy

18. Vypodtéte: a) (14]/3); b) (1+i).

19. Je déno pfirozené C&islo # a redlné &islo x, o ném¥
plati |x| =1. DokaZte nerovnost '

r (4t (1—x)rz 2.
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20. S pfesnosti na dvé desetinnd mista vypoctéte
€300=1,011,
21. Dokazte, Ze pro viechna pfirozeni Cisla n plati*)
1 n+ l]ﬂ'
nls (—2

22, Podle Stirlingova vzorce vypoltéte pfiblizn& 300!.

*) Srovnej tuto tulohu s pifkladem 32.
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5. kapitola

NEKOLIK OTAZEK
Z MATEMATICKE
STATISTIKY

Piedstavme si, Ze mame vySetfit vysku a vihu patndcri-
letych chlapct v nasi republice. Pfedmétem zkouméni je
tedy soubor jedincii, ktery obsahuje dosti znacny pocet
prvki. Nebylo by proto hospodarné, kdybychom k ziskani
vysledku chtéli skutecné zméfit a zvazit viechny chlapce
tohoto véku. Nebylo by to mozné tfeba ani z toho divodu,
Ze by tento experiment trval pfili§ dlouho a my médme
ptedepsdno, abychom vysledny tidaj ziskali v dobé co nej-
krat$i. Jak budeme postupovat? Misto celého velmi po-
Cetného zakladniho souboru si vezmeme jen urcity vybér,
tj. skupinu patnictiletych chlapci, ktera neni. prili§ pocetna
a ktera je vybrana podle urcitych zisad z celého souboru
zkoumanych jedincti. VySku resp. vahu pak méfime jen
u tohoto vybéru. Zminéné zasady spocivaji zejmena v tom,
Ze 74dame, aby vyber byl nahodny a co moZna repre-
zentatlvm, tj. aby v urCitém smyslu vzhledem ke zkou-
manému znaku reprezentoval cely zdkladni soubor.

MEél jsme tedy zakladni soubor, ve kterém se mél méfit
néktery kvantitativni znak (vySka, vdha) a pfeSli jsme
k mensimu vybéru. Jak se li§i tfeba aritmeticky primér
v zdkladnim souboru od aritmetického priméru ve vybéru
a jaky je vztah mezi témito Cisly? Tomuto zkoumani vé-
nujeme dal8i dvahu. Pfitom odhlédneme od konkrétniho
vyznamu kvantitativniho znaku a budeme pracovat prosté
s Cisly.

Necht je tedy dan zdkladni soubor, ktery ma N prvka.
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Na kaZdém z nich je naméfen kvantitativni znak x;, takZe
dostavame skupinu N Cisel x,, x,, X, . - ., Xn. Kromé toho
uvazujme vybér, ktery mé r prvki (1 < » = N). Takovych
vybérii existuje celkem (I:I) Cislim N, resp. r, fikime
nékdy téZ rozsah zidkladniho souboru, resp. vybéru.
Ozna¢me # aritmeticky pramér v zdkladnim souboru; je
tedy

S _ X T XXyt .. XN

x= N . (1)
Dile oznadme xM, %®, ..., x® po fadé vechny aritme-
tické praméry ve vybérech rozsahu r; je tedy s= (N)

r
Jak velky je aritmeticky pramér z Cisel %0? Odpovéd na-
jdeme v dal$im pfikladé.

Priklad 34. Urlete aritmeticky primér z vybérovych
aritmetickych praméra x®, £, ..., O,
Reseni. Pfedmétem nasi tvahy je vyraz

M4+ x@4 ... 4+x6
s

wrws

Rozsifime-li tento zlomek Cislem r, vychazi

rxM4re®4... —}—ri(’)' (2)
TS

Kazdé z Cisel rx® si miZeme pfedstavit jako soucet nékte-
rych Cisel x;, pfiCemZ sitancd je vidy r. V Citateli zlomku
(2) se tedy vyskytuji viechna ¢isla x; — pfipadné vicekrat.
Kolikrit je tu Cislo x; ? Musime ur¢it, kolikrat se Cislo x;
vyskytuje ve vybérech rozsahu r ze zakladniho souboru
rozsahu N. Kazdy vybér obsahujici prvek x;, dostaneme
tak, Ze k prvku x, pfidime libovolnou skupinu o r—1
prvcich; je tedy vybéri obsahujicich prvek x; pravé tolik,
kolik kombinaci (r— 1)-ni tfidy lze utvofit z N—1 prvku, tj.
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(I:’_—ll) Cislo x, je tedy v Citateli zlomku (2) privé (I;r__ll -
-krat a totéZ plati ovSem i o kaZdém z daliich Cisel x,,
X3, ..., xn. Citatele zlomku (2) tedy maZeme vyjadtit
ve tvaru -

(’f:ll).(x1+x,+ ).
Podle (1) ma proto Citatel tvar

N—1 __ (N=DI o NI 3
(r—l ).N.x—mm.N.x—m X.
Jmenovatel zlomku (2) je
NI NI
"“_""(Ig):"'rl(N—r)!:(f_1)!(N—r)l'

Délenim tedy dostdvame podil x.

Odpovéd. Aritmeticky pramér ze viech vybérovych
aritmetickych primérd se rovnd aritmetickému priméru
v zikladnim souboru.

Dalsi dualeZitou charakteristikou, kterd se vyskytuje
v matematické statistice, je tzv. smérodatnd odchylka o.
Jsou-li dama ¢isla x;, x5, ..., xn, pak o je definovino
vztahem

_l/(xl—-:'c)’+(x,—f)’+ v o (eN—x)?
o= N .
Smérodamé odchylka o je mirou, jak se hodnoty x; ,roz-
ptyluji* nebo ,,kupi® kolem aritmetického priiméru %; to je
vidét z toho, Ze ¢ zavisi na odchylkich x; — %. Jsou-li
odchylky malé, je ¢ malé, jsou-li odchylky velké, je o velké.
Uvedeme si numericky pfiklad. Cisla 1, 2, 3, 4, 5 maji
aritmeticky pramér 3, takZe

G=V(1—3)2+(2—3)=+(3;3)’+(4—3)’+(5—3>2___V2—.
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Byvd zvykem znizorfiovat dand Cisla ma ose ¢iselné
a pfipojit tam téZ smérodatnou odchylku. Pro nas pfipad je
toto zndzornéni vidét na obr. 5.

a X

- [y
- L

wii

T2 3 &

Obr. 5.

Vratme se jeSté k vybérovym aritmetickym prumérim
a studujme otdzku, jak se tato Cisla £ , kupi“ kolem arit-
metického priméru x. Srovnidme tedy smérodatnou od-
chylku vSech téchto vybérovych aritmetickych priméri se
smérodatnou odchylkou ¢isel x; v zikladnim souboru.
Tomuto srovnani je vénovan dalsi piiklad.

P#iklad 35. Znite-li rozsah zikladniho souboru a roz-
sah vybéru (Cisla N a ) a smérodatmou odchylku ¢ v zi-
kladnim souboru, vypoctéte smérodatnou odchylku vsech
vybérovych aritmetickych pramérta x®.

Reseni. P¥ipad r = 1 je trividlni, nebot pak je hledani
smérodatmd odchylka rovna pfimo Cislu ¢. V dalS$im textu
tedy uvaZujme jen pfipad r = 2. PouZijme vysledku z pfed-
chazejiciho ptikladu, podle néhoz Cisla %% maji aritmeticky:
priumér x. Jejich smérodatnou odchylku ¢ vypocteme tedy
podle vzorce

= l/ GEO—2)+(FO—%2+...+(FZO—z)
5
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Budeme zatim pracovat jen se zlomkem pod odmocni-
nou, ktery rozsifime ¢islem 72 Dostévime tak zlomek

M —rz) 2+ (re®—rx)+... + (2 —re)?
ris ' (3)

Soucin rx® si zase miZeme pfedstavit jako soucet n&kte-
rych Cisel x;, takZe rozdil rx® — rx lze pfevést na tvar
(xa—-f)+(xb_x)+ ‘o +(xt+5‘)a
ktery se tyka jednoho vyb&ru. Citatele zlomku (3) lze tedy
vyjadfit jako soucet, v némZ jsou jednak sitanci tvaru
(xa—x)?% jednak sCitanci tvaru 2(x,—zx) (x,—%) (pfi a£b).
Kolikrat je zde séitanec (x;—x)2? Stejna tivaha jako
v pledchézejicim piikladg nis vede k vysledku (YY), Take

kaZdy ze s¢itanci
(23— %)%, (23— %), ..., (xv—%)?
ma v Citateli zlomku (3) stejnou ndsobnost.
Kolikrat se v Citateli zlomku (3) vyskytuje sCitanec tvaru
2(x;—x)(x,—%)? Jsme tu vedeni ke kombinaénimu
Eislu (’:’_—22), které se oviem tyka i daliich stitanct uvede-

ného tvaru.
Citatel zlomku (2) je tedy souétem dvou vyrazi; prvni
ma tvar

A=(1:-I-—_11) [ — 22— %) .+ (en— %)),
d_ruh}" md tvar
B=(N=2).[2x,—£)(ta— &)+ . . .+ 2wy~ ) en—)]

Vime, Ze plati
QY o G B )
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takZe v sou¢tu 4 + B si miZeme nejprve viimat jen téch
scitancil, jeZ maji u sebe jako koeficient kombinacni Cislo
(1:’__;) . Je vidét, Ze soucet téchto scitanci lze vyjadfit jako

[Cer—2)+ (= %)+ . . . +-(an—2)]%

coZ podle vzorce (1) je zfejmé rovno nule. Souet A + B
v Citateli zlomku (3) se tedy pfevddi na tvar

M) =20+ (e — 2P+ . . +(an—2)].
Podle definice smérodatné odchylky lze tento vysledek vy-
jadfit jako
N=2)!
(r—l) No*= Tr—DIN——DI" -No*.
Upravujme jesté jmenovatele zlomku (3). Mdme

N\, NI N )
ris=r (I;()_ T N= - Te=DIN=nI

Zlomek (3) se tedy rovna

N-—r
r(N 1)

Odpovéd. Smérodatnou odchylku vsech vybérovych
aritmetickych pruméra urCuje vzorec

- l/ N—r
g=—0 T—_(N-'l_)

Vysledek, ke kterému jsme pravé dospéli, se zdd na
prvni pohled trochu sloZity, avSak pro praktické pfipady
jej mizeme jesté zjednodusit. Obvykle byva totiZ Cislo N
velmi veliké a Cislo » pomémé malé. V takovém pFipadé
miZeme jeSté upravovat zlomek, ktery se vyskytuje ve
vysledném vzorci pro o. Plati
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r
N—r l_ﬁ '
r(N—1 bl ’
N
pfi¢emZ zlomek 1% je ,,pomérmé& maly*“. V praktickych pfi-
kladech muZeme dokonce pfedpokladat, Ze se rovna nule;
tim dostavame pfibliZznou rovnost
N=r .1
r(N—1) r

a pro smérodatnou odchylku pfiblizny vzorec

-, ag
0= l/;..

Zamysleme se jeSté nad tim, jaky vyznam m4 vysledek
dosaZeny v pfikladé 35. Zjistili jsme, Ze se vybérové aritme-
tické prumeéry ,,hromadi’ kolem priméru £ mnohem vice
neZ pivodné uvaZovana Cisla x;, x5, ..., xn. Smérodamad
odchylka nas poucuje o tom, jak jsou Cisla na Ciselné ose
roztrou$ena. Bereme-li z velkého zékladniho souboru napf.
vybéry rozsahu 25, pak smérodatnd odchylka ¢ je zhruba
pétinou smérodatné odchylky o. Abychom si mohli lépe
predstavit, jak se vybérové priméry hromadi kolem i,
vypocteme si jeSté jeden numericky pfiklad. V ném jsme
zvolili jen mala Cisla, protoZe pfi vétSich rozsazich a vétSich
¢islech x; velmi rychle vzristaji technické potiZe s nume-
rickym vypoctem.

P#iklad 36. V zikladnim souboru {1, 2,3,4, 5} sestrojte
viechny vybéry rozsahu 3. Vypoctéte vybérové aritmetické
pruméry a jejich smérodatnou odchylku. Znazornéte vysle-
dek graficky.

Reseni. Vime jiz (viz str. 52), e =3, o=]2=14l.
Dalsi vypocet mizeme upravit do tabulky
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vybér %) xW—zx () —z)?
1,2,3 2 -1 1
1,2, 4 21 -2 3
1,2,5 22 -3 5
1,3,4 22 -3 -
1,3,5 3 0 0
1,4,5 35 3 5
2,3, 4 3 0 0
2,3,5 33 3 +
2,4,5 a3 2 5
3,4,5 4 1 1

Secteme Cisla v poslednim sloupci a dostdvame vysledek
3%. Protoze je celkem 10 vybéru, délime
1..n 1
35:10=5
a pak odmocnime. Je tedy
- 1/1_1yx
0=V?=3—V3 ~0,58.

To je ve shodé se vzorcem pro G, ktery jsme odvodili vyse.
Podle ného je totiz

1
o=)2. l/a G- V?'
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Piiblizny vzorec pro ¢ zde oviem nemuZeme uplatnit,
nebot je

r 3
N=5=06

coZ nelze povaZovat za Cislo ,,skoro rovné” nule.

Jesté ke grafickému znazornéni. ProtoZe se zde nékteré
vybérové pruméry x® opakuji, pouZijeme ke znazornéni
tzv. sloupkového diagramu. Na ose ¢iselné u isla
x® je pfipojen sloupek, jehoZ délka uvadi, kolikrit se toto
Cislo v uvaze vyskytuje. Vysledek je vidét na obr. 6, kde

-—

G G
———>

2..
T 11 | |
0 "2 2% 28 3 3% 3% 4

Qbr. 6.

jsme také znazornili smérodatnou odchylku . Srovnejte
tento sloupkovy diagram s obr. 5, ktery se tyka zikladniho
souboru.*)

*) Piiklady, které jsme zde fedili, patf{ do oddilu matematické sta-
tistiky, nazgyvaného teorie vybérovych Setfeni (z koneinych
soubori).
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Ulohy

23. Graficky znazornéte pfiblizny vzorec
d -
V_’_—;
pfitom volte ¢ = 10, na vodorovnou osu nanisejte r a na
svislou o.

o=
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6. kapitola

TROJUHELNIKOVA
cisLa

Mezi kombinaénimi ¢isly byla v posledni dobé studovina
zejména Cisla tvaru (’,f), kterd se pfi n=2 nazyvaji Cisly
trojuhelnikovymi. Nézev je odvozen z toho, Ze Cislo (g)

udivi (zhruba fefeno) polet shodnych kruZmic, jeZ lze
umistit v trojuhelnikovém schematu tak, jak to pro n = 2,

o&;é&x@x@&

Obr. 7.

3, 4, 5, 6 ukazuje obr. 7. Pojem trojiihelnikového Cisla se
vyskytuje jiz r. 1762 u E. de Joncourta, ale teprve v posled-
nich desetiletich studovali vlastnosti trojihelnikovych Cisel
zevrubnéji néktefi matematikové, a to zvlasté autofi polSti
(A. Makowski, A. Schinzel, W. Sierpiriski*), K. Zaran-
kiewicz aj.). UkdZeme si zde téZ néco z této problematiky.

*) W. Sierpinski, vicepresident Polské akademie v&d a profesor
variavské university, je dobfe znidm i u nis. Je &estnym doktorem
Karlovy university v Praze a zahrani¢nim &lenem Ceskoslovenské
akademie véd. .
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Nejprve uvedeme tabulku trojuhelnikovych &isel pro
nékolik hodnot 7.

2| 3| 4| 5| 6| 7| 8 9(10|11 1213

n
(g) 1 3, 6|10]15]21]28]|36|45]55 66|78

Také obrazek nim prehledné ukdZe, jak vzriistaji troj-
uhelnikova Cisla, vzrista-li ¢islo »#. Je to vidét na obr. 8,
kde prvnim sedmi hodnotam z nasi tabulky odpovida 7 bo-
du oznaCenych malymi krouzky. Vzpomeneme-li na to,
co jsme se ulili v nauce o funkcich, mtizeme v obr. 8 se-
strojit i graf funkce

1
=—x(x—1);

grafem této funkce je parabola, jeji¥ Cist tu naznaluje
teCkovand &ara. Nyni vSak uZ pfistoupime k pfikladiim.

P¥iklad 37. Cisla 6, 66 a 666 jsou trojihelnikova, aviak
Cislo 6666 neni trojihelnikové. Dokazte.

Reseni. Ze &isla 6 a 66 jsou trojuhelnikovd, je ndm uZ
zZnamo, nebot je (§)=6 a (122)= 66. Zabyvejme se tedy
Cislem 666 a ptejme se, zda pro nékteré pfirozené Cislo
n plati (;’)=666. Tento vztah vede k rovnici

n(n—1)=1332,

coZ po malé apravé dava n® — n — 1332 = 0. Tato kva-
dratickd rovmice ma kofeny » = 37 a n = —36, z nichZ
druhy nevyhovuje pozadavkim ulohy.

Kofen n = 37 vyhovuje nasi uloze.

Konelné zbyva uvaha o &isle 6666. Zde dochazime ke
kvadratické rovnici
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nt—n—13332=0,
ktera ma diskriminant D = 53329. Podle tabulek se mi-

]
&l ,r
I

25" ’I
/
[}
1

!
f
/

/

/
!
!

204

15+

~-e
-~

101 $

723 456 78
Qbr. 8.

Ql
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Zeme piesvédit, Ze ne-
existuje Zddné pfiroze-
né Cislo7, aby bylo 72 =
= 53329. Tento vysle-
dek znamend, Ze uva-
Zované kvadratické rov-
nici nevyhovuje Zidné
pfirozené Cislo 7, jiny-
mi slovy, Ze Cislo 6666
neni trojihelnikové.

Priklad, ktery jsme
probrali, ndm znovu
ukazuje, jak duleZity je
matematicky diikaz né-
jakého tvrzeni. Z pfi-
padu cisel 6, 66 a 666
bychom totiz mohli
dojit k ukvapené do-
mnénce, Ze v desitkové
soustavé kazdé Cislo
psané Sestkami, je troj-
uhelnikové. Toto tvr-
zeni je ovSem nesprav-
né. V dal§im pfikladé
se setkime s obdobnym
tvrzenim o trojuhel-
nikovych cCislech, psa-
nych Cislicemi 2 a 1;
tam vSak se obdobna
domnénka ukéZe sprav-
nou.



P¥iklad 38. V posloupnosti
21,2211,222111, 22221111, ...
je kaZdy Clen Cislo trojuhelnikové. DokaZte.
Reseni. Cisla v na$i posloupnosti jsou psina &islicemi
2 a 1, pfi¢emZ v kazdém Clenu se nejprve napise nékolikrat
Cislice 2 a pak se doplni ve stejném poctu &islice 1. Clen
n-ty mizeme tedy schematicky vyjadfit ve tvaru

a,=222...2 111...1

—— N ——r
n-krait  n-krat
coZ v jiném tvaru dava
a,=(2.10"-14-2,10%-3 ., . +2.10"14-2,10") 4
+(10"-14+10"-24...410+1).

Z mnoho¢lenu v prvni zavorce vytkneme 2.107 a v takto
ziskaném vyrazu provedeme dalsi dpravu, jeZ vede k vy-
sledku

an=(2.10"+1)(10"-1410"-24-... + 10+ 1).

Podle znimého vzorce pro ¢isteny soucet geometrické

posloupnosti dostdvame dalsi dpravu

ay=5(2.10"+1)(10"—1).

Nyni jsme ¢len a, vyjadfili ve tvaru, ktery nim umoZni
vySetfovat, zda je toto Cislo trojihelnikové. Ptejme se,
zda se a, d4 vyjadFit ve tvaru (’2‘) To vede k rovnici

2D 2 (21004 1) (10°—1),
kterd po odstranéni zlomk( a malé tpravé dava
9x2—9x—2.(2.10"+1) (10n—1)=0.

Jeji diskriminant je D=9248.9.(2.10"+1)(10"—1), coZ
po tpravé dava

>
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D=9(16.10>"—8 .10+ 1)=32.(4.10"—1)2,
Pro kofeny kvadratické rovnice tedy nachizime

x=5(2.10"41), resp. x=-2(1—107).

Druhy kofen muZeme hned zamitnout, nebot pro kazdé
ptirozené Cislo n je to Cislo zdporné. Pohlédneme-li na
kofen pivni, mohlo by se zdat, Ze ani ten nebude vyhovovat
nasi tloze, nebot je tu jmenovatel 3. Cislo 2.10"+1 je
viak podle zndmého znaku délitelnosti délitelné tfemi (pro
kazdé pfirozené Cislo #) a proto prvni kofen je Cislo pfiro-
zené. Je to vysledek, ktery vyhovuje nasi tdloze a je tim
dokédzino, Ze v uvedené posloupnosti jsou viechny Cleny
Cisla trojihelnikova,

V dal$im pfikladu bude dino pfirozené (islo, které bu-
deme vyjadfovat jako soucet nékolika ¢isel trojihelnikovych.
Tato otiazka ma vidycky smysl, nebot ¢islo 1 je trojithel-
nikové a lze tedy libovolné pfirozené ¢islo # trivialnim zpt-
sobem vyjadfit jako soucet » trojuhelnikovych Cisel. Nas
ovSem budou zajimat vyjadfeni, jeZz nejsou zcela trivialni.

Priklad 39. Vyjadiete Cislo 80 jako soucet co nejmensi-
ho poctu trojuhelnikovych cisel.

Reseni. S trochou pocetni ndmahy (a s vyuZitim tabulky
na str. 61) najdeme, Ze plati 80 = 10 + 15 + 55, pficemz
vSechny tFi séitance jsou ¢isla trojuhelnikovd. Dané cislo
Ize tedy vyjadfit jako soucet tfi trojuhelnikovych Cisel. Je
moZno najit vyjadfeni s menSim poétem séitancu ? Nékolik
pokustl ndm ukédZe, Ze 80 nelze vyjadfit jako soucet dvou
trojithelnikovych ¢isel. NemuZeme se oviem spokoiit jen
nezdarem nahodilych pokust, a proto toto tvrzeni dokaze-
me. Dtkaz spolivd jen v systematickém probrani vSech
moZnosti.
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Dejme tomu, Ze plati 80 = a + b, kde a, b jsou vhodnd
trojihelnikova Cisla. Bez Gjmy na obecnosti miZzeme pfed-
poklddat, Ze je @ = b. Pak mame odhad

ata<a}5b=80,

li 22 < 80. Pro a tedy vychédzi ¢ < 40. Nyni vyhledime
tabulku na str. 61 a zjistime, Ze pro a pfichdzeji v uvahu
hodnoty*) 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28 a 36. Pro druhé trojihel-
nikové Cislo & mame vztah b = 80 — &, coZ pro naleze-
nych osm hodnot dava po fadé vysledky 79, 77, 74, 70,
65, 59, 52 a 44. Z4dné z téchto &isel viak neni trojuhelniko-
vé, jak nim ukaZe op&t nale tabulka. Nebyl tedy spravny
nas pfedpoklad, Ze cislo 80 lze vyjadfit jako soucet dvou
trojihelnikovych Cisel.

Tim jsme viak s feSenim jiZ hotovi; ¢islo 80 neni troj-
uhelnikové, nelze je vyjadfit jako soucet dvou trojuhelni-
kovych Cisel a vztah 80 = 10 + 15 + 55 ukazuje, Ze je
Ize vyjadfit jako soucet tfi trojihelnikovych Cisel. To je tedy
skutecné vyjadfeni s nejmensim poctem scitanci.

V pfedchazejicim pfiklad€ jsme nezkoumali otazku, zda
vyjadfeni cisla 80 soutem tfi trojihelnikovych dcisel je
jednoznatné (nehledime-li na pofadi scitancl) nebo zda
existuje vice takovych vyjadfeni. Tomu se vénujeme v dalsi
uvaze,

Priklad 40. VySetfete, kolika zpisoby je moZno vy-
jadFit Cislo 80 jako soucet tfi trojihelnikovych Eisel. "
*) Zde se trochu opirdme o nizor. Neni snad pfedem jasné, zda pro
Dektera velkd &isla 7, jeZ v padi tabulce nejsou uvedena, neplati znovu
(;’)gm. Tato moZznost je viak vyloufena a miZeme to i dokdzat.

Tvrzeni je jisté zndmé Etendftm, kteff znaji pribéh tetkované para-
boly z obr. 8, nebo je miZeme odvodit snadnou Gvahou o nerovnostech.
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Releni. Pisme 80 = a + b + ¢, kde a, b, ¢ zna&i vhodna
trojihelnikova Cisla. Jejich oznaleni je v nas$i moci, takZe
muZeme mezi nimi pfedpokladat vztah a = b = ¢. Odtud
plyne 3a = 80, cili

a§26;.\

Podle tabulky uvedené na str. 61 pfichdzeji pro trojihelni-
kové Cislo a tyto mozZnosti: 1, 3, 6, 10, 15 a 21. Probereme
kazdou z nich zvlast.

Pro a =1 se naSe puvodni rovnice pfevede na tvar
79 = b +c. Protoze je b = ¢, plyne odtud 2b = 79 <Cili
b = 39,5. Pro b tedy pfichazeji v uvahu moZnosti 1, 3, 6,
10, 15, 21, 28 a 36, jimZ odpovidaji tato Cisla c: 78, 76, 73,
69, 64, 58, 51 a 43. Jediné ¢islo 78 je trojiihelnikové a nasli
jsme tedy jedno z moZnych vyjadieni, totiz 80 =1 4 1 +
+ 78.

Pro a = 3 dostivime rovnici 77 = b + ¢, coZ vede
k nerovnosti 2b =< 77 a ddlek odhadu 3 = b < 38,5. Pro b
mdme tedy moZnosti 3, 6, 10, 15, 21, 28 a 36, jimZ odpovi-
daji &sla ¢ = 74, 71, 67, 62, 56, 49 a 41. Zadné z téchto
¢isel ¢ neni trojihelnikové, takZe jsme v tomto pfipad€ ne-
nasli Zadné vyjadfeni Cisla 80.

Pro a = 6 dostivime rovnici 74 = b + ¢, coz dava
2b = 74,¢li 6 = b =2 37. Trojuhelnikovym ¢islim b = 6,
10, 15, 21, 28 a 36 odpovidaji ¢isla ¢ = 68, 64, 59, 53, 46
a 38. Ani zde nevyslo Z4dné ¢islo trojihelnikové.

Pro ¢ =10 mame 70 =54+ ¢, Cili 2b = 70 a dile
10 = b = 35. Cislim & = 10, 15, 21 a 28 odpovidaji
¢ = 60, 55, 49 a 42, z nichZ jen ¢islo 55 je trojuhelnikové.
Tim jsme nadli vyjadfeni 80 = 10 + 15 + 55, které je
ndm znamo jiZ z pfedchazejiciho ptikladu.

Pro a = 15 vychazi rovnice 65 = b + ¢, coZ vede k ne-
rovnosti 2b < 65 a dile 15 = b < 32,5. Cislam b = 15,
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21 a 28 odpovidaji ¢ = 50, 44 a 37, z nichZ Zadné neni
trojuhelnikové.

Konetné pro a = 21 mame 59 = b + ¢, ¢&ili 2b = 59,
coZ dava odhad 21 = b = 29,5. Cislim b = 21 a 28 odpo-
vidaji ¢ = 38 a 31, takZe ani zde nevychazi zidné vyjadreni
¢isla 80.

Odpovéd. Nehledime-li na pofadi sCitanci, Ize ¢islo 80
vyjadfit dvéma zptsoby, totiz 80 =1+ 1 +78 a 80 =
= 10 + 15 4 55. Kdybychom piihliZeli k pofadi s¢itanci,
méli bychom celkem devét moZnosti.

V dalsim pfiklad¢ se budeme zabyvat vzorcem

_ (3422 —(3-2) 2"
an— — .
42

Snadny vypocet ukazuje, Ze @, = 1. Také pron = 2an =
= 3 mame jednoduché vysledky:

- 9+12V2+8—(9—12V 2+8) -6

2 4VE ]
(27+54V 2472 +16V 2) — (21—54V 2+72—16V 2)
az= W2 =35.

Uz tyto tfi pfipady ukazuji, Ze ¢isla a, jsou pfirozena
(aCkoliv jejich vyjadfeni zlomkem a odmocninou je dosti
slozité). Toto podezieni je celkem sprivné a plyne z bi-
nomické véty; v pfikladé 41 si o Cislech a, dokaZeme jesté
vice.

P#iklad 41. Pro kaZdé pfirozené Cislo n je Cislo a,”
trojuhelnikové. DokaZte.

Reseni, Budeme se zabyvat rovnici
x
(5)=a
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ktera pfejde na tvar

x3—x—2a,:2=0,
Diskriminant této kvadratické rovnice je &islo D =1 +
-+ 8a,% Budeme se nyni zabyvat upravou Cisla D; zfejmé
chceme ukazat, Ze ¢islo D je druhou mocninou nékterého
pfirozeného cisla. Plati

" __ n n / Hy\an
D=148. (3421 2) 2(3+21/ 2)3;3 —2V 2+ (32} 2
Zkratime osmi, uvedeme na spolecného jmenovatele a do-
stdvame
p=1+B+2V B —263+2V 232V B+ (3 -2) 2
3 .
Misto Cisla 4 miZeme do Eitatele psit soucin
4(3+2]/2)(3—2)/2)", jak nds presvédei vypolet. V Citateli
zlomku mime uZ vyraz —2(3—}—2]/2)"(3 2|'2)", takZe po
slouceni dostidvame
D=(3+2V2)'n+2(3+2V§)"(3—2V§)n+(3—2V§)2n
3 .
Citatele miieme upravovat podle vzorce #*+-2uv+-v°=
=(u+v)?, pfitem? u=(3+2)2), v=(3--2]/2)". Vychdzi
D_( G+22n+(3-2/2 )2
= 5 .

Vratme se k vychozi kvadratické rovnici. Jeji kofeny jsou

1+]/B 1—VB.

x= , Tesp. x=

Druhou moZnost hned zamitneme, nebot vede k zdporné-
mu &islu. Upravou prvniho vzorce dostavime

2+(3+2)2r+ 322

xX= 3
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Tento vysledek se di jeSté¢ zjednmodusit, pouZijeme-li
vyjadfeni =~ i B _
34+2)2=(1+)2)2 3—2)2 =(—1+]2)x
Cislo 2 lze napsat jako 2(1+2)(—1+]/2) nebo téz
2(14+-/2)"(—1+}2)%. Pro &islo x tedy vychdzi vyjidfeni

e (L V2PP 4204+ 12y~ 14 Y2+ (— 1+ 2y
4

_( A+ 24+ (=14 2y )2
x= 3 .

Musime se jeSté pfesvédéit o tom, Ze toto Cislo x je pfiro-
zené. K tomuto vySetfovani ndm poslouzi binomicka véta,
podle niZ plati

A-+)2r=((). 1" +(}). 1. )24 (3) . 122 ..+
+(;)-(2r,
(—14V2r=(3).(— D+ () (=12 2+ (G )~ 122+
oA G)- 2y

Je-1i n ¢islo sudé, pak seCtenim obou vyrazi na pravych

stranch se zrusi viechny &leny tvaru m)/2 (m celé) a soudet
je tedy celé ¢islo. Dokonce vidime, Ze je to Cislo sudé,
takZe po déleni dvéma vyjde rovnéZ Cislo celé.

Umocnime-li je§t€ na druhou, vychazi Cislo x, jeZ je tedy
piirozené.

Je-li n ¢islo liché, pak naopak zUstavaji vSechny scitance
tvaru m [/2 a ostatni Cleny se zruS$i. MiZeme vytknout
Cislo ]/2 a koeficient, ktery tak dostavime, je sudy. Délime

dvéma a dostavime zase &islo tvaru m |/2. Zbyvé umocnit
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na druhou a vysledek 2m? je opét Cislo pfirozené. Rozbor
ukdzal, Ze x je vzdycky pfirozené Cislo. Ponechaviame Cte-
nafi, aby si rozmyslel, Ze je x > 1 pro kazdé prirozené
¢islo n. Pfiklad je tim rozfeSen.

Co plyne z probraného pfikladu? ProtoZe Cisel a, je
nekonecné mnoho*), miZeme vyslovit toto tvrzeni : Existu-
je nekonecné mnoho trojuhelnikovych Cisel, z nichz kazdé
je rovno druhé mocning€ nékterého ptirozeného cisla.

Ulohy

24, Rozhodnéte, zda v posloupnosti 55, 5050, 500500,
50005000, ... jsou viechny Cleny Cisla trojuhelnikova.

25, Vyjadtete cislo 60 jako soucin dvou trojuhelnikovych
Cisel.

26. Ukazte, Ze existuje nekonecné mnoho pfirozenych
Cisel, kterd nemiZeme vyjadfit jako soucin nékolika Cisel
trojuhelnikovych.

27. Najdéte pfiklad pfirozeného Cisla, které muZeme
alespori dvéma riznymi zpiisoby vyjadiit jako soucin né-
kolika Cisel trojuhelnikovych vétsich nez 1.

28. Jsou ddna dvé pfirozend Cisla m < n. Potom plati
am < an (viz vzorec na str. 67). Dokazte.

*) QOtazce, Ze raznym &islim n odpovidaji rdznd &isla an, je vEénovina
téZ dloha 28 na této strance.
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29, Rozhodnéte, zda rovnice

x W[z

G)+)=6)
ma konetn€ nebo nekonetné mnoho feleni v pfirozenych
Cislech x, y, =.
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7. kapitola

RUZNE

V zivéru této knizky uvedeme n&kolik pfikladd s kombi-
natorickym ndmétem. Budou to otdzky, kde se zase ne-
vystaCi jen s mechanickym pouZitim hotového vzorce,
nybrz bude tfeba provést urlitou matematickou tuvahu.
N34S prvni pfiklad je z planimetrie.

PFiklad 42. V roviné je din pravidelny z-thelnik
A AA,. .. A, (kde n je sudé). Z n vrcholt 4,, 4,, Ay, . . .,
A, vyberte tii tak, aby tvofily vrcholy rovnoramenného
trojihelnika.’ Kolika zpusoby je to moZné ?
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Resent. Odpovézme nejprve na otézku, kolik zde existuje
rovnoramennych trojihelnikii s hlavnim vrcholem v bodé
A,. Oznaéme S stfed kruZnice opsané danému z-tthelniku
a sestrojme pfimku 4,S*). Z geometrie vime, Ze tato pfim-
ka prochdzi je$t¢ jednim vrcholem naSeho »-uhelnika

(vrcholem, jehoz index je >-+1). Pfimka 4, rozd&luje
rovinu na dvé poloroviny; zvolme si z nich tu, ktera obsa-
huje uvnitf bod A4,. Uvniti této poloroviny leii—;(n—— 2)

o ¥ . ; v 1 s v
vrcholi naseho n-thelnika a ¢islo 7(71—2) znamena zfejmé

i pocet rovnoramennych trojahelnikd s hlavnim vrcholem
A,. Mezi témito trojihelniky muZe ovSem existovat i troj-
thelnik rovnostranny, nebot i tento trojthelnik zahrnujeme
pod pojem trojihelnika rovmoramenného. Kdy miZe
vzniknout rovnostranny trojthelnik? Zfejmé je to moZné
pravé tehdy, je-li Cislo n délitelné tfemi. Budeme tedy roz-
liSovat dva pfipady.

Je-li n délitelné tfemi, pak pocet rovnoramennych troj-
thelnikd, jez nejsou rovnostranné a maji hlavni vrchol 4,
je

S (1—2)—1=1(n—4).

Stejny pocet oviem dostdvime, volime-li za hlavni vrchol
kterykoli z dal$ich bodd A4,, 4,, ..., A. Soutin

209

udéva tedy polet viech rovnoramennych trojihelnikd, jeZ
nejsou rovonostranné, Polet rovmostrannych trojiihelniki

*) Na obr. 9 jsme znizornili pfipad n=8. Zde je téZ te¢kované nary-
sovan jeden z rovnoramennych trojihelnik, o nichZ jednd pfiklad
42 (je to trojuhelnik A4,4,4,).
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viak uréime snadno — je totiZ roven Cislu % Je-lindélitelné
tfemi, mame tedy celkovy vysledek

(=) + 5 =%(3n—10).

Zbyvi jesté pripad, kdy » neni délitelné tfemi. Pak nelze
sestrojit Zddny rovnostranny trojuhelnik a ¢&islo %(n —2)
znamend tedy hledany pocet rovnoramennych trojihelni-
k.

Odpovéd. Je-li n délitelné tfemi, pak hledany pocet
rovooramennych trojihelniki je %(311 — 10); neni-li z dé-

litelné tfemi, je hledany pocet %(n —2).

Jist€ zndte kostku, kterou se hraji rizné spoleenské
hry (viz obr. 10). KaZda sténa kosr.ky je oznaCena nékterym
z éisel 1,2, 3, 4, 5, 6 tim, %e je na ni uveden ptislusny po-
Eet bodd (ok) v nekterych kombinatorickych ulohach, jeZ
vedou k poétu pravdépodobnosti, se vyskytuji téZ otizky
spojené s jednou nebo nékolika takovymi hracimi kostkami.

Obr. 10.
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Uvedeme nejprve jednu velmi jednoduchou variantu tako-
vého pfikladu.

P¥iklad 43. Mame dvé hraci kostky — ¢ervenou a mod-
rou. Kolika zptisoby muiZeme pfi hodu témito kostkami
dosahnout souctu 6°?

Reseni. Soulet 6 se mlZe vyskytnout napf. tak, e na
Cervené kostce padne 1 a ma modré 5. Uvédomte si, Ze
tento pfipad musime odliSovat od pfipadu, kdy na Cervené
mame 5 a na modré 1.

Celkem nam da odpovéd tato tabulka:

Cervena 1 2 3 4 5

modré 5 4 3 2 1

Soucet 6 miize padnout péti zpisoby.

Po ptipravné tivaze z predchazejiciho ptikladu se nyni
obratime k otdzce sloZit&jsi.

Priklad 44. Mdme tfi hraci kostky — ervenou, modrou
a bilou. P¥i hodu témito kostkami mohou padnout soulty
3, 4,5, ..., 17, 18. Vysetfete, kolika zpuasoby lze kazdy
z téchto souctl uskutecnit.

Reseni. Barva kostek nds zase upozorfiuje na to, Ze je
tfeba dbit na pofadi, ve kterém uvaZovany soucet padl.

Soucet 3 miizeme uskuteCnit jedinym zplsobem — na
kaZdé kostce padne 1. Soulet 4 lze uskutecnit tfemi zpid-
soby — (islo 2 padne na jedné kostce a na ostatnich dvou
jsou jedni¢ky. Postupujeme-li timto zpiisobem dale, dosta-
vame pocet moZnosti pro kazdy z uvaZovanych soucti.

5



Piehledné je vysledek takového vySetfovini patrny z této
tabulky:

soudet 3|4 5’ 6 7| 8 910’1112 13/1415[16 17‘18

o

podet zpusobii 1/3]|6(1

15|21|25’27‘27‘25 21‘15 10 6| 3| 1

Byva zvykem, Ze se takova tabulka zndzorni i graficky.
Na obr. 11 vidime sloupkovy diagram, ktery odpovida nasi
dloze o tfech hracich kostkich. VSimnéte si, Ze je tento
diagram ,,soumérny“ podle svislé pfimky, kterou jsme
v obr. 11 narysovali ¢arkované.

Nasli jsme tedy odpoved na otdzku o tfech hracich kost-
kich. Zistatime vsak jeste u' této problemanky a ukaZme
si )my zpisob, kterym mitZzeme cely vypocet zformalizovat
a tim si jej podstamc usnadnit. UvaZujme pomocny Sesti-
Clen

A=x14 24 53 x84 x5 1 x®
a vytvofme mocninu 43 To je mnohoclen v proménné x
a ma tvar
A=sx34-5,x4 5254 . . . 517207 519715,

Jakou 1ilohu zde maji koeficienty s,, $45 S55 - - -5 S175 3133
Odpovézme pfikladem. NapiSeme-li 43 ]'ako soucin
A.A4.A, pak napf. koeficient s; dostaneme takto: Mocninu
x8 lze vytvofit tak, Ze v prvnim Ciniteli 4 vybereme vhodny
Clen x2, v druhém A Clen x? a ve tfetim A Clen x¢ tak, Ze
a + b + ¢ = 6. Cislo s4 tedy urcuje pocet viech zplsobi,
jimiZ tento vybér miZeme provést. Pfedstavime-li si nyni,
Ze prvni Cinitel A odpovida kostce Cervené, druhy modré
a treti bilé, plyne odtud okamZit€, Ze s, znaci pocet zpu~
sobtl, jimiZ na nasich tfech kostkich lze vytvofit soucet 6.

Nyni k technickému pouZiti pravé popsané skutecnosti.
Abychom uréili viechna ¢isla si, zabyvejme se Cisté aritme-
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tickou ulohou — totiZ umociiovinim naSeho Sestilenu na
tieti. Plati
A¥=[(x4x2+x3) 4+ x3(x4- 22+ 2=
= (e 2 (142 =
=[x 4 3x?(x24 %)+ 3x (x84 x3)24- (22 22)3] (1423 =
=(x3+ 3x%+3x54 3x54 6x8+ 3x7+ x84 3x"+ 3x8+
+x9)(14-x%)3=
=(x3+ 3x2+4 654 Tx8+ 6x7+ 3x8+ x°)(1 -+ 343+
+3x°+-2%)=
=x34-3x4 4+ 6x%-+ 10x8 - 15x74- 2158+ 25x0 2710
+-27x11 4 255124 21184 15144 10x154-6x18 - 35171 518,

Je vidét, Ze koeficienty ziskaného mnohoclenu jsou sku-
tecné Cisla, ktera jsou nam uZ zndma z pfedchazejiciho fe-
Seni tlohy o tfech hracich kostkach.

Do kombinatorické analyzy byvaji Casto zahrnoviny
i poucky o tzv. latinskych Ctvercich. Je to problema-
tika, kterd svym puvodem vlastné patfi do matematiky
rekreacni a byla studovina jiZ mnoha autory. Latinsky
¢tverec je Ctvercové schéma (tvaru Sachovnice z »? poli),
pfitemZ na ka?dé pole tohoto schématu je napsino jedno
z pfirozenych Cisel 1, 2, 3, . .. n. Pfitom ani v Zddném fad-
ku ani v Zddném sloupci se nesmi ?idné Cislo vyskytovat
vice ne? jedenkrat. Pro » = 5 zde uvidime tento pfiklad
latinského Ctverce:*)

*) Uvédomte si, Ze v jednotlivych Fidcich latinského étverce jsou
napsany nékteré permutace &isel 1, 2, 3, 4, 5.
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4 5 2 3 1

5 3 1 2 4

Latinské Ctverce sice svym puvodem patfi do matema-
tiky rekreacni, avSak v dneSni dobé hraji velmi dtleZitou
roli v matematické statistice, v tzv. plinovani Cili uspord-
ddvani pokust. Pfedstavme si napf., Ze na pokusném poli,
jez ma 5 x 5 dilcti podobné jako v naSem schématu la-
tinského Ctverce, chceme péstovat 5 odriid urcité plodiny
(nebo pfi urcité plodiné vyzkouset 5 druhd hnojeni apod.),
abychom zjistili jejich vynosnost. Odridy prosté oznacme
Cisly 1, 2, 3, 4, 5. KaZdou odridu miame vyzkouSet na
stejném pocCtu dilcd, tj. v naSem pfipadé na 5 dilcich.
Kdybychom nyni tfeba viechny dilce s odradou 1 umistili
v levém hornim rohu schématu a dostali tfeba podstatné
vyssi nebo niZs§i vynos, nevédéli bychom potom, zdali tento
vysledek byl skuteCné zpusoben kvalitou odriidy nebo
pouze tim, Ze v této oblasti pokusného pole puda ma odlis-
nou kvalitu nebo odliSnou vlhkost apod. Abychom tedy co
mozZno vyloudili vliv nestejnorodosti pidy, musime dilce
s kaZdou odrudou ,,rozptylit po celém poli. To pravé lze
ulinit schématem latinského Ctverce tak, Ze odridu 1
umistime na dilcich oznacenych Cislem 1 v latinském Ctver-
ci atd.

Jednim latinskym Ctvercem se budeme je$té zabyvat
v dal$im prikladé.
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Priklad 45. Je dino &tvercové schéma se 16 poli:

3

2

Zde jsou &étyfi pole obsazena Cisly, ostatni jsou volnd.
Napiste do volnych okének Cisla 1, 2, 3, 4 tak, aby vznikl
latinsky ¢tverec.

Resent. Viimnéme si levého horniho pole v daném sché-
matu. Zde nemuZe stit Cislo 3 (nebot tim jiz je prvni fadek
obsazen) ani Cislo 4 (tim je obsazen prvmi sloupec). Pri-
chazeji tedy v tivahu Cisla 1 a 2.

NapiSme sem tedy &islo 1. Na konci prvniho fadku pfi-
chdzi tedy v tvahu jen Cislo 4 a tim dostdva prvni fddek
tvar 1, 2, 3, 4. Podobng prvni sloupec kon¢i nutné Cislem 3
a mai tedy (ve sméru shora dolit) tvar 1, 4, 2, 3. Dile si
viimneme tfeba sloupce posledniho, kde ndm zatim chybi
dva 1udaje; zfejmé tento sloupec musi mit tvar 4, 1, 3, 2.
Podobné 1ze postupovat je§té v dalSich piipadech; dostivi-
me tak posléze tento latinsky Ctverec:

1 2 3 4

4 3 2 1

2 1 4 3
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Zbyva jestd probrat ptipad, kdy v levém hornim rohu
naseho schématu je &islo 2. Pak snadno najdeme tfeba pro
prvni fddek jedinou moZnost 2, 4, 3, 1 a pro prvni sloupec
rovné? 2, 4, 3, 1. I dalsi konstrukce jsou zde jednoznacné
a vedou k tomuto latinskému tverci:

2 4 3 1

4 | 2|11 3

3 1 2 4

1 3 4 2

Je vidét, e danym podminkdm odpovidaji dva latinské
Ctverce.

Ulohy

30. V roviné je dan pravidelny n-uhelnik 4,4,45 ... 4.
(kde 7 je liché). Z n vrcholi 4,, Ay, A, ... An vyberte tfi
tak, aby tvofily vrcholy rovmoramenného trojuhelnika.
Kolika zpusoby je to mozné?

31. Kolika zpusoby lze hodit ¢tyfmi kostkami soucet 12?
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VYSLEDKY
ULOH

1. Vétsi je cislo 50015031,

2. a) Kdyby bylo #! n+3)!=(n+1)I(n+2)!, pak by
po zkriceni vyslo n+3=n-+1 (spor).

b) Kdyby bylo n!+(n+3)!=(n+1)!, pak by vyslo
n3+5n2+Tn+4<0 (spor).

3. Oba vzorce lze dokazat matematickou indukei.

4. Je 7!.5! moZnosti.

5. Je to mozné (n—1)! zpisoby.

6. Nemuzeme.

7. Pro pfirozené Cislo #n>2 poloZime x=n, y=n!—1,
z=mNl—1, t=[(n)]!—1. Pak je u=[(n!)!]!.

8. Vyhovuje jen x=1, y=1, z=2.

9. Nejmensi je x=12, jak se 1ze pfesvéd<it podle tabulek
faktorialu.

10. Nerovnost lze upravit na tvar 3n2+1572—164 <0,
¢emuz vyhovuji pfirozena Cisla n <5.

11. Ekvivalentnimi Upravami se nerovnost pfevede na
tvar mn=4. Z toho je téZ patrné, Ze rovnost nastane jen
pro m=n=2,

12, Vyjdeme ze vztahu

B=("0)=
z néhoZ plyne

B ()= 1) (2 et
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Nyni vySetfime, kdy je zlomek 2= le
se rovna Cislu 1 a kdy je mensi neZ toto &islo. Je-li # liché,
nitl

pak z uvaZovanych Cisel dostaneme nejvétsi pro k=——2—

Je-li n sudé, pak nejvétsi dostaneme pro k— a k—'iz

13. TTi.

14. Celkem (64) — 8. (8) zpusoby.

15. Vznikne ( ) prusecikd.

16. Celkem (230) rovin. Vnitfkem prochazi (230) — 12

rovin.

17. Celkem (';‘)(g) Styfsténi.

18. a) 208+4120)/3; b) 8—8i.

19. Dvakrit pouZijte Bernoulliho nerovnost.

20. Lze pocitat napf. logaritmicky. Se CtyFmistnymi
tabulkami nemuZeme dosihnout Zidané piesnosti, proto
pouZijeme tabulek pétimistnych. Podle nich najdeme
0,43150 < log €,4 << 0,43250 a proto 2,700 << e,y < 2,708.
Miéme tedy zarucena dvé desetinnd mista — totiz 2,70.
Poznamenejme, Ze tlohu lze feSit téZ pomoci binomické
véty.
21. Dikaz matematickou indukei.

22, Ctyfmistné logaritmické tabulky a Stlrlmguv vzorec
dava)1 log 300! = 614,48. Z toho lze soudit, Ze Cislo 300!
ma v desitkové soustavé 615 mist.

23, Odpovéd uvadi obr. 12.

24. Vsechny cleny jsou Cisla trojuhelnikova.

25. Najdeme vyjadieni 60=6.10.

26. Uloze vyhovuji napf. viechna prvocisla vétsi neZ 3.

27. Najdeme 630=3.10.21=6.105.

vét$i nez 1, kdy
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Obr. 12.

Qi

107

-

5 10 1 20 25

28. Je 34+-2)/2> 1, 0<3—2]/2<1. Proto je (3+2|2) <
<(3+2]/2)" a souasné (3—2)/2)" > (3—2]/2)". Z toho jiZ
snadno plyne @m < an.

29. Rovnice ma nekoneéné mnoho feleni, jak plyne
napf. ze vztahu

3k+1\_y [(4k+2\_[5k+2
CO+HHH=C)
ktery plati pro libovolné pfirozené Cislo k.
30. -Je-li n délitelné tfemi, je hledany polet %(371—7),

5

v kazdém jiném piipadé méme - (n—1) moZnosti.
31. Celkem 125 zpiisoby.
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