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PREDMLUVA

Neékteré vlastnosti celych isel pozndvali lidé jiZ v dobé,
kdy znali jen ¢tyfi zdkladni podetni vykony. Studium tako-
vych vlastnostf, a to zejména zkoumdini délitelnosti &isel
celych i feSeni rovnic v oboru &isel celych, vedlo ke vzniku

samostatného oboru teoretické anuneu_ky, pro n¢jZ se od
0¢d 19. stoleti ustalil ndzev Ciselnd teorie nebo teorie
cdisel. Tyto nazvy se vzily, 0Z€ mevysti dobie

obsah toho oboru matematiky, ktery oznacuu

ob, jako napf. € pred n. l), Diofantos
(okolo roku 250 n. 1), P. Fermat (1601—1665), G. W.
Leibniz (1646—1716), L. Euler (1707—1783), J. L. La-
grange (1736—1813), A. M. Legendre (1752—-1833),
K. F. Gauss (1777—1855), P. L. Cebysev (1821 —1894) aj.
Od poloviny 20. stoleti bylo feSeni nékterych problémit
Ciselné teorie usnadnéno tim, Ze se pfi ném zacalo uZivat
vykonnych samocinnych elektronickych pocitacich strojt.
Jejich uziti ptispélo nejen k odkryti nékolika piekvapujicich
poznatkii novodobé Ciselné teorie, ale ovlivnilo i rozvoj
novych pracovnich metod. V té dobé zacaly poznatky Cisel-
né teorie ovliviiovat rozvoj numerickych metod matemati-
ky, které maji velky vyznam pro jeji uZiti v praxi.
Nekteré poznatky Ciselné teorie ukazuji vzdjemné vztahy
mezi urlitymi problémy aritmetiky, algebry a geometrie.
Nadto uvahy o problémech Ciselné teorie jsou uZiteCné
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k tomu, aby se na nich ukazovaly formy matematického
usuzovani a logickd stavba matematickych vét. V edici
Skola mladych matematiki byl k tomu cili zaméfen jiZ
druhy jeji svazek, ktery pod nazvem Co vime o pfirozenych
&slech napsal Jifi Sedlacek. Obsahuje 28 feSenych uloh
spojenych textem, pojedndvajicim o zikladnich pojmech
Ciselné teorie a doplnénych diikazy nékterych matematic-
kych vét. JestliZe jste uvedenou kniZku prostudovali, ziskali
jste tim velmi dobrou pripravu ke studiu knizky O délitel-
nosti &sel celych, do niZ byl z Ciselné teorie vybrdn vétsi
pocet vét obecnéji formulovanych i dokazovanych. Tuto
kniZku miiZete v3ak studovat i samostatné, nebot jsou v nf

Fipomen Sechny potiebné definice 3 véty

z nagy OW Gl ——
¢, abyste studovali viechny kapitoly této kniZ-

ky v tom pofadi, v némZ jsou sefazeny. Tak napf. po pro-
studovini prvnich tfi kapitol muiZete vynechat studium
kapitoly 4 nebo pfecist si z ni jen matematické véty bez
jejich diikazi. Studiem kapitol 5 a 6 prohloubite své zna-
losti 0 nejvétsim spole¢ném déliteli a nejmendim spolec-
ném nasobku Cisel. Tyto pojmy jsou vysvétleny nezivisle
na vétich o rozkladu pfirozenych Cisel v prvocinitele
a pojem nejvétsiho spoleCného délitele je osvétlen i z jiného
hlediska, které jste dosud neznali. Kapitola 7 obsahuje nej-
duleZit&jsi véty teorie prvocCisel a tvorfi s kapitolami 5 a 6
nejdileZit&jsi cast knihy. —

Objevy novych matematickych poznatkii maji casto
puvod v tom, Ze z platnosti urcitych vét v mnoha zvlaStnich
pfipadech odvozujeme domnénku o obecné jejich platnosti;
pravdivost takovych domnének musime vSak dokazat. Ka-
pitola 8 ukazuje nizorny piiklad, jak opatrny musi byt
matematik pfi uZividni netplné indukce. Pfitom kapitoly
8 a 9 ukazuji vztah mezi matematickymi vétami navzijem
obricenymi. V kapitole 10 jsou poddny nékteré zajimavé

4



informace o tom, ¢eho bylo v ¢iselné teorii dosaZeno pomoct
modernich poditacich stroji, pfiCemZ se objasfiuje i sou-
vislost mezi starymi i novymi problémy (iselné teorie.
Pfi feSeni nékterych uloh i pfi ditkazech vét jsem nékdy
Eﬁpomenul, Ze se daji provést matematickou indukci,
teré jsem sdm uZil jen v kapitole 9. Podrobné&jsi pouceni
o tomto principu najdete v Sestém svazku této edice, ktery
s nizvem Matematickd indukce napsal Rudolf Vyborny.
V¢Etiina z nich se feSi obdobné jako tilohy Tesené v prikla-
dech textu. Né&které ulohy jsou pro {tenidfe narocné)si,
avSak znalost jejich feSeni neni nutnd pro studium dalSich
¢lanku. i
Dékuji v&deckému pracovniku Ustavu ddlkového studia
ucitel docentu dr. Karlu HruSovi a védeckému pracovniku
Matematického ustavu CSAV CSc. Miroslavu Sislerovi,
za to, Ze velmi pozorné proletli_rukopis této kniZky. Svy-
mi pfipominkami mi pomohli doplnit vhodné text rukopisu
a zpfesnit jeho znéni. ‘
Autor






1. kapitola

NEKTERE VLASTNOSTI MNOZIN
CELYCH CISEL

Pfi vykladu rozsahlejsi ¢asti nékterého oboru matematiky
nebo jiné védy je Casto tfeba pfesné stamovit vyznam né-
kterych odbornych ndzvi (termini), jichZ se pfi vykladu
pouziva. Véty, jimiZ vyjadfujeme umluvu o tom, jaky
vyznam prisuzujeme urlitym odbornym nidzviim, nazyvaji
se definice. I v této kniZce se setkite s nékterymi defini-
cemi, které budou vymezovat matematické pojmy oznacené
urlitym odbornym nazvem. V°textu kniZky budou vyzna-
Ceny pismenem D s indexem i = 1, 2, 3, 4, ..., znalicim
porfadové Cislo definice.

Definice neslouZi vSak jen k tomu, abychom jimi vy-
jadfovali imluvu o vyznamu nové zavadénych odbornych
ndzvi. Né&kdy se stavd, Ze mame vyznam odborného nazvu
vysvédit n€komu, kdo takovy nazev jiZ zni, ale jeho vy~
znam prfesné nechape. V tom pfipadé¢ miZeme nespravné
chdpany pojem oznaeny odbornym nazvem objasnit
vhodné volenou definici s uvedenim charakteristického
souhrnu znakil, které md kazdy pfedmét timto ndzvem
oznaleny, a 24dny jiny pfedmét. NemiZeme zde vyklddat,
jaké podminky ma spliiovat spravna definice. Pfipomeneme
viak, Ze v kaZdé definici m4 byt uZito jen takovych odbor-
nych termind, jejichZ vyznam je jiZ zndm tomu, komu je
definice urcena.

Neni moZné, abychom zde uviddéli definice viech dile-
¥itych matematickych pojmi, jejichZ znalost budete po-
tfebovat ke studiu této kniZky. Pfedpokldddme, Ze definice
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n&kterych pojmi znite z hodin vyucovani matematiky a Ze
1 bez definic dobfe chipete zdkladni matematické pojmy,
jako jsou napf. pocet, Lislo apod. S takovymi pojmy jste se
seznamovali jejich uZivdnim ve vhodn& volenych pfikla-
dech a takového postupu uZijeme nyni i pfi objasfiovéni
matematického pojmu mnoZina.

Vyznam matematického terminu mnoZina je blizky
vyznamu slov souhrn nebo soubor, jejich¥yyznam v obec-
ném jazyce je rizné chipin. JestliZe z libavolnych, na-
vzdjem rozliSitelnych pfedmétt naSeho ndzoru nebo mys-
lenf (tj. z pfedmétd konkrétnich nebo abstraktnich) utvo-
fime soubor mysleny jako celek, pak fikime, Ze jsme tim
vytvofili mnoZinu; jednotlivé pfedméty tohoto souboru
nazyvime prvky této mnoZiny. K oznalovdni mmnoZin
budeme uZivat velkych pismen a k oznacovdni prvki
mnoZiny malych pismen nebo jinych znacek, napf. &islic
apod. K zipisu vztahil ,je prvkem® a ,neni prvkem*
uZijeme znalek €, &, Zapis ,,x € M znamena,,x je prvkem
mnoZiny M* a ,,y & M* znamena,,y neni prvkem mnoZiny
Me¢, Vztah oznaleny symbolem € miZeme vyjadrfit téZ
slovy ,,patfi do¢¢, ,,naleZi do‘‘,ale musime pamatovat na to,
¥e tato rleni znamenaji v teorii mnoZin toté% jako je
prvkem®.

Ka?d4 mnoZina je pfesné uréena vZdy, je-li dan pfedpis,
podle kterého lze aspoit teoreticky rozhodnout, zda libo-
volny pfedmét je nebo neni prvkem této mnoZiny. Jde-li
o mnoziny s kone¢nym a nepfili§ velkym poltem prvku,
muZe byt takovy pfedpis dén prostym vyctem vSech prvka
mnoziny. V tom pfipadé¢ miZeme, zdpis takové mnoZiny
provést tak, Ze do sloZenych zdvorek zapiSeme vSechny
prvky mnoZiny. Tak napf. M = {17; 3; 10} znamen4, %e
prvky mnoZiny M jsou tfi celd ¢isla 17, 3, 10 a 2idn4 jin&
Cisla ani %4dné jiné piedméty. MiZeme tedy napsat
17 €« M, 5 & M atd. Jde-li o mnoZinu s velkym poctem
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prvkd, definujeme ji zpravidla tak, Ze uddme charakte-
risticky souhrn znakd, ktery maji viechny prvky definované
mnoZiny a Zidné jiné pfedméty. V tomto piipadé slovni
definici mnoZiny, obsahujici ¢asto matematicky vzorec,
dopliiujeme pro nazornost i vyctem né&kterych prvki mno-
%iny, coZ ndm o ni poskytne nazorn¢&j$i pfedstavu.

Odborny nizev mnoZina nesmi vas svést k tomu, abyste
se domnivali, ¢ mnoZina musi obsahovat mnoho prvki.
Pfi definici urdité mnoZiny &asto ani nevime, jak velky je
pocet jejich prvkd. Tak napf. mnoZina vSech Z4ka vasi
Skoly, ktefi jsou v tomto okamZiku, kdy ¢teme tuto definici,
piitomni ve va$i t&locvién&, miZe obsahovat rizny pocet
prvka, ale je pfesné urcena i v tom pfipadé, Ze v tomto
okamZiku neni pfitomny v télocvi¢n® ani jeden Zak vasi
$koly. Pak fikime, Ze takova mnoZina je prdzdnd. Prazdnou
mnoZinu ozna¢ujeme symbolem &, ktery musime rozliSovat
od symbolu 0, znaciciho ¢islo nula. Prvky mnoZiny nemusi
byt pfedméty téhoz druhu. Tak napf. miZeme utvofit
mnoZinu, kterd obsahuje tyto pfedméty: budovu Nérod-
ntho divadla v Praze, planetu Mars a ¢islo . V matematice
viak nejCastéji uvaZujeme o mnozinich, které obsahuji
prvky téhoZ druhu, jako napf. ¢isla, funkce, body, pfimky,
roviny apod. V tom pfipad¢ musime rozliSovat pojemn
mnoZina celych &isel od pojmu mnoZiny vSech celych &isel
apod. Je nekonedné mnoho mnoZin celych &isel, ale existuje
jen jedna mnoZina vech celych &isel.

Dfive neZ vysv&tlime n€které dalsi zdkladni pojmy teorie
mnoZin, uvedeme 10 pfikladi ¢&iselnych mnoZin, jichZ
pouZijeme ddle v tomto ¢lanku.

1) My = 0; 2) M, ={0}; 3) M, ={1,5,10}; 4) M,
je mnoZina vSech Cisel, kterd jsou koeficienty binomického
rozvoje (a + b)°; 5) M; je mnozina vSech celych &isel x,
pro kterd plati —1 < x < + 1; 6) M, je mnoZina viech
redlnych Cisel x, pro néZ plati —1 <x < +1; 7) M, je
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mnoZina vSech celych kladnych &isel; 8) M, je mnoZina
viech celych zidpornych é&isel; 9) M, je mnoZina viech
celych &isel; 10) M, je mnoZina vSech redlnych &isel.

D, Cisla pFirozend nazyvdme takovd celd &sla, kterd jsou
kladna. .

Vyznam terminu &islo pfirozené je tak chdpan snad ve
vSech Ceskych matematickych spisech, ale v cizojazytné
literatufe Casto zjistite, Ze néktefi matematikové uZivaji
ndzvu Cislo pfirozené pro kazdé celé nezdporné (islo. Pri
tomto odliSném stanovisku je islo O &islo pfirozené, za-
timco pro nis Cislo 0 neni prvkem mnoZiny vsech pfiro-
zenych Cisel. Na tomto ]ednoduchem ptikladu vidite, Ze
vyznam urCitého odborného ndzvu muZe byt chipin
rizné podle toho, jak se 0 ném dohodneme.

D, Fsou-li dvé mnozmy 4, B v takovém vztahu, Ze kaZdy
“proek mnozmy A je zdroveri prvkem mnozmy B, pak
Fikdme, Se mnoZina A je Cdsti mnoginy B nebo Ze mnoZina
A je podmnoZinou mnoZiny B, takovy vztah zapisujeme
symbolicky A C B.

Plati tedy napi. M, C M, M, C My M, CM;, M, C
CM  MCM, MCM;; My C My, My C M, ard.
Plati tézZ J C M, at je M jakikoli mnoZina. Je t€Z moZné,
Ze pro mnoZiny A, B plati ziroven vztahy A CB, BC A4,
jak se snadno presvédlite na téchto pfikladech: M, C M,
M, CM,nebo M;C M, M, C M,

D, Sklddaji-li se mnoZiny A, B z tychZ proki, fikdme, Ze
jsou si rovny, a zapisujeme to A = By neplati-li vztah
A = B, pak piseme A + B a Fikime, Ze mnosiny A, B
si nejsou rovny (jsou rizné).
Plati tedy napf. M,=M,, My=M, M, - M,,
M, = M apod. Poznamendvame jedté, Ze rovnost mnoZin
A = B plati, kdyZ plati zdroven vztahy A C B, B C A4.
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D, Sjednoceni mnozin A, B nazyvdme mnoZinu S, sklddajici
se prdvé z téch proki, které par¥i (bud) do mnoginy A,
nebo do mnoziny B. (Obdobné definujeme sjednoceni
tfi a vice mnoZin.)

Ptiklady: Sjednocenim mnoZin M;, M, je mnoZina
M,. Sjednocenim mnoZin M,, M, je mnoZina {O, 1,5, 10}.
Sjednocenim mnozin M, M, je mnoZina M,. Sjednocenim
tfi mnoZin M,, M,, M, je zfejm& mnoZina M,. Sjedno-
cenim mnoZiny 4 = {0, 1,2, 3} a B = {2, 3, 4} je mnoZina
§=1{0,1,2,3,4). Na tomto poslednim jednoduchém
pfiklad® mnoZiny S, kterd je sjednocenim mnoZin 4, B,
dobfe vidime, Ze obsahuje: a) vSechny prvky mnoZiny A,
které nepatfi do mnoZiny B, tj. Cisla 0, 1, b) vSechny prvky
mnoZiny B, které nepatfi do mnoZiny 4, tj. &islo 4, ¢)
viechny prvky, které patfi zdroveld do mnoZiny 4 i B,
tj. Cisla 2, 3.

Definici sjednoceni mnoZin, kterou jsme si osvétlili na
jednoduchych pfikladech, jsme zdroved naznmalili, jaky
vyznam pfisuzujeme spojkim nebo a bud — nebo v ma-
tematickych textech. V obecném jazyce se jimi naznaluje
bud rozluka nedplnad (alternativa), nebo rozluka vpln
(disjunkce). Jejich rizny vyznam byva zpravidla chiapin
podle souvislosti s ostatnim textem, podle situace, o niZ se
né&co vypovidd apod. V matematice je zvykem chdpat jejich
vyznam tak, Ze tyto spojky vyjadfuji neaplnou rozluku, jak
jsme to jiZ vySe ukdzali. Jde-li o to vyjidrit v matematickém
textu uplnou rozluku, ucinime to zvliStni dopliiujici po-
zndmkou. Chceme-li napf. definovat mnoZinu R, kterd ma
obsahovat jen prvky uvedené pod pismenem a), b) v pfed-
chizejicim odstavcl a Z4dné jiné prvky, miZeme to uCinit
takta: R je mnoZina sklddajici se ze vSech prvkd, které patfi
pravé do jedné z mnoZin (bud) 4 nebo B.
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D Primk mnozin A, B nazyvdme mnoZinu P sklddajici se
ze viech proki, které patii zdroveri do mnozin A i B.

Ptiklady: Prinik mno%in M,, M, je . Prinik mnoZin

M,, M, je mnoZina M, = M,. Primik mno¥in 4 = {0, 1,
2,3}, B = {2, 3, 4} je mno%ina P = {2, 3}.
_ Pri studiu teorie mnoZin si musite ji% od po¢dtku zvykat
na to, abyste vZdy dobfe rozliSovali pojmy mnoZina a prvek
mnoZiny. Je napf. moZné, 2e v né&které {ivaze budete urcitou
piimku povaZovat za mnoZinu bodi, zatimco v jiné tuvaze
budete tutéZ pfimku povaZovat za prvek nékteré mnoZiny
piimek. NemuZeme zde vSak podrobnéji rozbirat dasledky
nékterych omyld, k nimZ dochdzi po nesprivném rozliSo-
vini pojmd mnoZina a prvek mnoZiny. Chceme vis vSak
upozornit zvl4té na to, Ze je rozdil mezi mnoZinou {a}
a prvkem a, z n€hoZ se tato mnoZina skliddd. Tento rozdil je
ziejmy i z toho, Ze ma smysl zdpis a ¢ {a}, zatimco zapis
{a} € a nem4 smysl.

Zavedeni pojmu prizdnd mnoZina do matematickych
avah ovlivnilo i vyjadfovdni matematikd zptsobem, na
ktery véds struéné upozornime. Zamyslete se nejprve nad
témito vétami:

1a) KaZdy Cesky kral se doZil 60 let.

2a) Zadny Cesky kral se nedoZil 60 let.

Jisté si brzy uvédomite, Ze neni moZné, aby obé tyto
véty byly zéroveil pravdivé. MiZe byt pravdivd nejvyse
jedna z nich. Mohou byt ob& nepravdivé, jestliZe se né-
ktery Cesky kral doZil a néktery nedoZil 60 let. V klasické
logice i v obecném jazyce jsou véty typu la, 2a povaZoviny
za pravdivé nebo nepravdivé jen za pfedpokladu, Ze pod-
mét oznaCuje prvky néjaké neprizdné mnoZiny.

Uvazme nyni tyto dvé véty:

1b) Kazdy Svycarsky kral se doZil 60 let.

2b) Zidny $vycarsky kril se nedoZil 60 let.
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PonévadZ mnoZina viech $vycarskych kralt je prazdnou
mnoZinou, pisobi véty 1b, 2b a véty toho typu nezvykle
na kaZdého, kdo se nezabyva matematikou. Vyvoj matema-
tiky jiZ v minulém stoleti pfispél k tomu, %e novodobi
logika zaCala uznavat véty typu lb, 2b a jim obdobné za
pravdivé; ba dokonce v tomto ptipad€, kdy podmét ozna-
¢uje prvky prizdné mnoZiny, poklidime ob& véty 1b i 2b
za pravdivé. Této zasady pro posuzovini pravdivosti
logickych vyroki jsme jiZ jednou pouZili, kdyZ jsme pfi
vykladu definice D, uvedli pfiklad: & C M, at je M jaka-
koli mnoZina, nebot podle definice D, je kaidy prvek
mnoZiny 0 prvkem mnoZiny M.

D, Mnozina se nazyvd koneind, fe-li moZné udat polet jejich
proki pfirozenym islem nebo Eslem Q; neni-li mnoZina
koneénd, ¥ikdme, Ze je nekoneind nebo Ze md nekoneiné
mnoho proki.

K tomu, abychom dokazali, Ze n&akd mnozina M prvka
dané vlastnosti je nekoneCnd, uZivime Casto nepfimého
dikazu. Vyjdeme z pfedpokladu, Ze mnoZina M je kone¢na
a %e tedy vSechny jeji prvky lze ocislovat pfirozenymi Cisly
1, 2, 3, ..., n. Podafi-li se nim pak dokizat existenci
dalS§iho prvku, ktery neni uveden mezi ocislovanymi »
prvky, je to ve sporu s pfedpokladem, Ze mnoZina M vSech
prvka dané vlastnosti obsahuje » prvkd, kde n je Cislo
pfirozené. Tim je vSak dokidzino, Ze mnoZina M neni
konecn4, Cili Ze je nekonecna.

K vyjadfovini mySlenek uZivime nejcastéji slov a z nich
utvofenych vét obecného jazyka mluveného nebo psaného.
V odborném jazyce psaném uzivime k zapisovdni odbor-
nych termint nebo réeni téZ zvlastnich znacek (symboli),
které umoZnuji strucné&$i a prehlednéjsi zdpisy vét.
Studiem stavby vé&t a jejich vyznamu se zabyva logika,
kterd vénuje nejvét$i pozornost vypovidacim vétdm,
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o nich? m4 smysl fici, Ze jsou pravdivé nebo nepravdivé.
Takové véty se pfesné oznaluji ndzvem logicky vyrok;
nevznikne-li nebezpeli nedorozuméni, uZivime struénégj-
§iho ndzvu vyrok. Logickymi vyroky nejsou takové véty,
jako: P¥ines mi*sklenici vody ! Kolik je hodin ? apod.

Ptiklady pravdivych vyrokii z oboru matematiky jsou
tyto véty: 1) 2 + 3 = 5; 2) 3 < 5; 3) pro libovolna redlna
Cisla a, b plati (a + b) (a — b) = a® — b?; 4) pro kazdé
redlné Cislo x plati: kdyZz x < 0, pak x? > 0. Pfiklady ne-
pravdivych vyroki jsou tyto véty: 5)3 < 3;6)2 + 3 « 5;
7) kazdy mnohouhelnik rovnostranny je rovnotuhly; 8) pro
kazdé redlné &islo x plati: kdyz x2 > 0, pak x < 0.

V matematice zkoumdme Casto domnénky, zda né&jaky
vyrok je nebo neni pravdivy. Jesté ¢astéj$im tikolem mate-
matiky je odvozovat pravdivé matematické vyroky (véty)

odle pravidel logického usuzovéani. Vychodiskem logic-
ych @vah jsou takové vyroky (matematické véty), jejichZ
pravdivost jsme bud jiZ dokézali, nebo uznali jejich prav-
divost bez dukazu. Véty, jejichz pravdivost uznivime bez
diikazu, se nazyvaji axidmy. Pravdivé matematické véty,
jichz se Casto v matematice uZivd, se nékdy nazyvaji
poucky ¢&ili teorémy. V této kniZce je oznadime pismenem T
s indexem, udavajicim jejich pofadové Cislo. Terminu
matematickd vé&ta pfisoudime vyznam o néco Sir5i neZ
terminu poucka, nebot v nékterych pfipadech budeme vy-
Setfovat i nepravdivé véty a fikat napf., Ze obrdcend véta
neplati. Uvedeme nyni n&kolik pravdivych matematickych
vét, na né&% se v dalSich kapitolich budeme odvoldvat.

T, fsou-li a, b dvé p¥irozend &sla takovd, $e a > b, pak
existuje takové prirozené Cislo n, e plati nb > a.
Réeni ,,existuje pfirozené &islo #° znamend toté? jako
»eXistuje alespori jedno pfirozené C&islo n¢c. Smysl véty T,
je hlavn& v tom, %e se ji uzniva existence &isla 7 s danou
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vlastnosti. Je-li a = 107, b = 3, pak poZadovanou vlastnost
ma napf. Clislo n = 4.10° nebo né&které jiné pfirozené
¢islo, napf. 3 333 334.

T, V kaZdé neprdzdné mmoZiné pfirozemych CEisel existuje
Eislo nejmensi (minimdini).

MnoZina viech pfirozenych Cisel, pro néZ plati 3n > 107,
je jisté neprazdna, jak plyne z véty T,. V této mnoZiné mus{
podle véty T, existovat nejmenS$i pfirozené islo s poZa-
dovanou vlastnosti, jimZ je n, = 3333 334. V mnoZiné&
viech pfirozenych Cisel je nejmensi Cislo 1.

Ts V kaZdé neprdzdné mnoZiné takovych piirozenych Cisel x,
Ze pro kaZdé x plati x = h, kde h 2 1 je libovolné
rediné &slo, existuje nejvétsi islo,

Vsechna pfirozena Cisla m, pro n&Z plati 3m < 107, tvofi
neprizdnou mnoZinu, do niZz zfejmé patfi Cislo 1, nebot

3.1 < 10° Kazdé Cislo této mnoZiny m < % .107. Proto

v této mnoZiné musi existovat nejvétsi pfirozené &islo, jimz
je my = 3333 333,

T, Soulet a soutin piirozenych Cisel jsou vidy Cisla pfito-
zend; také kaZdd mocnina, ]e]zz mocnénec 1 mocnitel jsou
&isla prirozend, je Eislo prirozené.

V mnoZiné viech pfirozenych Cisel neni odCitini a déleni
neomezené¢ proveditelnym pocetnim vykonem. Rozdil
ptirozenych cisel a — b je Cislo pfirozené jen tehdy, kdy2
a>b.

Ty Soucet, souéin i rozdil celych &isel jé vidy &slo celés
také kaZdd mocnina, jefiZ mocnénec je &islo celé a mocnitel
islo prirozené, e &islo celé.

Zatimco v mnoZin& vSech &isel celych je i odcitdni pro-
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veditelné bez omezeni, zistdva déleni celych ¢isel pocetnim
vykonem, ktery v mnoZin& vSech ¢isel celych neni vZdy
proveditelny. Nékteré dusledky véty T, nyni pfipome-
neme.

Pro libovolna redln4 &isla a, b plati zndmé rovnosti

— 8= (a— b)(a®+ ab + b, (1,1)
@+ 8 = (a+ b)(a® — ab + b2), (1,2)

kter€ jsou zvlaStnimi pfipady vzorct

a—b=@—b@-r1+a-%+...... + abn-2 +
+ b1, (1,3
ktery plati pro kaZdé pfirozené Uslon> la
a+b=@+b@-'—a-%+...—-ab 4
+ b, (1,4)

ktery plati jen pro licha pfirozend &isla n > 1.

Jsou-li g, b &isla cela, pak podle véty T jsou celymi Cisly
nejen rozdil a soudet n-tych mocnin c1se1 a, b na levé
strané rovnosti (1,3), (1,4), ale i ¢initelé soudini na pravych
strandch téchto rovnosti. Tyto vzorce ndm pomohou pie-
vadét rozdily i souéty mocnin celych ¢isel na soudiny a tim
usnadni feSeni mnohych tloh z nauky o délitelnosti
celych ¢isel, jak to poznidme v ndsledujicich kapitolach. Je
oviem tfeba pamatovat na to, %e rozklad rozdilu nebo
soutu mocnin &isel a, b s pfirozenym mocnitelem je
nékdy moZno provést uzitim vzorcu (1,3), (1,4), i kdyZ
mocniny &isel a, b nemaji stejného mocnitele. Tak napf.:

a0 4 b5 = (g% + (B%) = (a® + b%) (a® — a® B +
+ atb® — a?b® + b12),
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Nyni si jeSt¢ pripomeneme né&které zdkladni pojmy
z algebry a matematické analyzy, a to zejména z té jeji
&asti, kterou tvofi teorie redlnych funkei, To, co jiZ z tohoto
oboru matematiky znite, vyslovime obecnymi vétami,
k nimZ pfipojime nékolik poznimek.

Jestlize ke kadému prvku x dané mnoZiny M je podle
n&jakého pfedpisu pfifazeno privé jedno redlné &islo, pak
fikime, Ze na mnoZiné M je definovdna redlnd funkce
proménné x. MnoZinu M nazyvime defini¢nim oborem
této funkce proménné x, lisla pfifazend prvkim x nazy-
vame funkéni hodnoty dané funkce. V obecnych uvahich
oznaujeme funkCni hodnoty symbolickymi zipisy f(x),
g(x), h(x) apod. nebo F(x), G(x), H(x) apod. Pfitom napr.
zapis f (—2) = 5 znamend, Ze Cislu —2, které je prvkem
defini¢niho oboru funkce dané pfedpisem f, je pfirozené
islo 5 jako funkéni hodnota.

V této kniZce se budeme nejvice zajimat o funkce, jejichz
funkéni hodnoty f(x) jsou uréeny poletnim (analytickym)
vyrazem '

apx" + ax" !+ ax" 4 ...+ an—1xX + an,  (1,5)

kde x je proménna, n celé nezidporné ¢&islo a ay, ay, 4, - - -
@n—1, as libovolna dana redlnd Cisla, z nichz g, -« 0; Fikime,
%e polynom (mnohoélen) je stupné n. Jestlize a, = 1, mlu-
vime o normovaném polynomu #z-tého stupné.

Jisté je vam jiZ zndmo, Ze polynom stupné » = 1 se na-
zyva linearni, polynom stupné n = 2 kvadraticky. Pozdéji
se setkate i s ndzvem polynom kubicky pro polynom stupné
n = 3 a s nizvem polynom bikvadraticky pro polynom
stupné # = 4. Polynom stupné 0 je ka?da konstanta rizni
od nuly. Cislo 0 nazyvime té¥ éasto nulovy polynom, av3ak
nepfipisujeme mu Zadny stupes.

Pfi nasich uvahich o délitelnosti &isel celych budeme
se zajimat jen o takové polynomy tvaru (1,5), v nichZ koe-
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ficienty aq, ay, a5, - . -» An—1 an jsou Cisla celd. Pro takové
polynomy plati zfejmé jako disledek véty T, 2e pro kazdé
éislo x z mnoZiny vsech celych Cisel nabyvaji celoliselné
funkéni hodnoty. Jist& té% jiZ vite, Ze soudet, rozdil i soudin
polynomti s celodiselnymi koeficienty je opé&t polynom
s koeficienty z oboru disel celych.-.

Pro feSeni mnohych matematickych uloh je casto velmi
uZite¢né rozloZit (redukovat) dany polynom na soucin dvou
nebo vice polynomil niZ$iho stupné, neZ je stupel daného
polynomu. NemiiZeme se tu zabyvat otdzkou rozloZitelnosti
(reducibility) polynomi v ruznych Ciselnych oborech a
pfipomeneme si tu dvéma pfiklady rozklad kvadratického
polynomuna soucin dvou linedrnich polynomi, a to meto-
dou pfevodu polynomu na druhou mocninu lineiarniho
polynomu s doplikem: Obdobn& miZeme pak provddét
i rozklad nekterych polynomu 4. stupn€ na sou¢in dvou
kvadratickych polynomu, )ak si to rovn¢Z ukdZeme na pfi-
kladech.

¥—2x—48=(x—17%2—1—48=
=x—12—-—T=x—-1—TNxE—14+7) =
=(x—8)(x+6)
2.x2—2x——1=(x_1)2_(l/2_)2:
=@x—1-]3)@x—-1+]2).
3. x4 4 64 = (x2 4 8)%2 — 16x% = (x® + 8) — (4x)®> =
= (x2 — 4% + 8) (x* + 4x + 8).
4 4t £ 1= (22 + 1) — 4a® = (2% + 12 — (2x)2 =
= (2x? — 2x + 1) (2x% 4 2x 4-1).
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508 424 1 =2+ 12— x2=
=@—x+ 1)+ x4+ 1)

6. x4+ 1=(x*+ 12— (x]2)=
=@ —x)2+ 1D +x)2+1).

Priklady 1, 3, 4, 5 ukazuji, Ze je né&kdy moZny rozklad
polynomu s celodiselnymi koeficienty na soucin dvou poly-
nomu s celodiselnymi koeficienty. Také v prikladech 2, 6
jsme dané polynomy s celoCiselnymi koeficienty rozloZili
na souiny dvou polynomi, aviak ty nemaji jiZ viechny
koeficienty z oboru Cisel celych; takové rozklady pfi studiu
‘této kniZky potfebovat nebudeme, aviak o jejich uZited-
nosti se pfesvédcite pfi dalsim studiu jinych oborti mate-
matiky.

Cviéeni

1,1. Kolikerym zplsobem lze rozloZit a) x® — 1, b) x® + 1
na scucin dvou normovanych mnoho¢leni s celymi koefi-
-cienty ? .

1,2. Najdéte rozklad polynomu a) x* 4 4, b) 81x% + 4 na
soucin dvou kvadratickych troj¢lend s celymi koeficienty.
1,3. Najdéte podminku, které musi vyhovovat pfirozend
¢isla a, b, mé-li byt moZny rozklad dvojélenu ax* + b na
soutin dvou kvadratickych trojclentt s celymi koeficienty.
1,4. Uzitjm vét T,, T dokaZte tyto poucky: a) soucet pfi-
rozenych Cisel nerovna se nikdy nule; b) soucet celych ne-
zdpornych ¢isel se rovnd nule prave tehdy, kdyZ kazdy scita-
nec souctu je rovay nule,
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2. kapitola

ZAKLADNf POJMY A VETY Z NAUKY
O DELITELNOSTI CISEL

JiZ v 7. tFid& ZDS jste se seznamili s vyznamem né&kterych
odbornych ndzva z nauky o délitelnosti pfirozenych &isel.
Definici D, stanovime jejich vyznam v nauce o délitelnosti
celych Cisel.

D, Existuje-li k danym celym Eislim a, b takové celé éislo q,
Ze plati a = bq, zapisujeme to symbolicky b | a; zdpis
bt a znamend, Ze neplati vztah b | a.

Zapis b | a éteme zpravidla jednim z téchto tH zpii-

sobi:

1. &slo b je délitelem éisla a,

2. &slo a je délitelné &islem b,

3. &islo a je ndsobkem Cisla b.

Mezi Cisly 21 a 7 plati tedy vztah 7 | 21, ponévadZ lze
najit celé &islo 3 tak, Ze plati 21 = 7.3. Zapis 7 | 21 teme
jednim z t&chto tfi zptsobu: &islo 7 je délitelem ¢isla 21,
Cislo 21 je délitelné Cislem 7, &islo 21 je ndsobkem ¢isla 7.
Na tomto jednoduchém pfikladu vidite, Ze vyznam ndzvu,
které jste poznali v nauce o délitelnosti pfirozenych disel,
se definici D, nezménil. Na jinych pfikladech si viak ukd-
Zeme jejich §ir$i vyznam v oboru celych ¢&isel. Tak napf.
plati — 3 | 12, nebot 12 = (—3).(—4), 5 | —20, poné&vadZ
—20 =5.(—4), —13| —91, ponévadz --91 = (—13).7.
Neplati vsak 3 | 10, —7 | 15, ¢ili plati 3+ 10, —7 1 15.

Povsimnéte si zvlast¢ toho, Ze vidy plati 1 |a, —1 | a,
ala, —a|a,a|l—a, —a|—a, at je a kterékoli celé {islo,
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Diéle plati vidy b |0, at je b kterékoli celé Cislo, ‘nebot
0= b.0; plati tedy i 0 | 0, nebot 0 = 0. g pro kaZdé celé
islo ¢. Neplati 0 | @, kdyZ a =0, nebot v tom pfipad¢ ne-
existuje takové celé Cislo ¢, aby platilo a = 0. ¢. Plati-li
0 | a, pak musi byt a = 0.

Zapisy % | 10, g—l 10 nemaji oviem Zadny smysl, i kdyZ

10 = % .4, Vztahy b | a, b t a jsme totiz definovali jen pro

cela Cisla a, b. Véty, které nemaji smysl, nelze povaZovat za
vyroky pravdivé ani nepravdivé. Musite si dobfe pamato-
vat, e je rozdil mezi vyznamem nazvu délitel z hlediska
iselné teorie a jeho vyznamem z hlediska praktické aritme-

tiky. V té se napf. pfi déleni 10 :% = 4 (islo 10 nazyva

délenec, {islo %délitel a {islo 4 podil. Pro dva rozdilné

pojmy, pro které se v CeStiné uZiva téhoZ ndzvu délitel,
existuji v nékterych cizich jazycich rozdilné terminy.

V nékterych pfipadech budeme k danému celému Cislu
a hledat takové piirozené Cislo b, které je délitelem cisla a.
Abychom se mohli struéné vyjadfovat, zavedeme jest&
jeden termin nasledujici definici.

D, Prirozeny délitel &sla a znamend toté jako pfirozené
Cislo, které je délitelem &isla a. -

Podle této definice je napf. &islo 4 pfirozenym délitelem
gisla —12. Mnozina M = {—10, —5, —2, —1, 1, 2, 5, 10}
je mnoZinou viech délitela ¢isla 10 i Cisla —10. MnoZina
N= {l,‘ 2, 5, 10} je mnoZina vsech pfirozenych déliteld
¢isla 10 1 Cisla —10. -

Nyni si vysvétlime vyznam ndzvu ndsobek i délitel dané-
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ho ¢&isla nazorné& zobrazenim celych &isel na &iselnych osich
narysovanych v obr. 1.
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Obr. 1.

Jist& vite, Ze &selnd osa je dina, zvolime-li na pfimce
poldtek znizorfiujici Cislo O a jednotkovy bod zndzoriujici
Cislo 1. Vzddlenosti jednotkového bodu od poé&itku je
urlena délkovd jednotka, které uZivime zndmym zplisobem
k vyhled4ni bodti zobrazujicich dani redlna &isla. V této
kniZce budeme se viak zajimat jen o obrazy &isel celych.

Na obr. 1 je narysovdno Sest navzijem rovnob&Znych
Ciselnych os, jejichZ politky leZi na téZe kolmici ke viem
osdm. Také jednotkové body vSech Ciselnych os lef na
téZe kolmici ke viem osdm. Na t&chto &iselnych osich jsou
po fad& zobrazeny ¢ast mnoZin celych Cisel Cmy, m = (1, 2,
3,4,5,6). Mnoziny C, se sklidaji z t¥ch celych Cisel, jejichZ
obrazy dostaneme postupnym nana$enim usecky o délce m
jednotek od po&atku v'obou navzijem opalnych smérech.
Body, které zobrazuji prvky mnoZin C,, jsou vyznadeny
pfipsanymi &islicemi. VSechna celd &isla, kterd jsou prvky
mnoZiny C., jsou ndsobky pfirozeného ¢&isla m i Cisla
k n&mu opacného —m; kazdé z &fsel mnoZiny C, je déli-
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telné Cislem m i Cislem —m, Cili Cisla m 1 —m jsou déliteli
kaZdého ¢&isla z mnoZiny Cp.

Sestrojime-li bodem zobrazujicim ¢&islo 6 na kterékoli
Ciselné ose kolmici ke vSem Ciselnym osdm, zjistime, Ze na
ni leZi obrazy prvki z mnoZin C,, C,, C;, C¢. Odtud plyne,
Ze ¢isla 1, 2, 3, 6 jsou pfirozenymi déliteli Cisla 6. Obdobné&
zjistime, e na kolmici prochazejici bodem —4 leZi body
zobrazujici ¢isla z mnoZin C,, C,, C,, a %e tedy ¢isla 1, 2, 4
jsou pfirozenymi déliteli ¢isla 4. Podrobnéj$i uvahou
o této grafické metod& k vyhleddni pfirozenych délitelit
daného ¢isla plyne, Ze kaZdé celé &islo s vyjimkou &isla O
mi jen koneény pocet pfirozenych délitelt. Cislo 0 ma viak
zfejmé nekone¢né mnoho pfirozenych délitelu.

Nyni dokaZeme nékolik dileZitych vét z teorie délitel-
nosti celych &isel. .

Tg Plati-li pro celd &isla a, b krerykoli ze &tyF vztahi
bya, —bja, b|—a, —b| —a,
pak plari zdroveri viechny ostatni.
Za pitedpokladu, Ze plati b | a Cili a = bg, kde ¢ je &islo
celé, plyne ihned a = (—b).(—¢q) ¢ili —b | a, dile —a =
=b.(—q) ¢li —b|a, dile koneén¢ —a = (—b).¢q &li

—b | —a.

Z véty T plyne, Ze vySetfovani kteréhokoli ze ¢tyf vztahd
v ni uvedenych miZeme pfevést na vySetfovani nékterého
ze zbyvajicich vztahi. To opravdu Casto ¢inime tak, Ze vy-
Setfujeme platnost vztahu ib! | 1a1, takZe zkouméame vztah
délitelnosti mezi nezdpornymi celymi Cisly |b|, |a|. Pfesto
vétSinu vét z nauky o délitelnosti budeme formulovat pro
isla celd, nebot jejich obecnéjsi vyznam ndm Casto uSetif
hodné price.

T, Necht a, by, b, jsou libovolnd celd &isla. Plati-li vztah
bib, | a, pak plati i vztahy b, | a, b, |a.
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Piedpoklad 5,6, | @ znamend a = b,b, ¢, kde ¢ je &islo
celé. Z této rovnosti plyne vSak ihned a = b,.(b,q) =
= b,.(bq) Cili by | a, b, ]a.

Kdybychom cht&li vétu T, vyjddfit pouZitim slovnich
réeni, jejyichZ vyznam byl definovan v D,, zjistili bychom,
Ze by jeji zdpis byl obsirn&jsi a snad méné piehledny ne?
pfi pouZiti symbolickych zapisii s vyznamem vymezenym
v D,. Vyhodou symbolickych zdpisu je jejich strucnost a
piehlednost, jiZ bychom dosahli jesté vé&tsi mérou, kdyby-
chom po vytknuti vyznamu pismen a, b,, b, podminkové
souvéti z véty T, zapsali symbolicky

Gba @)= [Br]@)a(ba|a)). (2D

Umluvime si, Ze,pfi symbolickém zipisu tohoto druhu je
nalevo od znaCky = zapsin pfedpoklad matematické
véty uvedeny v podminkové vété podminkového souvéti,
napravo od znacky = tvrzeni obsaZené v hlavni vété
tohoto podminkového souvéti, které je logickym disledkem
pfedpokladu. Po tomto vysvétleni nim bude ziejmé, Ze

Zapis
[&]a)a (b, |a@)] = (b1 8, ] @) (2,2)

vyjadfuje vétu obricenou k vété (2,1). O dukaz této véty
se viak nebudeme pokouset, nebot neplati, jak je zfejmé
z jednoduchého prikladu. Z platnych vztaha 6 | 120,
15| 120 neplyne vztah 6.15 | 120. Matematické véty T,
budeme ¢asto uZivat pfi feSeni riznych uloh; nékdy bude-
me uZivat i obecn&j$i véty, které sami snadno dokiZete:
Jestlize celé &islo a je niasobkem soulinu celych &isel
by.by.by. . .b, pak je Cislo a ndsobkem kaZdého z Cisel b;,
by, bs,y. . .5 bny, kde 7 je libovolné &islo pfirozené.

PFiklad 1. Je dino pfirozené &islo a = 245 + 3%, Do-
kaZte, Ze plati vztah 17 | a.
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Pfedeviim véas upozorfiujeme, Ze znamé Valouchovy
Pétimistné tabulky logaritmické obsahuji tabulky pfiroze-
nych mocnin 2" pro pfirozena Cisla » < 45, 37 pro pfiro-
zend &isla n < 36 a mocniny jinych pfirozenych Cisel. Ta-
kové tabulky jsou uZite¢né pfi FeSeni mnohych tloh z nauky
o délitelnosti ¢isel. Na konci této kniZky je zafazena téZ
tabulka II, kterd obsahuje mocniny 27, 3%, pro pfirozena
¢isla » < 25. UZitim Valouchovych tabulek byste mohli
Fesiti danou tlohu tak, jak to naznacime:

a = 2% | 330 — 35184372088 832 +
+ 205 891 132 094 649 = 241 075 504 183 481 =
= 17. 14 180912 010 793.

Z tohoto vysledku podle véty T, plyne ihned 17| a. UZitim
vzorce (1,4) rozieSime tlohu rychleji a bez pracnych nu-
merickych vypocta. Plati totiz

a =245} 390 — (23)15 + (32)15 = (284 32) (24— 289 32 4
4+ ...+ 38 =17 (242 — 2%, 3% + ., 4 3%), Odtud
ihned dostaneme 17 | a.

P¥iklad 2. Je déno pfirozené Cislo @ = 2% - 1. Rozlo-
Zime Cislo a na soulin tfi pfirozenych Cisel, z nichZ kazdé
je vétsi nez 1. Pokusime se opét pouZit k feSeni tulohy
vzorce (1,4). Snadno najdeme

a=258+ 1 :.(22)29_*_ 129: (22 + 1) (256_ 254+
4 =224 ) =5(288 — 20+ L 2241

Dané &islo @ ma pfi zapisu v desitkové soustavé 18 cifer,
jak si snadno ov&fime pfibliZznym vypoctem é&isla 2% (po-
uzitim logaritmickych tabulek). Pfitom snadno zjistime, Ze
druhy cinitel soucinu dvou Cisel, ktery jsme nasli jako roz-
klad ¢isla a, ma 17 cifer. Proto bychom jen po dlouhém
a Umorném vypoctu mohli najit druhého sedmnacticifer-
ného d{initele a rozloZit ho v soudin dvou diniteld, jak to
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v roce 1869 provedl francouzsky matematik Landry. Uka-
Zeme si nyni, Ze danou vlohu miZeme rozfesit jinou meto-
dou za nékolik minut. Snadno vypoéteme

a=2% 4 1=22 281 1=4.(2¥4+ 1.

Nyni provedeme rozklad tohoto poéetniho vyrazu na sou-
¢in podle vzorce 4x% + 1 = (2x% — 2x + 1) (2x% 4 2x +
+ 1), a to tak, Ze v ném za x dosadime 24, Dostaneme

a=[2.(214)2 — 2.214 | 1][2.(2W)2 + 2.214 4+ 1] =

= (2% — 216 1) . (2% 4 216 4 1).

UZitim tabulek zjistime snadmo 2% = 536 870 912, 2! =
= 32 768 a konecn¢ tedy
a = 536 838 145 . 539 903 681 =

= 5. 107 367 629 . 539 903 681. KaZdé ze tii Cisel na-

lezeného soucinu je podle zobecnéné véty T, délitelem
disla a.

Te Necht a, b jsou libovolnd celd Gsla. Vztahy a b, b|a
plati zdroveni, kdyz a jen kdyZ |a| = 1b].
Dfive neZ uvedeme snadny dilkaz této véty, kterd ma
opét formu podminkového souvéti, ukidZeme jeji symbo-

licky zapis:
(la] = [B]) & [(a | b)a (b]a)- (2,3)

Umluvime se, Ze -tento zipis se symbolem ¢« znamen4
to, Ze zdroveri plati tyto véty:

a) |a| = [b] = [(a]b) a (b]a));
b) [(@a|b) a (b|a)] = |a] = Jb].

Proto také diikaz poucky T, se sklddd ze dvou &dst.
a) Pifedpoklad |a| = |b| znamen4 bud a = b nebo

a= —b;
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ze vztahu a = b plyne a = b.1, ¢ili b | a, a také

b= a = a.l, coZ znamend a | b.

Vztah a = —b = b.(—1) znamen4 b | a, zatimco-

b= —a = a.(—1) znamen4 a | b.

b) Necht a |5, b ra plati ziroveni. Je-li a = b = 0, pak
plati a | b a téZ |a| = |b|. Kdyby jedno z Cisel a, b bylo
rovné nule a druhé razné od nuly, pak by jeden ze vztahit
a | b, b | a neplatil, a neplatilo by téz ja) = |b|. Zbyva tedy
piipad a #0, b 20. Potom a | b znameni b = agq, zatimco
b | a znamend a = bg’. Odtud snadno plyne ab = bg'.aq
a po zkriceni ¢q’' = 1. To vSak znamend bud ¢ = ¢’ = 1
Cilia = b, nebo ¢ = ¢' = —L¢ilia= —b. Plati-lia = b
nebo a = —b, znamend to |a| = [b]. Zamyslime-li se nad
stavbou véty zapsané v (2,3) uZitim symbolu &, zjis-
time, Ze vztahy uvedené po obou stranich tohoto symbo-
lu bud ziroven plati, nebo ziroverl neplati. V podminko-
vém souvéti véty T, je to vyjadfeno slovy ,,kdyZ a jen
kdyz¢, kterd bychom mohli nahradit téZ slovy ,,pravé
kdyz¢.

T, Jestlize pro celd &isla a,, ay, b plati zdrovei b | ay, b | a,,
pak plati 1éZ b c,a, + c,a,, af Jsou c,, ¢, jakdkoli celd
&isla.

Predpoklad b | @, znamena a, = bq,, piedpoklad b | a,
znamend a, = bgq,, kde ¢, g, jsou celd Cisla. Z platmosti
téchto rovnosti plyne vsak c¢,a; + ¢, = c,bq; + cbg, =
= b(c,q, + ¢29,), coZ viak znamend b | c,a, -+ c,a,. Po-
ucky T, uZivame Casto se specidlni volbou ¢, = 1, ¢, = 1,
nebo ¢, = 1, ¢, = —1. V tom pfipadé plyne z poucky T,
tento dasledek:

Je-li &slo b délitelem celych &sel ay, a,, pak je b délitelem

souctu 1 rozdilu &isel ay, a,.

Je snadné dokdzat i v&tu obecnéjsi, neZ je T,:

Je-li celé &slo b délitelem celych Eisel ayy ayy ay, . . ., ag,
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pak je b délitelem té3 souctu libovolnych ndsobki &sel a,, a,,
Qg ...y an, at je n jakékoli prirozené Eislo,

Dfive neZ si na nékolika pfikladech ukdZeme uZiti véty
T, pti fefeni nékterych uloh z teorie délitelnost celych
Cisel, pfipomeneme jeSt€, Ze pfi zkoumdni délitelnosti
souftu danych Cisel pocet sCitanci zvé&tSujeme pfiddnim
dvou dalsich vhodné& volenych s¢itancl, které jsou navzi-
jem &isly opaénymi, a pak teprve s¢itance vhodné sdruzu-
jeme a Casteéné soulty rozkldddme na souciny. Casto se
osvéd¢uje pfi¢teni + 1 — 1, nebot islo 1 ma uZiteCnou
vlastnost, e 17 = 1 pro kazdé celé ¢islo n.

49l]’l"iklad 3. Je déno Cislo a = 9981 — 5088, Dokazte, Ze
a.

Plati ¢ = 99%* — 50% 4 1 — 1 = (998! — 1) —
— (505 — 1) =(99 — 1) .(99%0 4 995 4 ... 4+ 1) —
— (50 —1).(50% 500 + ... +1)=
=249 (995 4 9950 4 ... + 1) — 49 (50% - 5054 4
+ ... 4+ 1). MenSenec i mensSitel tohoto rozdilu je déli-
telny 49 (podle véty T,), a proto i jejich rozdil je délitelny
Cislem 49 (podle véty T,).

PFiklad 4. Je ddno pfirozené &islo a = 103% 4 53108,
D)okaite, %e pro ¢islo a plati tyto vztahy: a) 3|a, b) 4| a,
c) 13 ]a.

Plati g = 1035 + 53103 — (1035 4 1) + (53108 — 1) =

= (103 + 1) (103% — 10351 + ... — 103 + 1) +
+ (53 — 1)(53102 4 53101 | 4 1) = :
=2.4.13.(103%2 — 10351 + ... — 103 + 1) +

+ 4.13 (53102 53101 . L 1),
Ponévad? kazdy scitanec upraveného souctu je délitelny
Cisly 4 a 13, je i jejich soucet délitelny Cisly 4 i 13.
Dile plati téz:
a = (103% — 1) + (531 4 1) = (103 — 1) . (10352 4-
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4+ 1038 4" ... + 1) + (53 + 1) . (53102 — 53101

4+ ... —53+1)=3.34(103%% + 1035 4 ... + 1) +
+ 3.18 (53102 — 53101 . | 4 1)

PonévadZ kaZdy scitanec tohoto soudtu je délitelny &islem
3, je i jejich soucet delitelny &islem 3. (Disledky: viz vétu
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P¥iklad 5. DokaZte, %e pro kaZdé celé &islo » = O je
pfirozené Cislo a, = 5%* + 11.27 + 1 ndsobkem ¢isla 23.
Poletni vyraz pro ¢&islo g, upravime takto:

n=>5"411.2¢n+1=5% 4 1]1.2.20 = 52 | 22,27
= 5% — 2n 4 2n 4 22.2n = (257 — 27) 23,27,

Za pfedpokladu, Ze n > 1, miZeme uZiti vzorce (1,3) pro
rozklad 257 — 27 = (25 — 2) (257-1 | 25-2. 2 4

+ ... + 2n-1) = 23¢,, kde g, je celé lislo. Plati tedy stile
za pfedpokladu n> 1, Z¢ a.=23 . ¢, +23.2" =
= 23 (¢gn + 27); to vSak znamena, %e 23 [a, pro n > 1.
Déle pro » = 0 dostaneme a, = 23 a pro n = 1 dostaneme
a, = 69 = 3 . 23; proto 23 | gy i 23 | a;. Shrnutim v3ech
vysledku dvah dostivime 23}| a, pro kaZdé celé islon = 0.

PFiklad 6. DokaZte, Ze pro kaZdé pfirozené Cislo n ie;
ay=15%+1 2n+2 4 3n+2 22+ 1 pisobkem d&isla 76.
Pro ¢&islo a, najdeme postupnymi Gpravami:
a, = 52n + 1, 2n+2+3n+2_ 22n +1 —
=2n+1(5% 524 37,3227 =
=20+1(]10.5" 9. 6" =
=27+1(10.25"—10.6" 4+ 10.6" 4+ 9. 6") =
= 2n+1[10 (25" — 6") 4 19 . 67].
Za ptedpokladu 7~ > 1 miZeme pouZit vzorce (1,3) pro
rozklad. 25" — 67 = (25 — 6) (25"-' 4+ 25"-%2 .6 1+ ...
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+ ... 4+ 67"-1) = 19 ¢,, kde g, je celé &islo. Po dosazenf
do posledmho po&etniho vyrazu dostaneme pro n > 1:
an=20*+1(19 ¢, + 19 . 27) = 21,22 | 19 (¢, +
+2M=176. 2"—1 . (gn+ 2. Za pi"edpokladu n>1
plad tedy 76 | a,.. Pro n = 1 dostaneme dosazenim do vy-
razu g, = 5t 1 27+ 2 4 3n+2 22+ 1 yysledek a, =

=5%.234+38,23=1216 = 76.16, odkud plyne
76 | a,. Plat tedy 76 |a, pro vSechna pfirozend Cisla
nzl

T,, Necht a,, a,, b jsou celd Cisla. Jestlife b|a,, pak
-b|a, + a, prdvé tehdy, kdyz b|a,. -

Pro lepSi pochopeni véty T,, (zahrnujici vlastn& dvé&
poucky) i jejiho dikazu naznaéime stavbu této véty sym-
bolickym zapisem

(bla) = [(bla) = (b]ar £ a)l-

Tento vyrok v3ak plati pravé tehdy, kdyZ plati ziroved
tvrzent (b | ap) = [(b ] as) = (b ] ay & a5)],

(bla) = [(b]ay £ a;) =1(b]|a,)), ktera snadno doka-
Zeme.

a) Plati-li b | a;, pak z platnosti b | a, plyne podle véty T,
platnost vztahu b | a; + a,.

b) Plati-li b |a;, pak z platnosti b | @, + a, plyne podle
véty T, platnost vztahu b | (a; + ;) — &, Cili b | £ ay, 4.
zejména b | a,.

Priklad 7. Najdéte vSechna celd &isla x, pro kterd &islo
y = x® + 14 je dé&litelné Cislem x + 2.

Platiy=x4+ 14=234 22+ 6 =

= (x+2)(x*—2x+4) + 6.

Pozndmka: TéhoZ vysledku bychom dosahli, kdyby-
chom mnohodlen 3. stupné x® + 14 délili linedrnim mnoho-
Clenem x -+ 2 a pfitom stanovili netplny podil x> — 2x 4 4
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se zbytkem 6. Pak bychom podle znimého vztahu mezi
délencem, délitelem, netplnym podilem a zbytkem mohli

napsat
y=0x2—2x4+4)(x+2)+ 6.

Cislo y je soudtem dvou é&isel, z nich? prvni je délitelné
Cislem x + 2, a proto y bude délitelné islem x + 2, pravé
kdy? timto &islem bude délitelny druhy séitanec 6. Cislo
6 m4i viak jen 8 dé&liteld d = +1, 42, +3, £-6. ReSenim
rovnic x + 2 = d dostaneme prvky mnoZiny vSech feSenf

x e {—8,—5,—4, -3, —1,0,1,4}.

P#iklad 8. Najdé&te vSechna celd Cisla x, pro ktera celé
Cisloy = x® + x% + 1 je ndsobkem celého ¢isla x% + 2x +
+ 3.

Provedeme-li déleni (x® + x%2 + x + 1) : (x% 4 2x + 3),
najdeme neidplny podil x — 1 a zbytek —4. Proto plati
y = (x*+ 2x + 3) (x — 1) — 4. Cislo y je rozdilem dvou
¢isel, z nichZ menSenec je nisobkem ¢&isla x% 4 2x + 3.
Podle véty T;, bude &islo y nisobkem cCisla x® + 2x + 3,
pravé kdyZ také menSenec 4 bude ndsobkem disla x® +
4 2x + 3. Cislo 4 mtZe viak byt nisobkem jen Cisel
d= 11, +2, +4. Aviak rovnice x®2 4+ 2x + 3 =d mi
celodiselny kofen x = —1 ;i:l/d — 2 jen pro d = 2. Proto
x = —1 je jediné &islo celé, které vyhovuje podmince sta-
novené lohou.

Cviéeni

2,1. DokaZte platnost téchto vztahu: a) 3 | 41°7 — 2679;
b) 5 | 4197 — 267%; c) 30 | 6120 -+ 89; d) 4 | 101108 |-

+ 103101 ¢) 51 | 10119 + 103101; £) 19 | 5641 — 3791,
2,2. DokaZte, Ze pro celd &isla n & O plati
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a) 17 l 52n + 23 4; b) 23 ] 3 _ 3 22m 43

2,3. RozloZte Cislo 242 - 1 v souCin tfi pfirozenych disel,
z nichZ kaZdé je vétsi nez 1.

2,4. Pro kterd cela Cisla x je Cislo y = x4 — 23 | 4x% +
+ 3x + 21 ndsobkem Cisla x> + x + 1°?

2,5. Za ptedpokladu, Ze a,, a,, b;, b, Jsou ¢isla celd, dokazte:
3) [(&y ral) a (by] @)l = (biby | aya);

b) [(b; | B1) a (by [ar)] = (b, | a));

©) (by]a) = b Ia1a2

Symbolicky zapsané véty vy)adrete slovy s pouZitim ter-
mind vymezenych v definici D,. Na vhodné volenych
Ciselnych pfikladech ukaZte, %e obrécené véty k vyse uve-
denym vétdm neplati.

2,6. Jsou ddna Cisla ¢ = 3% 4+ 38 + 1, b = 4.316
4 1. UZitim tabulek mocnin 3 (tab. II.) najdéte zdpisy
&isel a, b v desitkové soustavé a ukaZte téZ, Ze obé Cisla a,
b Ize rozloZit na soucin aspori dvou pfirozenych Cisel v&tsich
neZ 1.
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3. kapitola

VYSETROVANI DELITELNOSTI
CELYCH CISEL

Na obr. 1 v kap. 2 jsme ukazali princip zndzornéni mno-
Zin celych disel C,, C,, C5, C, ... tak, Ze prvky mnoZiny
C.byly vyznaceny na Ciselné ose Cislicovym oznacenim téch
bodi, které jsou obrazy ndsobku pfirozeného Cisla m. Tak
napf. z mnoZiny C, jsou na Ciselné ose zobrazujici Cdst
mnoziny C, vyrazné vyznaCeny body odpovidajici celym
¢islam ... —4,0,4, 8, 12, 16, ..., obecné ¢islim 4 ¢, kde
q je libovolné &islo celé. Oznaéme nyni !C, mnoZinu viech
Cisel celych, jejich? obrazy jsou na Ciselné ose zobrazujici
mnozinu C, ve vzdilenosti jedné délkové jednotky vpravo
od kazdcho Cisla 4¢9. Bude to mnoZina Cisel, jejimiz prvky
jsou Cisla, vyjidfena pocCetnim vyrazem 4¢ + 1, kde pro-
ménnd ¢ zastupuje libovolné ¢islo celé. Dale oznaéme 2C,
mnoZinu vsech celych Cisel, jejichz obrazy leZi ve vzdale-
nosti dvou jednotek od obraza Cisel 4¢; bude to mnoZina
¢isel vyjadienych poletnim vyrazem 4¢ + 2. Koneéné do
mnoZiny 3C, zafadme vSechna ¢&isla cel, kterd Ize vyjadfit
ve tvaru 4g + 3. V zdjmu jednotného zpisobu oznadenf
viech mnoZin, o nichz budeme déle jednat, pouZijeme
symbolu °C, misto C,.

Timto zplisobem jsme mnoZinu v3ech celych disel roz-
délili na ¢asti, jimiZ jsou

mnozina °C,, obsahujici ¢isla ... —8, —4, 0, 4, 8, 12, 16,
..., obecné 44, ’
mnoZina !C,, obsahujici ¢isla ... —7, —3, 1,5, 9, 13, 17’
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..., obecné 4¢ 4 1,

mnoZina 2C,, obsahujici ¢isla ... —6, —2, 2, 6, 10, 14, 18,
..., obecné 4¢ + 2,
mno%ina 3C,, obsahujic{ ¢isla ... —5, —1, 3, 7, 11, 15, 19,

..., obecné 4¢ + 3.

Z obr. 1 i z tohoto schématu je zfejmé, Ze kazdé celé ¢islo
je zafazeno privé do jedné z mnoZin °C,, 'C,, ®C,, 3C,.
Rozhodnuti o tom, do které mnoZiny "C, (r = 0, 1, 2, 3)
patfi n&jaké dané Cislo a, at je kladné nebo zaporné, usnadni
nim déleni &isla q ¢islem 4. Cislo 88 = 4.22 i &islo —88 =
= 4.(—22) patfi zfejm& do mnoZiny °C,. Tato mnoZina
obsahuje s kazdym Cislem a, které do ni patfi, i opatné
lislo —a. Mame-li rozhodnout o né&jakém (isle, které neni
nisobkem 4, do které z mnoZin 1C,, 2C,, 3C, patfi, pomiZe
nam opét déleni se zbytkem, jimZ musi byt jedno z &isel
1, 2, 3. To znamen4, Ze vyhledime ke zkoumanému &islu
nejbliZe niZ8i ndsobek Cisla 4 a pak zjistime, které z klad-
nych &isel 1, 2, 3 je nutno pficist k vyhledanému nédsobku,
abychom dostali vySetfované Cislo. Tak napt. 47 = 4.11 +
+ 3 a proto 47 € 3C,, zatimco —47 =4.(—12)+ 1
a proto —47 < 'C,. Viimnéte si dobfe, Z¢ v mnoZinich
1C,, 2C,, 3C, se nevyskytuji dvojice &isel navzdjem opac-
nych; jinak feeno: dvé &isla opacnd, kterd nejsou ndsob-
kem égla 4, nepatfi nikdy ziroven do jedné z mnoZin !C,,
*Cy, °Cy.

Obdobné pfi volb& napf. m = 5 miZeme mnoZinu viech
celych ¢isel rozd&lit na 5 &4sti, které postupné oznafime
°C,, 1Cs, 2C;, 3C;, 4C;. Pritom do mnoziny "C; zahrnuje-
me viechna celd Cisla, kterd jsou funkénimi hodnotami
linedrni funkce 5¢ 4 r, kde proménnd : mutZe nabyvat
libovolné celo¢iselné hodnoty a r je nékteré z Cisel 0, 1, 2,
3, 4. ProcviCenim si sami ovéfte, Ze plati vztahy 17 < 2C,,
—13€2C;, 75 °C;, 0 °C;, —29¢€ 1C;, 29c<4C;,
48 € 3C; apod. OznaCeni proménné pismenem ¢ mi jen
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ten smysl, abyste si zvykali na oznadeni promé&nné riznymi
pismeny. Zvlat asto se setkime s rozdélenim mnoZiny
viech (isel celych na dvé &asti °C,, do niZ patfi vSechny
funkéni hodnoty linedrni funkce 2%k a 'C,, do niZ patii
viechny funkéni hodnoty funkce 2% + 1, kde % je promén-
na oznacujici libovolny prvek mnoZiny vSech celych Cisel.
Jisté vidite, Ze naznalenym zpisobem by bylo moZno de-
finovat vyznam ndzvu Cislo sudé a &islo liché.

Ty Ke kaZdému celému Cislu a a ke kagdému pFirozenému
Eislu m existuje jedind dvojice takovych celych Eisel g, r,
_Ze plati vztahya=mqg+r, 0 =r <m.

Uvodni vyklad tohoto ¢lanku mél vés pfipravit pro po-
chopeni vyznamu véty T,;, kterou nebudeme dokazovat.
Bylo by téZ moZné zobecnit v&tu T, tak, abychom za Cislo
m mohli volit nejen libovolné Cislo pfirozené, ale i Cislo
opacné ke kterémukoli ¢islu pfirozenému. Neucinime to,
nebot vyznam takto zobecnéné véty by byl jen teoreticky
a nijak by nepfispél k tomu, abychom tim ziskali lep3i pro-
stfedky pro reSeni uloh z teorie délitelnosti celych Cisel.
Misto toho vyslovime vétu T,,, bez ni? bychom se mohli
také obejit. Jeji uZiti misto véty T;, ndm vsak Casto pomtZe
zkratit feSeni tlohy.

Ty, Ke kaZdému celému &islu a a ke kagdému pfirozenému
&islu m existuje jedind dvojice takovych celych Cisel g, r,

Ze plati vztahy a = mq—l—r,—%m <r <%mprz

lichém m a pri sudém m je§té prdvé jeden ze vztahil

r= 4 % m, podle toho, ktery z nich je podle nasi vo(by

pripustny.
UZitim vty T,, miZeme kazdé celé Cislo a vyjadfit jako
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soucet nasobku ¢&isla m, ktery je nejbliZii Cislu a, a Cisla 7,

o ném% plati |r] < 5 m je-li m liché. Je-li m sudé, pak
k &islu a existuji dva nejbliZ3f a pfitom stejn& blizké nisobky
Cisla m, a proto Cisla ¢, r budou jednoznan& urcena jen
tim, Ze v tomto pfipad¢ budeme uZivat pouze jednoho
pfedem uréeného nejblizsiho ndsobku &isla m, ktery leZi
nejbliZe &islu g. Prakticky to znamend rozhodnout pfedem,

kdy pfipustime jednu z rovnosti r = % mnebor= — 5 m

Je-li r = 0, pak ¢ je podil, ktery dostaneme pii délenf
lisla q ¢islem m. Je-lir = 0, pak g se nazyvé neuplny podil
pfi tzv. déleni se zbytkem, jimZ je pravé ¢islo 7. Pro struc-
nost budeme v této kniZce nizvem déleni oznacovat vidy
takovou pocetni operaci, pfi ni% podil ¢ (at Gplny nebo
neutplny) je &islo celé a zbytek » vyhovuje nékteré z podmi-
nek uvedenych ve vé&tach T,; a T,,. Misto toho, abychom
fikali, Ze urlujeme ,,zbytek &isla a pfi déleni Cislem m*,
budeme fikat, ¥e urCujeme ,,zbytek Cisla a podle modulu
m*; k zipisu slov ,,podle modulu m* uZivime zdpisu
»(mod m).

Podstatou rozdilu v rozkladech ¢isla a na soucet mq +
podle vét T;; a Ty, je to, Ze v prvém pfipadé pfipoustime
pro cislo r jen nezdporné hodnoty 0, 1, 2, 3,4, ..., m—1,
zatimco ve druhém pfipadé ndm jde o vyjadfeni soutem

mq + r, pfi ném? |r| nepfevysuje % m. Ve vét& T,, uZivime

soustavy nezipornych zbytkid, zatimco ve vété Ty, je
uZito soustavy absolutné nejmensich zbytka.

Uziti véty T,, ukdZeme jeSt& na Ciselnych prfikladech.
Pfi volbé m = 5 miZeme kazdé celé Cislo vyjadfit jako
funk¢ni hodnotu jedné z téchto linedrnich funkci:
5k — 2, 5k — 1, 5k, 5k + 1, 5k + 2. Jejich funkéni hod-
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noty tvofi mnoZiny celych &isel -2C;, —1C,, °C;, 1C;, 2C,
vymezené tak, Ze do mnoZiny 'C,, patfi vSechna celd cisla
tvaru mq + r, kde ¢ je libovolné celé &islo. Pfi volb& m = 4
bude mozno kazdé celé &islo vyjadrit jako funkéni hodnotu
jedné z linearnich funkci bud ze skupiny 4k — 1, 4k,
4k + 1, 4k + 2, nebo ze skupiny 4k — 2, 4k — 1, 4k,
4k + 1. Pfi volbé m = 2 miiZeme vSechna celd isla roz-
délit do dvou mnoZin jednim z téchto zpiisobi: a) °C, pro
&isla tvaru 2k, 1C, pro cisla tvaru 2% + 1; b) °C, pro (isla
tvaru 2k, -1C, pro Cisla tvaru 22 — 1. Rozdil obojiho déleni
tkvi jen v oznaleni mnoZin a ve vyjddfeni jejich prvki
linedrnimi funkcemi. Umluvime si téZ, Ze rleni ,,Cislo tvaru
mx + r* budeme uZivat misto obsirného vyjidfeni ,,&islo,
které je funk&ni hodnotou linedrni funkce mx 4+ r, kde

x je proménnd v oboru celych Cisel a m, r jsou dand &isla,
a 2e mnoZinu "C, budeme nazyvat zbytkovou tfidou celych
isel se zbytkem r podle modulu m.

Jestlize né&kterd soustava zbytkovych tfid 'C, méd tu
vlastnost, Ze kaZdé celé Cislo naleZi pravé do jedné ze zbyt-
kovych tfid soustavy, pak fikime, Ze tvofi uiplnou soustavu
zbytkovych tfid. Pfikladem takové Gplné soustavy zbytko-
vych tfid podle modulu » je soustava mnoZin

%Cms 1Cins 2Cmy 3Cpy « . ., ™~ 1Cpy (3,1)
do nich¥ patfi celd {isla, kterd pfi déleni &islem m davaji
zbytky 0, 1, 2, 3, ..., m—1, (3,2)

o nich? té% fikdme, Ze tvofi iplnou soustavu zbytka.

Pfi feSenf n€kterych uloh budeme uZivat i jinych dplnych
soustav zbytkovych tfid, jejichz pfiklady jsme uZ ukdzali
v pfedchdzejicim textu. Pfi dikazech nisledujicich mate-
matickych v& budeme vsak uZivat vidy tiplné soustavy
zbytkovych tfid (3,1), pokud nebude nic jiného pozname-
néno.
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T,s Dvé celd isla pat¥i do téze zbytkové tFidy "Cm prdvé
tehdy, kdyZ jejich rozdil je ndsobkem &isla m. :

Dvé cela Cisla a,, a," jsou prvky téZe mnoZiny "Cpn,
jestliZe o nich plati a, = mk; + ry, a,” = mk,’ + r,. Jejich
rozdil a, — a,' = (mk, + r)) — (mk,’ + r)) = m (k,—k).
Odtud vsak ihned plyne m | a, — a,". Nejsou-li dv& &isla
a,, a, prvky téZe zbytkové tfidy (mod ), pak musi platit
a, = mk, + r,a, = mky + ry, kde r, = r,, Plati pak
ay — ay = (mky + 1) — (mhy + 1) = m (ky — ky) +
+ (ry — ry). Podle pfedpokladu r, — r, = O a pfitom
|ry—ry| <m,nebot r, <m,r, <m.

T,y Je-li ddno m po sobé jdoucich celych &sel, pak prdvé
jedno z nich je ndsobkem &isla m a pritom jejich soudin
Je té€ ndsobkem &isla m.
Oznacime-li ¢ prvni ¢len posloupnosti m po sobé jdou-
cich celych disel, pak tato posloupnost mé &leny:

aa+ la+2,a+3,..,(a+m—1). (3,3

Mezi prvnim a poslednim ¢&lenem je rozdil m — 1 a rozdil
mezi kterymikoli dv€ma €leny posloupnosti (3,3) nemiZe
byt vétsi nez m — 1. Proto Zadna dvé &isla z posloupnosti
(3,3) nemohou naleZet do téZe zbytkové tfidy "C,, nebot
jejich rozdil by musil byt m. Jestlize tedy vSechny ¢leny
posloupnosti (3,3) jsou riznd Cisla, pak kazdé z nich patfi
do jedné ze zbytkovych tfid uplné soustavy "C, (3,1),
a tedy jedno z nich také do tfidy °C,,, coZ znamend, Ze je
nasobkem ¢isla m. Je-li viak né&jaké ¢islo ndsobkem m, pak
i kazdy jeho nasobek je ndsobkem ¢fsla m. Soulin viech
¢lend posloupnost (3,3) je viak ndsobkem nékterého {fsla,
které je délitelné Cislem .

Priklad 9. Doka’te, Z2e y = x® + 5x — 6 je {islo dé&li-
telné &fsly 2 i 3, at je x kterékoli celé ¢islo.
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Uzitim vét, které jiz zname, miZeme provést dikaz
dvojim zpiisobem:

1) Abychom dokézali 2 |y, budeme postupné& piedpo-
kladat, 2e x patfi do zbytkovych tfid °C,, 1C,, které tvoii
uplnou soustavu zbytkovych tfid, tj. Ze plati x = 2% nebo
x = 2k + 1, kde % je libovolné Cislo celé. V prvém piipadé
dostanemey = (2k)® + 5.2k — 6 = 2 (4% + 5k — 3).

Ve druhém pfipadé¢ y = 2k + 12 + 52k + 1)+ 6 =
= 2 (4k® + 6k* + 8k 4 6). Z obou téchto vysledki tedy
plyne 2 |y. Abychom dokizali 3 |y, budeme pfedpokli-
dat, %e x muZe byt prvkem kterékoli z mnoZzin ~1C,, °C,,
1Cy, které tvofi téZ uplnou soustavu zbytkovych tfid.
Pfedpokldddme-li x = 3k — 1, dostaneme po snadné
upravé y = 3 (9k® — 9%&% + 8k — 4); pifedpoklddime-li
x = 3k, dostaneme y = 3 (9%® 4 5k — 2); pfedpoklida-
me-li x = 3k 4+ 1, dostaneme y =3 (9k3 + 9k2 + 8k&).
Z t&chto vysledka viak plyne 3 | y.

2) Jiny zpusob feSeni dané dlohy niam umozZni vhodny
rozklad ¢isla y na dva séitance, o nichZ lIze snadno rozhod-
nout, Ze jsou nasobky Cisel 21 3.
y=x3+4+5x—6=x>—-x+x+5x+ 6=
=x(x—-1)4+6x—6=x—Dx(x+1)+2.30x—1).
Prvni séitanec je délitelny Cisly 2 i 3 podle véty T,,, druhy
s¢itanec podle véty T,. Jejich soucet je proto téZ délitelny
disly 2 i 3 podle véty T,,.

Priklad 10. Najdéte viechna celd ¢isla x, pro néZ plati
5|y, kdyz y = 4x* 4 1.

Vysetfujeme vSechny moZné pfipady, kdy x « "C, pro
r=0,+1,+4+2 Je-lix=05k paky=4.(5k)%+ 1=
=| 4.5%.k* + 1. V tomto pfipad¢ podle véty T,, neplati
5]y.

Je-li x=5k+ 1, pak y=405k+ 12+ 1=
=4.25k* +4.2.5.k+4+1=54.5k 1+ 4.2k 4 1);
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v tomto pfipadé plati 5|y. Je-li x =5k 4+ 2, pak y =
= 4.(5k + 2)2 + 1 = 5(4.5k* 4 16k) + 17; ponévadZ
prvoi séitanec je a druhy neni délitelny 5, neplati 5 |y
podle véty T,,. Podmince stanovené v tiloze vyhovujf jen
celd &sla x ¢ -1C; nebo x € 1C;; strutnéji: x musi byt
prvkem sjednoceni mnoZin -1C;, +1C;, tj. ¢islem z mno-
Ziny ... —6, —4, —1,1,4,6,9,10 ...

T,s Oznacime-li a;, a;' dvé libovolnd celd &isla patiici do téde
2bytkové tiidy 'Cp proi =1, 2, 3, ..., n, pak soulty
s=a+atat...+ans =a'+a’ +
ay + ... +asy s=r+rot+rg+ ... +r, jsou
proky téZe zbytkové titdy "Cn.

NapiSeme-li viechny séitance soudtu s ve tvaru a, =
=mky +r,a,=mky + 1y ... an. = mk, + rn, potom
podle predpokladu pro vSechny séitance souctu s platl
a)' =mk) +r, a =mky +ry ..., an = mky + ra
Tvrzeni s € 'C,, znameni s = mk + r. PonévadZ plati
s=(mky+ 1)+ (mky+1r)+ ... + (mka+1rs) =
=m,+k+ ... +tk)F(ntrat ... +r)=
=m,+k+ ... ko) +mk+r=mk,+ k +
+ ...+ ka4 k) + r, resp. pfi obdobné upravé s =
=mky'+k' +k'+ ... +k'+E) s = mk+
—i& r, plyne odtud, %e s, s’, s patii do téZe zbytkové tfidy

Méme-li tedy najit zbytek souctu celych &isel (na né&j%
lze pfevést i kazdy rozdil) pfi déleni Cislem m, pak toto
zkoumdni muZeme pfevést na vySetfovini zbytku jinych
souétiy, jako napf. soudti s’ nebo s s vyznamem popsanym
v T,;. UkdZeme to na ¢iselnych piikladech.

P#iklad 11. Urcete zbytky soucti a) s = 9923 + 4537 +
+ 1965 + 2879 pfi déleni ¢islem 9; b) s = 859 — 731 +
+- 708 — 636 pii déleni Cislem 7.
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a) Misto souctu s = 9923 + 4537 + 1965 + 2879 mi-
Zeme vysetfit soucet s’ = 23 + 37 4 165 + 179, jehoZ
sCitance vznikly ze s€itancli souctu s zmenSenych o zfejmé
ndsobky ¢isla 9, nebo souCets = 5 + 1 + 3 + 8. MizZete
se pfesvéddit, Ze viechna tfi Cisla s, s, s ddvaji pfi d(;!_leni 9
tyZ nezdporny zbytek 8, tj. viechny tfi soulty s, ¢, s, jsou
Cisla naleZejici do zbytkové tfidy 8C,.

b) Misto s = 859 — 731 4 708 — 636 miZeme vy3e-
tfovat soufet s’ = 159 — 31 4+ 8 — 6 nebo soulet s =
=5—3+41— 6. Ve viech pfipadech zjistime, Ze pfi
deleni soultl s, s’, s &islem 7 dostaneme vzdy zbytek 4, tj.
vsechna Cisla s,s’, s jsou prvky zbytkové tfidy 4C,.

T,s Oznatime ai, a;i' dvé libovolnd celd &isla patiict do téze
zbytkové titdy "Cp, pro i=1,2,3,...,n pak souciny
s=ayaza, ... a,.,s —al,a2,a3 Y A
=Ty ryry. r,. jsou proky réze zbytkove trtdy "Cm.

Soudiny s == (mk1 + r).(mky + 1) ... (mky 4 1)

a s = (mk) + r).(mky + 1y ... (mky + 1,)

se po provedeném ndsobeni zméni na soulty 2~ scitanct,

z nichZ 27 — 1 séitanct jsou souciny s Cinitelem m, které

pti d&leni Cislem m dévaji zbytek 0, zatimco jediny soucin

rirs. . .7, neobsahuje Cinitele m. Podle véty T,; najdeme
viak zbytek pfi déleni zminénych souctd &islem m tim, Ze

vySetfime zbytek pfi déleni scitance ryry...7n = s.

P#iklad 12. Je dino d&islo s = 859.731.708.636. Je
tieba rozhodnout, zda Cislo s je délitelné 7, a ziroven urdit
a) nejmen$i nezaporny zbytek, b) absolutné nejmensf
zbytek pfi déleni Cisla s &islem 7.

Misto ¢&isla s vySetfime &islo s =5.3.1.6 = 90. Pfi
déleni tohoto ¢isla &islem 7 dostaneme nejmensi nezaporny
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zbytek 6, z ¢ehoZ plyne, %e neplati 7 |s. Z celych &isel,
kter4 zirovefi s &islem 6 patii do zbytkové tfidy °C,, mi
nejmens{ absolutni hodnotu &islo —1, které je absolutné
nejmens$im zbytkem pfi déleni daného &isla se zbytkem.
Pifestoe jsme neprovedli numericky vypolet soudinu s,
muZeme tvrdit, e &islo s je tvaru 7% — 1 nebo 7k 4 6,
kde 2a & = k — 1 jsou celd Cisla.

Ty, Je-li n &islo piirozené a a, celé &islo tvaru mk, + ry, pak
mocniny a," 1 r" patii do tése sbytkové tiidy "Cp.
Platnost této véty plyne ihned z pfedchizejici véty T,

kdy? v ni poloZime @, = ay =a3 = ... = Qpy 7, = 1y =
=ry= ... = t, Znime-li binomickou vétu, miZeme

poucku T,, dokdzat i jinak. Mocninu a,” = (mk, + r,)"
muZeme podle binomické véty napsat ve tvaru souctu

(k) | (i‘) (mbyy—1.7, + (;’)(mkl)n—z.rl2 ot

:}— (nzl_ l)mkl.rl" -1 "{‘ rl".

Kazdy ze s¢itanct (kromé& posledniho) je zfejmé& délitelny
Cislem m, a proto délitelnost Cisla a," i jeho zbytek zdvisi
podle véty T,; jen na mocniné r,".

P#iklad 13. Urcete zbytek &isla x = 10873, ktery do-
staneme, kdyZ provedeme jeho déleni (se zbytkem)
Cislem 9.

Platf x = 1087° = (9.120 + 7)3. Misto Cisla x == 10873
muzeme dile podle véty T, vySetfit &islo £ = 73 = 343 =
9.38 -+ 1. Hledany zbytek pfi déleni ¢isla 10873 je tedy 1.
Najdete-li ve Valouchovych nebo jinych tabulkich 10873 =
== 1284365503, pfesvédcite se délenim cislem 9 o sprav-
nosti nalezeného zbytku 1 (mod. 9).
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Mohli jsme ovSem é&slo x psit ve tvaru (9.121 — 2)
a vySetfovat pak (—2)® = —8, coZ je Cislo ndleZejici do
1Cy, jak se snadno pfesvédcite, kdyZ k Cislu —8 prictete
dislo 9 (podle véty T,).

P#iklad 14. Urcete zbytek &isla y = 219 pfi jeho dé&leni
&islem 37,

Tuto dlohu rozieS$ime opakovanym uZitim véty T,, tak,
jak to stru¢né naznacime. Plati y = 2190 — (26)20 — 3220 —
= (37.1 — 5)®. Misto Cisla y budeme nyni vySetfovat
éislo y; = (—5)% = 5%, které patfi do téZe zbytkové tfidy
7Cy, jako Cislo y. Aviak y;, = 520 = (54)5 = 6255 =
= (37.17—4)5. Misto disla y, vySetfime nyni délitelnost
Cisla y, = (—4)5 = —45 = —219, které ndleZi do téZe
zbytkové tfidy jako Cislo y,. [Nyni bychom mohli jiZ na-
hlédnout do tabulky II na konci této kniZky a zjistit
—210 = —1024. Dé&lime-li toto ¢islo ¢islem 37, dostaneme
nejmensi kladny zbytek 12. MiZeme v3ak postupovat
i jinak, jak dile ukiZeme.] '

Platf y, = —210 = —(25)2 = —322 = —(37.1 — 5)
Misto y, miZeme vySetfovat dile ¢islo y; = —(—5)* =
= —25, které ndleZi do tfidy '2C,, stejné jako Cislo y.

Piiklad 15. Je déno pfirozené &fslo a = 10353 4 53103,
Rozhodnéte, zda plati tyto vztahy: a) 3 |a, b) 4 |a,c)5 | a
(viz priklad 4).

a) a=(3.34 + )53 + (3.18 — 1)19, Podle véty T,;
a T,, miZeme misto Cisla a vySetfovat délitelnost ¢isla
a=(+1¥ 4 (—1)1% =1 —1=0. Plati tedy 3 |a.

b) a=(4.26 — 1) 4 (4.13 + 1)1, Misto Cfsla a
vySetfime a = (—1)®¥ + (+1)'® = —-1+4+1=0, coZ
znamend, Ze Cislo a a také &islo a je ndsobkem Cisla 4.

c) a=(5.20 + 3)* + (5.10 4 3)'%, Misto dCisla a
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vySetfime nyni &islo a; = 358 319 = 3,362 4 3 3102 —
= 3(3%) + 3(3%)61 =3.(5.2 — 1)*® + 3 (5.2 — 1)5.
Misto Cisla g, vySetiime nyni (podle vét T, 5, Tyg T, ;) Cislo
@y =3(—1)+3(—1)1 =3 _3=0. Plati tedy té2
5| a. (Dusledky: viz véta Ts,.)

T,g Jestlize z ibovolnych mocnin celych isel ay, ayy as, . . -,
any jejich mocnitelé jsou pfirozend &isla, utvoFime po-
detni vyraz konelnym poltem operact séitdni, odéitdni
a ndsobeni, pak &islo a takto vzmiklé par¥i do téze zbyr-
kové tridy "C,a jako &islo a, které dostaneme z poletniho
vyrazu pro &islo a, kdys v ném nahradime dand &sla
Jejich zbytky 11, Ty tay o ..y o (mod m).

Tato véta shrnuje pfedchdzejici véty Ty, T1q, Ty, které

jsou jen specidlnimi pfipady véty T, UZiteCnost této véty

pro kontrolu numerickych vypoltl ukdZeme jen na jednom
priklade.

®

Piiklad 16. Je dédno &islo o — 182° -+ (3242 — 7354 +-
+ 2963).64 — 751.135. Vypoltéte zbytky pfi déleni ¢isla
a tislem m proa)y m = 9, b)m— 11.

a) Misto a budeme vySetfovat podle modulu 9 &islo
a—23+(02—1+2)l~40—8-l—l—0—9
Odtud plyne a € °C, ¢ili &islo a 1e délitelné Cislem 9.

b) Misto Cisla a budeme vySetfovat podle modulu 11
dislo
a=6"+ (52— 6+4).9—3.3=2164 207 — 9=
= 414,

Cislo 414 € C, ¢ili také a € *Cyy. To znamend, Ze &islo a
pfi déleni 11 davd zbytek 7.

JestliZe si provedete naznaCeny vypocet isla a, dostanete
a = 12 364 623, které je skutecné délitelné Cislem 9 a pfi
déleni ¢&islem 11 div4 zbytek 7.
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Cviéeni

3,1. Najdéte mnoZinu viech celych Cisel x, pro ktera plati
a)13 [ 4x® + 1,b) 11 | 6x% 4 1.

3 2 DokaZte, Ze pro kazdé celé Cislo x plati: a) 3 | x® + 2x,
Q]ﬁ—6x2+2x—3 c)3|3x%— %+ 9x2 4+ x + 3.

3,3. Je dino celé &islo y = x® — x% DokaZte, Ze pro kazdé

celé &islo x plati tyto vztahy: a) 3 | ¥ b) 4 |3 ©) 5]y.

DokaZte, Ze soulet tfetich mocnin tfi po sobé jdoucich

celych &isel je délitelny deviti.

3,4. DokaZte, 2¢ funk¢ni hodnoty polynomi x% — 4x + 8
majf pro celd disla x tyto vlastnosti: a) 2ddn4 z nich neni
délitelnd tfemi; b) je nekoneén& mnoho takovych, které
jsou liché.

3,5. Necht m > 1, » jsou Cisla pfirozend, x libovolné ¢islo
celé. DokaZte, Ze plati tyto véty: a)je-li x € 1Cn, pak je téZ
a2 € 1Cp; b) je-li x € —1C,, pak pii lichém 7 je x" €
€ -1C, a pfi sudém 7 je x" € 1C,,.

3,6. DokaZte, Ze pro prirozend Cisla » plati:
a)3|2»—7,je-linsudé; b)5|2" — 7,je-lin € 1Cy;

c) 6124 —7;d) 5]3.21%7 ],

3,7. Je-li f (x) polynom s celymi koeficienty

f x)=ax"+ ax"-'+ ... + an1x+ a, a jsou-li
x,, %, dvé& celd &isla nleZejici do téZe zbytkové tFidy, "1Cn,
pak také funkcni hodnoty f (x,), f (x,'), f (ry) patfi do téze
tf{dy "Cn. DokaZte toto tvrzeni a ovéfte si je pak na vhodné
volenych pfikladech.

3,8. Uzitim binomické véty dokaZte, Ze pro pfirozend Cisla
n plati, Ze (n + 1)"—! je ndsobkem Cisla n*.

3,9. Pro mocniny 10", kde n je nezdporné celé cislo,
urete zbytky pfi jejich déleni cisly 3,9, 11.
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4, kapitola

CISELNE SOUSTAVY
A KRITERIA DELITELNOSTI

Pfi vyjadfovani mySlenek zileZi nejen na tom, abychom
znali pfesné obsah a rozsah riznych pojmi, oznaenych
riznymi nizvy, ale i té&ch riznych pojmu, které jsou ozna-
deny tymZ ndzvem. Proto jsme vis jiz v kap. 1 upozornili
na dvoji vyznam terminu ,,délitel. Casto je té% t¥eba si
uvédomit, zda se néjaky vyrok tykd uréitého pojmu nebo
jeho ndzvu ¢i znacky (symbolu). Tak napf. pravdivy vyrok
»8 je Cislo sudé« se tyka Cisla 8, kdeZto jiny pravdivy vyrok
»8 je arabska Cislice* se tykd matematické znacky Cisla 8,
tj. Cislice (cifry), slouZici k oznaceni ¢isla. V dalSim textu
tohoto €lanku vas upozornime jeSté na to, Ze vyrok ,,8 je
jednociferné Cislo je rovnéZ pravdivy, kdyZ jeho vyznam
budeme chipat ve smyslu urcité umluvy. Nespravné
chépéni rozdilu mezi pojmy Cislo a zapis Cisla Cislicemi vede
nékdy k pouZivdni nesprivnych rceni, jako napf. ,.Cislo
zakonéené dvéma nulami®. Takovym réenim se musime
vyhybat, chceme-li se ucit pfesné€ myslit i vyjadiovat.
Kdy% se v pocatcich lidské kultury udili lidé poditat,
uZivali k oznaCovani malych pfirozenych ¢isel samostatnych
nazvu i grafickych nebo jinych znacek. Pfirozenych Cisel je
viak nekone¢né mnoho a proto brzy vznikla potfeba sdru-
Yovat urlity pocet jednotek do jednotek vyssich fadu,
vytvifenych podle urCitych pravidel, a pomoci jejich
ndzvi i znadek vytvdfet ndzvy i znackové vyrazy pro ozna-
Covani vétiich &isel. Tak vznikaly Ciselné soustavy o riz-
ném zikladu. Nejéastéji se uzivalo Ciselné soustavy desit-
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kové (dekadické), coZ zfejmé souvisi s tim, Ze prsty na ru-
*ou byly nejlastéji pouZivanou poctdfskou pomiickou lidi
na primitivnim stupni kultury.

Kdyby se byl €lovék vyvinul jako tvor s festi prsty na
kaZdé ruce, pak bychom asi dnes pouZivali nejvice ¢iselné
soustavy dvandictkové, ktera by méla nékteré vyhody protd
soustavé desitkové; islo 12 m4 totiZz tu vlastnost, Ze ma
v mnoZiné viech pfirozenych Cisel Sest délitely, tj. Cisla 1,
2, 3, 4, 6, 12, zatimco ¢islo 10 ma v téZe mnoZiné jen Ctyfi
délitele, tj. ¢isla 1, 2, 5, 10. V davnovéku se uZivalo i jinych
Ciselnych soustav. Tak napf. Babyléfané, ktefi dosahli
v matematice obdivuhodnych vysledka, uZivali soustavy
Sedesatkové; dokladem toho jsou v praxi dosud uZivané
soustavy Casovych a thlovych jednotek. -V poslednim
Ctvrtstoleti nabyla zna¢ného vyznamu pro techmickou
praxi téZ Ciselnd soustava dvojkovd (dyadicka) pro nékteré
vyhody, jichZ je moZno vyuZit pfi konstrukci &islicovych
elektronickych pocitacich stroji.

JiZ v davnovéku se k zapisovini nékterych pfirozenych
Cisel pouzivalo jednoduchych znacek a k zapisovini ostat-
nich pfirozenych ¢isel sloZzenych znackovych vyrazi, které
se vytvafely z jednoduchych znacek podle urditych skla-
debnich principd. Nejjednodussi byl princip adiéni (s¢i-
taci), pfi jehoZ pouZivini fada za sebou napsanych znacek
oznacovala Cislo rovné souctu Cisel, oznaCenych jednotli-
vymi znaCkami. Jako pfiklad uvddime v obr. 2 vyznaCeny
egyptsky hieroglyficky zdpis Cisla 423. V ném kazda
z prvnich ¢étyf znadek oznacuje ¢islo 100, kazdd z dalsich
dvou ¢&islo 10 a kaZda z poslednich tfi &islo 1.

NN

Qbr. 2.
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Pfi zapisovini Cisel se dfive uZivalo i jinych skladebnich
principtl, z nichZ jist& znéte princip, ktery se uplatiioval pfi
zapisovini Cisel fimskymi &islicemi. Pro vyvoj matematiky
nabyl vSak nejvétSiho vyznamu princip pozicni, jehoZ se
¢4stené uZivalo jiZ pred 2000 lety. V VIII. a IX. stoleti
propracovali uZivani tohoto principu ve spojeni s &iselnou
soustavou desitkovou matematikové indi¢ti. Znalost indic-
kého zplsobu zapisovini &isel, jehoZ dnes uZiva cely kul-
turni svét ve formé jen malo zménéné, pfenesli do Evropy
pfedeviim Arabové, a proto snad nepfekvapuje, Ze pu-
vodni indické Cislice se nyni oznacuji Casto jako arabské.
V dalSich odstavcich se zminime struéné o uZivani pozi¢-
niho principu pfi zapisovani isel v libovolné Ciselné sou-
stavé, jejimZ zdkladem miZe byt kterékoli pfirozené Cislo
2> 1. Zapisovini pfirozenych Cisel timto zpilisobem se
opird o nasledujici vétu.

T,y Je-li ddno przrozene Gislo 2 > 1, pak kazdé pFirozené
Cislo y je moZno vyjddrit pra'vé ]edmm zpisobem ve tvaru
Y=cC2"+ Cny 2" + ...+ a2t + ch_2F 4
+ ... 4+eqz+co (4,1), v n¢mf ¢ (i=0,1,2,3,

. .5 1) Jsou celd nezdpornd é&isla, pro kterd plati ¢; < z,
Cn + 0.

Dikaz véty T,, snadno provedeme uZitim véty T,;,
pii¢em? se ukiZe, jakym zpusobem lze najit rozklad cisla y
ve tvaru (4,1), ktery pro struénost budeme né€kdy oznacovat
R (2) a nazyvat rozvoj piirozeného &sla y v soustavé z—-adické,
t(i‘.j napf. dyadické (dvojkové), triadické (trojkové) atd.

slo z nazyvame zdklad soustavy.

Podle véty T, existuje jedind dvojice takovych Cisel %,
¢y Ze plati

y=hkz+¢p0=¢, < 2. (4,2)

Urdime-li délenfm &isla &, ¢y, pak lze najit takovi Cisla
ks, ¢y, Ze plati
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Ry =kyz+ ¢, 0= ¢ < 2. (4,3)

Po dosazeni &, = &, z + ¢, do rovnosti (4,2) dostaneme
y=~Fky 22+ ¢, 2 + ¢, Neni-li k, mens$i neZ 2, pokratu-
jeme obdobné v hleddni rozkladu %, = k&, 2 + ¢,, aZ do-
spéjeme nakonec k rovnosti k,= kn.,2+ cny, kde
Ry = 0, a tedy k, = cn, CimZ dospéjeme téZ k hleda-
nému rozvoji R (2) uvedenému v (4,1). UkdZeme hledédni
rozvoje R (2).

PFiklad 17. Najdéte rozvoj Cisla 2642 v soustaveé pétkové.
UZitim postupu naznaeného vySe dostaneme tyto rov-
nosti:

1) 2642 = 528.5 + 2; 2) 528 = 105.5 + 3; 3) 105=
=21.54+0;4)21=4.5-41;54=0.5+4.

Tak jsme nash Gislaco=2,¢,=3,6,=0,c3=1,¢, = 4
pro hledany rozvoj 2642 = 4.5¢ 4 1.5% + 0 52+ 3.5 4
+- 2.

Danou tlohu muzZeme fesit t€Z jinak, zejména mime-li
po ruce tabulku mocnin 5*. Zjistime-li, Ze dané Cislo lezi
v intervalu uzavieném dv&ma po sob& jdoucimi mocni-
nami &sla 5, tj. 5% < 2642 < 5% snadno najdeme délenim
(se zbytkem) 2642 = 4.5% 4 142; tim je nalezen prvni
sCitanec rozvoje 4.5% Ze vztahu 53 = 142 = 5% najdeme
snadno 142 = 1.5% + 17, ¢im? je nalezen druhy hledany
sCitanec 1.53, Pon&vadZ 5! < 17 < 5%,plati 17 = 3.5 + 2,
&im?Z jsou nalezeny zaroven posledni dva s¢itance hledaného
rozvoje. Zapsini s¢itance 0.5% do hledaného rozvoje ne-
potiebuje jist& vysvétleni, ma-li byt v rozvoji vyznalen
1 ten séitanec, ktery je nisobkem mocniny 52.

PFiklad 18. Vyhledejte rozvoj R (2) ¢isla 22223 v Ciselné
soustavé o zakladu z = 12.
Postupnym délenim ¢islem 12 najdeme tyto rovnosti:

49



1) 22223 == 1851.12 + 11; 2) 1851 = 154.12 + 3; 3)
154 =12.124+10;4) 12=1.124+0;51=0.12 + 1.
Tak jsme nasli &sla ¢, =11, ¢; =3, ¢, =10, ¢; = 0,
¢4 =1 pro hledany rozvoj 22223 = 1.12¢4 0.12% +
4 10.12% 4 3.12 4 11.

Je-li dino pfirozené ¢&islo z > 1, pak posloupnostf
celych nezdpornych &isel cgy ¢y Cyy - - « 5 En—1, €n Vyhovujicich
podminkim véty T,y je jednoznacn& urCen rozvoj R (2)
disla y. Struény zapis téchto Ciselnych idaji charakterizu-
jicich uréité &islo miZeme provést ve formé

v (lenfen—1len-s - - lez fe1 o) 25 (4,4)

kde lcg, le1s |c2s - -5 |cn jsOu Cislice (cifry), tj. znalky pro
Cisla ¢g, €15 ... Cny zapsané v zdvorce v pofadi odprava
doleva, pfiCemZ k zdvorce je pfipojen index =z, udavajict
zdklad ciselné soustavy. Pfi zdpisech Cisel ve formé (4,4)
v kterékoli Ciselné soustavé zvolime si za znaCky Cisel
mensich neZ 10 arabské éislice 0, 1, 2, 3, ..., 9. Pro Cisla
¢i = 10 méli bychom si vymyslit dalsi jednoduché znacky
(Cislice) a stanovit pevné jejich vyznam. Tak se to déla
v né&kterych kni¥kach pfi vykladu o zapisovani ¢isel uZitim
pozi¢niho principu v riznych ¢&iselnych soustaviach. Aby-
chom si nemusili pamatovat vyznam nové zavadénych
znadek, uZijeme symboli |10, |11, |12, ... jako znacek pro
isla 10, 11, 12, . ... Konelné se jesté dohodneme, Ze pfi
zdpisu disla v Soustavé desitkové vynechdme zdvorku
s indexem 10, tj. zdpis 375 znamend totéZ jako zdpis
(375)10

Uzitim vysledki nalezenych v pfikladech 17 a 18 muZe-
me tedy zapsat tyto rovnosti:
2642 = (41032),, 22223 = (10 |10 3 |11),,.

V jazyce mluveném Cteme ovSem zapis (41032); asi
takto: Cislo zapsané dCislicemi 4, 1, 0, 3, 2 v soustav§
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pétkové. Obdobné fteme zipisy Hsel i v jinych Ciselnych
soustavach. Pfitom plati amluva, Ze¢ vynechdn! slov
»sV soustavé pé&tkovés nebo obecné ,,v soustavé z-adickés
znamena, Ze jde o zdpis Cisla v soustave desitkové.

Plati-li pro rozvoj pfirozeného (isla y = R.(z) podminky
vty Tu, zejména podminka ¢, = 0, a zapisujeme-li pfi-
rozené Cislo Cislicemi podle vzoru(4,4), pak lze kazdé prx-
rozené Cislo zapsat v kazdé soustavé pravé jednim zpiiso-
bem. Zapis se pfitom skladd z n + 1 élsllc, mezi nimi%
nemuze byt na prvnim misté Cislice 0. O pfirozeném (isle
¥, které je takto zapsdno v soustavé z—adické k ciframi (& je
Cislo ptrirozené), fikime, Ze je to &islo k—ciferné v soustavé
z-adické, UZijeme-li zkrdceného ndzvu &islo k—ciferné,
rozumi se tim, %e jde o Cislo k—ciferné pfi jeho zdpisu
v desitkové soustavé,

Ctyfciferné &islo 2642 je Sislem péticifernym v soustavd
pétkové. Péticiferné Cislo 22223 je péticiferné i v soustave

dvandctkové, nebot kaZdy ze symbola |10, ]11 musime
pokladat za Cislici. Zapamatujme si, Ze podle nasi umluvy
Cislo O neni jednociferné. I kdyZ to v této kniZce nepotfe-
bujeme, pfipominame to proto, Ze je to dileZité pro spravné
chipani nékter}’fch vét teoretické aritmetiky.

Snadnym vypoc¢tem si ovéfime, Ze plati
(1000), = (22) = (20), = (13)s = (12)g = (11), =
= (10), = (8); = 8. _ _
Z tohoto jednoduchého piikladu vidime, Ze zdpis téhoZ
Cisla osm mtZe mit pfi zapisu v riznych ¢iselnych sousta-
vich (pfi uZiti pozicniho principu) rizny pocet cifer a Ze
miZe byt zakoncen riznym poctem d&islic 0. Réeni ,,zdpis
¢isla ma na konci éislici 0 nemél by byt nahrazovin méné
vhodnym réenim ,,¢islo ma na konci nulu‘.

Upustime-li od podminky ¢, -« 0 ve vé&t& Ty, tj. pfi-
pustime-li té% ¢, = 0 s pfisluSnym ddsledkem pro zipis
isla podle vzoru (4,4), lze kaZdé pfirozené Cislo v téZe
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soustavé zapsat vice neZ jednim zplsobem. V tom pfipadé
ziejme& plati napf. 24 = 024 = 0024 = 00024 = ....

S timto zplsobem zapisovini pfirozenych &isel se ve $kole
zpravidla nesetkdvime kromé jedné vyjimky, kterou stru¢né
piipomeneme.

Cislo 38752 muZeme rozloZit v soudet dvou sditancd
38700 + 52, z nichZ druhy sCitanec miZeme charakteri-
zovat nazvem Cislo zapsané poslednim dvojéislim 38752.
Obdobné ¢&islo 752 muZeme charakterizovat jako Cislo
zapsané poslednim trojéislim &isla 38752. Cislo zapsané
poslednim dvojCislim ¢isla 1900024 je 24, éislo zapsané
poslednim trojcislim Cisla 1900024 je ¢islo 024 = 24, Cislo
zapsané poslednim Ctyicislim cisla 1900024 je Cislo 0024 =
= 24,V tomto piipadé ¢islo zapsané poslednim dvojlislim,
trojlislim i CryfCislim je totéZ &islo 24. Poslednim k-Cislim
daného &sla rozumime zdpis &isla sklddajiciho se =z poslednich
k Cislic daného &sla pri jejich nezménéném poradi.

V praktickém Zivoté se uZziva Cislicovych zdpist majicich
tvar zdpisi pfirozenych Cisel asto téZ k oznacovdni riz-
nych prvka nékterych mnoZin, jako napf. bankovek, losi,
obCanskych prikazi, telefonnich stanic aj. V dislicovém
oznaCeni n&kterych pfedméta byvaji nékdy obsaZena dile-
Zitd technickd data o téch pfedmétech, které oznacuji, jako
napf. u lokomotiv aj.

Priklad 19. Ktera pfirozena &isla jsou v Eiselné soustave
o zdkladu 2 zapsédna » jedni¢kami ? Numericky vypocet pro-
vedte pron =12,z = 2, 2 = 3.

Oznaéme 7%/, pfirozené Cislo, které je v soustavé o za-
kladu z zapsano 7 jednitkami, tj. tedy

Sp=1.2"-1+ 12724+ . +1.22+ 1.2+ 1.

Zndasobime-li tuto rovnost ¢islem 2 — 1, dostaneme
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oz — D)= (2-1 4 2024 2n-34+ ...+ 2z, +
F+z+DE—1)=2n+2n-1 42724 ., 4284

+ 24 z—2n-1—2n-2 22 _z—1=2"—1.

Ponévad? z > 1,je 2 — 1 « 0, tak¥e pfedchdzejici rovnost
muZeme délit Cislem z — 1. Dostaneme tak

—(—1D:(z—1).

Je-li n = 12, pak uZitim tab. II. dostaneme snadno:
a) kdyz z = 2, pak %, = 2! — 1 = 4095; b) kdy% z = 3,
pak ¥;a = (312 — 1) : (3 — 1) = 531440 : 2 = 265720.

P¥iklad 20. Je ddna posloupnost pfirozenych (isel ap,
v niZ zdpis n—tého ¢lenu v desitkové soustavé ma 2n tako-
vych cifer, Ze na prvnich » mistech jsou Ctyfky a na zbyva-
jicich n mistech dvojky. DokaZte, Ze libovolny Clen a, této
posloupnosti je soulinem dvou po sobé& jdoucich pfiro-
zenych &isel.

Oznacime-li j, &islo, které v desitkové soustavé je za-
pséno n jednickami, pak 9 j, je &islo zapsané 'n devitkami
a proto 9 j, + 1 = 107 (k tomuto vztahu je moZno dojit
i jinou cestou; viz pf. 19). V posloupnosti @, = 42, a, =
= 4422, a; = 444222, ...,je moZno a, vyjadfit takto:
An=Jn.4.10" + 0.2 = §5. 4 (Yn + 1Y + jn.2 =
= 36/a> + 6jn = 6Ja (67n + 1). Tento soudin je zfejmé
sou¢in dvou po sobé jdoucich pfirozenych ¢&isel, z nichZ
prvni, tj. &islo 67, je v desitkové soustavé zapsdno 7 Sest-
kami, Plati tedy: g, = 6.7, a, = 66.67, a; = 666.667, .

PFiklad 21. Vypoctéte pfirozené Cislo 2, pro které plati

(435), = (1352),.
Dana tloha se snadno pfevede na feSeni rovnice

422+ 32+ 5=1.643.624 5.6 4 2.
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Po snadné Gpravé dostaneme rovnici 422 + 3z — 351 = 0,

kterd ma kofeny 9, — 39 . Slovni dloze vyhovuje oviem jen

4
kofen z = 9.

V poltafské praxi mdme casto rozhodnout o tom, zda
né&jakeé pfirozené Cislq,je nebo neni délitelné jinym pfiro-
rozenym cislem. Proto jsou uZitecné poucky udavajici
charakteristicky znak nebo souhrn znakd zkoumaného
¢isla, podle n&¢hoZ miiZeme tuto otdzku rozhodnout rychleji
neZ délenim. Takové poucky, jim2 Fikdme kritéria délitel-
nosti, se zpravidla opiraji o vlastnosti zapisu vySetfovanych
Cisel v Ciselné soustavé z-adické, nejcastéji oviem deka-
dické. V daliim textu vim ukaZeme odvozeni nékterych
kritérii délitelnosti, kterd budou obecné&)i formulovina neZ
kritéria délitelnost, ktera jiZ znate ze Skoly.

Maime-li vySetfit délitelnost &isla y = R(2), kde R(2) je
rozvoj vyznaceny v (4,1) Cislem z* muiZeme vyuZit toho,
Ze Cislo y lze napsat ve tvaru souctu dvou séitanct

Y =5p+ Spy (4,5)

kde s, je soucet politeCnich n — &+ 1 ¢lent rozvoje
R(z) a sx soulet poslednich % s¢itancd rozv0)e R(z). Plad
tedy s, = ca2” + Cnwy 2"~ 1 ...+ a3t

= 2¥(caz"k + ... + ca)y (4,6)
sk—ck 125 1—l—ck z"-z-IL...+co§(z—l)z"—1+

(z—l)z” ..+ E@—Dz+(=—-1D=
zt— 1 < 2~

PonévadZ v soultu y = s, + sx je prvni scitanec zfejmé
deélitelny Cislem 2*, zaleZi zbytek Cisla y pfi déleni Cislem zk
jen na délitelnosti Cisla sy < z*. Nezaporné Cislo s» mlZe
byt proto délitelné Cislem z* jen tehdy, kdyZ sx = 0, coZ
muZe nastat pravé jen tehdy, kdyZ cx-; = cr—3= ... =
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= ¢; = ¢, = 0 (viz cvi¢. 1,4). Odtud viak snadnou dvahou
plyne platnost nésledujici véty.

T,, Pfirozené &islo y je délitelné pFirozenym &islem z* prdvé
tehdy, kdyZ v zdpisu isla y v Eiselné soustavé z—adické
Jsou na poslednich k mistech jen Eislice 0.

Podle této véty muZeme snadno rozhodnout, Ze napf.
Cislo (1101010000), je délitelné cislem 24 = 16, cislo
(341000); je délitelné &islem 53 = 125, &islo (140200), je
délitelné Cislem 72 = 49 apod. Plat tedy i specidlni kri-
téria délitelnosti, jichZ Casto uZivate ve Skole pro Cisla za-
psand v dekadické soustavé:

a) Je-li dino pfirozené &islo asponi k-cifernym zdpisem

v desitkové soustavé, pak pii jeho déleni Cislem 10* (& je

¢islo pfirozené) dostaneme zbytek, ktery je v desitkové

soustavé zapsan poslednim k-Cislim daného cisla. b) Priro-
zené Cislo dané zapisem v desitkové soustavé je délitelné

Cislem 10* priavé tehdy, kdyZ na vSech poslednich %

mistech jeho zépisu jsou Cislice 0.

Je-li 2 = 10, pak dislo s, (viz (4,6)) obsahuje Cinitele
10f = (2.5)* = 2%.5% a proto 2* |s,, 5% |s,. Zbytek,
ktery dostaneme pfi déleni ¢isla y Cislem 2% nebo 5%, je
tedy stejny jako zbytky, které dostaneme pfi déleni druhého
s¢itance s, Cisly 2% nebo 5* (podle véty T,;). Plati tedy
nasledujici dvé véty T,; a T, a jejich disledky.

Ty, Délime-li Cislem 2% jednak aspori k—ciferné pfirozené
&islo y, jednak &islo vyznalené jeho poslednim k-Cislim,
pak pti obojim déleni dostaneme tyZ zbytek.

Dasledek. Dané piirozené &islo je délitelné Eislem 2* prdvé
tehdy, kdyZ je &islem 2* délitelné Cislo zapsané poslednim
k=Cislim v zdpisu daného Cisla.
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T,. Dé&lime-li &islem 5% jednak aspori k—ciferné piirozens
&slo y, jednak &islo vyznalené jeho poslednim k—&islim,
pak pii obojim déleni dostaneme t1yZ zbyrek. o

Dusledek. Dané prirozené &islo je délitelné islem 5% pravé
tehdy, kdyZ je &islem 5% délitelné &slo zapsané poslednim
k-¢islim v zdpisu daného &sla.

Tak napf. Cislo y = 790235 pti déleni Cislem 2! = 2 div§
(podle vty T,,) tyZ zbytek jako Cislo 5 pfi déleni dvéma, 4.
1; pfi déleni &isla y Cislem 22 = 4 dostaneme tyZ zbytek
jako pfi déleni Cisla 35 Cislem 4, tj. 3; pfi déleni &isla y
Cislem 23 = 8 dostaneme tyZ zbytek jako pfi déleni &isla
235 &islem 8, tj. 3; pfi déleni &isla y &islem 24 = 16 dosta-
neme ty% zbytek jako pfi déleni &isla 0235 = 235 Cislem 16,
tj. 11. Délime-li &islo y postupné isly 5! = 5, 5% = 25,
53 = 125, 54 = 625 dostaneme podle véty T,, zbytky 0,
10, 110, 235.

Necht je dino urdité pfirozené &islo zapisem v dekadické

soustavé, ktery odpovidd dekadickému rozvoji

€n 107 + cnmy 10°-1 4 L. 4 ,10% + ¢, 10 + ¢oy (4,7)

kde &isla cpy Ca—1s - - -5 Cay €15 €o jsOu urlena jednotlivymi
ciframi zdpisu Cisla v desitkové soustavé. Utvofme nyni
funkci proménné z, kterd vznikne z vyrazu (4,7), kdy
v ném misto ¢isla 10 v mocninich 107 piSeme vSude z,
Dostaneme tedy funkci

R(z) = ca2" + Ca-y1 2"~ 1+ ... + 22 + 12 + ¢, (4,8

Dosadime-li z= 1 do vyrazu R(z), dostaneme Cislo R(1),
pro n&Z plati R(1) = ¢n. 1" + cp—y. 171 ... 4 ;.12 +
G ldecg=co+ci+c; + ... + ca—y + ¢ Toto
&islo R(1) je tedy souctem vsech Cisel, kterd jsou oznacena
jednotlivymi ciframi daného Cisla pfi jeho zdpisu v desftkové
soustavé, Nékdy se pro oznaleni tohoto &sla uZivd nizvu
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ciferny souet, ktery neni dost vhodny, ponévadZz muiZe
snadno vést k nesprivnému nizoru, Ze je moZno sCitat
cifry (Cislice). Nézev je viak pfipustny, kdyZ pfijmeme
ndsledujici definici.

D, Ciferny souéet daného &sla nazyvdme soulet vsech Eisel,
kterd jsou oznalena jednotlivymi ciframi zdpisu daného
&sla (v desitkové soustavé).

Funk¢ni hodnoty R(10) i R(1), které pfedstavuji dané
&islo a jeho ciferny soucet, jsou v uréitém vzijemném vzta-
hu, jehoZ vyuZijeme pro kritéria délitelnosti pfirozenych
&isel ¢isly 3 2 9. Cislo 1 a ¢islo 10 = 3.3 + 1 patfi do téZe
zbytkové tfidy 1C; a proto ¢isla R(1) a R(10) musi patfit
podle véty T,, rovné% do stejné zbytkové tfidy 7Cs.
Ponévad? ¢islo 1 a é&islo 10 = 9.1 + 1 patfi do téZe zbyt-
kové tfidy 1C,, musi do téZe zbytkové tfidy 'C, patfit téZ
¢isla R(1) a R(10). Tak jsme ukézali odvozeni nasledujicich
vét Ty, a T,,, teré maji vim uZ znamé dusledky.

T,; Délime-li &islem 3 dané &islo 1 jeho ciferny soulet, pak
v obojim pripadé dostaneme steyny zbytek.

Disledek: Prirozené &islo je délitelné tfemi prdvé tehdy,
kdy# je tiemi délitelny jeho ciferny soudet.

Ty, Délime-li &slem 9 dané &islo 1 jeho ciferny soulet, pak
" v obojim pFipadé dostaneme stejny zbytek.

Disledek: Pfirozené Cislo je délitelné deviti prdvé tehdy,
kdyz je deviti délitelny jeho ciferny soucer.
Jestlize do vzorce (4,8) dosadime z = —1, dostaneme
funkéni hodnotu R(—1) = ¢p.(—1)" + cu—y (—1)"-1 +
F oo F (=124 () teo=co— e+ e+
+ oo F (D tcuy H (—Den = (co + ¢ +
+ey+ . )—(a+eates+ .0
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Cislo —1 a &slo 10 = 11 — 1 patfi do té¥e zbytkové tiidy
—1Cn a proto podle véty T, patfi isla R(—1) a R(10) do
stejné zbytkové tfidy 'C11 Odtud plyne snadnou tvahou
nasledujici véta T, 1 jeji dusledek,

Ty; Délime-Ii Eislem 11 dané &islo 1 soulet &Eisel vyznalenych
Jednotlivymi ciframi na mistech sudého ¥ddu zmenseny
o soucet &isel vyznalenych ciframi na mistech lichého
Fddu daného &sla, pak oba zbytky jsou stefné.

. Dusledek: Pfirozené &islo je délitelné jedendcti prdvé
tehdy, kdyZ je jedendcti délitelny soulet &sel oznalemych
ciframi na mistech sudého Fddu zmenieny o soucet Cisel ozna-
&enych ciframi na mistech lichého fddu.

Tak napf. &slo s = 2597778 je délitelné 3 i 9, nebot &islo
84+7+74+7+9+4 5+ 2=45je délitelné 3a9; po-
névadz Cislo 8 —74+7—74+ 9 —5+ 2 =17, musime
pfi deleni ¢isla s Gislem 11 dostat zbytek 7. -

Vét T,, a T,; miZeme vyuZit k rychlemu urleni zbytkd
pri déleni danych cisel Cisly 9 a 11 pfi tzv. devitkové nebo
]edenéct.kovc zkouSce spriavnosti né&jakého numerického
vypoltu, jak jsme je ukdzali v pfikladé 16 piedchézejici
kapitoly. UkaZeme takovou zkousku jesté na jednom jedno-
duchém pfiklade.

P¥iklad 22. Provedte devitkovou i jedenictkovou zkous-
ku spravnosti vypoctu soudinu 3954.657 = 2957778.

a) Pfi devitkové zkousSce zjistime, Ze prvni ¢initel patfi do
zbytkové ttidy 3C, a druhy do tfidy °C,. Proto jejich soucin
patfi do téZe zbytkové tfidy jako &islo 3.0 = 0. Skutelné
vysledekmacxfernysoucetS +7+74+7+5+9+2=
= 45, ktery je déhtelny deviti. Tato zkouska podporuje
domnénku o spriaynosti vypoctu daného soutinu.

b) Pfi jedendctkové zkouSce zjistime, Ze prvni Cinitel
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soucinu patff do zbytkové tFidy C,;, nebot {islo 4 — 5 +
% 9 — 3 = 5 patfi do tfidy °C,;. Druhy .Cinitel patfi do
zbytkové tfidy 8C,,, nebot 7 — 5 4 6 = 8 ndleZi do tfidy
8C,1- Proto soulin danych Cisel musi patfit do téZe tfidy
(mod 11) jako ¢&islo 5.8 = 40, které patfi do tfidy ?Ci;.
V tloze udany vysledek 2957778 nilezi (mod 11) do téZe
tfidy jako Cislo 8 — 7+ 7—7+5—-94 2= —1, tj.
do tfidy —1C,,, coZ je v rozporu se zji§ténim, Ze soudin patfi
do tfidy ?C,,. Tento nesouhlas ukazuje, Ze vypocet nebyl
sprivné proveden. Propoctenim zjistime, Ze dany soudin
s = 3954.657 = 2597778, ktery patfi do tfidy “C,,, jak
jsme jiZ dfive zjistili.

Poviimnéme si, Ze v loze udany nesprivny vysledek se
od spravného vysledku lisi zménénym pofadim dvou po
sob¢ jdoucich ¢islic. V tom piipadé je ciferny soucet obou
{isel stejny a proto se chyba vypoctu pfi devitkové zkousce
neprojevila. Provedeni devitkové a jedendctkové zkousky
zvy$uje pravdépodobnost, Ze pfipadnd chyba v numeric-
kém vypocétu bude objevena.

Cviéeni

4,1 Urclete neznimé 2, pro néZ plati nasledujici rovnosti:
a) (624), = (2222),; b) (1004); = (20110),; c) (10203), =
= (1100110),.

4,2, Jestlize zapisy dvou pfirozenych Cisel v dekadické
soustav€ se li§i jen pofadim, ve kterém jsou uspofidiny
cifry v obou zdpisech, pak druhid mocnina rozdilu obou
Cisel je nasobkem cisla 81. Dokazte toto tvrzeni.

4,3. Uvahou o vlastnostech soustavy dyadické (dvojkové)
dokaZte, Ze uZitim sady zdvazi 1g, 2g, 4g, 8g, 16g, 32g, 64g,
128g je moZno zvazit kaZdé téleso, jehoZ vaha je vyjadfena
v gramech celymi &isly od 1 do 255.



4,4. V ka?dé Ciselné soustavé o zdkladu 2 = 5 znadi zapisy
(144),, (441), cisla, kterd jsou druhymi mocninami celych
¢isel. Dokazte. .

4,5. UkaZte, Ze je moZné, aby selhala devitkova i jedenict-
kov4 zkouska sprivnosti pfi kontrole n€jakého vypoctu.
4,6. V liselné posloupnosti {a,.} je Clen a, souinem dvou
po sobé jdoucich pfirozenych Cisel, z nichZ mensi je v de-
sitkové soustavé zapsino n trojkami. DokaZte, Ze zipis
Cisla a, v desitkové soustavé ma 2z cifer, z nichZ prvnich
g cifer jsou samé jedni¢ky, zatimco zbyvajici cifry jsou samé'

vojky.



5. kapitola

NEJVETSI SPOLECNY DELITEL

D,, Spoletny delitel celych Eisel ay, ay, gy - ..» ai, kde
k = 2, se nazyvd kafdé takové celé &islo b, Ze plati
blaj,blaybl|ag...,b]|a

D, Nejvétsi spoleény délitel celych Esel ay, ayy asy . - ., ax
nazyvdme takové prirozené islo, které je nejvétsi ze
viech spoleénych délitelii Gsel a,, ayy ay, - . . ar, a 0zna-
dujeme ho zpravidla (a,, @y, as, . . ., ax).

Pojmy vymezované v definicich D,;, a D;; objasnime
ihned na Ciselném priklad€. Uc¢inime tak pfesto, Ze ruzné
metody k snadnému vyhledini viech déliteld, spoleénych
déliteld i nejvétsiho spoleéného délitele danych ¢&isel budou
vyloZeny teprve v dalSim textu této a nasledujici kapitoly.

Pi#iklad 23. Jsou dina Cisla a, = 84, @, = 24, a, =
= —132, a, = 0. Vyhledejte: a) mnoZiny viech pfiroze-
nych déliteld danych &isel, b) mnoZinu vSech spole¢nych
délitela danych &isel, c) (ay, a@,), (@1, a3, a3)s (@1, apy a3y ay).

a) Pro kazdé pfirozené Cislo m, které je délitelem disla
a, = 84, musi zfejmé platit 1 < m < 84. MiZeme tedy
kone¢nym podtem zkousek zjistit, kterd pfirozena Cisla vy-
hovuji podminkim m |84, 1 < m < 84. Oznatime-li A4,
mnoZinu véech pfirozenych délitela ¢isla @, a obdobné A4,,
A;, A, mnoZiny vSech pfirozenych délitelu &isel a,, ay, a4,
dostaneme:

A4, =1{1,2,3,4,6,7,12, 14, 21, 28, 42,84}, 4, = {1, 2,
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3,4,6,8, 12,24}, 4, ='{1,2, 3, 4, 6, 11, 12, 22, 33, 44,
66,132}, A, ={1,2,3,4,5,6,...}.

Zatimco mnozZiny A4,, A,, A; maji konecny poet prvkii,
je mnoZina A, nekonecnd, nebot kazdé piirozené Cislo je
délitelem cisla ¢, = 0. Kdybychom méli vyhledat viechny
delitele danych cisel, bylo by numé ve viech pfipadech
uvést i Cisla opacnd k nalezenym pfirozenym délitelam
(podle véty T,) a v pfipadé poslednim (pro Cislo a, = 0)
téz Cislo 0; déliteli &isla 0 jsou vSechna Cisla celd.

b) Mame-li vyhledat mnoZinu S vSech spoleénych ptiro-
zenych déliteld danych &isel, musime ur€it prinik mnozin
A,, A, Aj Ay, 1j. najit viechna pfirozena Cisla, ktera jsou
zéroven prvky viech téchto mnoZin, a shrnout je do mnoZi-
ny S. Nejsnaze tuto ilohu vyfesime, vyjdeme-li od mnoZi-
ny A,, kterA ma nejmensi pocet prvku, a zjistime, které
z jejich prvki jsou obsaZeny ve viech ostatnich mnoZinich
A,, A;, A,; pfitom nidm prici usnadni zmalpst toho, Ze
mnoZina A, obsahuje kazdé pfirozené Cislo. Tak najdeme
S= {l, 2, 3, 4, 6, 12}. Oznacime-li $’ mnoZinu vSech
délitelt &isel ay, ag, g, ay, je ziejme S’ = {—12, —6, —4,
~3,-2,—1,1,2,3,4,6, 12}.

c) V mnoZiné S existuje nejvétSi pfirozené ¢islo 12 (ve
shodé s vétou T,) a proto (ay, as Qg a,) = 12. K malezeni
(ay, a,) ]e tfeba najit prunik mnoZin A,, A, a v ném
nejvetsi piirozené Cislo; tak najdeme (a,, a,) = 12. Zjisti-
me-li, Ze (a,, a,) jé délitelcm, Cisla ay, plyne odtud (a,, a,,
a;) = 12. Je samoziejmé, Ze (a;, @y, a3) = (a5, @y, @3y a) =
= 12, kdyZ 12 patfi do mnoziny A4,, kterd je mnoZinou
viech pfirozenych Cisel.

Pti hledani (ay, a,, a, - - ., ax) vyloucime z naSich Gvah
piipad @, = @, = a, = ... = ar = 0, nebot v tomto pfi-
pad€ mnoZina viech spolecnych pruozenych délitela cisel
a;, Gy, ag, . . ., @ je mnoZina viech pfirozenych Cisel, v niZ
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neexistuje nejvétsi Cislo. Podle definice D,; nemd symbol
(ays ap a3, - - ., ax) smysl, pokud aspofi jedno z Cisel a,, a,,
dsy ...y ae Deni razné od nuly. Je-li aspoini jedno z nich
razné od nuly, pak ze snadné uvahy i ze zkuSenosti, ziskané
pfi feSeni pfedchazejiciho pfikladu 23, plyne, Ze hledini
(ays @y, @y . . ., ar) lze pfevést na hleddni nejvétiiho spo-
lecného délitele prirozenych Cisel, kterého dostaneme, kdyZ
ze souboru &isel a,, a,, ay, - . ., ar vynechdme nulové prvky
a zapornad ¢isla nahradime Cisly opa¢nymi. Tak napf. uréeni
(84, 24, —132, 0) miZeme nahradit uréenim (84, 24, 132).

Pfi hleddni (a,, as ..., ak—y, ar), kdyZz aspoii jedno
z Cisel ayy ayy . - .5 Gr—q, ar je rizné od nuly, miZeme pouZit
nisledujicich zfejmych a snadno dokazatelnych vztahd,
které oznacime jako poucku Ty,

Toe 1. (a1, @) = (a; — a5, ay);

2. (a1, @) = (ax @y);

3. (ay a,) = a;, kdyZ a, = 0-nebo a, = a,;

4. (ap agy - --sar-1,ar) = (@1 Qg5 - . -5 Gh—1)s Ai)-

Opakovanym uZivanim téchto vztahi, z nichZ prvni je

disledkem véty T,, miizeme vypolet (a,, a,) uspofddat
tak, jak to bude zfejmé z nasledujicich symbolickych zapist,
jimi% bude vyznacen i dikaz sprdvnosti naSeho postupu.
Jsou-li @, > a, > 0 dvé pfirozena {isla, pak

(@ a) = (@, — ap ay) = (a1 — 245, a85) = ... =

= (@, — 1 85 ay) = (11, @) = (a5 1)

Pfechod od prvniho ¢lenu (a, a,) tohoto fetézce rovnosti
a% k jeho pfedposlednimu &enu (r,, a,), kde r, =
= a; — ¢, a; < d,, nemusime uskuteCnit postupnym od-
Citdnim Cisla a,; délenim {isla a, Cislem a, miZeme najit
(netdplny) podil ¢; a zbytek r,. Je-li r; = 0, pak miZeme
opét najit dalsi fetézec rovnosti
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(ass 71) = (@ —rpr)=(—2r,n)=... =
= (@ — @'y 11) = (ros 1) = (11 7).

Cislo r, nemusime hledat postupnym odZitinim &sla r,,
nybrZ délenim ¢&isla g, islem r;, pfi ném2Z dostaneme cely
neziporny zbytek r, < r,. Neni-li 7, = 0, pokraujeme
v postupném od¢itini nebo déleni naznaCenym zplsobem
tak dlouho, aZ dospéjeme Kk vyrazu (7n, rn+q), kde 7o = 0,
je posledni nenulovy délitel déleni, pfi némZ zbytek
rat+, = 0. Zfejm¢ plad

€a, a5) = (@g 11) = (ris 1) = (rps13) = ... =
= (r"-‘l’ Tn) = (ru, rn+1) = n.

Tento postup vypoétu (a,, a;) = r» metodou postup-
ného déleni, jeZ n&kdy nahrazujeme opakovanym od¢itd-
nim, se nazyvd téZ algoritmus Eukliduv. Jeho uZiti vim
ukaZeme na n&kolika pfikladech, ale pfedtim uvedeme jest&
dvé definice vyznamu nazvi, jichz budeme asto uZivat.

D,, Celd é&isla “ay, as, ayy ..., ar nazyvdme nesoudéind,
Jestlize plati (a,, a5y @y, ..., ax) = 1.

D,, Celd &sla ay, ay, ay, .. ., ar se nazyvajyi po dvou ne-
soudélnd, plari-li (ai, a;) = 1 pro kagdou dvojici &isel
vybranou z danych &isel.

K tomu, aby celd Cisla a,, a,, a3, ..., ax (pro k = 2)
byla nesoudélnd, sta¢i splnéni slabsi podminky, neZ je ta,
ktera musi byt splnéna, maji-li byt tato Cisla po dvou ne-
soudélnd. Je zfejmé, Ze Cisla po dvou nesoudélnd (podle
D;;) jsou vidy nesoudélni (podle D,,), avSak Cisla nesou-
d&lnd nemusi byt po dvou nesoudélnd. Vyznam obou ter-
mind splyva pro & = 2, tj. tedy pro dvojici celych ¢isel
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Priklad 24. Vypoltéte a) (84,24); b) (84, 24, 54); c)
(84, 24, 54, 37).

a) 84 = 3.24 + 12 a proto (84, 24) = (24, 12). Pon&-
vadZ 24 = 2.12 + 0, plati (84, 24) = (24, 12) = (12,0) =
= 12,

b) Pii hledini (84, 24, 54) najdeme nejprve (84, 24) = 12,
a pak hleddme (12, 54). Ponévadz 54 = 4.12 4- 6,12 =
= 2. 6 + 0, plat (84, 24, 54) = (12, 54) = (12, 6) = (6,
0) =

c) Pn hledani (84, 24, 54, 37) vyhledime nejprve (84, 24,
54) = 6 a pak hledame (6 37). Ponévadz 37 =6.6 + 1,
6 =6.1-4 0, plati (6,37) = 1 a proto také (84, 24, 54
37)=1. Cisla 84, 24, 54, 37 jsou nesoud?lni, ale nejsou po
dvou nesoudélnd, kdyi napf. (84, 24) =12 > 1.

P¥iklad 25. Posloupnost ¢isel 0,1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,
34, 55, je urCena pocateCnimi cleny Uy =10, ;=1
a predplsern, Ze kaZdy z dalSich ¢lent posloupnosti se rovna
souctu dvou predchazejicich Cleni. ézsla, kterd jsou {leny
této posloupnosti, se nazyvaji ¢isla Fibonacciova. DokaZte,
Ze kazdi dve& po sobé& jdouci ¢isla Fibonacciova jsou ne-
soudéln4.

Lro danou posloupnost plati rekurentni vzorec u,., =
= U, + #,-, 2 z ného plyne u,,; — #4n = #,_;. Dile
plati (Uni1, Un) = (Uniy — Uny Un) = (Un-1; Un) = (tins
Un_,). Z toho plyne platnost vztahu (#s+y, #s) = (tn,
Us_;) a jeho opakovanym pouZitim (#ny #n—;) = (Un-1»
Un_p) = = (u3, Up) = (U, y) = (ty, o) = (1,0) = 1.
Tento vysledek znamend viak podle D;,, Ze kterdkoli dvé&
po sobé jdouci Fibonacciova €isla jsou nesoudélna.

P#iklad 26. Urlete nejve&tsi spoleény délitel dvou po
sobé jdoucich ¢isel a) sudych, b) lichych.
Oznadime-li mensi Cislo x, pak je druhé x -} 2. AvSak
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(x, x + 2) = (x, 2). a) Je-li x sudé &islo, pak 2 | x a proto
nejvétsi spolecny délitel dvou po sobé jdoucich Eisel sudych
je 2. b) Je-li x liché ¢&islo, pak 2t x a proto (x,2) < 2, 1.
(x,2) =1, nebot jiné moZnosti neni. Proto 2 po sobé&
jdouci licha ¢isla jsou nesoudélna.

Priklad 27, DokaZte, Ze pro Zidné Cislo x nedostaneme

NPT . 2lx 4+ 4
v Citateli a jmenovateli zlomku Taxr 13 takovd disla, aby-
chom mohli zlomek kritit.

Dany zlomek mé smys! pro kazdé celé &islo x, nebot
14x + 3 =0jen prox = — % Hledejme nyni opako-

vanym uZitim dovolenych tiprav nejvétsi spoleCny délitel
Citatele i jmenovatele daného zlomku. Dostaneme po-
stupné:

(21x + 4, 14x + 3) = (Tx + 1, 14x + 3) = (14x + 3,
T+ D=4 2,7x+ D) =(1,7x+ 1) =1

Tim jsme dokazali nesoudélnost Citatele i jmenovatele pro
kaZdé celé Cislo x a tim i nemoZnost dany zlomek zkratit.

Priklad 28. Je-li d = (a,, a,) nejv&tsi spoleCny délitel
plirozenych Cisel ay, @, pak a, = dg,, @, = dgy, kde
(g1, 92) = 1, 1. Cisla qy, ¢, jsou nesoudélnd. DokaZte.

Predpoklade;me, Ze Cisla ¢, g, jsou soudélné 4. (¢1 qz)
= d’' > 1. V tom pfipadé plati ¢, =4d' q,', ¢ =d’ g,
odtud po dosazeni do rovnosti uvedenych v tloze dostane-
me

ay=dq=dd' ¢,a,=dg,=dd gy

Odtud vsak plyne, %e soulin dd’ je spoleCnym délitelem
disel a,, a,. Avsak z pfedpokladu &’ > 1 plyne d'd > d, coZ
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je v rozporu s pfedpokladem, %e d je nejvétsi spolelny
délitel cisel a,, a,. Neplati tedy d’ > 1, nybrz d' = 1.

V definici D,, jsme uvedli takovy charakteristicky souhrn
znakil definovaného pojmu, aby co nejpfistupnéji objasnil
vyznam ndzvu nejvetsi spolecny délitel. Ten viak miZeme
vymezit i jinym zpusobem, ktery je pro nekteré dikazy
uZitecnéjsi, i kdyi pr1 ném nejsou vyslovné uvedeny vlast-
/nosti naznacené v ndzvu nejvétsi spolecny délitel. UkéZeme
si, 2¢ z jiné definice D,, odvodime nejen vlastnost nej-
vétsiho spole¢ného délitele, uvedené v Dy, ale i jiné jeho
vlastnosti, které bychom s obtiZemi odvozovali z definice
D,;.

D,, Nevérsi spolecny délitel d celych gisel ay, Gy, as, - . .5 ks
2 michg asponi ]edno je riizné od nuly, je nejmensi przro-
zené Cislo z mnoZiny M vsech celych &isel m, kterd Ize
napsat ve rvaru '

m=ca +cat+aga+...+caa

kde ¢y 95 C3y - - -5 Cr jsou libovolnd celd {isla.

Vyklad i odvozeni vlastnosti nejvétsiho spoleného déli-
tele, které vyplyvaji z D,,, provedeme za pfedpokladu, Ze
jsou ddna jen 4 Cisla ay, ay, a3, a4, z nichZ aspoii jedno je
ruzné od nuly. Zobecnéni nasledujicich ivah, kdy je dan
libovolny pocet &isel, je snadné a neuvddime je jen proto,
aby vyklad i dtikazy byly stru¢n¢jsi a pfehledné;si.

MnoZina M se sklddd ze vSech celych Cisel m, ktera je
moZno napsat ve tvaru

m = 10, + c,a, + cya; + c,a, (5,1)

kde ¢;, ¢,y €3y ¢4 jsou libovolnd celd &isla. Do této mnoZiny M
pat:rl jisté Cisla a,, as, as, a, i Cisla k nim opacnd. Zvolime-li
napf. ¢; = ¢; = ¢, = 0 a k tomu jednou ¢; = 1, podruhé
¢, = —1, plyne odtud, e a, € M, —a, € M. Obdobné to
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plat i o &islech a,, a;, a,. PonévadZ aspoti jedno z danych
{isel je rizné od nuly, existuje v mnoZin& M aspoi jedno
celé ¢islo kladné a aspori jedno zdporné; je jich tam oviem
nekoneéné mnoho, nebot do mnoZiny M ndlei zfejmé
i vSechny nasobky ¢isel a,, a,, a,, a,.

Ozna¢me P mnoZinu vSech pfirozenych Cisel z mnoZiny
M; je tedy P ¢4sd mnoZiny M, tj. P C M. PonévadZ jsme
JiZ dokazali, Ze v mnoZiné M existuje aspoit jedno pfirozené
Cislo, je P neprizdnd mnoZina a podle véty T, v ni existuje
Cislo nejmensi. Ozna¢me d toto nejmensi pfirozené Cislo
mnoZiny M, které je podle D;, nejvétsim spoleénym déli-
telem danych cisel, tak¥e plati d = (a,, a,, a4, a,). Z toho
oviem plyne, Ze existuji téZ takovd celd Cisla x;, x5, X3, X, Z&

d = ax; + ayx, + azx; + aux,. (5,2)

Nyni ukiZeme, Ze Cislo d je spoleénym délitelem vSech
¢isel mnoZiny M a tedy i spolecnym délitelem ¢isel a,, aj,
a,, a4, které jsou prvky mnoZiny M. Dikaz provedeme ne-
ptimo. '

Piedpoklidejme, Ze neplati vztah d|m, tj. Ze plat

m=dq+r,0<r <d, (5,3)

cili Ze r = m — dg, kde ¢ je &islo celé, r kladny zbytek pfi
déleni &isla m Cislem d. Dosadime-li do této rovnosti za m,
d disla ze vztahu (5,1) a (5,2), dostaneme:

r=m—dq= (a1 + Ca, + C303 + c4ay) — (alx.l +
+ apxy + ay%y + a4%4)q = @y (% — ¢19) + ap (x5, —
—a@+a(x—cq) +a,(xg—c4q) = ay% +
+ apxy’ + agxy’ + agxys
kdyZ jsme- uZili oznaceni x," = x; — ¢,¢, X' = X, — ¢,
Xy = %3 — ¢3¢, X, = x4 — ¢4q. Z piedpokladu (5,3) jsme
odvodili, %e pfirozené Cislo r < d lze vyjadfit ve tvaru,
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ktery sv&d¢i o tom, Ze r je prvkem mnoZiny P, aviak
r < d je ve sporu s pfedpokladem, Ze d je nejmensi pfiro-
zené &islo mnoZiny M. Neni tedy moZné, aby platily
vztahy (5,3), a musi tedy platit r = 0, d | m.

KaZdé &islo b, které je spoleCnym délitelem &fsel ay, a,,
ay, a,, je téZ délitelem &isla d. Z pfedpokladu 4 | a;, b | ay,
b|ay b|a, plyne a, = bgy, a, = bqs, a3 = bgy, a, = byg,
a po dosazeni do vztahu (5,2) dostaneme:

d = bgx; + bgox; + bgsx; + bgexs =

=b(q%; + @23 + 3% + ¢4x4), coZ viak znamena b | 4.
Pfitom neni moZné, aby b > d, nebot pak by nemohlo
platit 4 | d. Plati tedy vzdy b < d, takZe nejvétsi spoledny
délitel ve smyslu definice D,, ma vlastnost uvedenou
v D,;. Tim jsme dospéli k vysledku, ktery po snadném
zobecnénf vyjadfuje nasledujici véta:

T,, Nevétsi spoleény délitel celych Eisel ay, ay, ag, . . .5 ax
je délitelny kaZdym spoleénym délitelem Cisel ay, a,, as,,

voey Qe
Z ditkazu vztahu d | m pro kadé m ¢ M plyne, ¢ mno-
Zina M je mnoZinou viech ndsobki Cisla d. V dusledku
toho, ¢ mno¥ina M = {... -—3d —2d, —d, 0, d, 2d, 3d,
.. .}, plati nasledujici véta:

Tys Viechny proky mmoZiny M, kterd je mnofinou viech
moznych soucti kterychkoli ndsobki danych celych
Gisel ay, ayy ay, . . ., ar, Jsou ndsobky &sla d = (a,, a,,
dgy ...y k).

Jestlize ve vztahu (5,2) je &islo d = 1, pak odtud snadnou
uvahou dostaneme ndsledujici zobecnénou vétu.

Ty K celym &Eslim ay, ay, ay, . . ., anje mozno vyhledat celd
fisla xy, X33 X3, ..., %, aby platil vztah
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ax; + apxy + ayxy - ... +awxe = 1, kdyZ a fen
kdy# fisla ay, ay, ag, . . ., ar jsou nesoudéind.

Zvladtnim pfipadem véty T,, je nasledujici véta, jejiz
znalost se pfedpokladd pfi feSeni n&kterych dloh matema-
tickych olympiad:

Ke dvéma celym Cisltm g, b je moZno pravé tehdy najit
celd isla x, y, aby platilo ax + &y = 1, kdyZ ¢isla a, b jsou
nesoudélnd. Jinak feCeno: Jsou-li celd isla a, b nesoudéln4,
pak existuji takovd celd Cisla x, y, Ze plati ax + by = 1,
a obracené, existuji-li k danym celym &islim a, b cela Cisla
%, ¥, Ze plati ax + by = 1, pak Cisla a, b jsou nesoudéInd.

Predchdzejicich poznatkil miZeme vyuZit téZ pfi hledani
nejvétsiho spoleCného délitele danych Cisel, coZ ukidZeme
nejprve na Ciselném pfikladé.

P¥iklad 29. Vyhledejte d = (198, 288, 300, 384)

a) (198, 288, 300, 384) = (198, 288—198, 300—198,
384 —198) = (198, 90, 102, 186) = (198—2.90, 90,
102—90, 186 — 2.90) = (18, 90, 12, 6) = (18 — 3.6,
90 — 15.6, 12 — 2.6, 6) = (0, 0, 0 6) = 6.

v danem souboru éisel zvolili jsme éislo 198, které jsme

odecetli od vSech tfi &isel zbyvajicich; pak jsme si vybrali
opét nejmensi islo souboruy, tj. 90, a jeho nasobky jsme
od¢itali od ostatnich tfi Cisel tak, Ze jsme misto téchto tF{
Cisel dostali zbytky pii jejich deleni cislem 90. Dalsi postup
je jiz zfejmy. Cislo 6 se objevilo v posledni Ctvefici &isel
jako hledané &islo d, které je vlastn& &islem tvaru (5,2).
Vysledek nezédleZi ovSem na tom, uZijeme-li pro odZitdni
nasobkl nejmensiho Cisla ¢tvefice, jak je to zfejmé z dru-
hého feSeni této vlohy.
b) (198, 288, 300, 384) = (198 — 0.288, 288, 300 — 1.288,
384 — 1.288 )= (198, 288, 12, 96) = (198 — 16.12,
288 — 24.12, 12, 96 — 8. 12) (6, 0, 12, 0) = (6, O,
12 — 2.6, 0)—(6 0,0,0) = 6.
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PFiklad 30. Rozhodnéte, zda rovnice 4453x + 5767y +
+ 6497z = 1 m4 feSeni v oboru ¢&isel celych.

Urdime d = (4453, 5767, 6497) =

= (4453, 5767—4453, 6497—4453) = (4453, 1314,
2044) = (4453—3.1314, 1314, 2044—1314) = (511, 1314,
730) = (511, 1314 — 2.511, 730 — 511) = (511, 292,
219) = (511 — 2.219, 292 — 219, 219) = (73, 73, 219) =
= (73,73 — 1.73, 219 — 3.73) = (73, 0,0) = 73.

Ponévad? d = 73, nejsou dand (isla nesoudélnd a dand
rovnice nemd feSeni v oboru celych Cisel (podle véty T,,).
Kdybychom vsak danou rovnici pozménili tak, Ze by na
pravé strané misto Cisla 1 byl kterykoli nasobek &isla 73,
méla by takto pozménéni rovnice feSeni (podle véty T,g)
v oboru celych éisel.

Hled4ni nejvétsiho spolecného délitele danych celych
fisel miZeme usnadnit a zkritit pfi znalosti nékterych
poznatkd, jeZ jsme tu neuvedli. Snad nékteré z nich sami
najdete a dokaZete. Mimoto v kapitole 7 poznidme jesté jiny
zpusob vypoltu nejvétsiho spoleéného délitele.

Cviéeni

5,1, Dané zlomky pfevedte na zakladni tvar:
53¢ 9167 . 9797 . 610 987

1335 > 11639 > 10379 > 1597 > 1595 °

5,2. Je din zlomek g—i—__:__—q . Najdéte mnoZinu vsech celych
Cisel x, ktera po dosazeni do daného zlomku dévaji takové
zlomky, jeZ lze kricenim pfevést na zdkladni tvar.

. e g 6x% + 1
5,3. Pro které celodiselné hodnoty x 1ze zlomek TR LT

kriacenim pfevést na zdkladni tvar?
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5,4. Rozhodnéte, ve kterych pfipadech maji dané rovnice
reseni v oboru d&isel celych:

a) 37x 4+ 6ly = 1; b)4x—|—5y+6z—1 c) 49x +
+84y=1;d)49x + 84y =17; e)49x+84y 14.

5,5. JestliZe zlomek % je pravy zlomek v zdkladnim tvaru,

pak také zlomek q;P , ktery dopliiuje zlomek —% do 1,je

rovnéZ v zikladnim tvaru. DokaZte.

5.6. Jaké podminky musi spliiovat &isla a, b, aby platilo
(a,b) = (@ + b,a — b)?

5,7. Dokazte, Ze plati (ac, bc) = c (a, b).



6. kapitola

NEJMENSI SPOLECNY NASOBEK

D, Spoleény ndsobek celych Eisel byy by, by, . . ., b (B = 2)
nazyvdme kaZdé celé Cislo a, pro néZ plati zdroven
vztahy b, |a, by |a, by | a, ..., b | a.

Existuje vZdy aspofi jeden spoleny ndsobek Cisel b,
bys bys - - .5 bi. Je-li jedno z t&chto Eisel, napf. b = 0, pak
by je déhtelem Cisla a, jen kdyZ a = 0; v tom prlpadé
existuje jen jediny spoletny ndsobek a = 0. Jsou-li
vSechna ¢isla by, by, by, . . ., b riznd od nuly, pak existuje
nekone¢né mnoho spolec':n}?ch nasobkid danych &isel. Patfi
k nim jejich souin b; b, b, ... br a kazdy jeho ndsobek
cb, b, b3 ... by, kde c je libovolné celé {islo. JiZ z véty T,
plyne, Ze mnoZina viech spole¢nych nasobki celych Cisel
161]s |ba)5 |Bal5 - - . | bx | je totoZnd s mnoZinou viech spoled-
nych nasobki tisel by, by, by, . . ., br, a proto budeme fesit
ulohy o spoleCném nisobku zpravidla jen v téch pfipa-
dech, kdy dani ¢&isla jsou celd nezaporna nebo celd kladna.
tj. pfirozend. Pfitom se budeme zajimat skoro vylu¢né jen
o prirozend Cisla, kterd jsou spole¢nym nisobkem danych
disel, ale budeme si pfitom védomi toho, Ze v mnoZin&
vsech spole¢nych nasobka danych tisel se vyskytuje
s kazdym ¢&islem a i Cislo opatné —a.

D, Ne]mensz spolecny ndsobek celych &isel bl, byy b, .. bk,
jez ]sou viechna riznd od nuly, nazyvdme nejmensz prz-
rozené &islo m, pro které plati by | m, by | m, by I m, . . .,
by | my oznalujeme je zpravidla [by, by, by, . . ., ba].
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P¥iklad 31. Jsou déna ¢isla b, = 12, b, = 15, b, = 30.
Vyhledejme: a) mnoZiny vSech pfirozenych Cisel, kterd
jsou nasobky danych Cisel; b) [b,, b,]; €) [b1, b2s b5).

a) Hledané mnoZiny pfirozenych isel, kterd jsou nd-
sobky danych ¢éisel, jsou:

M, = {12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, ...},

M, = {15, 30, 45, 60, 75, 90, .. .},

M, = {30, 60, 90, 120, ...}. Kdybychom oviem meli
najit mnoZiny viech nasobkd danych (isel, bylo by nutné
prvky kazdé z mnoZin M;, M,, M, rozmnoZit o Cisla k nim
opacnd a o Cislo 0.

b) MnoZina viech pfirozenych Cisel, ktera jsou spolec-
nymi ndsobky &isel &, b, je P = {60,120, 180, ...},
ktera je prunikem mnoZin M,;, M,. Jeji nejmensf prvek je
60 a proto [b,, b,] = 60.

c) MnoZina vSech pfirozenych d&isel, ktera jsou spoled-
nymi nasobky &isel b, b, by je Q = {60, 120, 180, ...}
a dostaneme ji jako priinik mnoZin M,, M,, M,; ten oviem
muZeme vyhledat tak, Ze uréime prunik mnoZin P, M,.
Nejmensi prvek mnoZiny Q je 60 a proto [b,, b,, b;] = 60.
Postup pii jeho urCeni je moZno naznalit [b,, by, by] =
= [[by, b2, #3). Snadno se pfesvédCime, %e ke stejnému
vysledku dojdeme cestou [by, by, by] = [by, [bs, b4]] nebo
1€Z [by, by, by] = [[6s5 &3], B3]

Sami si jist¢ dovedete zdivodnit vztah [b,, by, b, b,] =
= [[b5 bys by], bg] nebo obecné [b,, b2s 35 + 0> be, bryq) =
= [[b1> o5 b3s - - .5 br], bryq1] @ Vyuzit ho pn hledéini nej-
mensiho spoleéneho ndsobku danych cisel.

P¥iklad 32. Najdéte nejmensi takové pfirozené &islo, Ze
po pfifteni Cisel 20, 25, 30 dostanete takovd tfi Cisla,
z nichZ prvni je délitelné ¢tyfmi, druhé péti, teti Sesti.
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Oznalime-li hledané &islo x, pak musi zfejmé platit
zaroven vztahy:

4]x 4 20;5]x + 25;6 | x + 30.

Ponévadz 4 | 20, bude platit 4 | x + 20 pravé tehdy, kdyz
bude platit 4 | x (podle véty T,,). Obdobné zjistime, Ze
musi platit té% 5 | x, 6 | x. Cislo x, které vyhovuje zérovei
tfem podminkim 4 | x, 5 | x, 6 | x, je spolenym ndsobkem
Cisel 4,5,6. Uloha vyiaduje, abychom naSli nejmensf
pfirozené &islo x dané vlastnost, tj. &islo [4, 5, 6]. Cislo
[4, 5] =20 snadno zpaméti najdeme na ziklad¢ znalosti
malé ndsobilky. Proto [4,5, 6] = [{4, 5], 6] = [20, 6] =
= 60, pficemZ posledni krok ulinime tak, Ze z pfirozenych
nisobku éisla 20, tj. 20, 40, 60, 80, ... najdeme ten nej-
mensf, ktery je délitelny 6. Zjistili jsme tedy, Ze hledané
¢islo je 60,

Ty, Neymensi spoleény ndsobek &isel by, by, by, . . . 5 be fe dEli-
telem kaZdého spoleéného ndsobku isel byy byy by, . . . o b,
Oznacme 7 libovolny spoleCny ndsobek pfirozenych cisel
byy byy by ..., b a m = [by, by, by, .. ., be], cOZ podle de-
finice D,, je nejmensi (minimdlni) prvek mnoZiny N
viech pfirozenych ¢isel, kterd jsou spoleénymi ndsobky
Cisel by by, byy ..., be. Aviak podle véty T,; miZeme
k &islum n, m vyhledat takova cela Cisla g, r, Ze plati vztahy

n=mqg+r, 0 =r <m.

DokéaZeme-li, Ze r = 0 ¢ili » = mq, znamena to m | n, coZ
je tvrzeni véty T,, To viak dokdZeme tim, Ze z pfedpo-
kladu

n=mqg+r,0<r<m 6,1)

odvodime spor. Ze vztahi (6,1) vSak plyne
rr=n—mq, 0 <r <m. 6,2)

75



Ponévadz n je spoledny nasobek Cisel b, by, by, .. ., bay
existuji takova celd Cisla ¢y, s, ¢35 - - -5 Gy Ze

n=1>bqy = byqs = byqs = ... = baq; (6,3)

ponévadZ m je téZ spoleCnym nasobkem Cisel by, by, by, . . .,
bx, existuji cela &isla sy, Spy Sgy - - -5 Sk Ze plati

m = bys; = bys, = bys3 = ... = bisw. (6,4)

Uzitim rovnosti (6,3) a (6,4) dostaneme po dosazeni do
(6,2) tyto rovnosti: r = byq; — bys19 = b, (g1 — 5:9)s
r=byqy — 05,9 = b, (g2 — 529)s - - >

r= bqu — bkskq = by, (qk — skq).

Z téchto rovnosti vSak plyne, Ze pfirozené Cislo r je téZ spo-
le¢nym ndsobkem ¢&isel by, by, by, . . ., bry 0 NémMZ viak plat
r < m, coZ je ve sporu s pfedpokladem, Ze Cislo m je nej-
mensi spole¢ny nasobek Cisel by, by, by, . . ., bx. Tento spor
dokazuje, Ze musi platit »r = 0, a tedy m | #, coZ jsme méli
dokazat.

Pfiklad 33. Najdéte nejvétsi trojciferné &fslo x, z n&hoZ
po pficteni ¢isel 20, 25, 30 dostaneme 3 Cisla takovd, Ze
prvni je délitelné 4, druhé 5, tfeti 6.

Z feSeni pfikladu 29 jiZ vime, Ze Cislo x musi byt spo-
le¢nym nasobkem cisel 4, 5, 6 a Ze [4, 5, 6] = 60. Aviak
z véty T,, plyne, Ze kaZdy spole¢ny ndsobek danych Cisel
je nasobkem jejich nejmensiho spole¢ného nisobku, tj.
v naSem pfipad€ je tvaru 60k, kde £ je libovolné &islo celé.
Z podminek uvedénych v dané tloze plyne, %e je tfeba
najit nejvetsi celé Cislo k&, aby platilo 60k < 1000, m4-li byt
{islo x = 60k trojciferné. Snadno pak najdeme, Ze '

k< 1Togg —16 % . Proto hledané &slo x = 60.16 — 960.

P¥iklad 34. Je-li d = (a,, a,) nejvé&tsi spoledny délitel
ptirozenych Cisel a,, a,, pak a, = dq,, a, = d¢,, kde ¢;, ¢,
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jsou (nesoudélnd) (isla pfirozend a nejmen$i spole¢ny nd-
sobek je m = [a,, a,] = dg; g,. DokaZte toto tvrzeni.
Cislo n = dq, 4, je Jist® spolenym nédsobkem &isel a;, a,
nebot n = dgq,q, = (dq,)gs = @195 1 =dq:1¢; = (d9) a1
= a,q,. Je viak jesté tfeba dokizat, Ze Cislo » md vlastnosti
&isla m = [a,, a,], k CemuZ pouZijeme véty T,,, podle niZ
¢islo m je délitelem Cisla n, &ili n = cm, kde ¢ = 1.
Utzitim danych rovnosti a, = dg¢,, a, = dg, dostaneme
aa, = dq,.dq, = (dg,¢;)d = nd = cmd. Avsak z rovnosti
a, a, = cmd (6,5)
plynou vztahy
m m
al = -Cd = kzcd, 02 = — -Cd - klcd, (6,6)
a, a,
m m . . . .. . .
kdek; = 2 ky= . Jsou zfejmé& pfirozend {isla. Avsak
1 2
z rovnosti (6,6) plyne, Ze cCisla a,, a, maji spole¢ného
délitele cd; pfitom vSak vime, Ze kaZdy spoleCny délitel
je nejvys rovny nejvétsimu spoleénému déliteli, tj. cd < d,
odkud plyne ¢ < 1. M4-li v8ak platit zdrovetic = 1,¢c = 1,
pak je nutné ¢ = 1.
Dosadime-li do rovnosti (6,5) ¢ = 1, dostaneme vztah
md = a, a,, ktery vyjadfime nasledujici vétou T,,.

Ty, Jsou-li a,, a, prirozend Cisla, pak plati [a,, aJ].(a;, ay)=
== alaz.

Disledek 1. Nejmen$i spoleiny ndsobek dvou nesoudéinych
prirozenych &isel a,, a, se rovnd jejich souéinu a,a,.

Tento disledek plyne z véty T,;, kdyZ uviZime, Ze pro
nesoudélna Cisla a,,a, plati (a;, a,) = 1.

Dnisledek II. Nejmensi spoleény ndsobek piirozenych Cisel
@y, Ggy Ay, . . .5 Aiy Rlerd jsou po dvou nesoudéind, se rovnd
Jejich soudinu a,a.a, . .. as.
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Tato véta je zobecnénim piedchdzejici véty a dokaZe se
uZitim matematické indukce. Pfi uZivani této véty v praxi
musime si dobfe vSimnout, zda pro dand pfirozend Cisla
Qy, gy Ay - . .5 ax je splnéna podminka, aby byla po dvou
nesoudélnd, kdyZ % > 2. Slab$i podminka (a;, a5, as, ...,
ar) =1 neni pfi k> 2 postaCujici k tomu, aby soucin
danych pfirozenych ¢&isel byl zaroven jejich nejmen$fm
spoleénym nidsobkem.

P¥iklad 35. Vypodtéte: a) (63, 147), [63, 147]; b) (5, 36,
54), [5, 36, 54]; ©) (4, 11, 15), [4, 11, 15].
a) (63, 147) = (63, 147-63.2) = (63, 21) = (63 —
63.147
- 20321 = (021) = 215 [63, 147) =i =

= 63é:47 = 3,147 = 441.
b) (5, 36) = (5 1) =1, (5, 36, 54) = ((5, 36), 54) =
= (1,54
Jsou tedy dana disla 5, 36, 54 nesoudélna; nejsou viak po
dvou nesoudé]lnd, nebot (36, 54) = (36, 18) = (0, 18) =18.
Dile je [5,36] = 5.36 = 180 (viz disledek I) a [5, 36, 54]=
= [[5, 36], 54] = [180, 54). Snadno se urci (180,54) =
= (18, 54) = (18, 0) = 18.

54

Proto [180, 54] = % = 540.

c) (4, 11, 15) = ((4, 11), 15) = (1, 15) = 1. Pon&vad¥ zfej-
m¢ platf (4, 11) = 1, (4, 15) = 1, (11, 15) = 1, jsou dand
¢isla 4, 11, 15 po dvou nesoudélna a proto (viz disledek IT)
plati: [4, 11, 15] = 4.11.15 = 660.

Ts, Jsou-h celd Cisla by, by, b3, o +» by déliteli celého &isla a,
pak také jejich ne]memz spolecny ndsobek je délitelem
cisla a, 1. [byy by byy . . ., bi] | a.
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Z predpokladu véty plyne, Ze ¢islo a je spole¢nym ndsob-
kem dCisel b, by, by, . . ., by, ktery podle véty T,, je déli-
telny Cislem [by, by, b, - . ., ba).

Této véty Casto pouZivaime pii vySetfovani délitelnosti
danych &fsel. Tak napf. pfi feSeni pfikladu 4 jsme nasli
3|a,4]|a, 13| a, odkud podle véty T, ihned plyne 156 | a.
Pri vySetfovani délitelnosti téhoz Cisla a v pfikladé 15 jsme
nadli 3 |a, 4| a, 5| a, odkud podle véty T,, plyne 60 | a.
Z t&chto dvou vysledkt 156 | a, 60 | a plyne ovSem [156,

. 156.60  156.60
601 |a; 1. 780 | a, mebot [156, 60] = iz = =15 =
= 780.

V kap. 7 pozniame jeSté jiny zpusob vypoltu nejmensiho
spolecného nasobku danych &isel.

Cviéeni

6,1. Najdéte nejmensi trojciferné Cislo, které pfi déleni
éisly 12 a 18 ddva zbytek 5.

6,2. Bé%ec, ktery ob&hne uzavienou zivodni drihu za
7 minut, startoval k bé¢hu v témZe okamZiku jako moto-
cyklista, ktery tutéZ zivodni drihu objede za 80 vtefin.
Vypoltéte dobu, po které se bé&Zec poprvé setkd s moto-
cyklistou op&t na misté startu, kolik kol v té dob& ub&hl
béZec a kolik kol ujel motocyklista.

6,3. Vyhledejte takové nejmensi pfirozené &islo, Ze pfi jeho
déleni Cisly 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 (v tomto poradi) dostanete
vzdy netplny podil se zbytkem, ktery je v kaZdém ptipadé
o 1 men3f neZ délitel, tj. tedy pfi déleni dvéma zbytek 1,
pfi déleni tfemi zbytek 2, pt1 déleni Etyfmi zbytek 3 atd.
6,4. DokaZte, %e pro kaZdé celé ¢islo x polynom x5 — 5x% 4
+ 4x nabyva celoéiselnych funkénich hodnot, které jsou
ndsobky ¢isla 120.
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7. kapitola

PRVOCISLA A CISLA SLOZENA

Z rozboru véty T, vime, Ze zkoumdni vlastnosti vztahu
b | a pro celd Cisla a, b 1ze pfevést na vySetfovani délitel-
nosti v oboru {isel celych nezapornych nebo dokonce ¢asto
jen v oboru (isel pfirozenych. Zejména v této kapitole se
budeme zabyvat hlavné délitelnosti pfirozenych cisel pfi-
rozenymi déliteli, tj. takovymi déliteli, které patfi do oboru
isel pfirozenych.

Cislo 0 je jediné celé &islo, jehoZ délitelem je kazdé celé
&slo. Je to jediné celé Cislo, které ma nekonelné mnoho
celych a také nekone¢né mnoho pfirozenych délitela.

KaZdé pfirozené Cislo » ma jen koneny polet pfiro-
zenych déliteld, ktery ozna¢ime ©(n); (znacka @ je velké
fecké pismeno, odpovidajici skupiné souhldsek th a ¢teme
ji theta). O(n) je funkce, kterd kazdému pfirozenému ¢islu
n pfifazuje pocet jeho pfirozenych déliteli. Defini¢nim
oborem této funkce je mnoZina vSech pfirozenych disel
a jejim grafem mnoZina izolovanych bodd. Cést grafu této
funkce muZeme sestrojit, kdyZ si pfipravime tabulku, jejiz
&4st je dile uvedena.

n|12345678910111213 141516 17 18
On)|122324243 4 2 6 2 4 45 26
Snadnou Gvahou si potvrdime, co je ziejmé jiZ z tabulky,
Ze mnoZinu viech pfirozenych Cisel miZeme rozdélit na

3 &4st takto: 1) mnoZinu s jedinym prvkem I, ktery md jen
jednoho pfirozeného délitele, 2) mnoZinu vSech pFiroze-
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nych ¢isel, kterd maji dva rizné pfirozené délitele, tj. Cisel
2,3,5,7,11, 13,17, 19, ..., 3) mnoZinu viech pfirozenych
Cisel, kterd maji vice neZ dva rizné pfirozené délitele, tj.
mnoZinu Cisel 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, ...; toto
roztfidéni pfirozenych ¢&isel vede k zavedeni ndsledujicich
definic:

D, , Prvoéislo nazyvime kazdé ptirozené Eislo, které md prdvé
dva rizné pfirozené délitele.

D, Cislo slofené nazyvime kazdé pFirozené Cislo, které md
vice neg dva rizné pfirozené délitele.

Podle pfedchozich definic nepatfi pfirozené Cislo 1 ani
mezi prvocisla, ani mezi &isla slozena. Kdybychom oviem
pfijali jinou definici prvocisla, mohlo by se stat, Ze by mezi
né bylo zahrnuto i ¢&islo 1. Tak by to bylo napf. v tom
pifpadé, kdybychom za prvodislo poklidali to pfirozené
¢islo, které je délitelné Cislem 1 a sebou samym. Z tohoto
ptikladu opét vidime, Ze vyznam urcitého ndzvu je zdvisly
na definici, kterd vyjadfuje umluveny vyznam nazvu.

Ty Fe-li mogno rozloZit prirozené &islo n > 1 na soudin
takovych pfirozenych Cisel a, b, Ze a > 1, b > 1, pak
Je n &islo slofené; neni-li takovy rozklad mozny, pak n
Je prvodisio.

Je-li totiz n=ab> 1, a> 1, b> 1, pak ¢&slo n md
zfejmé aspoii 4 pfirozené délitele (1 |n, a [n, b |n, n|n),
kdyZ a == b, a aspofi 3 riizné pfirozené délitele (1 | n, a | n,
a? | n), kdyZ a = b, a proto ve shodé s D, je n &islo sloZené.
Neni-li takovy rozklad &isla n > 1 moZny, pak ma &islo n
zfejmée pravé 2 délitele (1 | n, n |n) a ve shod€ s definici
D, je n prvocislo.

T,y Kazdé pfirozené &islo n > 1 md alespont jednoho prvo-
&iselného délitele.
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Cislo » > 1 ma jist® aspon jednoho d&litele, ktery je
vétsi nez 1. Z téchto jeho déliteld je jeden nejmensi;
oznatme jej p. Tento nejmensi pfirozeny délitel p > 1
musi byt prvodislem. Kdyby totiZ p bylo ¢islo sloZené, tj.
p=ab, kde 1 <a <p, 1 <b <p, pak by ze vztahit

a|p, p|n plynulo a|n, coZ by znamenalo, Ze existuje
déhtel a < p &isla n v rozporu s naSim pfedpokladem
o disle p.

T,; Kazdé slogené Eislo n md alespori jednoho prvoéiselného
delitele p < |/n. Jinak feleno: Neni-li piirozené Eislo
n > 1 délitelné Zddnym prvofislem p < l/n, pak_je n
prvoéislo.

Je-li n &islo sloZené, pak existuje rozklad n = ab, kde
a, b jsou takovd pfirozend ¢isla,Ze 1 <a <n, 1 <b <n.
Pfi vhodném oznaceni {initelti rozkladu ¢&isla #» na soudin
miZeme piedpoklddat a < b <n.V tom pfipadéa? < ab =
= na odtud plyne a < |/n. Aviak &islo ¢ m4 aspori jednoho
prvodiselného délitele p < a < |/n. Ze vztahil p | a, a |n
plyne p | n.

Chceme-li v mnoZiné¢ vSech pfirozenych &isel, kterd ne-
jsou v&tsi neZ dané pfirozené Cislo » vyhledat vSechna
prvocisla, miZeme tak udinit zpisobem, ktery se oznacuje
nazvem Eratosthenovo sito. Jeho popis 1 podrobné&jsi vy-
svétleni najdete* ve svazku 2 této kniZnice. Tam najdete
také informace o nékterych tabulkich prvocisel, jeZ byly
a jsou vydévany pro potfebu matematiku, pracujicich v &i-
selné teorii.

Vsechna prvodisla miZeme sefadit v rostouci posloup-
nost prvodisel, jejiz n—ty Clen oznaCujeme zpravidla p,.
Z této posloupnosti prvocisel zndme od r. 1959, kdy byly
vyddny dosud nejrozsdhlejsi tabulky prvocisel, vSechna
prvocisla p,, pro néZ plati n < 6 000 000. Z posloupnosti
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prvolisel uvddime tyto pfiklady: p1 =2,p,=3,p,=035,
Pa=T, ps=11, pg =13, p, = 17, p3 =19, p, =23,
P10 =29, ...y P30 =113, p3; = 127, ..., pgg = 503, ...,
Proo = 541, ..., Page= 1223,..., p;,oo = 1987, ...,
p400 == 2741, csey P500 = 3571, c ey plOOO = 7919, “ sy
Dsoso 099 = 104 395 301. O n&kterych dalSich prvocislech
mnohem vé&tSich neZ dislo 104 395 301 se jeSt€¢ dovite
v kap. 10, za niZ je zafazena tabulka viech po sobé& jdoucich
prvocisel od 2 do 1987. PouZivejte ji pfi feSeni n&kterych
uloh, z nichZ jednu ihned roziesime, abychom si osvétlili
prakticky vyznam vét T, a Ty,

PFiklad 36. O Cislech m=255989 a n=m + 1 =
= 255 990 rozhodnéte, zda jsou sloZend nebo prvodisla.

Délime-li &islo m postupné prvolisly p, = 2, p, = 3,
P3 =75, ... pgs = 499, pgg = 503, zjistime, Ze c1slo m neni
déliteiné 2édnym 2 t&chto prvoéisel Dalsi déleni nemusime
jiz provadét, nebot jsme zjistili, Ze Cislo m neni délitelné

¥4dnym prvodislem p < }/255 989 < 506, a %e je tedy
prvodislo (podle véty T,;). Pro vysetfeni &fsla n stadi uvést
snadny rozklad n = 10.255 99, z n€hoZ plyne, e Cislo »
je sloZené (podle véty Ts,).

K rozkladu ¢&isla n = 255 990 poznamenavame, ie je
ponévadZ snadno najdeme délitele 2, 3, 5, 7 daného &sla,
Kdy# najdeme rozklad n = 2.3.5.7. 1219 muZeme po na-
hlédnuti do tabulek zjistit, Ze 1219 neni prvoéislo. Najde-
me-li jeho rozklad 1219 = 23.53, mlZeme zapsat n =
=2.3.5.7.23.53. V tomto soulinu je kaZdy Cdinitel
prvocislo. Rozklad ¢isla # na soudin prvocisel nazyvime
rozkladem &isla n v prooinitele.

Pfi nahlédnuti do tabulky prvocisel jste si jist& vSimli
toho, Ze v rostouci posloupnosti viech pfirozenych Cisel
jsou prvolisla nepravidelné rozloZena. Tak7napf. mezi
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prvodisly 71 a 73 je rozdil 2, takZe mezi nimi lei jediné
dislo sloZené, zatimco mezi prvodisly 89 a 97 je rozdil 8,
takZe mezi nimi leZi 7 &isel sloZenych (90, 91, 92, 93, 94, 95,
96). Snad si pfitom poloZite otdzku, jak velky je pocet
prvocisel. Dfive, neZ na ni odpovime, pfipravime vis na
jedno feSeni této ulohy definici ¢isla n/ a pEikladem.

D,, Sou&in viech pfirozenych Cisel, kterd nejsou vétsi nez
dané pirozené &slo n, . soudin 1.2.3.4... (n-)n
oznalujeme symbolem n! a &teme n faktoridl; mimoto
definujeme 0 = 1.

Snadno vypoéteme, 2e 1/ = 1, 2/ = 2,3/ = 6, 4! = 24,
5!/ =120, 6/ = 720, 7! = 5040, 8/ = 40320, 9/ =
= 362 880, 10/ = 3 628 800 atd. Ve Valouchovych tabul-
kich najdeme tabulku faktoridld pro vSechna n < 30,
z ni% zjistime, Ze napf. 30/ md zapis v desitkové soustavé
o 33 cifrich. Jsou tam téZ dekadické logaritmy vSech
faktoriila n! < 200/, z nichZ napf. vyCteme, Z¢ log 112/ -
= 182 295 458 ..., coZ znamend, Ze &slo 112/ m4a pfi za-
pise v desitkové soustave 183 cifer.

P¥iklad 37. DokaZte, Ze existuje prvodislo vétsf neZ libo-
volné dané pfirozené &islo .
Cislo n/ =1.2.3.... (n — Dn je jist& dé&litelné kazdym
pfirozenym C{islem x < n, avSak Cislo #»/ + 1 > n neni
dé&litelné 24dnym z &isel 2, 3, ..., n-1, n, nebot pfi
déleni kterymkoli z nich dostaneme neuplny podil a zbytek
1. Podle véty T,, ma kaZdé pfirozené Cislo v&tsi neZ 1 aspoil
jednoho prvociselného délitele p. Plati tedy i v tomto pii-
padé p | n/ + 1, o némZ vsak vime, Ze p > n.

Ty Prvoéisel je nekoneiné mnoho.
Nepfimy dukaz véty T,4 je snadny. Pfedpoklidejme, Ze
mnoZina viech prvolisel je konend. V tom pfipadé muiZe-
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me najit takové pfirozené Cislo n, Ze pro kazdé prvodislo p
plati p < n; stadi k tomu zvolit za n nejvétsi prvocislo
z predpoklddané koneCné mnoZiny vSech prvocisel. To
viak je ve sporu s vysledkem nasi dvahy v pfikladu 37,
v némZ jsme dokdzali, Ze lze najit vZdy prvocislo p, které
je vét§i neZ libovolné dané pfirozené Cislo #. Neni tedy
moZné, aby platil piedpoklad o kone¢nosti mnoZiny viech
prvocisel. Plati jeho popieni (negace), coZ je véta Ty,.

Pfekvapuje, Ze otizku o poltu prvocisel si poloZili jiZ
felti matematikové a s uspéchem ji rozfesili. Dukaz o tom,
Ze prvocisel je nekoneéné mnoho, najdeme jiz v IX. knize
slavného Euklidova dila Stoichéia (Zdklady)*). Euklides
(365?—300? pfed n. 1.) uved! diikaz jiny, ale zdkladni idea
dikazu jim uvedeného i diikazu ndmi provedeného je spo-
leCna. Volili jsme pozménény dikaz jen proto, abyste
rychleji pochopili dikaz nasledujici véty.

Ty, Je-li dino libovolné prirozené &islo m, miigeme vidy najit
m po sobé jdoucich prirozenych Eisel takovych, Ze kaZdé
z nich je &slo slogené.

Utvofime posloupnost m po sobé jdoucich pmozcnych
cisel a, = (m + 1)’ 4+ 2,a, = (m+ 1)’ + 3, a,=(m+
+ 1!+ 4,. (m + 1! + (m+ 1) Plati ziejmé:
2| a,, nebot kaid)" ze sCitancu je délitelny dvéma, 3 | a,,
nebot kaZdy ze s¢itancu je délitelny tfemi, ... m + 1 | am,
nebot kaidy ze séitanci (m + 1)/, m 4+ 1 je délitelny
¢islem m + 1. Tim je dokdzina existence posloupnosti m
po sobé& jdoucich Cisel sloZenych.

Zvolime-li napf. m = 7, pak jist& posloupnost sedmi po
sobé jdoucich pfirozenych Cisel 8/ + 2, 8/ + 3, 8/ 4 4,
8/+5,8/+6,8 + 7,8/ + 8, 4. cisel 40 322, 40 323,
*) Misto puvodniho feckého jména Eukleides se uZiva larinizovaného

jména Buklides, ponévadz jeho dilo Stoichéia (Zdklady) stalo se nejvice
znimym 2 latinského piekladu Elementa (Zéklady).
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40 324, 40 325, 40 326, 40 327, 40 328 ma za Cleny jen Cisla
sloZend. UZitim rozsahlej$ich tabulek prvocisel byste mohli
snadno zjistit, Ze pravé nalezend posloupnost sedmi po sob&
jdoucich ¢isel sloZenych je vybrdna z posloupnosti 53 po
sob& jdoucich Cisel sloZenych, kterd zacind Cislem 40 290
a kondi Cislem 40 342. Vime tedy nyni, Ze existenci sed-
mi po sobé jdoucich Cisel sloZenych lze dokizat riznymi
pfiklady, k nimZ patfi i dtive nalezend &isla 90, 91, 92, 93,
94, 95, 96. .

Kdybychom chtéli najit 111 po sobé jdoucich Cisel slo-
Zenych metodou, kterou jsme ukdizali pfi dikazu véty T,
pak bychom ihned mohli udat jako prvni ¢len takové po-
sloupnosti Cislo 112/ + 2, jehoZ zapis v desitkové soustavé
mé 183 cifer. Ale uZitim né&kterych rozsdhlejSich tabulek
prvocisel bychom mohli zjistit, Ze jiZ mezi prvocisly 370 261
a 370 373 lezi 111 Cisel slozenych. Konstrukce ¢&iselné po-
sloupnosti, kterou jsme popsali pfi dikazu véty Tj,, ne-
slouZi oviem k tomu, abychom pomoci ni hledali m nej-
mensich po sob& jdoucich &isel sloZenych, ani k tomu,
abychom hledali interval ohranifeny dvéma prvodisly,
mezi nimiZ leZi pravé m ¢isel slozenych. M4 vyznam hlavné
tim, Ze ndm zajiltuje existenci posloupnosti m po sobé
jdoucich Cisel sloZenych. Vime nyni, Ze na otdzku, zda
existuje napf. milién po sob& jdoucich &isel sloZenych, je
odpovéd kladna.

T,y KaZdé prirozené &islo n > 1 je mosno rozloZit v soutin
n = PiDaPs - . . Ph—1Dhs U NEMZ Prspos. . - Pk JSOU Proo-
cisla, k je Cislo pfirozené, takZe nevylulujeme ptipad,
kdy soutin md jediného &nitele. Takovy rozklad Cisla se
nazyvd rozklad v prvolinitele a je mozny jen jedinym
zpusobem, md-li platit p; < p, < py ... = pr, nebo
nepokldddme-li za rizné rozklady liSici se jen pofadim
prvoéinitelii.
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Podle véty T;, md kazdé pfirozené C&islo 7 > 1 asponl
jednoho prvoéiselného délitele, z nich? nejmensi oznalme
p.. Plati pak n = pyny, kden,; = 1. Je-lin, = 1, pakn = p,
v souhlase s uvedenou vétou. Je-li n, > 1, najdeme opét
nejmen$f prvodiselny délitel p, ¢isla »,, takZe plati n, =
= py.ny kde n, = 1; odtud n = p,p,n,. Je-li n, = 1, pak
n = p,p,. Neni-li n, = 1, pokrac¢ujeme dile v rozkladu ob-
dobnym zpiisobem a dostaneme 7, = pyn,, odkud n =
= p1paDan, atd., aZ koneéné dospéjeme k rozkladu n,_,=
= pim, kde np, = 1, a proto n = p,p,...ps. Je zfejmé, Ze
pii tomto zpusobu postupného vybirani nejmensich prvo-
Ciselnych délitelt py,p,,p, atd. musime dospét vzdy k témuZ
rozkladu daného ¢isla # v prvocinitele. L.ze ovSem namit-
nout, Z¢ bychom snad mohli dospét k jinému rozkladu
¢isla n v prvodinitele, kdybychom prvociselné délitele roz-
klddanych Cisel vybirali podle jiného pravidla neZ v po-
stupu privé€ popsaném, kdy jsme pro ka?dé rozklidané
dislo vybrali za prvniho Cinitele jeho nejmensi prvociselny
délitel. Jesté v tomto ¢lanku ukdZeme jinou metodou jedno-
znacnost rozkladu pfirozeného Cisla v prvodinitele, a to
tak, Ze uvedeni ndmitka odpadne.

Ty Kazdé pfirozené &islo n > 1 je mozno rozlozit v soudin
pFirozenych mocmin riznych prvolisel qiy Goy .- -5 gm
tak, Ze

ry, r3 Ty Tm

n=4¢q 9 493 -.-4dm >

a to jedinym zpiisobem, md-Ii platit ¢, < g, < q5 ...
< gm nebo nepokldddme-li za rizné takové rozklady,
jeZ se lisi jen pofadim &initeli. Tento rozklad se Easto na-
zyvd kanonicky rozklad pFirozeného &sla n > 1 v prvo-
&nitele,
Tento rozklad se li§i od pfedchizejiciho jen tim, Ze soucin
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stejnych prvodinitel je nahrazen mocninou, jejimZ zakla-
dem je pfisluSné prvocislo a mocnitelem pfirozené &islo.

P¥iklad 38. RogloZte v prvodinitele tato Cisla: a) 360,
b) 420, c) 2047, d) 4519.
2)360 = 2.180 =2.2.90 =2.2.2.45=2.2.2.3.15 =

= 2.2.2.3.3.5=28.32.5,

V tomto pfikladé jsme chtéli osvétlit postup vySe popsany
1 tim, Ze jsme postupné hledali prvocinitele tvofici neklesa-
jici posloupnost. Jinak viak je moZno rozklad urychlit zpi-
sobem déle naznadenym:
b) 420 = 42.10=6.7.2.5=2.2.3.5.7=22.3.5.7.
c) 2047 = 23.89.
Prvni Cinitel 23 najdeme tak, Ze nejprve zkoumdme, zda
dané ¢islo ma prvociselné délitele 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19
a konecné 23. Zjistime-li tak, Ze 2047 = 23.89, ustaneme
jiz v dalSim rozkladdani, kdyZ totiZ zpaméti (tj. ze znalosti
malé ndsobilky) nebo z tabulky I zjistime, Ze 89 je prvodislo.
d) Pii hleddni rozkladu d¢isla 4519 zkoumdme opét jeho
délitelnost Cisly 2, 3, 5, 7, 11, 13, .. ., 61, 67, nebot p = 67
je posledni prvotislo, pro n& plati p < [/4519 = 67,2
(viz Tyg).

T,o Zndme-li kanonicky rozklad koneiného poltu priroze-
nych &isel v prvolinitele, pak jejich nejvétsiho spoleéného
délitele najdeme jako souéin mocnin vSech prvoéisel, kterd
se vyskytut v rozkladech viech danych Eisel, priems
za mocnitele zvolime nejmensi ze viech exponenti pri-
slusného proolisla ve vech rozkladech.

T, Zndme-li kanonicky rozklad koneéného poctu pfiroze-
nych &isel v prvoimitele, pak Jejich nejmensi spoletny
ndsobek najdeme jako soulin mocnin viech prvoczsel
kterd se vyskyruji v kanonickém rozkladu aspori jednoho
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z danych &isel, pFitemZ za mocnitele kagdého prvoéisla
zvolime nejvétsi ze vSech exponenti mocnin o témse
2dkladu v jednotlivych rozkladech. .
Tak napf. po urCeni kanonickych rozklada disel
840 = 23.3.5.7, 900 = 22.32.52%, 1100 = 22.52,11
snadno najdete (840, 900, 1100) = 22.5 = 20; [840, 900,
1100] = 22.32.52.7.11 = 138 600.

T, Je-li celé &islo b délitelem soucinu celych &isel a,y ay a je-li
b nesoudéiné s a,, pak je b délitelem a,.

Ziejmé plati a, | a,a, a podle pfedpokladu téZ b | a;a,.
Podle véty T,, musi byt i nejmensi spolecny ndsobek &isel
a;, b délitelem soulinu a,a,, tj. plad [a,, 8] | a;a,. Aviak
podle véty Ty, [a,, ] = a;b, nebot a,, b jsou podle pied-
pokladu ¢isla nesoudélnd. Ze vztahu a,b | a,a, plyne a,a, =
= a,bq a po zkrdceni a, = bg, cOZ znamena b | a,.

Véta T, byva nékdy pro svou dileZitost oznaCovana jako
fundamentdlni v&ta aritmetiky. Lze ji zobecnit a vyvodit
z nf i jiné disledky, zejména- véty o délitelnosti souéinu
pfirozenych &isel ay, ay, as, . . . ax prvocislem p.

Dasledek 1. Jesthize prvoéislo p je délitelem soulinu ce-
lych Cisel ajaqzay . . . ax a pritom neni délitelem £ddného z Eisel
Qys Qyy gy . « -5 Ak —q, pak Je délitelem &isla ay.

Daisledek INI. Fe-li proodislo p délitelem soucinu celych
Cisel aiaa, ... aw, pak je délitelem aspori jednoho &nitele
tohoto soutinu.

Nynf jeité stru¢né naznacime, jak je moZno dokdzat, Ze
rozklad pfirozeného &isla #» na prvolinitele lze provést jen
jedinym zptsobem, jak jsme to jiz vyslovili ve vétich Ty
a T,,. Pfedpokladejme, Ze existuji dva rozklady Cisla # na
prvodinitele, tj.

n=pipePs .- Pi---Pr= G2y --- gj--- gm (D1).
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Ziejmé plati p, | n, aviak také p, | ¢,4; ... ¢m. Podle da-
sledku II véty T,, musi byt aspoi 1eden Cinitel souinu
49z - - - gm d¢litelny prvoélslcm p1- Necht je to gj, takZe
plati pl ] g;. To vsak je moZné, jen kdyi p1 = ¢. Kdyby
tomu tak nebylo, pak by p, bylo mensi neZ g; a &islo g,
by mélo délitele p, < ¢;a nemohlo by byt tedy prvocislem,
jak jsme pfedpoklddali pfi rozkladu ¢isla n v prvodinitele.
Kritime-li rovnost souéini (7,1) Cislem p, = ¢; a pokra-
¢ujeme-li v dikazu naznaenym zpisobem, dokaZeme, Ze
dalsi prvocisla p, p3, ..., px se rovnaji vidy jednomu
z prvocisel ¢;, gos .. .5 qma Ze k= m.

P¥iklad 39. Urcete vsechna celd isla x, pro kterd je
y = x* + 4 prvodlislo.

Nejprve provedeme rozklad polynomu x* 4 4 na soucin
dvou polynomu zpiisobem, ktery byl vysvétlen na konci
kap. 1. Tak dostaneme

=x—2x+2)(x*+2x+ 2)=
= [ — D+ 1[G + 1° + 1.

K tomu, aby y bylo prvocislo, je nutné, aby jeden z &ini-
teld soucinu se rovnal 1, coZ miZe nastat jen v pfipadech
x = 4 1. V tom pfipad¢ se vSak druhy Cinitel rovnd 5,
coz je prvocislo. Polynom x* + 4 nabyva tedy prvocxselne
hodnoty jen pro x = + 1.

P¥iklad 40. Je-li prvocislo p = 7, pak pfirozené &slo
n = p* — 1 je ndsobkem ¢&fsla 240. DokaZte.
Dvojclen p% — 1 lze rozloZit v soudin tfi Ciniteld (p — 1)
@+ 1) (p*+ 1). PonévadZz p = 7 je liché prvodislo, je
kaZdy cinitel souinu &islo sudé. Ponévadz p — 1, p+ 1
jsou dv& po sobé& jdoucf sud4 ¢isla, je jedno z nich délitelné
4. Z toho plyne 16 | n. Pon&vadZ p = 7 je prvodislo, ne-
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miZe byt nisobkem ¢&isla 3, nybrZ musi byt ¢islem tvaru
3k + 1 nebo 3k — 1, kde k je Cislo celé. V prvém pripadé
plati p — 1 = 3k, v druhém p 4 1 = 3k a proto v obojim
pfipad€ 3 | n. PonévadZ p = 7 je prvocislem, nemuizZe byt
rovno &islu 5 ani jeho ndsobku, a musi byt Cislem tvaru
5k 4+ 1 nebo 5k 4 2. Je-li p = 5k + 1, pak p — 1 = 5k;
je-li p = 5k — 1, pak p + 1 = 5k; je-li p = 5k 4 2, pak
P+ 1= (5k £+ 2)* + 1 =5(5k* £ 2k + 1).0dtud ply-
ne 5 | n. Ponévadz Cislo 7 je délitelné Cisly 16, 3, 5, je déli-
telné téz ]e]lCh nejmensim spoleénym nasobkem, tj. Cislem
2¢.3.5=

P¥iklad 41. Dv& posloupnosti {a.},{bn} jsou ureny tak,
Ze pro n=1 plati: g, = 2%+1  20+1 L |, b, =
= 2%+1 _ 2n+1 | ] Dokaite, Z¢ pro kazdé pfirozené
¢islo n plat praveé jeden ze vztahii 5 | a, nebo 5 | by.

Soulin a.b, = 427+1 4- 1, jak snadno zjistime,

g+l 4] = (44 1) (4% —42-1 4 . + 1)[podle (1,4)].

Je tedy 5| anb, a podle disledku II véty T,, musi byt
aspoil ]edno z Cisel a,, b, délitelné 5. Neni viak moZné, aby
ziroveri platilo 5 | a,, 5 | bs, nebot v tom piipadé by muselo
€2 platit 5 | a, ; bn, Cili 5 | 2°+2, coZ je zfejm& nemoZné.

Proto je vZdy pravé jedno z Cisel an, b, délitelné 5. Sami
si snad najdete jiné zpisoby feSeni této wlohy.

Cvileni

7,1. V tabulce I vyhledejte viechna prvociselnd dvojéata
a urlete jejich pocet. Ndzvem prvociselnd dvojcata oznatu-
jeme takové dvojice prvoéisel {tns Pn+1)p pro n& plad
Pn+1 — Pn= 2. (Dosud nevime, zda prvociselnych dvoj-
¢at je nekonené mnoho.)
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7,2, Najdéte nejmensi pfirozené Cislo x, pro které funkéni
hodnota daného polynomu je &islo sloZené:
a)x®*+x+5 b)x®+x+11, ¢ x>+ x+ 17,

d) 22+ x+ 41, e) x2—33x + 289, f) x* —8lx +
+ 1681. .

7,3. Najdéte 13 po sobé& jdoucich cisel sloZenych. Ulohu
feSte dvojim zpuisobem: a) vypoltem vysvétlenym v textu
tohoto ¢lanku, b) uZitim tabulky prvodisel.

7,4. RozloZte v prvodinitele ¢isla: 8190, 8191, 8192, 23 727,
32767, 83 736.

7,5. Je ddna posloupnost pfirozenych &isel vzorcem pro
n-ty &len a, = n!. Pro kterd n jsou Cleny posloupnosti
{S,.},V niZ 53 =ap,5, = a, + Ay $3=0a, + a3+ ag .. .,
$s =a, + a; + ... + a, druhymi mocninami pfirozenyech
d&isel.

7,6. Urlete poslednich 249 cifer &isla 1000/ + 2 pfi jeho
zdpisu v desitkové soustavé. Udejte nejmensi polet po
sob¢ jdoucich sloZzenych {isel, mezi kterd patii &islo 1000/ +
+ 2,

7,7. DokaZte o polynomech a) x* 4 64, b) 4x* + 81, Ze
nemohou nabyt prvocliselné hodnoty pro Zadné celé Cislo x.
7,8. DokaZte, Ze kazdé pfirozené Cislo n > 11 je soultem
dvou Cisel sloZenych.

7,9. Najdéte vSechny aritmetické posloupnosn tii prvolisel
s rozdilem a) 2, b) 4.

7,10. DokaZte, %e existuje jedind p&ti¢lennd aritmetickd
posloupnost prvodisel s rozdilem 6.
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8. kapitola

STAROVEKY PROBLEM
CINSKYCH MATEMATIKU
A PSEUDOPRVOCISLA

V této kapitole budeme zkoumat délitelnost Cisel tvaru
27 — 2, kde n je Cislo pfirozené. Pritom se ukaZe, Ze je vel-
mi uZitecné, dovedeme-li rychle uréit nékteré délitele ¢isel
2" —1a2"+4 1, coZ ndm pomiZe Casto rozloZit tato Cisla
v prvodinitele. K tomu muZeme vyuZit vzorca (1,3), (1,4)
pro rozklad dvojéleni a” - . Pfipomeneme je znovu pro
ty ptipady, kdy b = 1 a n je Cislo sloZené.

T,3 Pro kaZdé slogené &islon =rs,kder > 1 as > 1 jsou
Cisla pfirozend, je a* — 1 délitelné ]ednak a"-— 1,jednak
a' — 1, af je a jakékoli &slo prirozené; je-li a > 1, je
takéa” — 1> l,a—1> 1.
Zigim& plati a» — 1 =a™ — 1 = (@ — 1 = (&) —
— 1. Odtud v$ak podle vzorce (1,3) plynea — 1 [a™* — 1
arovn&ta —1|a” — 1.

T,y Pro kazdé slogené &islo n = rs, kde r > 1 je &slo liché,
a s> 1 lbovolné Eislo pfirozené, je an + 1 délitelné
éislem a* 4 1, af je a jakékoli &islo pFirozené.

PonévadZ a"+ 1=a"” +1 = (a) + 1, dostaneme

pouzitim vzorce (1,4) vztah a* + 1 |a™ + 1.

PFiklad 42. UzZitim vét T, a T, najdéte nékteré délite-
le &isla 212 — 1 a rozloZte je pak v prvocinitele.

Cislo 212 — 1 = 234 — | a mi tedy podle T,, délitele
22— 1=17a2t—-1=15= 3.5. Kdybychom viak pro~
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vedli nejprve rozklad 212 — 1 = (2¢ — 1) (2% + 1), dostali
bychom pro prvniho Cdinitele podle véty T,; délitele
22 —-1=3, 22— 1=7, zatimco pro druhého Cinitele
2% 4 1 bychom podle véty T, dostali délitele 22 - 1 = 5,
Tertto rozbor vlastnosti soucinu (2% — 1) (2% + 1) ndm
nepfinesl nic nového. Vime-li viak, Ze 20 1 =65 =
= 5.13, zname tim dal$iho délitele 13 &isla 212 — 1. Tyto
vysledky ndm vSak velmi usnadni, abychom nasli rozklad
v prvocCinitele 212 — 1 = 3%2,5.7.13.

Pouziti vzorci (1,3) a (1,4) i v&t Ty, a T, si jeSté pro-
cviCite na pfikladech, které si sami zvolite. Pfi hledani roz-
kladu v prvocinitele Cisel 2# — 1 a 2+ 1 pro n < 25
miuZete vysledky svych vypodti zkontrolovat podle tabulky
III na konci této kniZky. Tato tabulka je uZiteCnd i pfi
feSeni jinych uloh. Vime-li napf., Ze 73 | 2° — 1, pak jist&
plati téZ 73 | 2% — 1 (podle Ty), at je k jakékoli pfirozené
¢islo. Vime-li, Ze 43 | 27 + 1, pak 43 | 2" + 1 (podle véty
T,,), kde r je libovolné liché pfirozené &islo, napt.

43221 4 1 apod.

Priklad 43. DokaZte, Ze plati 41 | 24! — 2.
a) Ma-li byt 41 | 241 — 2, . 41 | 2 (2% — lr, pak vzhledem
k nesoud€lnosti ¢sel 41, 2 musi platit 41 | 24° — 1 (podle
véty T,,). Z tabulky III snadno zjistime, Ze 41 | 219 + 1
a tedy také 41 | (21© 4 1) (20 — 1) ¢ili 41 | 22 — 1. Avsak
odtud jiZ plyne 41 | 22-20 — 1 ¢ili 41 {29 — 1.
b) Jiné feSeni je moZné uZitim véty T,, v kap. 3 (obdobné
jako v ptikladé 14). Politejme nejprve zbytek pfi déleni
281 Cislem 41. 281 = (25)8.2 = 328.2 = (41.1 — 9)8.2,
co? je Cislo, které pfi déleni 41 di stejny zbytek jako ¢islo
(—9)8.2 =982 = 814.2 = (41.2 — 1)2.2. Toto ¢&islo pfi
déleni ¢islem 41 dava stejny zbytek jako &islo (—1)%.2 = 2.
PonévadZ 24! pfi déleni 41 davé zbytek 2, dostaneme pfi
déleni 24! — 2 Cislem 41 zbytek 0.
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Abychom v dalsi &4sti této kapitoly dosahli stru¢nosti
v zapisech nékterych vztaht, zvolime oznaceni ¢, = 2" — 2.
Budeme-li vySetfovat délitelnost Cisla ¢, ¢islem n pro 7 ==
=1,2,3,4,5, ..., dostaneme tyto vysledky:
1]ep,2)cos 3|0 4bcy, 5]cs564c4 7]y 8hcg 94cy,
10 4 ¢y 11 lcm 124 iy 13 | Cyay 144 cyyy 158 cy5, 16 Hcyg,
17 | ¢175 181 ¢cyg 19 [ €19y 20t cyg, ..., pFi¢emZ platnost
viech vypsanych vztahd snadno potvrdime uZitim tabulky
I1I. Nalezené vztahy nds opraviiuji k tomu, abychom vyslo-
vili tuto domnénku:

Kdy% n | cn, pak n je prvodislo.

Tato véta zfejm& plati pro viechna pfirozend Ccisla
n < 20, jak jsme se o tom pfesv&d¢ili vypoétem. Pfitom
oviem ¢islo 1 pocitime v tomto pfipadé& téZ mezi prvocisla,
jak to bylo zvykem ve starSich dobdch vyvoje matematiky.
Uvedenou domnénku lze symbolicky zapsat ve form& vy-
roku, Ze pro kazdé pfirozené Cislo # plat{

n | ¢ = n je prvocislo. 8,1)

K tomu, abychom mohli rozhodnout, zda uvedena
domnénka je nebo neni pravdivi, Ize zvolit jen dvé rizné
cesty:

1. uZitim znamych pravdivych matematickych vét a pra-
videl logického usuzovini dokazat, Ze vyrok (8,1) plati pro
kazdé pfirozené Cislo n;

2. dokazat, Ze vyrok (8,1) neplati pro kazdé prirozené
Cislo m, tj. Ze existuje aspofi jedno takové pfirozené Cislo #,
Ze plati vztah 7 | ¢, a Ze zdrovenl n neni prvocislo.

Bylo by chybou domnivat se, Ze o pravdivosti vySe uve-
dené domnénky své&d¢i velky pocet pfirozenych cisel »,
pro ktera vyrok (8,1) plati. Této chyby se dopustili jiZ pfed
2500 lety cinSti matematlkove, kdyZ z plamosti vyroku
(8,1) pro mnoha pnrozcna ¢isla n usuzovali na jeho prav-
divost pro viechna pfirozend ¢isla n. Jisté asi provéfovali
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pravdivost véty (8,1) pro mnoha ¢isla n < 341, nebot pro
takovi Cisla # vztah (8,1) plati.

Teprve v 19. stoleti bylo zji§téno, Ze 341 | 234t — 2, ale
piitom 341 = 11.31 neni prvodislo. K tomu, abychom
dokdzali, Ze Cislo 341 je délitelem disla 23! — 2 =
= 2 (230 — 1), je tfeba dokdzat, ze 341 | 234 — 1, nebot
gisla 2 a 341 jsou nesoud&lni. AvSak platnost vztahu
341 | 2340 — ] dokdZeme podle véty T,, a podle dasledku
I véty Ty, ze vztahu, které snadno odvodime: 11 | 2340 — ]
a 31| 2340 — 1. Pon&vadZ vsak 31 |25 — 1, plyne odtud
ihned 31 | 25-68 — ], &li 31 | 2%4° — ], Ponévad? 11 | 21° —
— 1, platitéz 11 | 21034 — ] &ili 11 | 240 — 1. Kdybychom
oviem byli nahlédli do tabulky III, mohli jsme zpsnt, Ze
11.31| 210 — ], odkud ihned plyne 11.31 | 2340 — 1.

D,, Slogend &sla n, pro kterd plati vztah n| 2" — 2, se na-
2yvaji pseudoprvodisia.

Ve smyslu pravé uvedené definice patfi Cislo 341 mezi
pseudoprvodisla. Dodejme hned, Ze zname jiz dlouho i jina
lich4 pseudoprvodisla, a vime dokonce, Ze jich je nekone¢né
mnoho. Ale teprve r. 1950 nasel americky matematik D. H.
Lehmer prvni sudé pseudoprvoéislo 161 038. Jeho nalezeni
bylo velmi obtizné, avSak diikaz, Ze 161 038 | 2161038 .2,
je moZno pomérné snadno provést zpusobem, ktery jsme
jiZ poznali. Plati 161 038 = 2.73.1103, cislo 161 037 =
= 32,29.617. NaSim tkolem je nyni dokazat vztah
2.73.1103 | 2 (2*.29.617.— 1). Zfejmé& plati
2|2 (211037 _ 1), Z tabulky III zjistime, Ze 73 |2° — 1,
odkud ‘plyne 73 |2°-29-617 — 1) ¢ili 73 | 2 (2%-29-017 — 1),
Z rozsahlejsi tabulky rozkladu Cisel 2 — 1 v prvocinitele
se snadno zjisti 22° — 1 = 233.1103.2089. Odtud plyne
1103 | 2% — 1, a protoZe 1103 |229-3-617 _ ] tedy také
1103 | 2 (220-3-617 _ 1), UZitim véty T;, a T, dostaneme
hledany vztah 2.73.1103 |2 (2117 — 1). Jakmile bylo
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nalezeno prvni sudé pseudoprvodislo, nebylo ji2 obtiZné
najit dalsi a dokdzat, Ze takovych (isel je nekone¢né mnoho.

Domnénka starovékych c¢inskych matematiki, v jeji
pravdivost vé&fil i slavny némecky filosof a matematik
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716), ktery se v mate-
matice proslavil nejvice jako spoluzakladatel diferencidlniho
a integrilniho po¢tu, se tedy ukazala jako nepravdivd. Pro
nis musi byt tento pfipad varovnym piikladem, abychom
v matematice nevyvozovali obecné zavéry o vlastmostech
vSech prvki néjaké nekoneCné mnoZiny z toho, Ze takovou
vlastnost najdeme ve velkém poctu specidlnich pfipadi.
Tak zv. nedplnd indukce je pro matematika velmi cennou
pomiuckou pro vytvifeni domnének; jejich spravnost je
oviem nutno dokizat podle platnych pravidel logického
usuzovini.

D,, SloZend &isla n, pro kterd plati n | a* — a pro Lbovolné
pFirozené &slo a, nazyvdme absolutni pseudoprvodisla.
Ne;menm absolutni pseudoprvocislo je 561 =3.11.17,

-coZ znamend, Ze plati nejen 561 [ 2561 — 2, ale i
561 | 35* — 3 atd.

Cviéeni

8,1. RozloZte na prvocinitele &isla tvaru 2" — 1 a 27 4 1 pro
n = 22, 24, 26, 28, 30.

8,2. RozloZte na prvocinitele &isla tvaru 2* — 2 pron = 31,
33, 35, 37, 39.

8, 3 Dokaite, Ze Cisla 561, 645, 1105 jsou pseudoprvodisla
(Vyuzwe]te tab. III).

8,4. DokaZte, ie plati 561 | 3561 — 3; 1105 | 31106 — 3;

561 | 33881 —
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9. kapitola

MALA VETA FERMATOVA

T s Je-li n proolislo, pak &islo 2 — 2 je délitelné &slem n.
S pouZitim znimych symbolti mohli bychom tuto vétu
pfehledné vyjddrfit vyrokem, Ze pro kaZdé pfirozené &islo

n plati
n je prvolislo = n | 2"— 2, ,1)

Dukaz véty T,; provedeme snadno uZitim binomické véty
pro rozvoj (a + b)", podle niZ

(1+1n=1+('1’)'+(’2')+('3’)+...+

+(Z)+...+(ﬂil)+1. )

Odtud po pfevedeni prvniho a posledniho s¢itance z pravé
strany rovnosti na levou dostaneme

22 (1) (3) ()

+(Z)+...+(nfl). 9,2)

KaZdy ¢&len soutu na pravé strané této rovnosti je tzv.bino-
micky koeficient
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n nn—1)(n—2)...(n—k+1)
bk:(k)= 1.2.3. ...k 63

atopro k=1, 2,3,...,n— 1. Z rovnosti (9,2) vSak
snadno dostaneme rovnost

1.23 ... (k— Dkba= n(n—1)(n—2) ... (n—k—l—;).

>

Soudin na pravé strané rovnosti (9,4) je zfejmé& dé&litelny
islem 7, 0 némzZ pfedpoklidime, Ze je prvoéislem. Z toho
viak plyne, %e také soulin na levé strané rovnosti (9,4) je
délitelny prvocislem n. Ponévad? vSak Z4dny z prvnich &
Ciniteld neni délitelny prvocislem n (vzhledem k tomu, Ze
k<n—1), musi jim byt délitelny posledni ¢initel by
(podle dusledku II véty T,,). Ponévad? na pravé strané
v rovnosti (9,2) je kazdy scCitanec délitelny prvocislem #,
je jim délitelny i jejich soucet (podle véty T, resp. jejiho
zobecnéni) a tedy také i ¢islo na levé strané, tj. 2" — 2,
¢im? je véta T, ; dokizdna.

S odvoldnim na tuto v&tu muZeme tedy tvrdit, Ze napf.
23 je délitelem cisla 22 — 2 =2 (222 — 1) a ponévadZ
Cisla 23 a 2 jsou nesoudélnd, miZeme (podle véty T,,) té2
tvrdit, Ze plati vztah 23 | 222 — 1. Obdobné 29 | 2% — 2,
31281 — 2,89 |28 — 2apod. nebo 29 | 228 — 1,31 | 33—
— 1,89 2% — 1 apod.

Z véty T,; plyne, Ze vlastnost ,,n je prvocislo® je posta-
Cujici podminkou pro platnost vztahu ,,n délitelem 27— 2,
Jestlize jste studovali pfedchazejici kapitolu, vite, Ze tato
vlastnost neni nutnou podminkou pro platnost vztahu
n |27 — 2, nebot jsme zjistili, Ze i pro n&ktera sloZend &isla
n (tzv. pseudoprvodisla) plati téZzn | 2n — 2. Jinak feCeno:
Véta (9,1) plati, aviak véta k ni obricend (8,1) neplati.

Nyni vétu T,; zobecnime. Jeji zobecnénf vyjidfime
dvojim zplsobem, pfi¢em misto oznaleni ,,prvocislo n<
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budeme uZivat oznaleni ,,prvoéislo p*, coZ trochu pfispé&je
k zapamatovini postacujici podminky v nisledujicich
vétach.

T, Pro libovolné celé &slo a a pro kazdé prvoéislo p je p
délitelem Eisla a? — a.

T,; Pro kaZdé celé &islo a nesoudélné s proodislem p je p
délitelem &isla aP-1 — 1.

DokaZeme nejprve dva vyroky I, II, jejichz pravdivost
bude pfedpokladem pro logicky zivér o platnost véty T .

1. KaZdé prvoéisio p je délitelem &isla 17 — 1.

Tento vyrok je zvlaStnim piipadem véty T, pro a = 1.
Jeho dikaz je snadny, nebot 17 — 1 = 0 a pro kaZdé prvo-
¢islo p plati p | 0.

IL. Je-li prvotislo p délitelem &isla av — a, pak p je déh-
telem &isla (a + 1)p — (a + 1), kde a je libovolné Eislo pFi-
rozené,

. Dkaz¥pravdivosti tohoto vyroku™ provedeme takto:
Plad

(a+1>v—<a+1)=[ap+(1l’) a1+ (g)ap—2+

AN E R (e

+ (g)aP—z-i— ee. + (Pf l)a] + [a? — a].
Jiz v prvni &isti této kapitoly jsme ukdzali, Ze binomické
koeficienty (Il,)’ (‘Z), . (P f 1) jsou celd &isla déli-
telnd prvocislem p. Proto je délitelny prvodislem p soudet &isel
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v prvni lomené zdvorce, nebot je jim délitelny kazdy jeho
st¢itanec jako ndsobek Cisla p. Je-li tedy prvocislem p déli-
telny vyraz v druhé lomené zévorce, musi byt prvocislem p
délitelny i soucet vyrazi v prvni a druhé lomené zdvorce,
tj. tedy ¢&islo (a + 1)» — (a + 1).

JestliZe v obecném vyroku pravé dokidzaném poloZime
a = 1, dostaneme tento pravdivy vyrok: Je-li prvocislem p
délitelné &islo 17 — 1, pak je prvolislem p délitelné Cislo
2r — 2. Spojenim tohoto vyroku s vyrokem I dostaneme
pfedpoklady, z nich? podle béZnych pravidel logického
usuzovdni vyplyva zdvér: Kazdé prvocislo p je délitelem
Cisla 2» — 2. Tohoto vyroku, ktery je ve shodé s vétou
T 45> mohli bychom uZit dile k diikazu véty T,; proa = 3
a pak pro konecny pocet dalsich pfirozenych Cisel. Budeme
viak postupovat jinak, abychom vétu T,, dokédzali pro
viechna pfirozeni Cisla a.

V matematice uZivime Casto ndsledujiciho pravidla pro
zdvér ze dvou predpokladi (premis), jejichz priklady jsme
ukdzali vyroky I a II. Toto pravidlo, nazyvané matema-
tickd indukce, miiZeme formulovat takto: Jestlife né&jaky
vyrok zdvisly na pfirozeném ¢isle a plati pro pfirozené
Cislo @ = 1, a jestliZe z platnosti tohoto vyroku pro piiro-
zené {islo a plyne platnost vyroku pro &islo a + 1, pak
odtud plyne z4vér, Ze vyrok je platny pro kazdé pfirozené
¢slo a. UtZitim této matematické indukce plyne tedy
z premis I, II logicky spravny zavér o platnosti véty T,
pro kaZdé pfirozené Cislo a. (Pfitom se ndm nyni véta T,
jevi jako specidlni (zvliStni) pfipad véty T, pro a = 2.)

Nyni zbyvi jeit& dokdzat, Ze véta T, plati téZ pro Cislo
0 a pro ¢isla opatnd k ¢islam pfirozenym. Pro a = 0 véta
zfejmé& plati, nebot 0P — 0 = 0 a pfitom p | 0. Je-lia <O
libovolné celé zaporné Cislo, pak —a > 0 je zfejmé Cislo
pfirozené, pro néZ véta T,, plati, tj. plati, Ze prvodislo p
Je délitelem ¢isla

101



(—ay — (—a). (9,5)

Je-li p > 2 liché prvodislo, pak plati

(—a)p — (—a) = —ar + a = —(a? — a) a plati

p | —a(ar — a) Cili 6% p | a? — a, ¢imZ je véta T,¢ doka-
zana i pro cela Cisla a < O pro lichd p. Zbyva jesté pfipad
p = 2. V tom pfipadé vsak plati, Ze p = 2 je délitelem
¢isla (—a)? — (—a) = a* 4+ a = a (a + 1), nebot ze dvou
po sobé& jdoucich Cisel celych a,a + 1 je privé jedno déli-
telné Cislem 2. Tim je ukonlen cely dikaz platnosti véty
T, pro kazdé celé &islo a.

Pongvad? p je délitelem a# — a = a (a?~! — 1), nemiZe
platit p | @ pfi nesoudélnosti Cisel a, p a proto musi platit
podle véty T,,, Ze p |~ — 1. Tim je dokdzina véta T,,.

Znalost vét T,, a T,; je velmi uZiteCnd pfi vySetfovani
délitelnosti nékterych Cisel i pro feSeni jinych problémd,
s nimiZ se setkdme pfi dalsim studiu matematiky. Tak napf.
muZeme hned psit, Ze 50°7 — 50 je délitelné 97 (podle véty
T,,) apod. Uziti té&chto vét ukdXeme jeSté na n&kolika pfi-
kladech.

Ptiklad 44. DokaZte, Ze pro kazdé celé Cislo x je hod-
nota funkce x5 + 4x — 10 Cislo délitelné péti.

Tuto dlohu bychom mohli feit metodou vyloZenou
v kap. 3 (viz pf. 10), tj. pfedpokladat, Ze &islo x je tvaru
5k nebo tvaru 5% 1+ 1, nebo tvaru 5k + 2, pficemZ bychom
zjistili, Ze ve viech péti pfipadech dostaneme ¢islo délitelné
péti. Rychleji viak rozfesime ulohu, kdyZ nejprve dany
mnohoclen upravime na tvar

B+4—10=((x*—x)+5(x—2).

Prvni s¢itanec x® — x je podle véty T, délitelny Cislem
5 pro kadé celé ¢islo x a druhy s¢itanec je rovnéZ délitelny
Cislem 5, kdyZ soudin 5 (x — 2) obsahuje Cinitele 5. Proto
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je jejich soulet a tedy také funkCni hodnota daného poly-
nomu pro kazdé celé Cislo x ndsobkem disla 5.

Priklad 45. DokaZte, %e pro kaZdé celé Cislo a je 561
délitelem ¢isla a%¢! — a.

Rozkladem ¢&isla 561 na prvoCinitele dostaneme
561 = 3.11.17. DokaZme nejprve, Ze Cisla 3, 11, 17 jsou
déliteli éisla a%! — @ = a (a%° — 1).

a) Je-li a ndsobkem (isla 3, pak zfejmé plati 3 | a (a““—l)
KdyZ ¢&islo ¢ je nesoudélné s Cislem 3, pak podle véty T,,
plati: 3 | a® — lataké 3 [ q*%80 — 1,atedy13 | a (a5~ 1).

b) Je-lia délitelné Cislem 11, pak zfejmé plati 11 | a(a5%°-1).
Neni-li @ délitelné Cislem 11, pak podle véty T,, plat
11 |a'® — 1,a protoill | @036 — 1 ¢ilitéz 11 | a (a®®-1).

c) Je-li a délitelné ¢&islem 17, pak plati 17 | a (a®° — 1).
Neni-li a délitelné cislem 17, pak 17 |a'¢-1, a proto
117]a%3% — 1, a tedy i 17 |a (a®® — 1). Odtud plyne
podle véty T,, pravdivost tvrzeni 3.11.17 | a (a%° — 1).
Tim je téZ dokdzdno, Ze Cislo 561 = 3.11.17 je absolutni
pseudoprvodislo (viz D,, v kap. 8).

PFiklad 46. Dokaite, Ze islo z = 97100 — 47100 je
nasobkem ¢isla 5050.

Vztah 50 | 97100 — 47190 plyne ihned ze vzorce (1,3) pro
rozklad ¢" — &°. Upravujeme nyni: z = 97100 — 47100 —
= (97190 — 1) — (4719° — 1). Ponévadz ¢islo 101 je prvo-
Cislo, je délitelem &isel 97100 — 1, 47190 — 1. a tedy i jejich
rozdilu. Ze vztahit 50 | z a 101 | 2 plyne ihned podle T,
50.101 | z ¢&ili 5050 | =.

Ptiklad 47. Jsou-li g, b celd &isla nesoudélna s Cislem 5,
pak Cislo a® — &1 je délitelné péti.

Jsou-li @, b celd-Cisla nesoudélnd s Cislem 5, pak podle
véty T; jsou prvolislem 5 délitelna Cisla a* — 1, 6% — 1.
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Odtud vsSak snadno plyne, Ze Cislem 5 je délitelné i Cislo
(@*— 1) — (B — 1)=a*— b

Z véty T, jsme odvodili snadno vétu T,,. Bylo by
oviem moZno dokazat nejprve jinym zplsobem na dikazu
véty T, nezavislym platnost véty T,, a z jeji platnosti
odvodit vétu T,,. Tim by se ukdzalo, Ze ob& véty, pro n&Z
se Casto uZiva oznaleni mald véta Fermarova, jsou rovno-
cenné (ekvivalentnf).

Pierre Fermat (1601 —1665), francouzsky pravnik a po-
radce parlamentu v Toulouse, zabyval se ve volnych chvi-
lich matematikou, v niZ dosihl vysledkd cennych pro rozvoj
¢iselné teorie, analytické geometrie a matematické analyzy.
Privlastku ,,mald* k oznadeni malé véty Fermatovy se uzivd
proto, aby se odlifila od tzv. velké véry Fermatovy, podle
niZ pro prirozena Cisla » > 2 nelze najit takovad pfirozend
¢isla x,y, 2, aby platilo x” + y* = 2". Toto tvrzeni uvedl
Fermat bez dukazu v pozndmce na okraji spisu, ktery cetl.
Od doby Fermatovy se mnoho matematikii marné pokou-
$elo o dikaz Fermatova tvrzeni pro vSechna pfirozena ¢isla
n. Zatim je pravdivost Fermatova tvrzeni dokdzina pro
mnohi pfirozend ¢&isla n, jako napf. pro viechna pfirozend
Cisla », pro ktera plati 2 <-n =< 4002.

Vlastnost celych ¢isel, kterd je vyjadfena v malé vét&
Fermatové&, uvedl Fermat bez dukazu jiZ roku 1640 v do-
pise svému pfiteli. Prvnf diikaz malé véty Fermatovy podal
roku 1736 slavny €len petrohradské akademie véd Leonhard
Euler (1707—1783) a pozdéji Fermatovu vétu jesté zobec-
nil. Euler patfi k nejvé&tsim a nejplodnéj$im matematikiim
viech dob. Svymi pracemi zasdhl podnétné do viech oborii
matematiky a dosaZené vysledky aplikoval s velkym tspé&-
chem na feSeni ruznych problémti v jinych védich
matematicko-fyzikdlnich i v technické praxi.
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Cvidenf

9,1. S &asteCnym vyuZitim malé véty Fermatovy i vét difve

poznanych dokaZte, Ze pro kaidé celé ¢&islo x je dislo
= x” — x nasobkem ¢isla 210.

9,2 Vyuzitim vysledku predchézejici ulohy dokaZte, Ze pro

kazdé celé Cislo x je &islo x7 + 105x%2 + 104x ndsobkem

Cisla 210.

9,3. S pouZitim malé véty Fermatovy dokaZte pro kaZdé ce-

1é ¢islo a platnost téchto vztahi:

a) 1105 | a11% — g;b) 1387 | 2197 — a;c) 1729 | a1 — g;

d) 1905 | @195 — g,
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10. kapitola

NEKTERE STARE A NOVE
PROBLEMY CISELNE TEORIE

JiZ v 1ivodu kapitoly 7 jsme uZili symbolu &(n) k oznaleni
funkce, ktera kazdému pfirozenému ¢islu n pfifazuje pfiro-
zené Cislo udédvajici pocet viech pfirozenych délitela Cisla
n, tj. pocet vSech délitela Cisla # v oboru Cisel pfirozenych.
Symbolu & (n) v uvedeném vyznamu budeme uZivat i v této
kapitole. Mimo né& budeme dile uZivat i symbolu o (n)
k oznaceni funkce, ktera kaZdému pfirozenému &islu n pri-
fazuje Cislo uddvajici souCet vSech pfirozenych délitela
Cisla n. Pfitom znacka o je malé fecké pismeno odpovidajici
naSemu pismenu s; ¢teme ji sigma.

PonévadZ pro kazdého pfirozeného délitele d pfirozeného
¢isla n plati d < n, miZeme koneCnym poctem dé&leni
zjistit vSechna Cisla d, pro néZ plati d | n, a uréit jejich podet
i souCet. Tak napf. pro &islo n = 144 plati ¢ (144) =
=14+2+34+44+6+84+9+12+16+ 18+
+ 24 -+ 36 + 48 4+ 72 4 144 = 403,60 (144) = 15.
Tento zptsob urovani funkcénich hodnot ¢ () a @ (n) je
oviem nékdy velmi pracny, a proto si ukiZeme jinou meto-
du k urcovani ¢ (n) a © (n),a to nejprve na dvou jednodu-
chych &iselnych pfikladech.

Pro &islo 16 = 24 je kazdy pfirozeny délitel &slo tvaru
2=, kde x je takove celé neziporné Cislo, Ze plati 0 < x < 4.
Pfirozen}"mi déliteli ¢isla 16 jsou tedy 2°=1, 2! = 2,
22=4,22=28,24=16.Jetedy@(16) =0 (29 =1+ 4=
=50(l6)=0c(29)=1+214 22 4 28 4 2¢ =
= (26 —1):(2 - 1)=31; (souCet vSech pfirozenych
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déliteld jsme pfitom urdili podle znamého vzorce pro soudet
prvnich » ¢lenti geometrické fady).

Maiame-li urdit vSechny pfirozené délitele ¢islan = 144 =
= 24,32, je tfeba vyhledat vSechna pfirozend {isla tvaru
2¢,3%, kde 0 < x =<4, 0=y <2 Zvolimeli y=0,
dostaneme 5 délitela 2°.3°, 21,30, 22,30, 23,30, 24,39, pro
y = 1 dostaneme dalSich 5 délitela 2°.31, 2'.31, 22,31
23.31,24 31 3 kone¢né pro y = 2 dostaneme opét 5 délitelu:
20,32, 21, 32,22 32, 23 32 24 32 Snadno usoudime, Ze viech
15 uvedenych délitelt je moZno najit jako scitance viech
soucind, které dostaneme, kdyZ podle znimych pravidel
o nasobeni mnohoclenu mnoho¢lenem znisobime soucet
204 214224 234 24 soultem 3%+ 3!+ 32 Plati

o (20.32) = (204 21 + 22 4 23 4 24)(30 4 31 4 32). (10,1)

UZitim vzorce pro soucet prvnich z ¢lenti geometrické fady

dostaneme
26— 1 33 -1
2—1"3—-1"°

0(20.3%) = (10,2)

Nyni jiZ snadno vypolteme o (24.32%) = 31.13 = 403,
Ponévad? v souéinu (10,1) md prvni Cinitel 1 +4 =5
sCitanci a druhy 1 + 2 = 3 s¢itance, plyne odtud pro
celkovy pocet pfirozenych délitelta

6(20.3) = (1+4) (1 + 2) = 15.

Nyni si ji% sami procviite naznaCeny zpiisob vyhleddni
viech pfirozenych déliteld daného &isla 7 i uréeni soudtu
a poctu vSech jeho pfirozenych déliteld i v takovych pfipa-
dech, kdy kanonicky rozklad daného ¢isla n v prvocinitele
Je soudinem tfi nebo i vice mocnin riznych prvoCisel,
JejichZ mocnitelé jsou C&isla pfirozend. Zobecnénim uvah
Ize dojit k vysledkim, které struén& naznacime.

107



Zname-li kanonicky rozklad pfirozeného ¢&isla n ve tvaru

ry T, Ty
3

i
n=7p P coe Ds s (10,3)

kde pys Pos Pas - - -» Ps jsouriiznd prvocislaar, vy, 7y, .. .5 175
isla pfirozend, pak je moZno zjistit tyto vlastnosti Cisla n:
I. KaZdy pfirozeny dé&litel Cisla n» m4 tvar
X, Xy X Xy

P1 P2 Ps ..., kde mocnitelé jsou takova celd ne-
zdporna {isla, Ze x; S v Xy S 1 Xy STy .. X = 1
Vsechny tyto pfirozené délitele miZeme najit jako sCitance
souttu, ktery dostaneme po provedeném vynasobenf mnoho-
¢lend ve vyrazu

(0 1 2 rl]
cm=\p+p+p+...+p).

o 1 2 rs
-(P2+P1+P2+ +P2)---

(0 1 2 rs
Ps+Ps+P:+---+P:]- (10,4)

I1. Pro soucet vSech pfirozenych déliteli Cisla n plati

r+1 ry + 1
_ P —1 p -1
a (n) S R pu R
s+ 1
p —1
AT (10,5)

Soudinve tvaru(10,5) se oviem rovn4 soucinu (10,4)z néhoZ
plyne po dpravé s pouZitim vzorce pro soucet prvnich »n
Clenti geometrické fady. Vypolet o (n) podle vzorce (10,5)
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je oviem vyhodny pfi v&tsich exponentech ry, £y, 73, . .5 753
pfi menSich hodnotéch ry, r,, . . ., r, stali vzorec (10,4).
III. Pro polet pfirozenych déliteld &isla #» plati vzorec

Om)y=(r+ D+ 1)... e+ 1. (10,6)

Piiklad 48. Urete soufet i polet pfirozenych déliteld
¢isel a = 361, b = 338 800, ¢ = 28.

Ponévad?a = 361 = 192, platic (@) = 1 + 19 4- 19> =
= 381, O (a) = 3. PonévadZ b = 338 800 = 24.5%2.7.11%
plati

22—1 53-1 72—1 11°—1
O=7=7-F—r-ioT uU—1-

— 31.31.8.133 = 1022 504, O (b) =

=@+DR+DA+ 1)@+ 1)=090.

Ponévadz )

c=28=2:7 plati o(c)=(1+ 2+ 2 (1 + 7) = 56,
O =0C+1)A+1)=6.

Cisla a, b, c v ptikladu 48 byla zvolena tak, aby se ukéza-
lo, Ze existuji pfirozend &isla n, pro ktera plati:
a) o (n) <2n, b) 0 (n) > 2n, ¢) o (n) = 2n. Je snadné do-
kdzat véty T,e a Ty

T,y Existuje nekoneiné mnoho ptirozenych &isel m, pro néz
plari o (n) < 2n.

T,y Existuje nekoneéné mnoho ptirozenych Cisel n, pro néz
plati o (n) > 2n. )
Takova pfirozend &isla n, pro né% plati o (n) = 2n, jsou

109



vzicnd a byla jiz ve starovéku nazyvana é&isla dokonald.
K {&islim tohoto druhu patfi napt. &islo 6, pro které plati
g(6)=14+2+4+346=12= 2.6, a ¢islo 28, pro které
platioc (28) =1+2+4+ 7+ 14 4 28 = 56 = 2.28.
Dosud nevime, zda pocet takovych &fsel je koneny nebo
zda jich je nekone¢né mnoho.

Jiz v Euklidové dile Ziklady najdeme pozoruhodnou
uvahu o ¢islech dokonalych, v niZ je téZ uvedena postatu-
jicf podminka k tomu, aby sudé Cislo bylo &islem dokona-
lym. O dva tisice let pozdéji ukizal L. Euler, ¢ Euklidem
vyslovena posta¢ujici podminka je zirovenn podminkou
nutnou. Lze tedy dokdzat, Ze plati ndsledujici véta.

Tso K tomu, aby sudé &islo bylo islem dokonalym, je nutné
a stai, aby bylo &islem rvaru 27-1 (2" — 1) a aby zdro-
veri Cislo 2" — 1 bylo prvoéislem. Jinak feCeno: Sudé
&Gislo je Eislem dokonalym prdvé tehdy, kdyZ je Eislem
tvaru 271 (27 — 1), v ném# &nitel 20 — 1 je prvodislo.

Z této véty plyne, Ze znime pravé tolik sudych dokona-

Iych &isel, kolik zndme prvolisel tvaru 2" — 1. Do konce

roku 1963 bylo nalezeno 23 prvodisel tvaru 2" — 1, a to pro

n=2,3,5,17,13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 617,

1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11 213.

K tomu, aby &islo 2" — 1 bylo prvodislo, je nutné, aby
¢islo n bylo prvocislem. Neni to vSak podminka postalujicf,
jak je zfejmé z pfikladu 21* — 1 = 2047 =_23.89.

Studiem vlastnosti Cisel tvaru 27" — 1 se v 17. stoletd
hodné& zabyval francouzsky matematik a fyzik Marin Mer-
senne (1588 — 1648). Proto se dnes ndzvem {isla Mersen-

nova oznaluji viechna pfirozena ¢isla M, = 2" — 1,kde n

je libovolné Cislo pfirozené; u nékterych autort se timto

nazvem rozuméji ta pfirozena &isla M, = 2r — 1, kde p

je libovolné prvolislo. Jednotn¢ je ovSem chdpan vyznam

ndzvu Mersennova prvodisla, jimZ se oznaCuji viechna pfi-
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Tozena &sla tvaru 2" — 1, kterd jsou prvoéisly. O téchto
Mersennovych prvocislech uvedeme jeSt& nékteré zajima-
vosti.

Mezi &isly M,, = 2* — 1 byla ve starov€ku nalezena jen
Ctyfi prvocisla. Za Zivota Eulerova jich bylo zndmo jiZ osm,
z nichZ nejvétsi M,;, = 23! — 1 = 2 147 483 647 naSel sam
Euler r. 1772. Toto desiticiferné prvocislo zidstalo nejvétsim
zndmym prvocislem aZ do r. 1883, kdy rusky matematik —

"amatér I. M. Pervusin dokdzal, Ze islo Mg = 281 — 1 =

2305843009213693951 je prvocislo. Brzy potom byla nale-
zena dal$i Mersennova prvocisla Mg, a My,,. Roku 1914
dokézal francouzsky matematik Fauquembergue, %e M,
je prvodislo, Toto Cislo zustalo pak nejvétsim zndmym
prvocislem po celou prvni polovinu 20. stoleti.

Od poloviny 20. stoleti zacali matematikové k hleddni
Mersennovych prvocisel uZivat rychle pracujicich samo-
Cinnych elektronickych pocitacich stroji. Dnes je nejv&tsim
zndmym prvoCislem M, = 211212 — ], které md pii
zdpisu v desitkové soustavé 3376 cifer. Toto prvolislo bylo
nalezeno pracovniky vypoctafské laboratofe americké uni-
versity v Illinois; k zjisténi, Ze Cislo M;;,,4 je prvoéislo,
lll}susel elektronicky pocitaci stroj Illiac II pracovat 2 hod.

min,

Pfi zji$téni, zda né&jaké Cislo M, je nebo neni prvoc1slo,
se uziva zvlastni zkousky takového druhu, Ze neni tfeba
hledat rozklad &isla M, v prvoinitele. Tak je moZné, Ze
o Cisle M, o, vime, Ze je Cislem sloZenym, a dokonce vime
i to, Ze je soudinem dvou prvodisel, aviak neznime 24dného
jeho prvoc:1selneho délitele. Uréeni jeho prvoliniteld je
vypolet tak naroény, e nemohl byt dosud proveden ani
za pomoci modernich elektronickych poditacich stroji.

Z uvedenych informaci o prvocisiech Mersennovych je
zfejmé, Ze dnes zname 23 sudych dokonalych ¢isel, z nichz
nejvetsi je 211212 (211213 _ ), keeré md 6751 cifer. Snad
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by vas téZ zajimalo, zda existuji lichd dokonald ¢isla. Na
tuto otdzku neznidme dosud odpovéd, ale i pfitom maZeme
tvrdit, Ze je pravdiva tato véta. Viechna lichd dokonald &isla
jsou vétsi neZ 102 a kazdé z nich je soulinem nefméné Sesti
provoéisel. Tvrzeni o pravdivosti této véty musime oviem
chdpat tak, jak jsme si to vysvétlili v kap. 1. Z hlediska
praxe novodobé matematiky i logiky zlstane tato véta
pravdivd, i kdyby se jednou dokdzalo, 2¢ mnoZina viech
lichych dokonalych ¢isel je prazdna.

Kdybychom si poloZili otdzku, ktera pfirozen4 &isla jsou
v soustavé dvojkové (dyadické) zapsana » jedniCkami, zjistii
bychom, Ze to jsou Cisla M, = 2" — 1 (viz pifklad 19
v kap. 4). MiZeme tedy tvrdit, Ze dnes znime 23 prvodisel,
ktera jsou v soustavé dvojkové zapsina samymi jednickami.
V této souvislosti miZeme si dat otdzku, kterd prvocisla
jsou zapsdna samymi jednic¢kami v soustavé desitkové, tj.
kterd z lisel v posloupnosti 1, 11, 111, 1111, 11 111, ...
jsou prvocisla; n-tym clenem této posloupnosti je

a, = %(10’I — 1). V této posloupnosti najdeme snadno

prvodislo 11. Dikaz o tom, Ze a,4 je téZ prvodislo, podal asi
pfed 40 lety M. Kraitchik; tento dikaz nebyl snadny
a v jednom Kraitchikov& dile zaujima 16 stran. R. 1963
zabyval se otdzkou existence prvocisel v posloupnosti

s n-tym C&lenem a, = —;—(10" — 1) americky matematik

John Brillhart a zjistil, Ze pro # < 109 existuji mezi Cisly
a. jen tfi prvocisla, a to pro n = 2, 19, 23.

R. 1956 poloZil madarsky matematik P. Erdds otdzku, zda
v mnoZiné viech pfirozenych Cisel tvaru 2* — 7 pro n > 3
existuje néjaké prvodislo. Trvalo to nékolik let, neZ se po-
dafilo najit prvni a zatim, také jediné takové prvodislo.
Polsky matematik T. Kulikowski dokdzal, Ze ({islo
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2% — 7 = 549755813881 je prvodislo. Je zjisténo, Ze je to
jediné prvodislo tvaru 2" — 7 pro 3 <n =< 50.

Studium ¢&isel tvaru 2% — 1 tésné souvisi se studiem Cisel
tvaru 2" + 1, jejichz rozklady v prvocinitele pro n < 25
najdete v tabulce 111, Nahlédnutim do ni zjistite mezi t&€mi-
to Cisly prvodisla jen v téch pfipadech, kdy mocnitel n
nabyva t&chto hodnot: 1 =29 2 =21, 4 =22, 8 = 23,
16 = 2% Neni to ndhoda, nebot pro kaZdé &islo n, které
je sloZené a obsahuje aspori jednoho lichého prvodinitele,
je 2" + 1 &islo sloZené (viz vétu T, v kap. 8). K tomu, aby
&slo 27 4+ 1 bylo prvocislem, je tedy nutné, aby platilo
n = 2k kde % je celé neziporné &islo. Tato podminka v§ak
neni postatujici, jak se domnival P. Fermat, ktery r. 1640
vyslovil pfesvédeni, %e viechna &isla F, = 22* 4+ 1 jsou
prvodisla. v

Mezi lisly Fi, ktera se Casto oznacuji ndzvem &isla Fer-
matova, byla a% dosud nalezena jen tato Fermatova prvo-
isla: Fy = 3, F, =5, F, = 17, F, = 257, F, = 65 537.
O disle F; zjistil viak jiZ r, 1732 L. Euler, Ze je Cislem sloZe-
nym, nebot F; = 641.6700417. O ¢&isle F4 dokézal r. 1880
francouzsky matematik- Landry, Ze je islem sloZenym. Od
té doby byla pak objevovdna dal§i Fermatova dCisla Fi,
kterd jsou &isly sloZenymi. JiZ r. 1886 bylo zjiiténo, Ze
Fermatovo ¢&islo F,¢ ma prvoéiselného délitele 5.238 4- 1 =
= 2748779069441. Dikaz toho nelze ovSem provést déle-
nim &fsla Fyq timto délitelem, protoZe Cislo Faq je tak velké,
Ze jeho zépis v desitkové soustavé by mél pfes 13 miliard
cifer a pfi jeho oti§t¥ni normalnim tiskem mél by Fidek
t&chto cifer asi takovou délku jako zemsky rovnik.

VySetfovani Fermatovych &isel F, se podstatné usnad-
nilo, kdy? pfi ném bylo moZno vyuZit rychle pracujicich
samocinnych elektronickych pocitacich stroja. Proto zndme
dnes ji¥ 46 Fermatovych Cisel sloZenych, z nich nejvétii je
Fy45. Zapis tohoto &sla v desitkové soustavé by mél vice
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nez 10%82 cifer, tak¥e nikdy nebude moZno je vypsat.
Nemohli by to udélat ani vSichni obyvatelé celého svita,
i kdyby prici na pofizeni zdpisu vénovali cely sviij Zivot.
A pfesto je moZno dokazat, Ze Cislo F,y; ma nejmensiho
prvociselného délitele 5.21%7 4 1, coZ je prvocislo 587
ciferné.

Nejmensi Fermatovo ¢islo Fi, o némZ nevime, zda je
prvocislo nebo &islo sloZené, je F,,. Rozhodnuti v této
otdzce se v dohledné dobé asi nedotkame, ponévad? pfi
pouZiti dosavadnich metod k vySetfovani Fermatovych
Cisel jde o feSeni problému, které je nirolné nejen Casové,
nybr? i finanéné. Je totiZ propocteno, Ze by moderni elektro-
nicky pocita¢ musil pracovat asi 128 tydna pfi zjiStovani,
zda Cislo F;, je nebo neni prvodislo.

Nezname tedy zatim vice ne? pét Ferfatovych prvoéisel
a dosud nevime, zda bude moZno najit dalsi a zda jich je
koneCny pocet. .

Prvocisla maji dileZity vyznam v riznych oborech ma-
tematiky. Pokud jde o Fermatova prvocisla, lze Fici, Ze
maji vztah nejen k problémim z oboru aritmetiky a algeb-
ry, ale i k problémtm geometrickym, jako je napf. otdzka
konstruovatelnosti pravidelnych mnohoihelnikii pravit-
kem a kruZitkem. Jsou také dokladem pout, kterd spojuji
né&kdy zddnlivé ruznorodé poznatky matematiky.

Cvileni

10,1. DokaZte, Ze pro kaZdé pfirozené &fslo n = pr, kde p
je prvocislo a r Cislo pfirozené, platf o (n) < 2n. Vysledku
uZijte k dikazu véty T,q.
10,2, DokaZte, 2e pro kazdé pfirozené Cislo n = 6k, kde k.
je libovolné Cislo pfirozené, platl o (n) = 2n. Vysledku
uZijte k dikazu véty T,.
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10,3. K tomu, aby ¢islo 2" — 7 bylo prvolislem, je nutné
n = 4k + 3, kde k je Cislo pfirozené. DokaZte toto tvrzeni
a ukaZte, Ze¢ podminka n = 4k + 3 neni postacujici.
10,4. Dokazte, e zdpis ka?dého Fermatova ¢isla Fj, v de-
sitkové soustavé md na poslednim misté Cislici 7, kdyz
k> 1.
10,5, V letech 1962 a 1963 bylo objeveno pét Mersennovych
prvocisel M, pro n = 4253, 4423, 9689, 9941, 11 213. Jsou
to dnes nejvétsi znimd prvocisla. DokaZte, Ze kazdé z té€chto
prvocisel md pfes 1000 cifer pii zdpisu v desitkové soustavé,
zndte-li log 2 = 0,3010300 pfi zaokrouhleni na 7 desetin-
R)Irch mist. Najdéte téZ prvni i posledm 3 cifry v zépise
11213
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Prvotisla od 2 do 1987

21127 | 283 | 467 | 661 877 | 1087 | 1297 l 1523 | 1741
3131 {293 | 479 | 673 | 881 | 1091 | 1301 | 1531 | 1747
5| 137 | 307 | 487 | 677 | 883 | 1093 | 1303 | 1543 | 1753
71139 | 311 | 491 | 683 | 887 | 1097 | 1307 | 1549 | 1759
11 | 149 | 313 [ 499 [ 691 |- 907 { 1103 | 1319 | 1553 | 1777
13 | 151 | 317 | 503 | 701 911 | 1109 | 1321 | 1559 | 1783
17 | 157 | 331 | 509 | 709 | 919 | 1117 | 1327 | 1567 | 1787
19 | 163 | 337 | 521 | 719 | 929 | 1123 | 1361 | 1571 | 1789
23 | 167 | 347 | 523 | 727 | 937 | 1129 | 1367 | 1579 | 1801
20 | 173 | 349 | 541 | 733 | 941 | 1151 | 1373 | 1583 | 1811
31 | 179 | 353 | 547 | 739 | 947 | 1153 | 1381 | 1597 | 1823
37 | 181 | 359 | 557 | 743 | 953 | 1163 | 1399 | 1601 | 1831
41 | 191 | 367 | 563 | 751 967 | 1171 | 1409 | 1607 | 1847
43 | 193 | 373 | 569 | 757 | 971 | 1181 | 1423 | 1609 | 1861
47 | 197 | 379 | 571 | 761 977 | 1187 | 1427 | 1613 v 1867
53 | 199 | 383 | 577 | 769 | 983 | 1193 | 1429 | 1619 | 1871
59 | 211 587 | 773 | 991 | 1201 | 1433 | 1621 | 1873
61 | 223 1_391iy 593 | 787 | 997 | 1213 | 1439 | 1627 | 1877
67 | 227 | 401 1 599 | 797 | 1009 | 1217 | 1447 | 1637 | 1879
71 | 229 | 409 | 601 | 809 | 1013 | 1223 | 1451 | 1657 | 1889
73 | 233 | 419 | 607 | 811 | 1019 | 1229 | 1453 | 1663 | 1901
79 | 239 | 421 | 613 | 821 | 1021 | 1231 | 1459 | 1667 | 1907
83 | 241 | 431 | 617 | 823 | 1031 | 1237 | 1471 | 1669 | 1913
89 | 251 | 433 | 619 | 827 | 1033 | 1249 | 1481 | 1693 | 1931
97 1 257 | 439 | 631 | 829 | 1039 | 1259 | 1483 | 1697 | 1933
101 | 263 | 443 | 641 | 839 | 1049 | 1277 | 1487 | 1699 | 1949
103 | 269 | 449 | 643 | 853 | 1051 | 1279 | 1489 | 1709 | 1951
107 | 271 | 457 | 647 | 857 | 1061 [ 1283 | 1493 | 1721 | 1973
109 | 277 | 461 | 653 | 859 | 1063 | 1289 | 1499 | 1723 | 1979
113 | 281 | 463 | 659 | 863 | 1069 12917 1511 | 1733 | 1987
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n 2an 3n
1 2 3
2 4 9
3 8 27
4 16 81
5 . 32 243
6 64 729
7 128 2187
8 256 6561
9 512 19 683
10 1024 59 049
11 2048 177 147
12 4096 '531 441
13 8192 1594323
14 16384 4782 969
15 32768 14 348 907
16 65536 43 046 721
17 131072 129 140163
18 262 144 387 420 489
19 524 288 1162 261 467
20 1048576 3 486 784 401
21 2097 152 10 460 353 203
22 4194 304 31 381 059 609
23 8 388608 94 143 178 827
24 16 777 216 282 429 536 481
25 33554432 847 288 609 443




_ Kanonické rozklady &sel 27 — 1,27 + 1

n 2n—1 2741
1 3

2 3 5

3 7 3

4 3.5 17

5 k)| 3.11

6 3.7 5.13

7 127 - 3.43

8 3.5.15 257

9 7.73 3%.19

10 3.11.31 5%.51
11 23.89 3.683

12 31.5.7.13 - 17.241

13 8191 3.2731

14 3.43.127 5.29.113
15 7.31.151 32.11.331
16 3.5.17.257 65 537

17 131 071 3.43 691
18 32.7.19.73 2¢.33.5.7.13
19 524 287 3.174 763
20. 3.5%.11.31.41 17.61 681
21 7%.127.337 32.43.5419
22 3.23.89.683 5.397.2113
23 47.178 481 3.2796 203
24 31.5.7.13.17.241 | 97.257.673
25 31.601.1801 3.11.251.4051
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