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PREDMLUVA

KniZka, kterou berete do rukou, je vénovina komplexnim
&istim. ProtoZe jejich hlavni vyznam spolivd v teorii
komplexnich funkci, pokusili jsme se aspofi naznadit, jakym
zpusobem se takové funkce vysetfuji. Hlavnim cilem kniZ-
ky je oviem opakovini a prohloubeni znalosti algebry
komplexnich Eisel.

Hodn& mista je vénovdno geometrickému znizornéni
komplexnich Cisel, které je vyznamnou pomtickou i ve sku-
teCné obtiZnych problémech. PouZivejte ho co nejvice,
nebot i kdy? nemiiZe nahrazovat matematické metody di-
kazi, ndzorné ukazuje, Ze komplexni Cisla jsou spjata se
skuteCnosti pravé tak jako &isla redlna.




UvVOD

Deﬁmc1 a zakladm vlastnostl komplexmch c;sel jste po-
znah ve 8kole. Vite, Ze komplexnt Cisla nejsou o nic méné&
— ‘2’0 ni¢ vice — ,,skutéCna* ne? &isla redlnd. S jejich
pomod se feSi dlohy v aplikované' matematice, fyzice
i.technice, které by jinak bylo moZno fedit jen s velkymi
obtizemi.

Nez za¢neme fefit piiklady, na nichz si ukazeme rﬁzne
vlastnosti komplexnich &isel, zopakujme si alespon struéné
jejich definici 1 definice zék]adnich operaci.

Definice. Fsou-iz a5 @ redind ¢isla, pak uspo¥ddand dvo-
Jice (ay, aﬂ) se nazyvd komplexni Cislo. Pruné Cislo ve dvojici
s¢ nazyvd redlnd ldst, drulze czslo tmagindrni édst komplex-
ntho &sla.

Dvé komplexni &isla fsou si rovna, rozma]z-h se sob& navzd-
Jem jejich redlné édsti t jejich imagindrni édsti:

. (ay; a5) = (b_p b,)
znamend totég jako dvé rovnosti redlnych Cisel a; = by,
a, = b,.

Souctem komplexnich Cisel (ay, a5) a (bys by) nazyvdme
komplexni Eislo (a, + by, ay + by).

Soulinem komplexnich (isel (ay, ay) a (by, by) nazyvdme
komplexni &islo (ab; — asby, aby + azby).

Prostou ( absolutm ) hodnotou komplexniho Cisla (ay, a,)
nazyvdme redlné (nezdporné) Cislo ]/af + az

Tyto definice tvofj. zdklad algebry komplexnich &isel.



Dosadime-li za:imagindrnj; &4sti vSech komplexnich  ¢isel
v naSich definicich nulu, dostaneme definice, které se lisi
jen formou zapisu od definici rovnosti a aritmetickych
operaci pro redlné ¢isla. MGZeme proto ztotoZnit komplexni
dislo (a, 0) s realnym Cislem a. Tlmto ztotpZnénim 8¢
mnoZina redlnych Cisel stavd Cdsti mnoZiny Cisel komplex-
nich, coZ je pro nade dalsi tvahy dulezité, :

Pamatujete si Jist€, Ze komplexni &islo (0, 1) oznatujeme
obvykle pismenem i. Podle definice s¢itdni a nasobeni kom-
plexnich ¢isel miZeme pak kazdé komplexni Cislo (a,, a,)
psat ve tvaru @, + a,i, nebot @, + a,i = (a,, 0) + (a,, 0).
(0, 1) = (a1, 0) + (0, a;) = (ay, ay).

Komplexni &islo miZeme znizornit vektorem v roviné.
Jinymi slovy, je-li dina v roviné pevné zvolena soustava
soufadnic Pxy, mGzeme kazdy vektor vyjadfit (uspofida-
nou) dvojici redlnych &isel (a,, a,). Vektor (a,, a,) pfifadime
komplexnimu ¢&islu a; + a,i. Pfesvédcili jste se ve Skole,
Ze pojmy rovnosti, souctu a prosté¢ hodnoty komplexnich
Cisel jsou pfi tomto pfifazeni zachovany, tj., Zze dvéma
komplexnim &islim sobé rovnym odpovida tyz vektor,
souctu dvou komplexnich c¢isel odpovida vektor, vznikly
seCtenim vektortl, odpovidajicich danym komplexnim Cis-
lim atd. Podobné jste vidéli, Ze i ndsobeni komplexnich
Cisel Ize snadno zndzornit, a to tzv. symbolickym soucinem
vektori. Tohoto pfifazeni uZivame Casto k ndzornému
zobrazeni komplexnich {isel.

V fadé uloh je vyhodné pouZit tzv. goniometrického
vyjadieni komplexniho isla. Tento pojem znate ze $koly.
Pripomenime tedy jen, Ze je-li komplexni Cislo a = a, + a,i
vyjidfeno v goniometrickém tvaru napf.

a = |a| (cosa + i sina),
pak a je tzv. argument (nékdy fikdme téZ amplituda) Cisla
a. Srovninim s algebraickym tvarem d{isla a dostaneme
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oviem podle definice rovnosti komplexnich ¢isel
a, .
cosa = —, sina = .
|al lal:
Pfi znizornéni komplexnich Cisel vektory, o némZ jsme
hovotili vyie, objevi se argument komplexniho &isla jako
uhel mezi redlnou osou (osou x) a vektorem, znizorfiujicim
¢islo a. Pro nulu neni oviem argument definovdn.

ay



1. kapitola

POCITANI S KOMPLEXNIMI CISLY

Piiklad 1. Vypodtéte: (J/2 — i) — i(1 — i}/2)!

Reseni. Dany vyraz je rozdil dvou ¢lenty, z nich# druhy
je soucinem dvou komplexnich &isel: komplexni jednotky
i a Csla 1 — i}/2. Vime, %e nisobeni komplexnich Eisel
spliuje distributivni zdkon; je tedy

i(1 —i]/2) =i — i(i}/2).
Také asociativni zikon plati. MiZeme tedy psit
i—i)2)=i—d.i)2

Pismenem i jsme oznacili komplexni jednotku (0, 1).
Z definice nisobeni dostdvime, Ze

1.i=(0,1).(0,1) = (0 — 1) 4+ i(0 + 0) = —1.
Je tedy i(1 — i|2) =i — (—1))/2 =i+ /2. A nyni jiz
muZeme napsat vysledek:
2—i)—il —iJ2) =2 — -G + J2) = —2i.

P#iklad 2. Vypoctéte postupné (1 — )3 (1 — i)3,
(1—1is

Reseni. V nasich definicich jsme se nezminili o0 mocniné&
komplexniho &isla. Je-li vSak mocnitel pfirozené Cislo jako
v tomto pfipadé, je vyznam mocniny jasny: je to soucin
stejnych Ciniteld, jejichZ pocet je udin mocnitelem.

Jde tedy ve skuteCnosti 0 nasobeni:



A—i2=0-1—-1)=10—-1D+(—1— 1i=—2i,
I—ipP=0-11—-)1—-D=>10—1i1—1)=
= —2i(l —1) = —2{ — 2 =-2(1 4 1),

== —PA=i) = —2(1 + 1 — i) = —4

Vsimnéte si, Ze posledni vysledek je realné <islo
(1 — i)* = —4. Postupnym umocfiovinim komplexniho
¢isla (s nenulovou imagindrni C4sti) miZeme tedy dostat
i Cislo redlné. Konecné nejjednodussim piikladem j je ¢islo
?=ii=—1

V obou predeslych pfikladech jsme nasobili komplexni
cCisla. Ale nezatéZyjme si pamét definici; komplexni Cisla
ndsobime prosté | jako dvojcleny, pfi CemZ souCin i.i ==
Ovéfte si sami, Ze tento zpusob nasobeni se ShOdU]C S df:—
finici!

\Y prlklade 2 jsme se sctkali se soudinem (1 ¥+ i)(1 — i).
Co je zajimavé na obou Cinitelich ? Ano, lisi se jen znanén-
kem u imagindrni Casti. Jak vite, fikime takovym dvéma
komplexnim &islim &isla komplexné sdruzena. Jejich cha-
rakteristickou vlastnosti ]C, Ee jejich soudin ‘i sou(:et je
vzdy redlné Cislo.

. P¥iklad 3. Necht 2, z jsou Cisla komplexné sdtuzens,
a Cislo redlné. Dokazte, Ze Cislo 2 + ai je komplexng sdru-
Zené k Cislu 2 — ai!

Reseni. Oznatime-li 2, redlnou Cést 2, 2, jeho i 1magmarn1
Cast, je 2 = 2, + 12y, 2 = 2, — i2,. Pak

z+a1=zl-—122—}—41:31—}—1((1—-22).

ProtoZe zy, 25, a jsou vesmes redlnd &isla, je islo komplex-
né sdruZené k z + ai rovno 2, — (e — 2,) Cili &, + 2,0 —
—al =z — al.
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PFiklad 4. Vyjidfete v algebraickém tvaru &slo

1 7,05
A—D2—iB—i) ¢,

Reseni. Podle definice podilu dvou komplexnich &sel je

toto Cislo feSenim rovnice
A—-—D2—i)3—ix=1.

Jak vite ze §koly, m4 takovd rovnice vidy feSeni, pokud
koeficient pfi neznimé neni nula. Mohli bychom tedy —
po vynasobem komplexmch Cisel na levé strané rovnice —
vypocitat redlnou a imaginirni ¢4st x ze soustavy rovnic
o dvou neznamych s reilnymi koeficienty. Je vSak jedno-
dussi certa. V3e, co potfebujeme, je zbavit se komplexnich
¢isel ve jmenovateli zlomku (i za cenu toho, Ze se objevi
komplexni ¢islo v Citateli). To neni tak tézké. Stadi pouZit
komplexné sdruzenych Cisel. Jak jsme jiz uvedli, jejich
soucCin je vZdy Cislo redlné. Stai tedy ndsobit Citatel i jme-~
novatel zlomku ¢islem komplexné sdruZenym s Cislem ve
jmenovateli. Nemusime vSak proto ani nisobit viechna tfi
¢isla ve jmenovateli! Miizeme misto toho ndsobit zvlist
¢islem komplexné sdruZenym ke kazdému d&initeli:

1 . 1
M—DER—DE—-1) (A-DC-DE—i)
(1 HR24+1DB+1) _
TA+DE+DGFD
A+DE+)E+i)
T DI —-DR+DC—DEFDB—1)

Nyni provedeme nisobeni ve jmenovateli podle pravidla
o souctu étverc: (A + iB) (A — iB) = A% + B2
Dostaneme




’ 1 _ A+i)ERA)G+1H)

A—i)2—i)B—i 2.5.10 ’

V poslednim zlomku se jiZ vyskytuje jen nisobeni, ni-
koliv déleni komplexnich &isel. Upravme tedy Citatel na
algebraicky tvar:
I+DC+NBCF+D=[C-D+iC+ NG +i) =
=1+4+3%)B+1)=0C3—3)+i9+ 1) =101
Dosazenim dostdvime konecny vysledek:

1 1 .
= —1,
1—-D2—-1)@—1i 10

V minulém pfikladu jsme nisobili zlomkem, v jehoZ &i-
tateli i jmenovateli byl soudin tychz komplexnich éisel.
MiiZzeme si vSak byt jisti, Ze jsme nendsobili vyrazem 0/0,
ktery nemd pro nis smysl? Ano, miZeme. A neni tak ne-
snadné to dokizat.

Pi#iklad 5. UkaZte, Ze soufin dvou komplexnich &isel je
roven nule pravé tehdy, je-li aspoii jeden z Ciniteld 0.

ReSeni. M&me dvé komplexni &isla a = a, + a,i, b =
= b, + b,i. Jejich soulin je ab = (a;b, — azb,) + (a:b, +
+ a,b,)i. Pfedpokladejme, Ze a -« 0, ale ab = 0. To zna-
mend, Ze redlnd i imaginirni Cist soudinu ab je nula, tj.

ab, — azb, =0,
ab, + a,b; = 0.

Protoze a + 0, aspon jedno z Cisel ay, a, neni nula. Bu-
diz to napf. a,. Z prvni rovnice pak plyne b, = a,b,/a,, coZ
dosazeno do druhé rovnice d4

2

a
a1b2 + a—z b2 - 0
wege 1
cili
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a2 2
ara, o
a4

Ale z pfedpokladu @, -+ O plyne, Ze soucet druhych mocnin
je kladny a tedy rizny od nuly. Mime tedy dvé (redlnd)
Cisla, z nichZ prvni neni nula, ale jejichZ soulin je nula.
Musi tedy byt b, = 0. ProtoZe b, = a,b,/a,, je také b, =
=0¢libd=0.

Tim jsme dokizali naSe tvrzeni za pfedpokladu, Ze
a, = 0. Je-li a, =0, plyne z prvni rovnice —a,b, =0
a z druhé a,b; = 0. ProtoZe viak a je nenulové Cislo a
a, = 0, musi byt @, « 0. Je tedy b, = 0, b, = 0.

ProtoZe v opadném sméru je naSe tvrzeni ziejmé (je-li
aspon jeden Cinitel nula, je ovSem i soucin roven nule), je
tim diikaz proveden. Vyjdeme-li z pfedpokladu & = 0, jde
jen o zdménu v oznaceni.*)

Jaky disledek plyne z toho pro pfiklad 4 ? ProtoZe Zadny
z Ciniteld sou¢inu (1 — 1) (2 — i) (3 — i) neni nula, ne-
miZe byt ani soudin nula a nemusime tedy mit obavy
o spravnost naseho postupu.

Pi#iklad 6, DokaZte, e rovnaji-li se dvé komplexni &isla,
rovnaji se navzjem jejich prosté hodnoty a jejich argu-
menty se li$i nejvySe o celistvy ndsobek 27, Obricené,
maji-li dvé Cisla stejné prosté hodnoty a je-li rozdil jejich
argumentd 2z (n je celé ¢islo), jsou si tato Cisla rovna.

Refeni. Mieme se omezit na nenulovi komplexni &isla,
nebot pro nulu neni argument definovan. NapiSme obé&
¢isla v goniometrickém tvaru

*) Duikaz téhoZ? tvrzeni jste provedli ve $kole (srov. Matematika II,
str. 147 — 148) jinym zplsobem. Viimnéte si viak, Ze rozdil v metodé
neni tak velky, jak se zdi: v obou pfipadech jsme podstatné uzili

poulky, Ze je-li a # 0, je [a| = Va‘f + a:f,_i 0.
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a = |a| (cosa + i sina),

b = |b] (cosp + i sinf).
Je-li a = b, musi se podle definice rovnosti komplexnich
¢isel rovnat vzdjemné reilné a imagindrni &isti obou Cisel.
Aviak Re a = |a| cosa, Im a = |4 sina, Re b = |b] cosp,
Im b = || sinf, takZe musi platit

|a] cosa = |b| cosf,
|a| sina = |b| sinf.

Z t&chto dvou rovnic okamZité plyne |a| = [b]. Staci napf.
umocnit ob& rovnice (tj. jejich levé i pravé strany) na dru-
hou a secist. Dostaneme

|a|*(cos®a + sin%a) = |b|*(cos?p + sin?B),

a to je podle znamého vztahu z trigonometrie totéZ jako
la|?2 = |b|%. ProtoZe obé prosté hodnoty jsou oviem nezi-
porna Cisla, plyne odtud |a| = |b].

ProtoZe jsme se od zaCitku omezili na nenulovd {&isla,
muZeme obé& rovnice vyjadfujici rovnost redlnych a imagi-
narnich &asti Cisel a, b délit Cislem |a| = |b|. Dostaneme

cosa = cosfl, sina = sinp.

Prvni rovnice je splnéna, je-li a = § 4 2nn nebo a =
= —PB + 2nx (n je Cislo celé¢). Kdyby vsak platil vztah se
znamenim —, dostaneme dosazenim do druhé rovnice
sin (—f + 2nx) = sinf. ProtoZe sin (—f + 2nn) = —sing,
plyne odtud —sing = sinf. To viak plati, jen je-li sinf =
= 0 Cili B = kn. Potom @ = —kn + 2nn = kn +

+ 2(n — k)n = § + 2nyn. Plati tedy i potom a = 8 +
+ 2n,7 (n, je celé Cislo).

Obracené, jsou-li rovny prosté hodnoty dvou komplex-
nich &isel a, b a 1liSi-li se )euch argumenty jen o celistvy
nisobek 27, pak plati oviem také cosa = cosf, sina =

= sing. J&sthie najdeme redlné a imagindrni &asti danych
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Cisel z jejich zdpisu v goniometrickém tvaru, dostdvime
ihned

Re @ = |a] cosa = |b| cosf = Re b,

Im a = |a| sina = |b| sinf = Im b.
Tyto vztahy znamenaji ovSiem ¢ = b. Tim jsme nase tvrzeni
dokdzali v obou smérech. Je-li ¢ = 0, musi oviem byt
16 = 0. Prosté hodnoty se tedy rovnaji, o argumentu oviem
nema smysl mluvit.

Piiklad 7, Jedin pravidelny n-thelnik sestfedem v po-
¢tku, vepsany do kruZnice o poloméru r. Jeden jeho vrchol
je bod (r, 0). Napiste v goniometrickém tvaru komplexnf
Cisla, zndzornénd vektory umisténymi v pocatku, jejichZ
koncové body tvofi vrcholy daného #n-thelnika!

Refeni. Oznaéte vrcholy Ay, A4,, ..., An, A, = (r, 0).
Pak prvni Cislo, zndzornéné vektorem PA,, je redlné Cislo r
¢&ili

2, = r(cos 0 + isin 0).
Také absolutni hodnota vSech ostatnich isel je r, nebot
koncové body vektort leZi na kruZnici o poloméru r. Jaky
bude obecné argument téchto ¢isel ?

ProtoZe jde o pravidelny n-thelnik, jsou uhly <t 4;,PA4,,
X A,PA, atd. stejné. Je jich celkem n (posledni je <t
X AaPA,) a jejich soucet je oviem 360°; kaZdy z nich je

tedy roven —:— 360°. Argumenty &isel jsou oviem urceny uhly

X A,PA,, < A\PA,, ..., < A PA,. Tyto 1hly dostane-
me s¢itdnim nékolika stejnych Ghld, takZe

{ AIPAz == % 3600,
2

{AIPA:’: {AIPAz"*' {AzPA:;: "1—3600
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atd.,obecné < 4,PAx = —k%l— 360°. Goniometricky tvar
Cisel, znazornénych vektory PAy, je tedy

k=1 360° +isin £ =L 360°).
n n

2y = r(cos
Vzorecplatiprok=1,2, ...,n — 1, n.

Piiklad8. Najdéte viechnakomplexni Cisla, zndzornénd
vektorem velikosti 13, jestlize koncovy bod vektoru leZi na
obvodu obdélnika se stfedem v pocatku a jednim vrcholem
v bodé¢ A(12, 7). Strany obdélnika jsou rovnob&Zné s osami
soufadnic.

A(12,7)
J

Obr. 1

Reseni. Z obr. 1 je vidét, %e koncovy bod vektoru musi
leZet bud na svislé, nebo na vodorovné strané obdélnika.
LeZi-li koncovy bod vektoru na vodorovné usecce, je jeho
soufadnice y rovna soufadnici bodu A4, tj. sedmi, nebo sou-
fadnici prot¢jsiho vrcholu (tj. —7). Oznalime-li ¢ prvni
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soufadnici koncového bodu, je velikost vektoru v obou pfi

padech rovna |/c 4 49. Podle poZadavku tlohy ma tato
velikost byt rovna tfinacti, tj.

V2 +49= 13,
¢ + 49 = 169,
¢z = 120, L
¢ = + 2J/30.

Je tedy koncovy bod vektoru (4 2V30, + 7), pfiCemiZ
je ptipustné kterdkoliv kombinace znamének. ProtoZd vime,
Ze prvni a druhd soufadnice koncového bodu vektoru je
soucasné redlnd a imaginarni ¢ast komplexniho éisla, zna-
zornéného timto vektorem, dostavame tim Ctyfi feSeni nasi
tilohy, komplexni &isla 2)/30 + 7i, —2)/30 + 7i, 2}/30—
— 7i, —2)/30 — 7i.

LeZi-li koncovy bod vektoru na svislé uselce, je jeho
prvni soufadnice 4- 12. Pak jeho druha soufadnice 4 musi
spliiovat obdobnou podminku jako prve:

V& + 144 = 13,
d® + 144 = 169,
d= 45.

Cislo d = 4 5 je zarovedl imaginarni &4sti komplexnich
Cisel, kterd jsou (dalSimi) feSenimi nasi ulohy. Kombinaci
znamének dostdvime dalsi Ctyfi feSeni, Cisla 12 4 5i,
—12 + 5i, 12 — 5i, —12 — 5i. Na obr. 1 jsou narysoviny
viechny vektory, znazorfiujici feSeni nasi tilohy.

Pfiklad 9. Reste rovnici B
B 3+ 4 —2z==z
(2 znamena dCislo komplexné sdruZené k z.)
Refeni. Vypottéme druhou mocninu komplexniho &isla
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3 + 4i na levé stran€ a upravme rovnici na anulovany tvar.
PiSme pfitom z = x + iy:

—7+24 —2x+2yi—x—3i=0,
—3x—7+(y+24i=0.

Mime tedy zdinlivé jen jednu rovnici pro dvé neznimé
x a y. Ve skutednosti viak jde o dv& podminky. Je-li kom-
plexni {islo rovno nule, pak jeho redlnd i imagindrni &ist
musi byt nula. Redlna &ast Cisla na levé strané rovnice je
—3x — 7, imaginarni Cast je y + 24. Mame tedy dvé rov-
nice, kaZdou z nich pro jednu neznidmou:

—3x—7=0,
y+24=0.

Odtud dostaneme ihned x = —7/3, y = —24, takZe fefeni

naif rovnice je komplexni &islo z = =7 _ 24i. Zkoutku

3
provede ¢tenaf snadno sim.

P#iklad 10. Reste rovnici

1+ 1\2 1 .

(1—_7) tp =i

Reseni. Nejprve upravme zlomek na levé strané rovnice:
(1+i)2_ 1+ iy _(2i)2__1
1—i '

S A—ip 4 4
Tim se nase rovnice zjednodusila na tvar
SRR I )
Z
Nezndmai z je ve jmenovateli. Zde viak nebudeme ndsobit
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Cislem komplexné sdruZenym; dostali bychom z/|z|%, coZ
je vyraz spiSe sloZit&jsi, protoZe neznama se v ném vyskytuje
jak v Citateli, tak i ve jmenovateli. Nejjednodussi je pricist
nejprve k obéma strandm rovnice jednicku:

1o
)4

Nyni znisobime obé strany rovnice &islem z. Tim odstra-
nime zlomek, musime si v3ak zapamatovat podminku, Ze
2z + 0. Rovnice

1=(2+i)z
m4a oviem jediny kofen (zfejmé nenulovy)
1
. Z = .
241

Abychom dostali feSeni rovnice v algebraickém tvaru,
vynisobime Citatel i jmenovatel zlomku ¢islem komplexné
sdruzenym 2 — i:

2—i 2—1i
z= — = .
+)2—1i) 5
Toto ¢islo je rizné od nuly, takZe je feSenim (a to zfejmé
jedinym) dané rovnice.

Piiklad 11. ReSte rovnici
(z—3)2+(z+i2=4.
Reseni. Nejprve rovnici upravime. Na levé strané umoc-
nime a podle moZnosti slouCime:
22 —62 + 22+ 2iz + 4= 0.
V rovnici se vyskytuje jak nezndm4 2, tak i &islo k ni kom-
plexné sdruzené z. Proto je lépe rozdélit z na reilnou
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a imagindrni Cist: z = x + yi, tak¥e 2 = x — yi. Do-
sadme!
(x + y1)* — 6(x + yi) + (x —yi)> + 2i(x — i) + 4 =0,
x% — 9% 4 2xyi — 6x — O6yi + x% — y* — 2xyi + 2xi +
(2x? — 292 — 6x + 2y + 4) + i(—6y + 2x) = 0.
Redlnd i imagindrni ¢ast Cisla na levé strané rovnice musi se
tedy rovnat nule:
2x2 — 292 —6x — 2y +4 =0,
2x — 6y = 0. -
Z druhé rovnice vyjadfime x = 3y a dosadime do prvni. Po
jednoduchych tpravich dostaneme
4y —4y 4+ 1=0.
To je kvadratickd rovnice pro y; hleddme jeji redlné
kofeny, protoZe y je imagindrni Cast komplexniho Cisla z
a tedy Cislo redlné. Podle vzorce je

_4+]16—16 _ 1
8 2
Existuje tedy jediné feSeni pivodnirovnice, x = %, y = 15
¢ili 2= % + %i. Zkousku lze provést dosazenim a pfimym

vypoctem.

Cviceni

1. Napiste v algebraickém tvaru komplexni isla
5-—-3i . 1+ 2i 2 —-1i
a 1+ 20)% b - .
@ — R R
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{(@ —6 —is;(b) —2/5]
2. Napiste nisledujici &isla v goniometrickém tvaru:
@ —)3+i;  ® —7i; (©4+3i
[(@) 2 (cos 150° + isin 150°); (b) 7 (cos 270° - isin 270°);
(c) 5 (cos 37° + isin 37°) — tento vysledek je piiblizny, protoZe jsme
pouzili tabulek.]

3. Je-li; &islo komplexné sdruzené k z, dokaZte, Ze plati
2+ip
3--4

4. Reste rovnice

@ 5 — 1))z + 2z = 22i; (b) 7i —

— 302 12
T2 3(i+ 1)
[(@1 — 7i5(b) — (2 + i).]

5. Bud dan rovnostranny trojihelnik o strané délky a, jehoZ jeden
vrchol je v po&itku, druhy na ose x a tfeti v prvnim kvadrantu (tj. ob&
jeho soufadnice jsou kladnd &sla). Napiite v goniometrickém a alge-
braickém tvaru komplexni ¢isla, zndzornéna vektory s koncovymi body
ve stfedech stran trojthelnika.

a
s ? (cos 60°-+ isin 607) =

INEE

a
[; (cos 0 - isin Q) =

%( 3 D), V— (cos 30° - i sin 30°) = — (3 -+ V3. ]



2. kapitola

KVADRATICKA ROVNICE
A ODMOCNINA Z KOMPLEXNIHO
CISLA

Ve skole jste se zabyvali podrobné tzv. kvadratickou rovnici.
Je to rovnice
ax® +bx+c=0, a £0.

Piedpoklddali jste, Ze koeficienty rovnice a, b, ¢ jsou redlna
cisla. Ukazalo se, Ze dileZitou veli¢inou pro zkoumani ta-
kové rovnice je tzv. diskriminant, tj. ¢islo b2 — 4ac.

Vysledky se daly shrnout takto: Je-li diskriminant kva-
dratické rovnice kladny, ma rovnice dva ruzné kofeny; oba
tyto kofeny jsou redlna Cisla. Je-li diskriminant nula, mi
rovnice jediny kofen, ktery je opét reilny. (Rikime mu
nékdy kofen dvojndsobny — pro¢?) Je-li diskriminant
zdporny, existuji opét dva kofeny rovmice a jsou to
Cisla komplexné¢ sdruZeni (s nenulovou imagindrni
Casti). .
UkdZeme, Ze i kvadratickd rovnice, jejiz koeficienty jsou
Cisla komplexni, ma vidy feSeni. Jeji kofeny jsou obecné
komplexni Cisla, nemusi vSak byt navzdjem komplexné
sdruZena. Za¢neme v3ak s nejjednodussimi pripady.

PFiklad 12. Ovéfte, Ze rovnice x2 = —5 4+ 12ima ko-
feny x, =2 4 3iax, = —(2 + 3i).

I Refeni. Mocnina komplexniho &sla s pfirozenym mocni-
telem je oviem definovina stejné jako mocnina Cisla redlné-
ho. Vyraz x? znamen4 tedy soudin x.x. Ziejmé tedy
BX=02+3iW2+3M)=4—-9+2.6i=—-5+12.
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TentyZ vysledek dostaneme ovSem i pro x,, nebot xz =
=(—x)=xl= —5+12i

Priklad 13. Najdéte komplexni Cislo x, proné% plati
x2 = —2i

Reseni. Existuje-li takové &islo x, lze je napsat v al-
gebraickém tvaru jako x = x; + x,i. Pak naSe rovnice m4
tvar

¢ili

(xl 'J[“ xzi)z - '_2i

xf — x: -+ 2x,x,0 = —2i.
Z definice rovnosti komplexnich ¢isel vyplyva, Ze redlni
Cast Cisla na levé strané této rovnice je nula, imaginarni je
—2:
xf — xg =0, 2xx,=—2.

Levou stranu prvni rovnice rozloZime na soucin podle
vzorce pro rozdil ¢tvercu: xf — x: = (x; + x5) (%, — x).
Tim se zbavime druhych mocnin. Vime, Ze rovni-li se
soucin dvou cisel nule, musi aspoil jeden z Ciniteld byt
nula. (V tomto pfipadé jde o reilnd Cisla, nebof x;, x,
jsou redlnou a imaginirni ¢asti komplexniho éisla x, ale
v pf. 5 jsme toto tvrzeni dokdzali i pro komplexni ¢isla.)
Je tedy bud x, + x, = 0, nebo x;, — x, = 0. V prvnim
pfipadé je x, = —x;, v druhém x, = x,.

Dosud jsme viak viibec nepouZili druhé rovnice. Dosa-
dime-li do ni x, = —x;, dostaneme —fo = —2 &l
:c2 = 1. Tato rovnice ma dva reilné kofeny 1 a —1. Pro

prvnj kofen dostivime x = x, + x,i = 1 — i, pro druhy
x = —1 +1i. Jak snadno ovéfime, jsou ob& tato Cisla
kofeny dané rovnice.

Predpokldddme-li, e x, = x,, dostaneme dosazenim do
druhé rovnice fo = —2. Tato rovnice viak nemd redlné
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kofeny! ProtoZe x, je redlna Cist komplexaiho &isla, je pro
né pfipustna jen redlnd hodnota. Neddva tedy podminka
X, = X, ve spojeni s rovnici 2x,x, = —2 Zziddné feleni,
vyhowvujici podminkdm ulohy.

Existuji tedy dvé komplexni Cisla, kterd jsou kofeny dané
rovnice: ¢islo 1 — i a Cislo —1 + i. Tato dv¢ cisla se lisi
pouze znaménkem: 1 —i= —(—1 4 i) a nejsou tedy
komplexné& sdruZena.

Predeslé dva ptiklady nas vedou k otdzce, zda vidy
existuje druhd odmocnina z komplexniho Cisla. Pokusme se
dokdzat, Ze ano.

PFiklad 14. Je didno komplexni Cislo a. Najdéte (v al-
gebraickém nebo v goniometrickém tvaru) Cislo x (resp.
vSechna ¢isla x) pro néZ plati x2 = a.

Reseni. Napiseme-li obé Cisla v algebraickém tvaru, je

X =%, + Xi,a = a; + a,l.
Existuje-li Cislo x, vyhovujici podminkim qlohy, musi
platit

&ili

(%1 + x,0)% = a; + a,i

(x2 — x:) + 2x,%,1 = a;, + a,i.

Aby rovnice byla splnéna, musi se navzajem rovnat realné
Casti a imaginarni Cdsti Cisel na levé a pravé strané rovnice:

xi - x: = Ay 2x1x2 = dg.

To jsou vSak pomérné sloZité rovnice (jde o soustavu
dvou kvadratickych rovnic o dvou neznamych). ProtoZe a,
neni obecné nula, nemtZeme pouZit vyhodného rozkladu
jako minule. Nebylo by lépe pouZit goniometrického vy-
jadfeni komplexnich &isel? Vime, Ze Moivrova véta diva
pomérné jednoduchou formuli pro druhou mocninu kom-
plexniho ¢isla. Zkusme to: '
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x = p (cos 6 + 1sin 6),

a = r (cosa + isin a).
Podle Moivrovy véty je

x% = 02 (cos 2 0 + isin 20).
Protoze ¢islo x je predpoklidanym kofenem rovnice
x% = a, musi se podle pf. 6 rovnat jak prosté hodnoty, tak
i argumenty Cisel x2, a. Argument se oviem muZe lisit
o celistvy nidsobek 27z. To znamenid ¢*=7r, 20 = a +
+ 2n7.
ProtoZe ¢ i r jsou prosté hodnoty komplexnich Cisel,

jsou nezdpornd a tedy o = Vr. Z druhé rovnice dostdvime

0= ke + nz. Tato rovnice divéa dvé podstatné riizné hod-

noty pro 6. Bud je 6 = ; a, nebo 6 = ; a + 7. (V obou

piipadech miZeme ovSem pfiist je$té nasobek 27.)
Resenim rovnice x2 = a jsou tedy dvé &isla

V?(cos ; a -+ isin ; a) R V?[cos(; a4+ n) +

+isin<%a+n)].

Kdyz si uvédomime, Ze cos (»21~ a+ n) = —Cos -;— aa
stejné sin (;— a-+ n) = —sin ; a, vidime, Ze stejné jako

v pfipadé realného kladného ¢&isla a se oba kofeny lisi jen
Znamenim.
V nekterych pipadech je viak piece jen vyhodnéjsi uZit

algebraického  tvaru ‘pro odmocninu komplexniho Cisla.
Vratme se proto-jeit€ k nadim rovaicim
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x‘l‘ — x: = a;, 2X;X; = ay

a zkusme je fesit.
Je-li x, =0, plyne z druhé rovnice x, = a,/2x;, coZ

dosazeno do prvni rovnice da
a

x2 —

2
—2_ =g,
1 4xf 1

ProtoZe pfedpokladime x;, = 0, md tato rovnmice tytéZ
kofeny jako

1
x‘:——alxi—za22=0.

To je bikvadraticka rovnice, z niZ vypolteme
a, + Va2 + ag
x2 _ 1 ;
1 2
znameni minus pfed odmocninou musime vSak vyloudit.
(Prog? Cislo x; = 0 mi byt redlné a proto x2 > 0; ale
a = ]/af + é:'= lal.)

Odtud jiz snadno dostaneme x, = :i:l/% (g, + lal).

Dosazenim do prvni rovnice vypodteme x,:

1 1
g= 2 — @ =5 (@ + la) — a = 5 (sl —ay),

1
1
et |/Fa—a

Znameni u odmocnin je tfeba volit tak, aby byla splnéna
drubi rovnice. To znamend, je-li g, kladné, musi byt obé

24



znameni -+ nebo obé —. Je-li @, zdporné, musime zvolit
znameni opacni. Pfipad a, = 0 vede oviem podle znameni
a, bud k vysledku x; = 0, nebo x, = 0. Podrobnou diskusi
téchto piipadi pfenechivime Ctendfi. (PouZijte odvoze-
nych vzorct k feSeni cviCeni 2 a porovnejte obé metody —
algebraickou a goniometrickou!)

Naudili jsme se Fesit ryze kvadratickou rovnici s kom-
plexnim koeficientem. Obratme se nyni k obecnému pii-
padu.

P#iklad 15. DokaZte, Ze kvadratickd rovnice
az2 4+ bz+c¢c=0,
v niz koeficienty a, b, ¢ jsou komplexni isla, a = 0, ma
v oboru komplexnich &isel vzdy feseni.

Reseni. PouZijeme v podstaté té%e metody jako pro rov-
nici s redlnymi koeficienty: pfevedeme tlohu na feSeni
ryze kvadratické rovnice (ovSem s komplexnim ¢islem na
pravé stran€). Pfedeviim budeme rovnici, jak nékdy fi-
kdme, ,normovat®, tj. budeme délit obé strany rovnice
Cislem a (jez je podle pfedpokladu rizné od nuly). Nevadi,
Ze a je komplexni ¢islo. Dostaneme rovnici

b c
2 _ e
224 —2z+4+ — =0,

ktera ma pfesné tytéZ kofeny jako rovnice ptivodni. Oznad-
me bla=p,c/la= q(p, gjsou komplexni ¢isla, kterad
oviem dovedeme napsat v algebraickém tvaru). Pak
v rovnici

224+ pz4qg=0

muzeme doplnit dvojClen z® + pz tak, abychom dostali
druhou mocninu linedrniho dvojclenu; aby se rovnice ne-
zménila, musime stejné Cislo zase odeCist:
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1 1
2 2 2 —
z—l—pz+4p ) +¢g=0.

Nyni miZeme rovnici napsat ve tvaru

1 \2 1,
(s+g2) =491
a vyraz v zavorce na levé strané mi¥eme poklddat za novou
neznimou; oznacme ji tfeba u:

u—z+——p

Ale rovnici #? = d, kde d je libovolné komplexni &islo, jiz
umime fefit! V pf. 14 jsme dokazali, Ze m4 feSeni (a to dva
ruzné kofeny, liSici se znaménkem, je-li d = 0). Vypocte-
me-li jeji kofeny, miiZeme pouZit rovnici

Z2=U— ’Ep
a vypoditat opét dvé hodnoty nezndmé z.
Priklad 16. Reste rovnici
iz? — (7 4 3i)z 4 10,5 — 9i = 0.

Rejeni. Budeme postugovat jako v obecném pfipadé.
Nejprve budeme délit obé strany rovnice koeficientem pii
2% 1j. imagindrni jednotkou i. ProtoZe 1/i = —i, znamena
to ndsobit obé strany rovnice Cislem —i:

22— (3—T7i)z—9—1051=0.

K doplnéni prvnich dvou &lent potfebujeme &islo (3—_2ﬂ
Dostdvime .
— (3 — Tz +( — ) + 10,51 + (—271) ,
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2 .
[z _ ; G— 7i)] — 9+ 10,51 + %(9 — 49 — 42i),
s—Lta o w] ==
[s-20-m] =
Zbyva fedit ryze kvadratickou rovnici #? = —1. Kofeny

této rovnice jsou oviem Cisla i, —i. Pro neznimou 2z musi
tedy platit vztah

z—%(3—7i)=i
nebo
a3 (BT = —i,

coZ davd dva kofeny puvodni rovmice: z = —é— (3 — 5i)

az=%(3—9i).

Ovéite dosazenim a vypoctem, Ze jde skutedné o kofeny
pivodni rovnice!

Z pi. 15 plyne, Ze vzorec pro feSeni kvadratické rovnice
plati 1 pro rovnici s komplexnimi koeficienty. Musime v3ak
spravné chdpat vyznam odmocniny.

Je ptirozené oznatit v tomto ptipadé }/d (d je komplexni
¢islo) libovolné Cislo u, jeZ je feSenim rovnice 2 = d.
Pak zpétnym postupem dostivime

Z=—-%p+]/(7,

__1 1.
z——§P+V1P —9q
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a dosadime-li p = b/a, ¢ == c/a, vyjde po jednoduchych
upravich
— b+ | —4ac 4ac
2a
Protoze obé {isla vyhovujici rovnici #? = b% — 4ac se lisi

navzijem jen znamenim, muZeme tento vzorec psit opét
ve tvaru

Z ==

— b:tl/bz—tlac
2a

Znameni 4+ u odmocnjny m4 nésledujici vyznam: Najde-
me-li jedno feSeni rovnice #®> = b%® — 4ac, miZeme je

oznatit |/5* + 4ac. Pak dalsi feSeni je prost& — |/5% — 4dac.

P

Pt#iklad 17. NapiSte kvadratickou rovnici, kterd ma
kofeny (a) 3, —1/2; (b)2 4+ 1,2 —i;(c)i, 1;(d) I + 2i.

Reseni. Kvadraticka rovmce, kteria ma kofeny u, v, se dd
napsat ve tvaru soucinu kofemovych Ciniteld (x — u)
(x—1v)=10.To jste poznali ve §kole a )e zfejmé, Ze to platd
1 v ptipadé, kdy vysledna rovnice nema reilné koeficienty.

Maime tedy

1N e, 5.3
@) (x—3)‘(x+~2~)—0c111x—Ex—i—E—anbo

2x2 —5x —3 = 0;
(b) [x—(2+1)] [x—(2—1]=0
2 —4x+5=0,

© G—i)E—1=0,
v—(1+)x+i=0,

@ [—QQ+20P2=0 .
x-2-+4)x+ (—3+4i)=0.
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V prvnich dvou pfipadech jsou koeficienty rovnic realna
cCisla, v ptipadé (c) nikoliv. Je to proto, Ze Cisla i, 1 nejsou
komplexné sdruZzena. Také v pfipadé (d) jsou koeficienty
komplexni Cisla. Zde mame jediny dvojnasobny kofen
nebo, jak nékdy fikime, dva splyvajici kofeny 1 -+ 2i,
1 4 2i. Tato &isla také nejsou komplexné sdruZena (jen
redlné Cislo je komplexné sdruZené samo k sobé!). To je
diivod, pro¢ koeficienty vysledné rovnice nejsou redlni
Cisla (srov. ddle pf. 18).

PiesvédCme se nyni, Ze tento vysledek je mnohem obec-
néjsi, neZ jsme zatim ukazali.

Pfiklad 18. Je-li komplexni &islo » kofenem algebraické
rovnice s realnymi koeficienty, je kofenem téZe rovnice

i &islo u komplexné sdruZené k ». DokaZte toto tvrzeni!

Reseni. Algebraicka rovnice se da psat ve tvaru

apx® +axnl+ ... +a,  x+a,=0,
kde 7 je pfirozené &islo, a, -« 0. Podle naseho predpokladu
jsou vSechny koeficienty této rovnice ag, @y, - . .5 An_q, @n
redlnd Cisla. Dosadime-li do levé strany rovnice cCislo
komplexné sdruZené ke kofenu u, dostaneme ayu" +
+ aur! + ... 4+ an_, u + ap. Vime viak, Ze Cislo kom-
plexné sdruZzené k soulinu (souctu) komplexnich disel
je soudin (soucet) Cisel komplexné sdruZenych k Cinitelim
(sCitancam). TotéZ plati oviem i o mocniné, nebot umoc-
fovani (s pfirozenym mocnitelem) je definovidno pomoci
ndsobeni. Vzhledem k tomu, Ze koeficienty rovnice jsou
redlnd Cisla, je ax = ax (k=0,1,...,7n— 1, 7). Dosta-

vame tedy ihned ’

aut + aurt + ... +ap u4 an=

= aoun + alu”_l "+— .« —+— an_lu + an:
ProtoZe viak &islo u je podle pfedpokladu kofenem rovnice,
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je Cislo na pravé strané Cislem komplexné sdruZenym
k nule a tedy samo je rovno nule. Tim jsme dokazali, Ze

také u je kofenem rovnice.

Zduraznéme jesté jednou, Ze pfedpoklad reilnosti koefi-
cientl jsme podstatné pouZili v tvrzeni, Ze jejich komplexné
sdruzené hodnoty jsou taZ Cisla.

Nakonec je$té poznamenejme, Ze tohoto vysledku se
uZiva v ditkazu tvrzeni, Ze kazda algebraicka rovnice lichého
stupné s redlnymi koeficienty ma aspoi jeden realny koten.

Na zavér této kapitoly si vSimneme jest€ odmocnin
z komplexniho &isla vysSich fadu.

Piiklad 19. Co tvoii koncové body vektorii, znézorfiuji-
ci vSechny hodnoty ,tfeti odmocniny z jedné®, ftj.
viechna feSeni rovnice 2° = 1?

Reseni. Vime, Ze v redlném oboru ma tato rovnice jediny
kofen, Cislo jedna. Znidme totiZ vzorec

B—l=E—-—DEE+2+1)

(neznéte-li ho, snadno ho ovéfite nisobenim a sloucenim
na pravé stran¢). Aby prava strana byla rovna nule, musi
byt bud z = 1, nebo 22 + z + 1 = 0. Tato kvadratickd
rovnice m4 vak diskriminant 1 — 4 = —3, coZ je zdporné
¢islo. Nema proto Zddné feSeni v mnoZiné redlnych Cisel.
Jak snadno zjistime, jsou jeji kofeny komplexni d&isla

; (-1 +i}3)a ; (—1—i|/3). (Ovéfte si znovu vy-

podtem, Ze obé tato Cisla umocnéna na tfed daji skuteéné
jednotku!)

Maiame tedy tfi kofeny rovnice 22 = 1 a mohli bychom
z nich odvodit i podminku pro vektory, které jsou jejich
geometrickym znazornénim. Jednoduss$i vSak je pouZit
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od pocatku Moivrovy véty. Vyjadiime-li 2 v goniometric-
kém tvaru z = r (cosa + i sina), je podle Moivrovy véty
2% = r3(cos 3a + isin 3a),
takZe nasi rovnici lze psit ve tvaru
% (cos 3a + isin 3a) = 1
nebo jednoduSeji cos 3a + isin3a = 1, protoZe 7° =
= |28 = 1. (Samozfejmé je potom také r = 1, tak¥e
prosti hodnota viech t¥f reseni dané rovnice je rovna 1ed.ne )
Je tedy
cos 3a = 1, sin 3a = 0,
coZ nastane pro 3a rovné nisobku 2z (tj. 3a = 0°, 360°,

720° ...). Je-li 3a = 2nm, je a = 2 Proin=0 je

3
a=0n=1 davaa=~3——c1h a=120° n =2 divd
o = ¥ &li o — 240°. Dalsi hodnoty &sla n (i z&porné)

3
davaji n&kterou z téchto hodnot zvétSenou (¢i zmensenou)
o nisobek 2 x. Takovd hodnota argumentu divd oviem
totéZ komplexni &islo (i tentyZ vektor) jako hodnota pi-
vodni. Mime tedy tfi kofeny. Prostd hodnota v3ech t¥ je
1 (tj. vSechny koncové body pfisluSnych vektort le%i na
jednotkové kruZnici se stfedem v pocdtku), argumenty se

li§i navzdjem o 120° = % 360°. Jsou tedy tato tfi Cisla

znizornéna vektory, jejichz koncové body jsou vrcholy
rovnostranného trojihelnika (wz obr. 2).
Obdobnou metodou miizeme fesit i obecny piipad.
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Obr. 2

PFiklad 20. Dokazte, Ze je-li ¢ komplexni &islo riizné
od nuly, existuje privé »n rtznych komplexnich disel ta-
kovych, Ze x» = a. Je-li a = 0, je oviem také x = 0.

Reseni. Pipad a = 0 je zfejmy. Budi? tedy a -0
a necht goniometricky tvar Cisla @ je a = r(cosa + i sina).
Existuje-li ¢islo x tak, Ze x® = g, je moZno je psit také
v goniometrickém tvaru jako x = p (cos 6 + isin 6) a md
platit
o™ (cos n0 + isin nf) = r (cos a + isin a).

Aby se tato dvé komplexni ¢isla rovnala, musi byt g7 = r
a Cislo 76 musi byt argumentem ¢&isla a, €ili 70 = o + 2kx,
kde % je celé Cislo.

ProtoZe r > 0, existuje V; >0, takZe o = ]/1T (o je pros-
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td hodnota Cisla x, takZe zdpornd hodnota odmocniny
pro sudé » neni pfipustnd). Pro argument 6 dostivime n

podstatmé riznych hodnot: %, e _:27‘ 5 a —:4“ > eeey
a+ (”n_ D2 Dalii hodnoty uz nedivaji nové felent

rovnice, protoZe se liSi od nekterého z uvedenych feSeni
o nisobek 2 z. Naproti tomu uvedené hodnoty ddvaji sku-
te¢n¢ podstatmé riizné hodnoty argumentu, takZe existuje
opravdu privé n riznych fefeni rovnice x*» = a. V obec-
ném zdpisu jsou to Cisla

v VF(cos at 2k isinizﬁ),
- :
E=0,1,2,...,n— 1.

Cviéeni

1. Napiste kvadratickou rovnici, kterd ma kofeny

(a) 2 — 3i, l‘; (b) 2 —3i,i; (c) 1, 0; (d) jediny kofen 2 — 3i.
(22 +33G—~1z+2—3i=0;
®22+20—1)z+3+2i=0;()3z%2—iz = 0;
d2z2—-2.2—3)z—(5+ 12i)) = 0.]

2. Reste rovnici

@iz + (3 —-2i))z—6=0;()22 - 2iz—-1=0.
(@2, 3; (b)i]

3. Najdéte viechny kofeny rovnice

(a)z4 = 1; (b)z¢t = —1 a napiteje v a.lgebraickém tvaru.

1
(a) 13 “1, is —i§ (b) + == (1 1), — (l )]
[ V2 V
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4, Znizornéte feseni minulého cviéeni graficky! Co tvoii koncové
body vektoru, znézoriujicich kofeny rovnic?
[V obou pfipadech vrcholy ¢&tverce o uhlopficce délky 2; (a) jsou
vrcholy na osich soufadnic, (b) jsou vrcholy na pfimkich
y=x%y=—x]

S. Napilte rovnjci, kterd ma”viech osm kofent ze cviteni 3 za

fedeni!

[ = 1]
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3. kapitola

GEOMETRICKE,ZNAZORNENf MNOZIN
KOMPLEXNICH CISEL

Pfipomnéli jsme jiZ, Ze komplexni Cisla lze zndzornit vektory
v roviné. Cislu a, +- a,i je pfifazen vektor P4 (a;, a,). Po-
znali jste ve §kole, Ze aritmetickym operacim s komplex-
nimi ¢isly odpovidaji pfisluSné operace s vektory. Zejména
je tfeba si uvédomit, Ze prostd hodnota komplexniho ¢isla
odpovidd velikosti prisluSiného vektoru, tj. vzdalenosti
koncového a pocite¢niho bodu vektoru. Argument kom-
plexniho Cisla pak odpovida ihlu mezi vektorem a kladnou
casti osy x.

Jestlize v tomto zndzornéni uvaZujeme jen umisténi
vektord s poCitecnim bodem v pocatku soustavy soufadnic,
jsou Cisla a,, a, soucasné soufadnicemi koncového bodu
vektoru PA, znizornujiciho Cislo a = a; + a,i. To nam
umoziiuje prifadit kazdému komplexnimu Cislu a = a, +
+ a,i bod A4 (a;, a,). ProtoZe ]edmm z prvnich matema-
tika, ktery pouzival tohoto znizornénmi, byl K. F. Gauss
(1777—1855), mluvime &asto o zobrazeni komplexnich
Cisel v Gaussové roviné. Jak uvidime, je tento zplsob
velmi vyhodny a nazorny zejména pfi zndzorfiovéni
mnoZin komplexnich Cisel, 1 kdyZ neumozZnuje tak snadno
grafické provddéni aritmetickych operaci s komplexnimi
€isly jako znazornéni vektory.

PFiklad 21. Znazornéte geometricky mnoZinu komplex-
nich ¢isel, pro n&Z plad (a) (2l = 1;(b) |2| < 1;(c) 2] > 1.
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Reseni. (a) Dani podminka znamens, %e vzdilenost bodu
znazorfiujiciho Cislo z od pocitku je rovna jedné. Je tedy
znizornénim Cisel z geometrické misto bodd, jejichZ vzda-
lenost od pocdtku je jedna. Tyto body vytvon )ednor.kovou
kruZnici se stfedem v poc¢itku. Body uvniti této kruZnice
maji oviem vzdailenost od pofatku mensi neZ jedna, body
vné kruZnice v&tsi neZ jedna. Plati tedy pro komplexni
Cisla z, zndzornéna body uvnitf jednotkové kruZnice, ne-
rovnost |z| < 1, zatimco pro komplexni ¢isla znizornéni
body vné kruZnice plati nerovnost obricend, |z > 1. Tim
jsme zodpovédéli zaroven otazku (b) a (c).

P#iklad 22. Znizornéte geometricky mnoZinu komplex-
nich d&isel, spliujicich souCasné nerovnosti

—1l <Rez=2,0<Imz <2

Reseni. Realna &ist komplexniho &isla z je zndzornéna
soufadnici x pfisluSného bodu. Nerovmost —1 < Re
2z = 2 tedy znamena totéZ jako —1 < x < 2. Body, které
spliiuji tuto podminku, leZi v pasu mezi pfimkami x = —1,
x = 2, pfi¢emZ pfimka x = — 1 je vyloufena (levd nerov-
nost je ostrd!), zatimco pfimka x = 2 je do p4su zahrnuta
(pravéd nerovnost pfipousti i rovnost). Podobné nerovnost
(¢1 spravnéji nerovnosti) 0 < Im z < 2 znamen4, Ze sou-
fadnice y musi spliiovat podminku 0 < y < 2; ob& hra-
ni¢ni pfimky tohoto pasu jsou pfipustné.

Maji-li ¢isla z spliovat soucasné obé nerovnosti, musi
leZet v asti roviny, spole¢né obéma pasim. To je obdélnik
o vrcholech (—1, 0), (—1, 2) (2, 2), (2, 0). Jeho obvod je
casti pfipustné mnoZiny bodua aZ na svislou useCku mezi
vrcholy (—1, 0), (—1, 2) vietné téchto krajnich bodu.

(Viz obr. 3.)
Pozndmka. VSimnéte si, Ze Casto fikime napf. ,,komplex-
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ni ¢isla leZi v obdélniku. .. apod. misto pfesnéjsiho ,,body,
zndzornuyjici komplexni Cisla, leZi v obdélniku...”“. Po-
dobné muizZete Cist také naopak napf. ,,body na jednotkové

y
~1,2) (2,2

(-1,0) (2,0)

Obr. 3

kruZnici maji prostou hodnotu rovou 1% misto ,,&sla,
znizornénd body na jednotkové kruZnici, maji prostou
hodnotu rovnu 1.

PFiklad 23. Znizornéte v Gaussové roviné mnoZiny
komplexnich &isel, pro néZ plati (a) Im 22 > 0, (b) Re
22 2 0.

Reseni. Nejdfive musime napsat 22 v algebraickém tvaru,
abychom vidéli, jaké podminky plati pro soufadnice x a y.
Je-li z = x + yi, je 2> = x% — 3% + 2xyi. Prvni podminku
muZeme tedy psit ve tvaru 2xy >-0, druhou x* — 2 = 0.

(a) Nerovnost 2xy > 0 znameni, Ze soufadnice x 1 y maji
totéZ znameni, tj. jsou bud obé kladné, nebo obé& zdporné.
Prvni moZnost nastivd pro body v prvnim kvadrantu,
druha pro body v tfetim kvadrantu. MnoZina Cisel, pro n&Z
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Im 22 > 0, je tedy znizornéna prvnim a tfetim kvadrantem,
osy souradnic jsou vylouceny (proc ?). (Viz obr. 4.)
y

N

X

-
.

(b) Nerovnost x2 — y? = 0 znamend y% < x* ¢ili |[y| =
= |x|. Tuto nerovnost miZeme napsat ve tvaru —x =y <
= x, je-li x nezdporné, nebo x <y < —x, je-li x zdporné
(nebot pak x < —x!). Pro jakoukoliv hodnotu x miiZeme
tuto nerovnost mapsat s pouZitim |x| ve tvaru —|x| =
sy =[xl

Zvolime-li libovolnou pfimku rovnob&Znou s osou y, pak
body splfiujici tyto nerovnosti vyplni na ni tseCku mezi
body y = —x,y = x. Pfimky y = —x,y = x jsou proto
hranici hledané mnoZiny bodu, kter4 je na obr. 5 vyznacena
Srafovanim. Obé hraniCni pfimky, které pili dhel mezi
osami soufadnic, zahrnujeme oviem do na$i mnoZiny,
nebot ve viech naSich vztazich je rovnost pfipustna.
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Ulohu (b) méZeme feiit také jinym zpasobem, pouZi-
jeme-li goniometrického vyjidfeni komplexniho &isla, Je-li

2z = |2| (cosa + i sina),

je oviem x = |2| cosa, y = |2| sina. NaSe podminka se d4
napsat ve tvaru |x| = |y| &li |cosa| = |sinal, tj. |tga| = 1.
Jak vite, plati tato nerovnost pro uhly z intervalts { —45°,
45°) a (135°% 225° . Jak sisnadno ovéfite, odpovidaji
t€mto hodnotim argumentu pravé viechny body z mnoZiny
vyznacené na obr. 5.

Obr. 5

Pkiklad 24. Jaké podminky spliiuji komplexni &isla, zn4-
zornéna body uvnitf mezikruZi o stfedu (0, 1), vnitfnim
poloméru r, = 1 a vnéj§im r, = 3°?
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Reseni. Z definice krunice plyne, %e ka%dy bod uvnitf
mezikruZi je vzdilen od stfedu o vice neZ je hodnota vnitf-
nfho poloméru, ale o méné, neZ je hodnota vnéjsiho polo-
méru. Poznali jsme viak, Ze vzdilenost dvou bod odpo-
vid4 prosté hodnoté rozdilu komplexnich cisel, znizorné-
nych t&¢mito body.*)

Bod (0, 1), ktery je stfedem mezikruZi, znizoriiuje kom-
plexni jednotku i. Algebraickd podminka, charakterizujici
body uvnité daného mezikruZi (pfesnéji Cisla t&mito body
znizornénd) je

1 <|z—1] <3.

PFiklad 25. Znizornéte geometricky mno%inu komplex-
nich isel z, pro néZ plati |z — 4| > |z|.

Refent. Je-li z = x + yi, je

lg—4 =|G—4F 5% |zl =] +%
ProtoZe jde o neziporni Cisla, miZeme obé strany dané
nerovnost umocnit na druhou a napsat ji ve tvaru
x% — 8x + 16 4 y® > x% + 3%,
—8x 416> 0,
2> x.

Dani podminka tedy znamena, Ze redlnd cast Cisla z je
mensi neZ dv&. Tuto nerovnost spliiuji komplexni ¢isla,
znizornéna body v poloroviné vlevo od pfimky x = 2, rov-
nobé&Zné s osou y.

Stejny vysledek dostaneme oviem i geometrickou
dvahou: Nerovnost |z — 4| > |z| spliuji privé ty body

*) Pfesnéji Feeno, hovofili jsme zatim o velikosti vektoru. Velikost
vektoru je ov3em rovna vzdilenosti pociteéniho a koncového bodu.
Vzorec pro vzdilenost dvou boda A (x;, ¥, a B (x, ¥,) je, jak vite,
d= V(:::z — %) + (¥3 — )% Body A4, B znizorfiuji komplexni
dislaz, = x, + yiazy = x, -+ ¥,i;jetedy podle definice |2, — z,| = d.
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v Gaussové roviné, jejichZ vzdilenost od bodu 4 je vétsi nez
vzdilenost od bodu 0 (tj. od politku). Body, majici stejnou
vzdalenost od obou téchto bodt, leZi na jejich symetrile,
tj. na pfimce x = 2. Body, spliujici danou nerovnost, musi
tedy leZet vlevo od symetraly.

P¥iklad 26. Pro komplexni ¢islo z plati Im z/Re z > V3.
Je moZné, aby toto Cislo bylo znazornéno bodem uvnitf
kruZnice prochézejici podtkem, jejiz strcd lei na ose x
a jejiz polomér je r?

Reseni. NapiSeme-li z v goniometrickém tvaru, je
2z = |z| (cosa + i sina).

Potom ovSem Im z/Re z = tga. Dand podminka tedy zna-
mend, Ze argument &isla z lezi bud v intervalu (60°, 90°),
nebo v intervalu (240°, 270°). Geometricky je tato mnoZina
znizornéna Casti roviny mezi pfimkou, prochizejici po-
¢atkem a svirajici uhel 60° s kladnou &isti osy x, a ima-
gindrni osou. (Rovmice prvni pfimky je y = |/3x.) Na
obr. 6 je tato mno¥ina svisle $rafovéna, Pfimka y = |/3x je
nutné se¢nou kruZnice prochazejici poitkem, jejiZ stfed je
na ose x (nezdvisle na jejim poloméru), protoZe tefna této
kruZnice v pocatku je svisla. Dany kruh (bez ohledu na
soufadnici stfedu) zasahuje tedy svou casti (kruhovou
usef) do mnoZiny znazorfujici komplexni ¢&isla, kterd spl-
fiuji prvai podminku ulohy.

Odpovéd tedy zni: Ano, je moZné splnit obé podminky
souCasné. MnoZina takovych komplexnich Cisel je znazor-
néna kruhovou usedi. Je-li stfed kruZnice na kladné Casu
osy x, leZi tato UseC v prvnim kvadrantu; ma-li stfed kruz-
nice zdpornou prvni soufadnici, leZi Gse¢ ve tfetim kvad-
rantu. (Srovn. obr. 6, na ném? jsou vyznaceny dvé kruZ-
nice: se stiedem (5, 0) a (— 2, 0).)
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Dovedete struc¢né odivodnit, pro¢ odpovéd nezdvisi na
hodnoté soufadnice stfedu kruZnice ? Ano, protoZe zirovei
se zménou soufadnice se zméni i polomér kruZnice (musi
prochizet pocitkem!), takie kruZznice vZdy protne pfimku
3 = )/3x, které je hranici oblasti Im z/Re z > |/3.

4




Cviéeni

1. Popiste geometricky a nadrtnéte mnoziny komplexnich é&isel z,
vyhovujicich nasledujicim podminkam :
(@) lz] £2,0°<argz <30° (b)Rez>1,]z] <2;

) Imz <2, —;— 7 <argz < %n. ,

[(a) Kruhovd vysed ,uzavieni®, tj. viemé hraniénich v.'bseéek
a oblouku; (b) kruhova tused ,,oteviend, tj. bez hraniéni tiseCky
a oblouku; (¢) rovnoramenny trojihelnik véetné podstavy, ramena ne-
jsou zahrnuta.]

2. Znazornéte mnozinu komplexnich &sel, pro néz plati —45° <
= arg z = 45°. Vyjadrete tutéZ mnoZzinu pomoci podminky kladené
na redlnou a imagindrni &ast &isla z!

[Cast roviny mezi piimkami y = —x,y = x, le}ici vpravo od po&tku.
T4z mnozina je dina podminkami |Im z/Re z| =< 1, Re z = 0.]

3. Jakou podminku splfiuji komplexni &isla, zn4zornénd geometricky
body leZicimi
(a) uvnitf kruznice o stfedu (3, 1) a poloméru 2;

(b) v pasu mezi pfimkami x = —1, x = 3;

(c) na 1selce spojujici body (—1, —1)a (1, 1)?
[(@]z— @+ <2;()—1 <Rez < 3;
(O Rez=Imz |z| = VZ_]
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4. kapitola

KOMPLEXNf FUNKCE

Pamatujete se ze skoly, Ze v definici pojmu funkce vystu-
povaly dv& mnozmy ‘mnozina hodnot promenne (obor
funkce) a mnoZina hodnot funkce. Obé tyto mnoZiny byly
dosud mnoZiny redlnych Cisel. Neni vSak Zidny zavainy
dtvod, pro¢ bychom nemohli svoje tivahy zobecnit na
Cisla komplexni. Jsou vlastné dvé moZnost takového zobec-
néni. Pojednejme nejprve o jednodussi moZnosti. Pfedpo-
kladejme, Ze mnozina hodnot funkce je mnoZina kom-
plexnich Cisel, zatimco proménna zustivd v oboru Cisel
redlnych. Hovofime pak o komplexni funkci redlné pro-
ménné,

Definice komplexni funkce redlné proménné se nijak
podstamé nelisf od definice reilné funkce. Jedinou zménou
je, jak uZ jsme uvedli, Ze hodnoty funkce sméji byt cisla
komplexni. Zdiraznéme v3ak znovu, %Ze hodnotami pro-
ménné zistavaji prozatim ¢isla redlna.

Takto definovani funkce mé vlastnosti velmi podobné
vlastnostem rediné funkce. MiiZeme dokonce fici, Ze jakou-
koliv dlohu o komplexni funkci reilné proménné muZeme
pEevést na dlohu o funkcich redlnych. Plati totiZ:

Je-li ddna komplexni funkce redlné proménné rovmici
z = F(t), pak rovnice x = Re F(t) a y = Im F(t) definuji
redlné funkce redlné proménné, pricems obor promémné zi-
stdvd nezménén.

Diikaz tohoto tvrzeni je velmi snadny. Pro kaZdou hod-
notu proménné ¢ z oboru funkce F je F(r) komplexni
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¢islo. MiZeme je tedy psat ve tvaru F(z) = Re F(t) + iIm
F(z). Redlna i imagindrni ¢ast F(¢) je oviem redlné Cislo.
Kazda z rovnic x = Re F(t), ¥y = Im F(z) pfifazuje tedy
libovolnému redlnému ¢t z oboru funkce F pravé jedno
realné Cislo. (Jinak by totiz pfifazeni z = F(¢) nebylo
jednoznaCné.) A to oviem znameni, Ze rovnice x = Re
E(), y = Im F(¢) definuji reilné funkce, jejichZz obor je
roven oboru funkce F (z).

PFiklad 27. Definujme funkci f pfedpisem: Redlnému
Cislu x je pfifazeno komplexni Cislo, jehoZ redlnd i imagi-
narni ast je rovna x. Jaky je obor a mnoZina hodnot
funkce? Jak lze znizornit mnoZinu hodnot funkce geo-
metricky ?

Reseni. Oborem funkce je zfejmé celd mnozina realnych
cisel. ProtoZe f(x) = x + xi, je f(x) znizornéna vektorem,
jehoZ koncovy bod (pfi umisténi v pocatku) mad ob& sou-
fadnice stejné. To znamend, Ze leZi na pfimce, ktera puli
thel mezi osami soufadnic. MnoZinu hodnot funkce lze
tedy znizornit geometricky pfimkou s rovnici y = x.

Tato pfimka neni v3ak ,,grafem funkce* v tom smyslu,
jak jej zname z teorie redlnych funkci. Je jen znizornénim
mnoziny funkénich hodnot bez jejich vztahu k proménné.
Uvédomte si napfiklad, Ze geometrickym znizornénim
mnoZiny hodnot funkce g(x) = 2x + 2x1 nebo dokonce
Ax) =tgx + itgx je taZ pfimka, i kdyZ tyto funkce
pfirazuji téZe hodnoté proménné naprosto riznd Cisla.

Priklad 28. Vztah f(x) = (x + ai) kde a je realné Cislo,
definuje komplexni funkci reilné proménné. Stanovte jeji
redlnou a imagindrni &4st a urcete, pro které hodnoty
prom?nné je f(x) &islo redlné nebo Cislo ryzej imagi-
narni!
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Refeni. Plati

(x + ai)® = x® + 3x%ai + 3xa%? + &% =
= x% — 3a%x 4 (3ax? — @i
Je tedy
Ref(x) = x* — 3a%, Imf(x)= 3ax? — a°.

Reilnd &ast je rovna nule, plati-li x = 0, nebo x% = 3a?
Gili x = +)/3a. Imaginirni Cist je rovma nule, je-li
3ax? — a® = 0. Vylouc¢ime-li pfipad a = 0, kdy jde o reil-
nou funkci, dostavime z této rovnice 3x2 = a2 Cili x =
= +af)3.

Dana funkce nabyva tedy redlné hodnoty pro x =
= + afJ/3 a ryze imaginirni hodnoty pro x = 0 nebo
x= 4 V3-a. Je-li ovéem a = 0, jde o reilnou funkci,
takZe vSechny jeji hodnoty jsou redlné.

Piiklad 29, PopiSte geometricky mnoZinu hodnot kom-
plexni funkce realné proménne f(@) = u, kde % je kom-
plexni ¢&islo. Jak se zméni tato mnoZina, pfi¢teme-li kom-
plexni &islo v, tj. definujeme-li funkci f; (¢) vztahem f,(z) =

=yt 1 v?

Reseni. Cislo f(r) méd redlnou &ist ¢ Re u, imaginirni
t Im u. PiSeme-li ¥ = u; + u,i, je zndzornénim hodnoty
funkce f (z) bod (u,2, u,t), takZe

X = uyt, y = Uyl.

To jsou tzv. parametrické rovnice (¢ se nazyvé parametr).
Vyloudime-1i z téchto rovnic z, dostaneme vztah'mezi x a y.
Vyjadfeme napf. ¢ z prvni rovnice a dosadme do druhé:

Uy

r = xfuy, yzzx.
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Posledni rovnice je rovnici pfimky prochizejici politkem,
jejiz smérnice je 142/u1 (1e-h #, =0, je rovnice piimky
prost€ x = 0; je-li ziroved i u, =0, jde o konstantni
funkci f (£) = 0). MnoZina hodnot funkce je tedy znazor-
néna primkou.

Funkce f; (t) = ut + v pfifazuje &islu ¢ hodnotu funkce
fzvétSenou o komplexni &islo v = v, 4+ v,i. Geometricky to
znamend, Ze bod, ktery znizorfiuje funkcni hodnotu f (z), je
tfeba posunout o vektor v (v, v,).

Rozdélime-li £, (¢) na redlnou a imagindrni ¢ast, je

Refi(®)=ut+v, Imf, ()= u2t+'02
Soufadnice odpovidajiciho bodu jsou tedy
X=ut+ T, y=1uUytl - Vs
Vyloucime-li z téchto rovnic parametr ¢, dostaneme opét
rovnici pfimky
y= %(x—vl) + s
1

Smérnice pfimky se nezmeénila (jsou tedy obé pfimky
rovnob&Zné), ale kazdy bod pfimky je posunut ve sméru
OSY ¥ O Uy — Uy Uy/tty.

P¥iklad 30. Pro které hodnoty komplexniho Cisla w je

prostd hodnota funkce £ (x) = &—1%- rovna jedné pro
vSechna redlné Cisla x?
Resent. Je-li w = u + oi, je
—x (u— x)z-—]:ifzj o

bl = ' o1~ Vatorre
_l/u2+v2+x2—2m
TV w4 0?4 a2 2ux
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Pokud u# + 0, je zfejmé (A (x)] = 1 jen pro x = 0. Je-li
u=0, je |h(x)] =1, nezdvisle na hodnot¢ imaginirni
Castv.

Cislo @ musi tedy byt ryze imaginirni. Je-li @ - 0, je
mnoZina hodnot funkce % znizornéna jednotkovou kruZ-
nici o stfedu v pocdtku bez bodu z = —1%); je-i w = 0,
je A (x) = —1 pro viechna x = 0.

Pfiklad 31. Znizornéte graficky mnoZinu hodnot
funkce
f(x) = cos x + 1isin x.

Jak se zméni mnoZina hodnot, definujeme-li g (x) =
= [f@x)}=?

Reseni. ProtoZe cos?x + sin®x = 1, jsou viechny funk&ni
hodnoty f(x) znizornény body na jednotkové kruZnici
se stfedem v polatku. Obricend, soufadnice libovolného
bodu na této kruZnici lze psat ve tvaru cos x, sin x pro
néjakou hodnotu x z intervalu < 0, 2z). MnoZzina funk¢nich
hodnot je tedy znizornéna jednotkovou kruZnici. KaZdy
bod této kruZnice znizorfiuje funkéni hodnotu nekonecné
mnoha hodnot proménné, které se vzdjemné lisi o celistvy
ndsobek 2.

Funkce g (x) = f» (x) je definovana vztahem

g (x) = (cos x + 1isin x),
coZ podle Moivrovy véty je totéZ jako
g (x) = cos nx + 1 sin nx.

Mnozina hodnot této funkce je zndzornéna toutéZ jednot-
kovou kruZznici, nebot také cos? nx + sin?#x = 1. Samo-

. w—x .. ..
*) Rovnice -1 =- . Mafelenijen prow = 0.
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ziejmé i obricené je moZné kaZzdy bod na této kruZnici
vyjadfit jako (cos nx,sin nx); hodnotu x stali zde vzit

dokonce z intervalu (0, % 27).

Cviéeni

1. Vypoététe reilnou a imaginirni ¢4st funkce realné proménné
x—1+1)

f@ = 1=

x2 —2
[R°f("> B R m]
- 2. Napiste lineirni funkci redlné proménné, ktera nule pfifazuje
Cislo 2—5i a &slu 3 komplexni jednotku —1i.
[Fun.kce % (—2--4i)yx - 2 — 5i.]
3. Zndzornéte geometricky mnoZinu hodnot funkce

g@=1t-V1 -1z}
je-li r redlna proménni. Co je oborem této funkce ?
[PalkruZnice o stfedu v poéitku a poloméru 1, lezici nad osou x.
Oborem funkce je interval {—1, 1).]
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5. kapitola

FUNKCE KOMPLEXNI
PROMENNE

V minulé kapitole jsme hovofili o funkcich, jejichZ hodnoty
jsou komplexni ¢isla. Vidéli jsme, Ze pokud hodnoty pro-
ménné zastanou v oboru ¢isel redlnych, nejde veelku o nic
nového. Rozdélime-li takovou funkci na jeji redlnou a ima-
gindrni ¢dst, dostaneme prosté dvé redlné funkce.

Zajimavéj$i piipad vSak nastane, jestlize obé mnoZiny
v definici funkce jsou mnoZiny komplexnich &isel. Hovo-
fime pak o komplexnich funkcich komplexni proménné
‘nebo strucnéji o funkcich komplexni proménné.

Definice. Jsou-li M, K mnoziny komplexnich Cisel a je-li
kagdému Cislu =z mnoginy M prifazeno urlitym predpisem
prdvé jedno Cislo =z mnoziny K, Fikdme, e je uréena funkce
(komplexni funkce komplexni proménné) na mnosiné M.

Ostatni ndzvy uZivime stejné jako pro reilné funkce
(obor, proménnid, hodnota funkce atd.). Pfifazeni Cisel
obou mnoZin nazyvime ¢asto zobrazenim mnoZiny M do
mnoZiny K.

Priklad 32. Rovnice f(2) = |z| definuje funkci, kterd
kazdému komplexnimu ¢&islu z pfifazuje jeho prostou
hodnotu. Co je oborem a mnoZinou hodnot této funkce?
PopiSte mnoZinu hodnot funkce geometricky! Kolik
existuje komplexnich ¢isel z takovych, Ze f (2) = m (mje
komplexni ¢islo) ?

Reseni. Prosta hodnota je definovina pro kazdé kom-
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plexni Cislo. Je tedy oborem funkce cela mnozina komplex-
nich ¢isel. Hodnotou funkce muZe vSak byt jen nezaporné
(redlné) Cislo. MuaZeme tedy fici, Ze funkci f(2) = |2| je
celd rovina zobrazena na kladnou poloosu x (vCetné po-
Catku).

Je-li m komplexni ¢&islo s nenulovou imagindrni dsti
nebo Cislo zdporné, neexistuje Ziadné Cislo z takové, Ze
f(2) = m; je-li m = 0, existuje pravé jedno takové Cislo,
z = 0. Je-li m kladné, je f () = m pro viechna komplexni
Cisla, pro néZ |z| = m; takovych Cisel je nekonedné mnoho.
Vsechna jsou znizornéna vektory o stejné velikosti, tj.
vektory, jejichZ koncovy bod (pfi umisténi v pocitku) lezi
na kruZnici o stfedu v pocatku a poloméru m.

Pfiklad 33. Rovnice g (2) = z + idefinuje funkdi, jejimz
oborem je celd mnoZina komplexnich Cisel.
(a) Pro ktera Cisla z je g (z) redlné &islo?
(b) Pro které hodnoty proménné je g (z) ryze imagindrni ?
(c) Jak je zobrazena redlnd a imagindrni osa ?

Reseni. (a) Je-li z=x+yijeg(2)=x+ (y+ L
Cislo g (2) je redlné prav& tehdy, je-h Im g () = 0 &ili
y = —1. Funkce g (2) nabyva tedy reilnych hodnot pro
viecka komplexni Cisla, jejichZ imagindrni ¢dst je rovna — 1.

(b) Mé-li byt g (2) ryze imagindrni Cislo, musi byt podle
piedesi¢ho x = O Obrazem ryze imagindrniho Cisla je opét
cislo ryze im:

(c) Cisla na redlné ose maji nulovou imaginirni &st.
Qdpovidajici funkéni hodnoty maji tedy imagindrni &ést
rovnou jedné. Jsou zobrazeny vektory, které maji druhou
sloZku rovnu jedné. Koncové body takovych vektori1 vyplni
ptimku y = 1. Cisla na imagindrni ose maji reilnou &ast
rovnu nule. Pfi¢tenim imagindrni jednotky se jejich redlni
¢ast nezméni, takZe funkcni hodnota je opét ryze imagi-
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nirni &slo. Rikdme, e funkci g se zobrazuje imaginirni
osa na sebe.

Priklad 34. Jaké geometrické transformaci odpovidi
funkce & (2) = z + m, je-li m dané komplexni &islo ?

y
hez

Obr. 7

Reseni. Znazornime-li m a z vektory umisténymi v po-
¢atku, je % (z) znizornéno souctem téchto vektord (viz
obr. 7). To znamen4, Ze koncovy bod vektoru 2 je posunut
ve sméru vektoru m o vzdilenost rovnou velikosti tohoto
vektoru. Funkce % (2) odpovida tedy posunuti o |m| ve
sméru vektoru, znizorfiujiciho &islo m. (Srovnej s pfede-
§lym pfikladem: Tam $lo o posunuti o jednotku délky ve
sméru imagindrni osy.)

PFiklad 35. Funkee f (2) je definovana vztahem f (2) =
= 1/z. Jaky je obor funkce a mnoZina jejich hodnot?
Je-li z znazornéno vektorem velikost v, ktery svira thel a
s kladnym smérem redlné osy, jaky vektor znizortuje Cislo

f(=)?
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Reseni. Cislo f (2) je feSenim rovnice zx = 1, v niZ za ne-
znamou povaZujeme x. Jak vime, ma tato rovnice feSeni
s vyjimkou pfipadu z = 0. Oborem funkce f (2) je tedy
mnoZina komplexnich cisel 2 -~ 0. Naopak, je-li ddno
komplexni &islo m - 0, existuje ¢islo z tak, Ze 1/z = m &ili
f(2) = m. Jinymi slovy, funkce f (2) nabyva viech hodnot
s vyjimkou nuly.

Abychom mohli bliZe zkoumat hodnotu f (z), napiSeme
je v algebraickém tvaru. K tomu sta¢i vynasobit je Cislem
komplexn¢ sdruZzenym k z. Dostivime

2 2

zz  1BE

f@=1jz=

Obr. 8
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Tento vysledek fika, Ze prostd hodnota f (2) je pfevricenou
prostou hodnotou proménné z a Ze smér vektoru znizor-
fjiciho f (2) je dan argumentem Cisla z. Vime, Ze vektory
znazoriyjici komplexné sdruZend d&isla jsou soumérné
podle reilné osy. Cislo f(2) je tedy znizornéno vektorem
velikosti 1/|z|, ktery svira s kladnym smérem redlné osy
uhel 360° — a. (Viz obr. 8.)

Z toho, co jsme odvodili, vyplyva tento obecnéjsi zavér:
Funkce f(2) = 1/z zobrazuje kruZnici se stfedem v po-
¢atku a o poloméru » na kruZnici se stfedem v pocatku a po-
lomérem 1/r; kruZnice s jednotkovym polomérem se oviem
zobrazuje sama na sebe.

P¥iklad 36. Definujte funkci G(z), ktera kazdému kom-
plexnimu ¢islu pfirazuje Cislo s dvojnasobnou prostou hod-
notou a s argumentem veétsim o 45°.

ReSeni. Pamatujete se na nisobeni komplexnich &isel
vyjddfenych v goniometrickém tvaru? Poznali jste, Ze sou-
&n dvou komplexnich isel mi argument rovny souctu
argumentli obou ciniteld. Toho zde miiZeme pouZit! Vy-
nasobime-li Cislo z Cislem cosa 4 isina, zvétSime tim
jeho argument o thel a.

V nafem piipadé poZadujeme a = 45° tedy cos a =
= 1/|/2, sina = 1/}/2. Budeme tedy nisobit <islem

1 1.

— 4+ —F=1
V2 V2

Definujme tedy funkci G,(z) — ( 1

1 .
—_—t 1) z. To
J2 2
viak nestaci! Snadno si ové&fite, Ze |G,(2)] = |z|. My viak
chceme prostou hodnotu zdvojnidsobit. Prosta hodnota
soucinu se rovnd sou¢inu prostych hodnot. Vynisobime-li

54



Gy(2) redlnym Cislem 2, nezménime jjeho argument, ale
12Gy(2)] = 2|Gy(2)| = 2|z].
Nase funkce je tedy definovina pfedpisem

1.
G(z)_2(]/2 V—§1)z
G(2) =21 + i)z

V geometrii fikime, Ze jsme provedli rotaci (otoceni) o 45°
a dilataci (,,roztaZeni*) v poméru 2 : 1.

nebo

Piiklad 37. Stanovte obor funkcef(z) =

Im z > 0, dokaZte, ¥e [f(2)| < 1. Je-li z redlné, je [f(2)| =
=1.

Reseni. Vyraz ? ma smysl pro viechna komplexnt

+

&isla z s vijimkou z = —i, kdy jmenovatel je nula. Oborem
funkce je tedy mnoZina viech komplexnich &isel s vyjimkou
2= —1.

Vypoétéme nyni | f(2)|, jestlize z = x + iy:

_li—z _li—x—yil _ x4+ 1 — il _
1f(2)] |1+z| i+x+y| | »+A+i

_ [x2+(l—y)2]é= [x2+l+y2—2y]%
x? + (1 + »)? x4+ 1492 +2y]°

Je-li z Cislo redlné, je oviem y =0 a tedy |f(2)| = 1.
Je-li Im z =y > 0, je Citatedl zlomku zfejmé mensi neZ
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jmenovatel. Ve jmenovateli pficitime totiz kladné Cislo 2y,
zatimco v Citateli totéZ kladné Cislo odéitime.*)
Cely zlomek je tedy mensi nez jedna (je-li y kladné), coz
jsme méli dokazat.

Podrobnou diskusi bychom zjistili, Ze funkce f(z) =
; T z— zobrazuje reilnou osu na jednotkovou kruZnici
se stfedem v pocitku bezboduz = —1**). Horni polovina
Gaussovy roviny je touto funkci zobrazena na vnitfek této
kruZnice. Obdobnym zpisobem se muZeme pfesvédcit, Ze
dolni polorovina je zobrazena body vn¢ jednotkové kruz-
nice.

P#iklad 38. Funkce g(2) = (z + ) je definovina

pro viechna komplexni Cisla rizna od nuly. DokaZte:

(a) Je-li g(z)) = g(2s), je bud 2z, = 2,, nebo z; = 1/z,.

(b) Je-li |2| = 1, je g(2) realné Cislo z intervalu { —1,1>.

(c) Pro realnou hodnotu proménné je g(z) opét redlné gislo
a plati [g(2)| = 1.

Reseni. (a) Rovnost g(z,) = g(2,) znamend

1/, 1y 1 1
2 5) 2 (= 5)

coZ prevedeme ekvivalentnimi dpravami postupné na tvar
1 1

B — 8= ———,
1 2= 2’

*) Provedme tento postup presné podle pravidel o poditini s ne-
rovnostmi: ProtoZe y > 0, je 0 > —2y. Pfi¢teme-li na obou stranich
nerovnosti totéz ¢&islo x2 + 1 + y?, dostaneme x% 4 1 4 3% > x? +
-+ 1 + ¥* — 2y. Stejnym zpisobem z nerovnosti 2y > 0 dostaneme
x2 + 14 3%+ 2y > x2 + 1 + »* Transitivni zdkon ddv4d pak nerov-
nost x2 + 1 4+ 32 4+ 2y > x2 4+ 1 4 32 — 2y.

**) Srov. pozn. k pf. 30 na str. 48.
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21— 2
213, \

(& —zz)(l — zl ) =0.

122

% — 2=

Aby soucin na levé strané rovnice byl nula, musi byt bud
2, = 2,, nebo 1/(z,2,) = 1. Druhd rovnost oviem znamend
totéz jako z, = 1/z,. (Pfipomenime, Ze obor funkce ne-
obsahuje nulu, takZe 2, i 2, jsou Cisla rizna od nuly.)

(b) Je-liz=x+ yi,je

1 S 1 x— i
g(z)—f(x_*—yl—'_x—l—yl) (x + i+ P> +_‘F)
Je-li nyni |z = Vx® + 3% = 1,
jeg(z) = ; (x + i + x — yi) — x &li g(z) — Re z. Pro-

toZe x? 4- 3% = 1, je zfejmé, Ze x| =< 1, takZe hodnota funk-
ce g(z) je z intervalu { —1,1>.

(c) Je-li a redlné ¢&islo, je gla) = (a + ) také redl-
né. Jak ale dokdzat, Ze {g(a)| = 1°?

PouZijeme zndmé véty, Ze druhd mocnina reilného &isla
je nezdporna. Pro kladné g plati tedy napiiklad také

(]/a —W) =0

Umocnime-li, dostaneme ¢ — 2 + % =0¢lia+ % =

Z 2. Tim je nerovnost |g(a)| Z 1dokézénaprokladndéislaa
(pouzili jsme odmocniny z &isla a!). Aviak zfejme plati
g(—a) = —g(a), takZe [g(—a)| = |g(a)l. Tim je tvrzeni (c)
dokdzdno v celé obecnost.
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V né&kterych pfikladech této kapitoly jsme se zabyvali
tlohami, které se tykaly geometrickych vlastnosti funkci
komplexni proménné, nebo presnéji vlastnosti zobrazeni
Gaussovy roviny, ureného takovou funkci. Odtud je jiz
jen krok k otazce, zda funkci komplexni proménné miizeme
graficky zndzornit obdobné jako funkci redlné proménné.
Odpovéd bohuZel zni, Ze nikoliv. JIZ tehdy, kdyZ zkouma-
me komplexm funkei reélné promenne, mame se znazor-
nénim funkce potiZe (srov. pt. 27).

SnaZime se proto ziskat nazornéjsi predstavu o prubéhu
furkce komplexni proménné tim, Ze zkoumdme, jak dana
funkce zobrazuje (mohli bychom fici ,,zkresluje‘) urcité
systémy Car, které jsou pro nas z néjakého hlediska dulezité.
Nejcastéji to byva napt. systém pfimek rovnobéznych s né-
kterou soufadnou osou, systém soustfednych kruZnic se
stfedem v pocitku, systém paprski prochazejicich pocat-
kem apod. Né¢kdy také naopak zkoumame, jaké jsou vzory
nekterych jednoduchych dar. Vratme se z tohoto hlediska
1este k funkci z pf. 38 (tzv. funkce Zukovského). Dokézeme,
Ze obrazem systému soustfednych kruZnic se stfedem v po-
catku a poloméru r -« 1 je systém konfokalnich elips.
Ohniska elips jsou body (—1, 0) a (1, 0). KruZnicim o po-
loméru r a 1/r odpovida v tomto zobrazeni taZ elipsa.

Reseni. Kruznice o poloméru r > 0 se sttedem v pocatku
znazorfiyje praveé viechna komplexm Cisla, jejichz prostd
hodnota je r. Takov4 Cisla miZeme psat v goniometrickém
tvaru

2z = r(cos a + isin a).
Jak vime, je
1 1 ..
e (cos a — isin a).
Dosadime-li tyto vyrazy do vztahu, definujiciho funkci
£(2), dostaneme
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&z) = 1 (Z+ )=—;—[(r—|—17> cos a +

+1i (r — l) sina].
r

Bod Gaussovy roviny, znazornujici islo g(z), ma tedy
soufadnice

x = Reg(z) = (r + )cos a,

y= Img(z):%(r— 17) sin a.

Je-li r = 1, dostavime ihned y = 0, coZ se shoduje s vy-
sledkem pf. 38 (b). Je-lir > 1, je

cos @ = 2x/ (r + %), sin a = 2y/ (r— %)

Dosadime-li z té&chto vztahli do zniamé rovnosti

cos?a + sinfa =1,

dostdvame rovnici
x2 y2
Tt E= 1,

kde @ — (r + %) 12,b— (r _ %) 2. Jak vite, je tato

rovnice rovnici elipsy se stfedem v poCitku a s polo-
osami a, b. PouZijeme-li je$té vztah ¢2 = a® — b2, kde ¢ zna-
mend vzdilenost ohniska elipsy od jejiho stfedu, dostane-
me snadno, Ze ¢2 = 1.

Ohniska elipsy nezavisi tedy na volbé poloméru r; jsou
to vzdy body (—1, 0), (1, 0).
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Pro r <1 je tivaha zcela obdobn4d, stali zaménit Cisla

ralfr. Cislor — % je oviem v tom pfipadé zdporné, takZe

poloosy elips jsou a = (r + —:_—) 2, b= — (" - %)/2-

(Viz obr. 9.)

Obr. 9

Podobné se miiZe étenaf sam piesvéd(it, 2e kazd4 pfimka
prochazejici poitkem a svirajici s kladnym smérem redlné
osy thel a (a = kn/2) se zobrazuje na hyperbolu

x2 y2
cosla  sin’a
Ohniska téchto hyperbol jsou opét body (—1, 0) a (1, 0).
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Reilna osa se zobrazuje na dvé polopfimky leZici na ose x,
jejichZ pocitecni body jsou opét (—1, 0), (1, 0). Imaginirni
osa se zobrazuje sama na sebe. (Funkce g(z) neni oviem
definovina pro z = 0. MiZeme vSak za obraz poditku
povaZovat nevlastni bod.)

Cvideni
1. ’Un‘.ete obor funkce f (z) = : _: 11 . Pro které hodnoty promén-
né plati f (2) = 2?
[z# —1l;z=1iaz = —1i]

2. Funkce g (2) = 22 je definovina pro viechna komplexni &fsla.
Je-li argument &isla z roven a, jaky je argument &isla g (z)? Co plati
0 hodnotich funkce g (2), je-li proménna ryze imaginarni &islo ?
[Argument je 2a; hodnota funkce je redlni.]

3. Definujte funkci, pfifazujici kazdému komplexnimu &islu z &islo,
jehoZ reiln4 &ist je dvojndsobkem prosté hodnoty proménné, imagi-
nirni ¢ast je rovna jedné.

[f(z) =2z +i]

4. Funkce f, (2),f, (2) jsou definoviny pfedpisy f; (2) = |z|,
Jy (2 = Re z. Vysvétlete, jak dostanete graficky funkéni hodnoty
té&chto funkci pro libovolnou danou hodnotu proménné!

[Pro f; otofenim bodu z okolo po&itku na kladnou &ist redlné osy; pro
J, kolmym promftnutim bodu z na reilnou osu.]
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6. kapitola

EXPONENCIALNI FUNKCE
A LOGARITMUS

Mezi funkcemi, o nichZ jste hovofili ve $kole, byla i tzv.
exponencidlni funkce e?. Tato funkce je zvlaStnim pfipa-
dem obecné exponencidlni funkce a* (o zdkladu a).
Definice cisla e vyZaduje jisté znalosti o posloupnostech
¢ fadich*). Cislo e je totiz limitou posloupnosti, jejiZ

obecny (n-ty) &en je (1 T %) " Jinak se d &slo e defino-
vat jako soucCet nekonecné fady

1 1 1 1
LIS TS BN 3% LA N W
Tyto vzorce ndm umoziuji vypocitat s libovolnou pfedem
danou pfesnosti hodnotu ¢isla e, kterd je e = 2,71828. ..
Tato zdanlivé ndhodnd a um¢la definice ma hluboky vy-
znam. UmoZiiuje ndm napi. sestavit tabulky pfirozenych
logaritmi (tj. logaritmil o zékladu e). Z nich pak lze podle
znamého vzorce log,x = Ig x/Ig a vypocitat logaritmy o li-
bovolném (kladném) zdkladu, tedy tské napf. desetinné
logaritmy. Témito otizkami se oviem nemiZeme zde za-
byvat.
y%/"unkce e? se vyskytuje v fadé fyzikilnich a technickych
aplikaci. Tak napf. kfivka, vytvofend provazem nebo feté-
zem, zavéSenym volné (tj. tak, Ze muze klouzat) ve dvou

+ ...

*) Ctendf, ktery tyro znalosti nemd, mize viak bez obav pokradovat
v Cetbé této kapitoly!
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bodech, ma rovnici y = e 4 e-* Cili y = e + 1/ez. Tato
kiivka se tradi¢né nazyva fetézovka.

Rovnice popisyjici kmitdni hmotného bodu je x = cos ¢
(¢ oznaluje Cas). V praxi jsou vSak mnohem obvyklejsi
tzv. tlumené kmity. Tlumeni je vyjidfeno exponencilni
funkci e, takZe rovnice tlumenych kmitua je x = e~*cos t.
Zatimco v prvnim pfipadé kmitd hmotny bod stile mezi
body x = —1 a x = 1, v druhém pfipadé se vychylka
stdle zmenSuje, nebot funkce e~ je klesajici.*)

Exponencidlni funkce se objevuje také ve vzorcich pro
rozpad radioaktivni latky, pfi vypoctech v teorii pravdé-
podobnosti (Poissonuv zakon) atd.

Mnohé z téchto aplikaci — napf. v elektrotechnice —
vedly k myslence roziifit exponencidlni funkci na funkci
komplexni proménné, a to tak, aby jeji podstatné vlastnosti
zustaly zachovany. Pckusime se nyni naznacdit tuto cestu.

Definujme funkci komplexni proménné E(z) vztahem:
Je-li 2 = x + yi, pak

E(2) = e*(cos y + isiny).

Je-li z realné Cislo, je takto definovana funkce totozna
s exponencidlni funkci e#, nebot v tom pfipadé je z = x,
vy = 0,cos 0 = 1, sin 0 = 0. Spole¢né s nékterymi dalSimi
vlastnostmi, které jsou obdobné vlastnostem exponencialni
furkce v redlném oboru, nds to vede k tomu, Ze funkci
E(z) nazyvidme také exponencidlni funkci v komplexnim
oboru. Casto se pro ni pouZivé i stejné oznaceni e? nebo
exp z.

Exponencidlni funkce je jedna z tzv. elementarnich funk-
¢i komplexni proménné. NemiZeme v této kniZce rozebirat
jeji vyznam pfili§ do hloubky ; pfesto ndm vSak ddva prile-

*) \Y uvedenych prikladech jsme pro jednoduchost vynechali fyzi-
kalni konstanty.
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Zitost ukdzat bliZe zpisob, jak se zkoumaji vlastnosti kom-
plexnich funkci, a procviéit znovu nasSe znalosti algebry
komplexnich isel.

Piiklad 39. Z definice funkce E(z) odvodte jeji nisle-
dujici vlastnosti:
(a) |E(2)| = eRez; je-li z ryze imaginarni, je |E(2)] = 1.
(b) E(2) + 0 pro kazdé komplexani &islo 2.
(c) E(z + 2m) = E(2), E(z + =ni) = —E(=2).

Reseni. (a) Pro libovolné redlné &islo y plati

[cos ¥y + isiny| = |/cos®y + sin®y = 1.
ProtoZe prosta hodnota soucinu se rovnd soucinu prostych
hodnot ciniteld, je

|E(2)| = ez|cosy + 1 smyl = eRez,
(Pfipomefime, Ze hodnota exponencidlni funkce redlné pro-
ménné je vidy kladné Cislo!) Je-li z ryze imaginirni, je
Rez=0atedy |[E(z)] = e = 1.

(b) Kdyby bylo E(z) = 0, muselo by platit také |E(2)| =0
(srov. pf. 6). To vSak neni moZné, protoze |E(z)| = eReza
vime, Ze exponenciilni funkce redlné proménné je rizna od
nuly pro viechny hodnoty proménne

(c) Tyto vlastnosti ovéfime snadno pfimym vypoétem

E(z + 2ni) = E[x + i(y + 2#)] =
= e?[cos (y + 27) + isin (y + 27)] =
= e?(cos y + isiny) = E(2),
E(z) + i) = E[x + i(y + #)] =
= ef[cos (y + n) + isin(y + #n)] =
= e#(—cosy — isiny) = —E(2).

P¥iklad 40. DokaZte, Ze nisledujici vlastnosti, znimé
pro exponencidlni funkci redlné proménné, plad obdobné
i pro E(2):
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(a) e? + 2 = ereg;
(b) e-? = 1/er;
(c) je-li n pfirozené Cislo, je (e?)r = en>.
Reseni. (a) Jsou-li u, v komplexni &isla, u = u; + u,i,
9 = v, + 9,i, pak podle definice je
E(u + v) = eRe(v+v) [cos Im(x + @) +- isin Im(x + v)] =
= et + % [cos(uy + v;) + isin(u, + v,)],
E(u).E(v) = e* (cos u, + i sin u,). e (cos v, +
+ i sin v,).
Cisla u,, v, jsou reilnd, takie e en = e +* Podle
definice ndsobeni komplexnich Cisel dostdvime
E(u).E(v) = e* + % [coSs #, COS U, — Sin %, sin v, +
-+ i(sin u, COS v, + COS U, Sin v,)] =
= et *+ % [cos(u, + v,) + i5in(u, + v,)].
Porovnime-li posledni vyraz s vyjadfenim hodnoty
E(u + v), dostivame vztah E(u + v) = E(u)E(v), platny
pro libovolna komplexni Cisla #, . Tento vztah je analogii
vztahu (a).

Abychom dokdzali (b), vyjadfime komplexni ¢islo 1/E(x)
v goniometrickém tvaru:
1
‘et (Cos U + 1sinu,)
CoS u, — 1sin u, _
" (cos up + 15in %) (COS Uy — 18I0 Up)
COS u, — 1sin uy
cos® u, + sin®u,
= e~ (cos up — isinuy) = E(—u).
& {e tedy skutecné¢ E(—u) = 1/E(u) pro ka2dé komplexni
slo u.
K ditkkazu (¢) miZeme vyhodné pouZit Moivrovy véty,

= "%

=gt
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protoZe funkénf hodnota E(x) je vyjadfena vlastné v gonio-
metrickém tvaru. Podle Moivrovy véty platt

[E@)]* = [e® (cos u, + i sin u,)]* =
= enth (cos nu, + i sin nu,), takZe [E(w)]* = E(nu).

Priklad 41. Najdéte vSechna komplexni &isla, pro né2
je prostd hodnota funkce E(z) vét$i (mensi) neZ jedna!

Reseni. Je-li z = z; + z,i, vime z pt. 39, %e |E(2)| = ea,
Je-liz; > 0,jeen > 1,je-li 2, < O0,jeexn < 1,a koneéné
pro z, = 0 jeea = 1. ProtoZe z, je redlnd &ast Cisla 2z, mi-
Zeme odpov&dét na nds problém takto:

Prosta hodnota E(z) je vétsi (rovna, mensi) neZ jedna
pravé tehdg, je-li realna Cast Cisla z kladna (rovna nule,
zaporna). Cisla, pro néz je prosta hodnota E(z) vétsi (men-
§i) neZ jedna, jsou zndzornéna body v pravé (levé) polorovi-
né (tj. vpravo ¢i vlevo od imagindrni osy). Body na imagi-
nirni ose, zndzoriujici ryze imaginarni Cisla, maji funkeni
hodnoty, jejichZ prosta hodnota je rovna jedné.

PFiklad 42. Funkce E(z) je podle definice zobrazenim
mnoziny komplexnich cisel do sebe. Zjistéte, co je obrazem
imaginarni osy v tomto zobrazeni. Co je obrazem usecky na
imaginirni ose mezi pocitkem a bodem, znizorfujicim
Cislo 271 ? Na zaklad€ tohoto vysledku usuzujte, zda funkce
E(2) je prosta*).

ReSeni. Na imagindrni ose leZi isla ryze imaginarni, tj.
takovd, jejichZ realna Cast je nula. MiZeme je tedy psat ve
tvaru yi. Hodnota funkce E(yi) je potom rovna cCislu
cos y + isiny, takZe |E(yi)] = 1. Funk¢ni hodnota ryze
—*‘)_E;t-)_s—t:);_nazyva'me funkci, ktera riznym hodnotdim proménné pfi-
Tazuje rizna Cisla. Napf. funkce f (x) = 1/x je prostd, funkce g (x) = x?
neni prosta, nebot &islim x, — x je ptifazeno totéz &islo.
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imagindrniho ¢isla leZi tedy na jednotkové kruZnici se stie-
dem v pocatku. Naopak, je-li ddn bod na této kruZnici, je
jim znazornéno komplexni Cislo, které miZeme psit ve
tvaru cos 0 + isin 0. Podle definice je vSak

cos 0 + isin 0 = E(if),

takZe dany bod je zndzornénim hodnoty funkce E pro argu-
ment i0. Tim jsme ukdzali, Ze kaZdy bod na jednotkové
kruZnici ma svij vzor, jimZ je ryze imaginarni Cislo.*)
Obrazem imagindrni osy v zobrazeni, daném funkci E(z),
je tedy celd jednotkova kruZnice se stfedem v pocitku.

UvaZujeme-li nyni misto celé imagindrni osy jen usecku
mezi pocitkem a bodem 2xi, je vysledek stejny. Obrazem je
zase celd jednotkova kruZnice, protoZe kazdy jeji bod zobra-
zuje komplexni islo, které lze napsat ve tvaru cos 6 +
+ isin 6, kde navic plati 0 < 6 < 2x. Stejny vysledek do-
staneme také, vezmeme-li libovolnou usecku délky 27z na
imagindrni ose.

Vyjadfeno jinak: Jestlize ryze imaginarni Cislo i0 je
zobrazeno funkci E(z) na jisty bod jednotkové kruZnice,
pak tentyZ bod je znazornénim funkéni hodnoty pro vsech-
ny hodnoty proménné tvaru (6 + 2nn)i, kde 7 je celé Cislo.
Zobrazeni, definované funkci E, neni tedy prosté. (Srov.
pf. 39 c.)

Viimnéme si je$té nakonec, Ze hodnota komplexni funkce
E(2), z = x + i, je v definici vyjidfena v goniometrickém
tvaru. Je tu soucin redlného (kladného) Cisla e®, které je
-prostou hodnotou isla E(z), a komplexni jednotky cosy —I—
~+ isin y, jejimZ kolem je — ndzorné feeno — ,,0tolit*
redlné &slo ez do sméru daného argumentem y (méfenym
v obloukové mife).

*) Je li dana funkce f (x), pak vzorem ¢isla y nazyvéme hodnotu
proménné xo, pro kterou plati f (xo) = .
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Vime, Ze kaZdé redlné kladné &islo p se dd napsat jako
mocnina e, kde ¢ je tzv. pfirozeny logaritmus {isla p,
znaeny obvykle lgp. MiZeme tedy fici, Ze pfirozeny
logaritmus {isla p je (redlné) Cislo, na néZ musime umocnit
ziklad e, abychom dostali ¢islo p. Nemohli bychom obdob-
né definovat i logaritmus komplexniho ¢isla? Ano, je to
moZné. Mdme k tomu jiZz vSechny potfebné znalosti. Nej-
dileZitéjsi je, Ze jsme definovali exponencidlni funkci
komplexni proménné a Ze znime jeji zikladni vlastnosti.

PFiklad 43. Je-li z komplexni ¢islo riizné od nuly, na-
piSte v algebraické formé Cislo #, jeZ je FeSenim rovnice
E(u) = =.

Reseni. Necht goniometricky tvar &isla z je

2z = r(cos a + isin a).
JestliZe existuje Cislo # = u; + u,i takové, Ze E(u) = z, je
podle definice
E(u) = e* (cos uy + 1sin u,).
Porovnime-li toto &islo s Cislem =z, je zfejmé, Ze musi
platit :
€h =7, COSu,= COSa, Sin#, = sin a.

(Srov. pf. 6.)

Cislo r je kladné ¢&islo, takZe existuje jeho prirozeny
logaritmus a je uréen jednoznacné. PoloZime-li u, = Ig »,
je prvni podminka splnéna. Abychom splnili druhou pod-
minku, stali poloZit #, = a; podminka je oviem splnéna
i tehdy, zvétSime-li », (nebo zmensime-li je) o celistvy
nisobek 27. KaZdé &islo » = lgr + i(a 4+ 2an), kde 7 je
celé &islo, je tedy feSenim dané rovnice.
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Poznali jsme, Ze Cislo # = Ig |z| + i arg 2*) mé vzhle-
dem k &islu 2 vlastnost, obdobnou zédkladni vlastnosti pfi-
rozeného logaritmu kladného ¢&isla. PouZijeme-li oznacenf
E(u) = ev, které je v teorii funkci komplexni proménné
bézné, miZeme fici: Umocnime-li ziklad e na (komplexni)
Cislo u, dostaneme z. Ka%dé cislo u, které ma tuto vlastnost,
budeme proto nazyvat logaritmem komplexniho Cisla z
a budeme je znaéit Ig 2. Uvedenou vlastnost ma oviem, jak
jsme se uZ zminili, nekoneéné mnoho Cisel; Lisi se ve své
imaginarni ¢dsti, a to o nasobek Cisla 27,

Piiklad 44. Odvodte nasledujici vlastnosti logaritmu

komplexniho ¢isla:

(@) lg(u)=1gu+ lgv;

(b) Ig (ufo) = lg u — Ig v;
©@Qlgu)=nlgu.

( isla u, v js_01_1 komplexni, # je pfirozené.)

Reseni. Viechny tyto vlastnosti plynou z odpovidajicich
vztahl pro exponencidlni funkci E(2). Tak napf.

E(lgu+ l1gv) = E(lgu) E(1g v) = uv;
skutecné tedy ¢islo 1g # + 1g v = w je logaritmem soucinu
uv, nebot E(w) = uv. Obdobné plati
E(lgu — lgv) = E(lg u) E(—1g v) = E(Igw)/E(Igv) =
= ulv,
E(nlgu) = [E(lg w)]* = un.

Je viak dileZité spravné chapat ni$ vysledek. Nejde
totiZ v pravém smyslu slova o rovnost komplexnich &isel!
Napf. vztah (a) znamena: Se¢teme-li néktery z logaritmu
disla # (uvédomte si znovu, Ze je jich nekonedné& mnoho!)
a néktery z logaritmu Cisla v, je vysledek jednou z hodnot lo-

*) arg z znamena oviem argument (pfesnéji kteroukoliv hodnotu
argumentu) Cisla 2.
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garitmu souinu »w. Jinak feCeno: dosadime-li do levé
strany rovnosti zvolené hodnoty logaritmti # a v, bude
vysledek logaritmem uv; nemiZeme viak dosadit libovolné
zvolené hodnoty logaritmu na obé strany rovnosti a ofeki-
vat spravny vysledek. Snmad nejlépe si to osvétlime na
prikladu.

P#iklad 45. Jsou dina komplexni &sla u = /3 —i,
0= ; L+ V3i)hw=7(5+1). Ovétre, % w—m,
najdéte logaritmy L,, L,, L, komplexnich ¢&isel u, v, w
(pouzijte hodnot argumenti mezi 0° a 360°) a vysvétlete,
pro¢ neplati L, + L, = L,.

Reseni. Vypoctéte nejprve soudin uv:

w=({3—0. 20 +}3i)=
— 45—t 3=

=%(2V§+2i)=7(l/§+i)=w.

Abychom nalli logaritmy danych Cisel, pfevedeme je
nejdfiv na goniometricky tvar: |u| = 1/3 + 1 =2, takze
u= 2(]/5/2 — —;— i) ;oznadime-li a argument Cisla u, je
cos a = ]/3—/2, sina = — ; . Je tedy a = 330° (kosinus
je kladny, sinus ziporny), neboli a = % n. Goniome-
ricky tvar Cisla u je
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u=2(cosl6—ln+1sml61—n)

Podobné je [o} = 7, cos f = 5 L sinf= V32, takze p _g

v=7(cos T4 isinﬁ)
3 3
a koneCné
s e T
3 +1smg).

Podle definice logaritmu komplexniho ¢isla je jeho
redlnd Cast logaritmus prosté hodnoty a jeho imaginirni
Cast argument daného Cisla. Je tedy :

w=14 (cos il

L,= lg7+3 i,

=lgl4+%ni.

TovSakznamend,2e L, + L, =1g2 + 1g7 + i (%n +

—I——:‘1;~vz)=1g14+IT3ni.]etedyL3 +« L, + L,

To vSak neni ve sporu s vysledkem pfedeslého prikladu.

Skutecnd, Ly — (L, + Ly) — — %ni — (—1).2%i. Roz-
dil obou dCisel je tedy ndsobkem 2 x i. To znamena, Ze jak
Cislo L, — L,, tak ovSem i &islo L, je logaritmem Cisla @ —
a to plné souhlasi s naSimi vysledky.
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P#iklad 46. Reste rovnici E (2) = —5.
Reseni. Cislo z musi byt logaritmem &isla —S5, tj.
z =lg|—-5| + iarg (—5),
kde arg (—5) znamené kteroukoliv hodnotu argumentu.
Z toho dostdvame
z=1g5+ ni+ 2nni,
z=1g54+(2n+ Dni.
Dani rovnice ma tedy nekoneéné mnoho feSeni, jejichz
imagindrni ¢4sti se liSi o nasobek 2 7.
Pi#iklad 47. Reste rovnicilgz =1 + —;— 7 il
Reseni. Napsana rovnice je ekvivalenmi s rovnici

1 .
E(l—l—»z—:n)—z.

(Dvé rovnice jsou ekvivalentni, maji-li pfesné taZ feSeni.)
Zbyva tedy pfevést levou stranu rovnice na algebraicky
tvar. Podle definice funkce E (2) je

E(l +~;~n i)=e1 (cos—;—n—l—isin-;-n) = el.

Jedinym kofenem rovnice je tedy &islo z = ei.

Z predchozich tvah je zfejmé, Ze neni moZné pouZit
rovnice # = Ig z k definici funkce komplexni proménné;
tento pfedpis neni totiZ jednoznacny, neddva nam moZnost
jednoznacng stanovit hodnotu funkce k dané hodnoté pro-
ménné.

Takové vztahy se Casto vyskytuji i v teorii redlnych
funkci. Pamatujete se napfiklad, Ze pfedpis ,,¢islu x pfifad
dislo y tak, ze ¥ = x* nedefinuje funkci, protoze ke kazdé-
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mu kladnému x existuji dvé takovd &isla, |/xa—|'x.
Proto jsme tento piedpis doplnili podminkou, Ze Cislo y md
byt neziporné. Tim jsme dostali (jednoznacnou) funkci
y=|x.

JestliZe vSak pracujeme s komplexnimi cxsly, jsou vztahy
tohoto typu jednak CastéjSi, jednak neni tak snadné ani
vyhodné vyloudit viechny moZnosti aZ na jednu, jak jsme
to udélali v pfipadé odmocniny z kladného ¢&isla. Zavadime
proto pojem viceznacné (fikime téZ mnohoznaéné) funkce.
Takova funkce miize byt i nekonefné znacna, jako napx".
pravé logaritnus. O funkcich, které jsou definoviny tymz
predplsem, ale jednoznacné, hovorxme pak ]ako o vétvich
viceznacné funkce.

Piikladem viceznalné funkce, kterd ma konecny pocet
hodnot, miZe byt odmocnina z komplexniho Cisla.

Odmocninou z ¢isla z jsme nazvali ¢islo, pro néz plati
4?2 = z, Tento vztah definuje dvojznanou funkci, nebot
vime, Ze pro kazdé z - O existuji pravé dvé takova Cisla,
lisSici se znamenim. Musime si vSak uvédomit, Ze takto
definovana funkce se podstatné liSi od funkce redlné pro-

ménné f(x) = |/x, definované vztahy y2 =xy=0
b=f (x))' Zanedbani rozdilt v definici mize vést k velmi
zajimavym vysled.kum Ptikladem, se kterym jste se moZna

jiz setkali, muzZe byt ndsledujici postup:

t=ii=)=1.)=1=JFD.—)=)1=1
Vime vsak, Ze i2 = ~1 (to je definice Cisla i), takZe 1 =
= —11?

Tento zd4nlivy paradox v3ak snadoo vysvétime.
Vzorec J/x |/y = |/xy, ktery jsme pouZili, musime chapat
obdobné jako vzorce z pf. 44. Znak ]/x oznacuje zde ni-
koliv jediné ¢&islo, ale vlastné mnozinu dvou {isel, liicich
se znamenim. Je-li x = y = —1, miZeme na levé strané
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dosadit za kadou odmocnimu bud i, nebo —i; vysledek
bude bad 1, nebo —1. A obé& tato Cisla jsou skutetné
hodnoty odmocniny z jedné (ovSem ve smyslu definice
vicezna¢né funkce). Vic viak tvrdit nemiZeme,

V na$f zmince o viceznatnych funkcich jsme si vSimli
vlastné jen jediného faktu: Ze toti¥ je moZné pfifadit
jedinému é&islu vice funk&nich hodnot. V geometrické
teorii funkci komplexnf promé&nné jde viak také — a pfe-
deviim — o to, jak jsou tyto hodnoty spolu svdzdny, jak
od jedné z mich pfejit k druhé pomoci nékteré spojité
vétve. Tyto otizky souvisi s teorii amalytickych funkdi,
Riemannovych ploch atd. To viak uz n&cpadé do rdmce

nali kniZKky.
\ ‘Cvi&enf P

1. Najdéte viechny hodnoty logaritmu &isla
@1 b —1; @©i; @1+

[(a) 2nmi; (b) 2n+ Dris(o) '“

mi;
(@) 71g2 + Tn i+2nn 1.]
2, Napilte v algebraickém tvaru &islo
B(—z)(3— )+ E(% i) @ + iy

-7+ 2i]
8. Re¥te rovnici

Igz=2+ %ni.

[e =e a1 +i))2]
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4. Najdé&te viechny kofeny rovnice
@ E@)=1;0)E(@)=—-1;(E(z) =i;d) E(z) = —i.

[(a) z=2nmi; (b)z = (2n + 1)7i;

(c) z= —;—(471 + Dri; (@ z= %(471 — Dmi; celé Ejslo.]

5. S pouzitim pf. 40 dokaZte
E(u — v) = E (w/E (v)!

6. Je-li u = Ig z kterakoliv hodnota logaritmu komplexniho &isla z,
je E (u) = z. Plati za stejnych predpokladu také Ig [E (1)] = u?
[Ne; rozdil mezi levou a pravou stranou mize byt 27 7 i.]

9. Z definice funkce E (2) dokaZte tzv. Eulerovy vzorce (misto E (2)
piSeme e%):
el® | e—10 . el® _ o180
— sin 0 = 1
kde 6 je redlné &fslo. Tyto vzorce miZeme pouZit k rozlifeni trigono-
metrickych funkci sinus a kosinus na komplexnf obor proménné, poba-
Zujeme-li 6 za &islo komplexni.

cos 6 =

75
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