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PREDMLUVA

S problémy, které vyzaduji znalost trigonometrie, se
setkavime na kaZdém kroku. I kdyz hlavni vyznam
trigonometrie spodiva pfedevsim v jeji praktické upotie-
bitelnosti, pfesto — nebo snad pravé proto — je nutna
hlubs{ teoretickd znalost trigonometrickych funkei.
Znalost zakladnich vlastnosti a vztahi mezi gonio-
metrickymi funkcemi dava stfedni Skola. Upevnéni
a prohloubeni téchto znalosti je hlavnim posldnfm nasi
publikace. Jeji prvni kapitola, kterd ukazuje jeden ze
zpisobi zavedeni goniometrickych funkef, ma prevazné
teoreticky raz. Tézisté této kapitoly je v Moivreové vété
a v dasledeich, které z ni vyplyvaji. Dalsi t¥i kapitoly
jsou vénovany postupné goniometrickym rovnicim, gra-
fam goniometrickych funkef a goniometrickym nerov-
nostem. Domnivdame se, Ze obsahuji dostatek FreSenych
tloh, aby &tenaf bez vétsich potiZi mohl fesit pfipojena
cvideni na konci kazdé kapitoly. Radime &tenari, aby si
piiklady ze cvidenf opravdu vytesil, nebot jen tak ziska
praktickou zkuSenost, tolik potiebnou pravé p¥i Gpravé
goniometrickych zavislost{. Zaroven se presvédéi, zda
jeho znalosti nejsou formélni. Pro kontrolu jsou v zdvéru
pripojeny vysledky jednotlivych cvideni.

Rozvoj kazdé v&dy souvisi vidy s danym stupném
rozvoje a potfebami lidské spoleénosti. Tak je tomu
1 v matematice. Zatimco nékterd jeji odv&tvi maji p¥i-
mou souvislost 8 bouflivym technickym rozvojem nase-
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ho stoleti (kybernetika, teorie grafi apod.), zrod trigo-
nometrie si vyzadal vyvoj spoleénosti jiz pfed 2000 lety.
Jeji potatky sahaji az ke starym Egyptanim, Babyléiia-
nim a Ciflantim. Upfesnéni goniometrickych pojmu sou-
visi se vznikem alexandrijské university a je piimym
disledkem pozadavkd astronomie a moteplavectvi.
Tato etapa se poji hlavné ke jménim Archimédes ze
Syrakus (287—212 pfed n. 1) a Hipparchos (il kolem
roku 150 pied n. l.). Archimédes prvni ukazal moznost
urdeni ¢&isla = s libovolnou presnostf a pravdépodobné
jako prvni pouzil dhlovych tabulek. Alexandrijsky
hvézdat Hipparchos sestavil tabulky pro hodnoty sinu
a pouzil jich v astronomii. Pravem je dasto nazyvan
otcem trigonometrie. Dnesnf podobu dal viak trigono-
metrii teprve Leonhard Euler (1707—1783 n. 1.).

Goniometrické funkce definujeme v nasi publikaci
pomoci vektord v Gaussové roviné, tedy na zdklads
komplexnich &fsel. V této souvislosti bychom radi
upozornili, Ze to neni postup shodny s historif, nebot
komplexni &fsla byla poprvé uzita teprve v 16. stoleti
n. . Sama tato skuteénost by v nds mohla vyvolat jisté
dojem zdanlivé odlehlosti komplexnich é&isel a trigono-
metrie. Ze tomu tak neni, svéddi o krise a vnitini
jednotné dokonalosti matematickych tvah.

Na konci publikace uvidime seznam doporudené
literatury. V téchto knizkach se étenaf setkd také s apli-
kacemi goniometrickych funkei a ptislu$nymi numerie-
kymi vypodty, zatimco v na$i knizce se vénujeme jen
teoretickym vlastnostem goniometrickych funkei.

Pfejeme viem ¢&tenafim, zvlasts pak tdastnikim
matematickych olympiad, kterym je publikace pfede-
viim uréena, aby méli po pfeéteni pocit, Ze knizka splni-
la své poslani a je pro né dobrou pomuckou p#i fedeni
vBech otdzek, které maji néjaky vztah k trigonometrii.
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1. kapitola

GONIOMETRICKE FUNKCE

1.1. Orientovany ihel a komplexni &slo. V fadé otdzek
praktického i teoretického charakteru se setkdvidme
s goniometrickymi funkcemi. Elementarn{ vyklad o téch-
to funkeich je pfedmétem nadi knizky. V dvodni kapi-
tole si nejprve tyto funkce zavedeme a odvodime si
jejich dilezité vlastnosti, které budeme potfebovat
v daldich kapitolach.

Zikladnim pojmem, o ktery se bude opirat definice
goniometrickych funkei, je pojem orientovaného ihlu
a komplexniho éisla. Predpoklddame, Ze oba pojmy znd
&tenal ze &koly. Presto v8ak bude jist& tiéelné struéné
zopakovat zakladni vlastnosti obou vychozich pojmu.
Uédinime tak nyni.

Pojem orientovaného tGhlu je mozno zavést nasledu-
jiei definici:

Orientovany +hel je uspofadand dvojice polopfimek
o spoleéném podatku.

Definici, kterou jsme vyslovili, si objasnime na kon-
krétnim piikladé. V obr.1 jsou sestrojeny dv& polopfim-
ky PO, PQ o spoleéném pocitku P. Jestlize ob& polopfim-
ky zapiSeme v pofadi (PO, PQ), urdili jsme orientovany
dhel, ktery oznadujeme O?Q. Polopiimku PO nazyva-
me poldtelnim ramenem, poloptimku PQ koncovym
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ramenem a bod P wrcholem orientovaného dhlu Oj’\Q.
Uvedené pofadi (PO, PQ) ma svij dilezity vyznam.
Kdybychom toto pofadi zaménili a psali (PQ, PO),
dostali bychom orientovany thel QPoO, ktery je jinym
thlem nezZ thel OPQ.

V dalsich dvahdch bude hrat dilezitou roli velikost

orientovaného uhlu. UkéZeme si cestu, kterd vede
k definici tohoto pojmu.

2x-£ P 0

Obr, 1. Velikosti neorientovanych uhla, urdenych polopiim-
kami PO, PQ.

Mé¢jme orientovany thel OPQ. Poloptimky PO, PQ
déli rovinu na dva neorientované 4hly o velikostech e,
2n — ¢ (obr. 1). Oba neorientované thly si miZeme
predstavit tak, Ze vznikly otodenim podatetniho ramene
PO kolem bodu P do koncového ramene PQ. Upfesnime
pfedchazejici oznafeni obou neorientovanych uhla.
Oznatme ¢ velikost toho neorientovaného dhlu, ktery
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vznikne pfi otdéeni poéatedniho ramene PO do polohy
P@ v kladném smyslu (tj. otddeni probéhne proti sméru
pohybu hodinovych ruéiéek). Cislo 2 — & je samozFejmé
velikosti druhého neorientovaného whlu. Tento ihel
vznikne otod¢enim ramene PO do polohy PQ v ziporném
smyslu (tj. ve sméru pohybu hodinovych rudidek).
Predchézejici ivahy nim dovoluji definovat:

Cislo ¢ nazyvame zdkladni velikosti orientovaného tihlu

0P).

POZNAMEKA 1.1, Z4kladni velikost thlu PO je zfejmé
rovna &islu 2w — e. Musime viak piipustit jednu vy-
jimku. JestliZe obé& polopiimky PO, PQ splynou, po-
klddame zikladni velikost obou orientovanych thli
OPQ, QPO rovnou nule. Vyhovuje tedy é&islo ¢ vidy
podmince 0 < ¢ < 2.

PozZNAMEA 1.2, Velikost thli (orientovanych i ne-
orientovanych) budeme v celém svazku udivat v oblou-
kové mife.

V dalsim vykladu bychom tplné vystadili pii méfeni
orientovanych hli s pojmem zikladn{ velikosti orien-
tovaného dhlu. Cely vyklad se viSak stane podstatné
jednodusdi a pirehlednéjsi, zavedeme-li si obecn&jsf
pojem, totiz tzv. velikost orientovaného dhlu. Udifime
tak pomoci této definice:

Jestlize je & zdkladn{ velikost daného orientovaného
thlu OPQ, nazyvime kazdé &islo ¢, které lze zapsat ve

tvaru
¢ =¢ + 2kn, (1,1)
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kde k je libovolné celé &islo, velikosti orientovaného hlu
OPQ.

Pro velikost orientovaného tdhlu se bé&Znd uiivd
oznadeni argument nebo amplituda, n8kdy také azimut.
Nézvu argument budeme dasto uZivat.

Z definice, kterou jsme vyslovili, vyplyva, Ze dany
orientovany thel ma nekoneéné mnoho velikosti. Zna-
zornéni velikost{ orientovaného thlu o zakladni veli-
kosti & na éiselné ose je provedeno v obr. 2. Budeme-li
v dalSich dvahiach mluvit o velikosti orientovaného

- &6 E4m E2m & o2 Erbx
! LIS T T LA T

-6x -4:1t' 2% P 2N 4@ 6w

Obr. 2. Znézorndn{ velikosti orientovaného thlu o zékladni{
velikosti ¢ na &fselné ose.

tihlu, budeme tim mit zpravidla na mysli jednu libovol-
nd, ale pevné zvolenou velikost. Nebudeme tedy u dané-
ho orientovaného thlu davat pfednost nékteré z jeho
moznych velikosti. Z tohoto hlediska nema &islo & ze
vzorce (1,1) 24dny hlubsi geometricky vyznam. Uvedeny
postup méa své vyhody pii vypodtu velikosti soudtu
dvou orientovanych dhla. Nez se o této okolnosti zmi-
nime podrobnéji, pfipomefime definici souétu dvou
orientovanych dhli. Pro nasi potfebu vystadime s de-
finici, kterd je zvlastnim piipadem definice obecn&jsi:

Jsou-li Of’\Q, Q?R dva orientované 1hly (koncové
rameno PQ prvniho thlu je podatednim ramenem dru-

hého ihlu), potom orientovany ihel OPR nazyvéme
souétem orientovanych Ghli OPQ, QPR.
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Pfipomerime si bez dikazu zndmou vétu:

Budte «, B velikostt dvou orientovanych uhli O?Q,
QPR. Potom a + B je velikost orientovaného 4hlu OPR,
ktery je soultem orientovanych 4hli OPQ, QPR.

Predchézejfci ivahy doplnime nékolika pozndmkami.

POzZNAMEA 1.3. JestliZze v posledni vété «, § jsou za-
kladni velikosti orientovanych 1thld, neznamena to, Ze

« + f je zdkladnf velikosti orientovaného ihlu OPR.

POzZNAMEA 1.4. Jak jsme se jiz zminili, nepfisoudili
jsme &fslu & ze vzorce (1,1) Zadny konkrétni geometricky
vyznam. Bude v8ak uzitené zminit se alespon struéné
o vyznamu ¢&sla % pfi studiu rotaéniho pohybu. Pred-
poklidejme opé&t, Ze je v roviné dan orientovany twhel
OPQ o zakladni velikosti . Potatedni rameno PO nechf
se otdéf v kladném smyslu kolem bodu P. Jestlie pfi
tomto pohybu splyne poprvé rameno PO s ramenem P(Q),
které je pevné, mizeme Fici (ve shod® s terminologii
béznou v mechanice), Ze rameno PO opsalo orientovany
tdhel O?Q o velikosti ¢. JestliZe p¥i popsané rotaci splyne
rameno PO podruhé s pevnym ramenem P@, muZeme
Fici, Ze pohybujici se rameno PO opsalo orientovany

thel O?Q o velikosti ¢ + 2n. Zfejmé pfi naSem oznadeni
opiSe politedni rameno v tomto pojeti (viz obr. 3a)
postupnd orientované tGhly o velikostech

ge+2me+2.2n,6 +3.2m, ... .
Pozorujme tentyZ proces pifi otddeni ramene PO v za-
porném smyslu (obr. 3b). Jestlize rameno PO poprvé
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splyne 8 koncovym ramenem PQ, opiSe tak neoriento-
vany tihel velikosti 2w — e, Jelikoz rotaéni pohyb pro-
bfhé v zaporném smyslu, dohodn&me se, Ze v tomto p¥i-

padé ptifadime orientovanému hlu OPQ velikost
—(2n —e¢), tj. e— 2n. Pii druhém splynuti ramene
PO s ramenem P miizeme ptifadit orientovanému dhlu

Q

- 20 §+2-2%

p 0

Obr. 3a. Velikosti orientovaného uhlu pfi otddeni ve smyslu
kladném.

Obr. 3b. Velikosti orientovaného tihlu p¥i otddeni ve smyslu
zaporném.
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Of’b velikost ¢ — 2.2n. Postupné tak ziskame éfsla:
e—2m,e—2.2r, 80— 3.2x:, ....

Souhrnny zapis vSech hodnot v obou smérech vede ke
vztahu
p=¢+ 2kn

(% je libovolné celé &islo), ktery je samoziejmé shodny se
vzorcem (1,1).

Abychom nemuseli u kazdého podetniho vyrazu opa-
kovat, Ze &islo k znamen4 libovolné &fslo celé, zavadime
tuto imluvu:

Pismeno k, uzité ve vijznamu éisla, bude v daldim textu
probthat vidy mnofinu vsech &isel celifch. V jiném vyznamu
nebudeme v dal$tm vikladu éisla k pouivat.

rozNAMKA 1.5. V dalsich vivahdch budeme obéas po-
ttebovat pojem intervalu. Upfesnime si proto tento
pojem a zavedeme b&zna oznadeni, kterym Etenaf stejné
neunikne, ma-li rozumé&t matematickym textim. Mno-
Zinu v8ech redlnych &isel x, ktera vyhovujf nerovnostem
a <z = b, nazyvame uzavienym intervalem a zapisuje-
me znakem (a, b); podobné mnoZinu v3ech realnych
tisel x, kterd vyhovuji nerovnostem a < x < b, nazy-
vame ofevfenym intervalem a zapisujeme (a, b). Zavorky
zde tedy hraji dulezitou roli. Kromé intervald otevie-
nych a uzavienych zavadime jeSt&é nazev polouzavieny
interval. Znadime: (a, b), (a, b). Prvy znak znamena
souhrn vSech redlnych ¢&isel x, kterd vyhovuji nerovnosti
a < z = b; podobné pak druhy znak je urfen nerovnosti
a < x < b. Zapis (—o0, ) znamens viechna reilna
tisla.
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Rekli jsme si ji%, %e daliim zikladnim pojmem,
o ktery se budeme opirat, je komplexni Eislo. Zépis
a = a, + a,i, kterému fikdme algebraicky tvar komplex-
ntho &isla, je Etendti jisté znamy. Komplexni éisla zobra-
zujeme v roviné komplexnich d&fsel, které fikime také
Gaussova rovina. V této roviné si zvolime dvé vza-
jemné kolmé pfimky =z,, z,, které nazveme osams. P¥m-
ku z, nazveme redlnou osou, x, osou tmagindrni. Jejich
prisedik je tzv. poldtek. Oznadime jej P. Vime, Ze kom-
plexni &islo je jednozna¢né uréeno svymi slozkami.
Kazdému komplexnimu éislu ¢ = a, + a,i miZeme pti-
fadit vektor a = (a,, a,) vazany v politku soustavy
soufadnic. To znamend, Ze poditedni bod vektoru a
je bod P = [0, 0], soufadnice koncového bodu A4 jsou

" Bsl03

Az[3;2]

e

oF———_———

Obr. 4. Znézornéni{ komplexnich é&isel v Gaussovd roviné.
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shodné se slozkami komplexnfho é&isla. Tedy A = [a,, a,].
Je ptirozené hovofit o vektoru a jako o obrazu komplex-
nfho ¢&isla a. Na obr. 4 jsou zobrazena komplexni ¢&isla
a=3+2b=3c=—1—2ij=1.

Naopak kazdému vektoru a = (a,, a,), ktery je vazin
v poditku soustavy soufadnic, odpovida jediné komplex-
nf ¢islo. Jde tedy o vzdjemnd jednoznaéné pfifazeni.

Asla,a) £,

a,| P

£z

S -7 ;) AT Y I

8,

Obr. 5. Obraz komplexnfho é&fsla a urdeného velidinami
|a]. p-

Velikost vektoru a = (a,, a,) je dina vzorcem

la| = Vi@)® + (a2)® .-

Zpiisob, jakym je mozno urédit smér vektoru, si objasni-
me podrobnéji. Vektor a urduje polopfimku P4. Smé-
rem vektoru a budeme rozumét mnozinu viech polop¥i-
mek, které lze rovnob&Znym posunutim piemfstit tak,
aby splynuly s poloptimkou PA. Rekneme, 7e dva vek-
tory maji tyZz smér, jestlize pfislu$né polopiimky PA,
PB patii do téhoz sméru. Polopiimku je mozné zadat
velikosti thlu JPA (J = [1, 0] je tzv. jednotkovy bod),
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ktery. nazyvame orientovanym thlem v zdkladni poloze
(viz obr. 5). Odtud plyne, Ze vektor je uréen velikosti
a orientovanym thlem v zakladnf poloze.

Jelikoz komplexni &isla a vektory jsou si vzajemné
jednoznadéné pfifazeny, muzeme tvrdit:

Kazdému nenulovému komplexnimu &lslu je prifazen
jediny orientovany vhel v zdkladni poloze. Obrdcené. kaz-
dym takovym ihlem a absolutni hodnotou je uréeno jediné
komplexnt &islo.

1.2. Zavedeni funkei sinus a kosinus. Uvodni tivahy,
které se opiraji o zakladni znalosti z oboru komplexnich
¢isel, nam jiz dovoluji pfistoupit k definici funkei sinus,
kosinus, tangens a kotangens, kterym souhrnné fikdme
funkce goniometrické. V tomto odstavei vyslovime definici
prvych dvou.

' Defilnice 1.1. Jeli a = a, 4+ a,i né&jaké nenulové
komplexni éfslo a ¢ je libovolné velikost orientovaného
thlu, ktery je komplexnimu ¢&islu a pfifazen, potom

podil

%l— nazveme Sinus @,
a, ,
Ta[ nazveme kosinus g.

. a a
Sln(p:W:T’ cos«p:T“I- (1,4)

Ukazme si nejdfive, Ze hodnoty sin ¢ a cos ¢ zdvisi
pouze na velikosti ¢ orientovaného tihlu. Zvolme za tfm
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dlelem jiné nenulové komplexni ¢&fslo b = b, + b.i,
které je urdeno orientovanym iihlem JPB, jehoz veli-
kost je rovnéz ¢ (obr. 6). Vektory a, b, které odpovidaji
komplexnim &fslim a, b, maji zde tyZ smér. Para-
metrickd rovnice polopiimky PA ma tvar

X=P4ta,
e
Gl bl
| 5(a, &l

b ¢
| s \
1 £

— P J

Obr. 6. Obrazy komplexnich &sel @, b, kterd jsou urdena
timtéZz orientovanym thlem @.

kde ¢ je libovolné nezaporné &slo. Tato rovnice je strué-
nym zépisem parametrické soustavy rovnic

x =la,,
T, =ta,, (t=0).

Jelikoz bod B lezi na polopiimece PA, musi jeho soufad-
nice spliiovat napsanou soustavu. Jinymi slovy musi
existovat pevné kladné ¢islo t = ¢ tak, Ze plati
b, =ca,,
1 1 (1,5)
by, = ca, .
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Na zakladé (1,5) uréime je3té |b|. Snadno zjistime, Ze
bl = V&P + BoFF = Ve¥a)® + e¥a,)* =

=c){@ ) + (a)* =ca] . (1,6)

Vyjad¥#{me-li nynf sin ¢ a cos ¢ podle (1,4) pomoci kom-
plexniho é&fsla b a pouzijeme vysledky (1,5) & (1,6), do-
staneme:

. 2 caz aa
BN @ = o = — = )
PT T el T Tal )
_ b _em a4 ’
P =Tl T efa] T Taf -

Predpokladali jsme, Ze b # a a Ze orientovany thel pti-
fazeny obéma ¢islim byl tyZz. Srovname-li (1,4) a (1,7),
vidime, Ze ¢iselnd hodnota sin ¢ a cos ¢ je stejnd jak
v piipadé ¥sla a, tak v piipad® ¢&isla b. MaZeme proto
tici, Ze hodnoty goniometrickych funkef sin ¢ a cos ¢
zavisi pouze na velikosti dhlu ¢. Jelikoz komplexnich
tisel, kterym je pfifazen thel o velikosti ¢, joe nekoneéné
mnoho (vSechna vyplni otevienou polopiimku PA4),
miuZeme pouzit kteréhokoliv z nich.

Zvolme si proto takové komplexni &slo r = r, + 7,i,
aby platilo |r| = 1 a jeho obraz leZel na polopfimce PA.
Takovému komplexnimu é&fslu ¥fkdme komplexni jed-
notka. V obr. 7 je ¢islo r znizornéno orientovanou
usetkou PR. Potom

(1,8)
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Redlna sloika ka?dé komplexni jednotky je tedy rovna
kosinu k ni piisluiného orientovaného dihlu, imaginarni
pak sinu tohoto hlu. Ziskdvame tak dileZity vysledek,
ze kazdou komplexni jednotku je mozno (podle 1,8) za-
psat ve tvaru ’

r=cosgp +ising. (1,9)

Tvaru (1,9) ¥f{kame goniometricky tvar komplexni jed-
notky. Vzniks ptirozené otizka, zda podobnym zpiso-
bem mbzeme vyjadiit ka?dé komplexni &slo. Ctenaf
pravd&podobné vi, Ze takové vyjadfeni existuje. Vy-
jimku ¢&inf pouze d&fslo @ = 0. Goniometricky -tvar
1

komplexniho &fsla obdrzime p¥imo z definiénich vztaht
(1,4). Plyne odtud

a, = |ajcosp, a,=|a|sing.

Proto komplexni é&islo a = a; + a,i miZeme psit ve
tvaru

a = |a| cos ¢ + i|a|sin ¢ .

Vytlmeme-li jest¢ na pravé strand |a|, mame Zidany
vzorec
a = |a| (cos ¢ + isin ¢). (1,10)

Pozornéjéi &tenaf si jisté viiml, Ze éislo v zdvorce mé
tvar (1,9) a je to tedy komplexni jednotka. Kazdé kom-
plexni &islo mizeme tedy psit ve tvaru soudinu @ =
= |a| r, kde r je pfisluSnid komplexni jednotka. Tento
vysledek v¥ak nepfekvapi, uvédomime-li si souvislost
mezi komplexnim &islem a vektorem.

Vratme se viak k rovnicim (1,8) a v8imnéme si bliZe
jejich nézorného vyznamu.Casto se Zici udi zpaméti,
jakd znameni maji goniometrické funkece v jednotlivych
kvadrantech. Jednotkova kruznice nam da vidy bezpeé-
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nou odpovéd na tuto otdzku a navic nezatéZuje pamét
¢isté mechanickymi prvky, které v sob& skryvaji vidy
vétsi riziko zapomenuti. Stad{ sestrojit pfisludny jednot-
kovy vektor a viimnout si, jakd-znameni maji jeho sou-
fadnice. Uvédomime si dale jednou providy, Ze vSechna
komplexni ¢isla, jejichz obrazy pokryvaji kupt. 2. kva-
drant, maji realnou slozku stile zdpornou a imaginér-
ni kladnou (a podobné je tomu ve viech kvadrantech).
Proto, chceme-li rozhodnout pouze o znameni, nemusime
dbét v nadrtku zZadné velké pfesnosti. Zakladnim krité-
riem je totiz kvadrant, a ne velikost dhlu.

Z obr. 7 je vidét, Ze sin 0 = 0, cos 0 = 1; sin g = 1,
. 3
co8 _12:_ = 0; sin # = 0, cos 7 = —1; sin 3=
=—1, COS—%TI: = 0; 8in 2x = 0, cos 27 = 1.
A=[a,a,) Lo

cosp-r| P J

Obr. 7. Obrazy sinu a kosinu na jednotkové kruZniei.
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Dtive nez pfistoupime k definici daldich dvou gonio-
metrickych funkei, musime jedté upozornit na dvé dile-
zZité vlastnosti sinu a kosinu.

Yéta 1.1. Pro libovolnou hodnotu ¢ platt :
sin? I:p +coslp =1.
Dukaz. Podle (1,9) vime, Ze kazdou komplexni jed-
notku miiZeme psat ve tvaru
r=cosp +ising.
Odtud plyne, Ze
|72 =sin? ¢ + cos? @ .

Ponévadi jde o komplexni jednotku, plati || = 1. To
viak znamend, Ze 1 = sin?¢ + cos? ¢. Tim je dikaz
véty proveden.

Véta 1.2. Funkce sin ¢ a cos ¢ nabyjvajt pro libovolné ¢
pouze hodnot z intervalu (—1, 1).

Dikaz. Vezmeme op&t komplexni jednotku r =
=1, + ry. Vime, Ze plati r, = sin ¢ [srovnejte (1,8)
resp. (1,9)]. Vyjdeme z nerovnosti, kterd je zfejmé
pravdiva

0=(n).

K obéma stranim priéteme (r,)? a pouZijeme rovnosti
- ("1)2 + (,.2)2 — |7-|2 =1,
Zkoumanou nerovnost uvedeme tak na tvar

(re)* = 1.
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Ekvivalentni tpravy vedou jiz k Zddanému vysledku
ITZI é ]- ’
—1<r=<1,
—1 =<sing =1.

Dukaz pro cos ¢ by byl obdobny a &¢tendf se s nim
setkd ve cvideni (cv. 1,5).

1.3. Zavedeni funkei tangens a kotangens. Prejdeme
nyni k dal$im dvéma goniometrickym funkeim.

Definice 1.2. Podil SImP

, pokud ma smysl, na-

zyvame tangens ¢, podil —sins—g , pokud ma smysl, na-

zyvame kotangens g.

Ctenaii jist& znajf symbolické vyrazy, kterych pouz-
véime. PiSeme totiz
__ sing _
gy = cos ¢ ’ cotg ¢ sin ¢
Upfesnime si nejprve existenéni obor vyrazii, o nichz
mluvi definice 1.2. ~

Zlomek ::; ? ms smysl, pokud cos ¢ # 0. To zna-

mena, Ze pro piisludnou komplexni jednotku r =r, +
+ r,i plati vztah r, # 0. Existuji vSak pouze dvé
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komplexni jednotky, pro které r, = 0. Jsou to &fsla i
a —i. Velikost k nim p#isludnych orientovanych dhld
musime proto vyloudit. JelikoZ se jednd o liché ndsobky

¢isla % , miZzeme podminku zapsat souhrnné ve tvaru

¢ # (2 + 1),
kde k je libovolné &islo celé.

Podobns zlomek o %
sin ¢

neboli 7, £ 0 (= 7, 4 r,i je opét piisludna komplexni
jednotka). Komplexni jednotky, pro které r, = 0, jsou
realna disla, jejich obrazy leif proto na realné ose. Tyto
jednotky maji hodnotu 1 a —1. Jsme tedy nuceni vy-
loudit velikosti k nim p¥fsluinych orientovanych thld.
V prvém piipadé jde o 1hel velikosti ¢ = 2k=, v druhém
9 =n + 2kn = (2k 4 1) =. Vidime, Ze se jedni jak
o sudé, tak o liché nasobky &isla =, to znamena o viechny

celodfselné nasobky w. Podminka, aby zlomek (:i):q)
mé] smysl, m4 tudiZ jednoduchy tvar ¢ # kn (k je libo-
volné celé éislo).

Vysledky rozboru, ktery jsme provedli, nemaji jen
bezprosttedni vyznam pro stanoveni existendnich obord
funkef tangens a kotangens. Budeme je v dalsim &asto
potiebovat.

Shrneme-li pfedchazejici uvahy, miZzeme Fici, Ze

mé smysl, pokud sin ¢ # 0,

,  pokud q);é(2k+l)%,
(1,11)

gy = cos p

cotg p = %—% , pokud ¢ # kn.



Zivérem odstavece dokdzeme jednoduchy, ale pro vy-
potty a upravy Casto uZiteény vzorec.

Véta 1.3. Pro ka#dé ¢ + k% platt
tgpcotgep = 1.

Dikaz. Podminks ¢ # k%za,hrnuje v sobé obé

podminky pro tg ¢ i cotg ¢ z defini¢nich vztaha (1,11).
Dikaz sam je zfejmy. Upravou dostaneme

sing cos g

== 1.
cosp sing

tg g cotg p =
Ptiklad 1.1. DokaZme, Ze pro piipustna z plati:

1
2 —_—
a)l 4 tg2x cosiz

b) 1 + cotg?zx =

sin%x
Jestlize x # (2k + 1)—72:—, potom

sin? x cos?x + sin?x 1
1 ftgtr=1+—3"= . -
cos? x cos? cos? x

Pii pfechodu k posledni rovnosti jsme uzili véty 1.1.
Dikaz druhé identity je analogicky.
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1.4. Moivreova véta. Dalsf ¢ast této kapitoly vénujeme
elegantni v&té, které fikame Moivreova véta podle jejitho
autora ABRAHAMA DE MoOIVRE (1667—1754). Tato véta
bude mit pro nas zasadni dilezitost. Upozoriujeme
predem, Ze k jejimu dikazu pouzijeme vzorce pro thel
dvou vektord, ktery najdete v udebnici matematiky
pro III. ro¢énik stiednich vieobecné vzdélavacich kol
(str. 167). Vzorec m@ tvar

“a.b

COBwW = ——+ - 1,12
oI To (:12)
Symbol a. b nazyvime skalirnim soudinem vektori a, b.
Hodnota skaldrniho soudinu je definovana takto:a.b =
= a,b; + asb,. Predpoklddime, 7e vzorec (1,12) znd
étenaf ze 8koly. K jeho dikazu by nim stadily gonio-
metrické funkce, definované na prayoihlém trojahelniku,
a naSe dosavadni znalosti.

Véta 1.4. (Moivreova véta). Soulin dvou komplexnich
jednotek je opét komplexni jednotka, jejif argument je
roven souttu argumentd, obow Einiteld.

Vétu zapileme nasledovné:

(cos « 4 isin &) (cos  + isin B) = cos (« + f) +
+isin (x + B).
Dikaz. Komplexni jednotky s pfisluSnymi dhly «, 8
oznadime r,, rs. Budeme tedy psat
o =COSa + isina, rg =cosf J+isinf.

Komplexni &fslo, které je jejich soudinem, oznaéime r.
Plati tedy r = r, ry. Chceme dokdzat:

1. r = r, r5 je opét komplexni jednotka,
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2. jednotka r je urfena orientovanym thlem o veli-
kosti « + f.

Vime, Ze absolutni hodnota soudinu je rovna soudinu
absolutnich hodnot. Proto
[l = Ira ral = Iral Irs] = 1.1 =1.
Tim je prva dast tvrzeni dokdzédna. Druhd &ast dikazu
bude ponékud obtizn&jsi. Doporudajeme &tenati, aby se
nedal odradit délkou. Vyslednou jednotku # muZeme
podle (1,9) psat ve tvaru
r=cosgp-+ising, (1,13)
kde cos@ = cos a cos f — sinasin B,

sin ¢ = sin a cos § + cos asin f. (1,14)

Vysledky (1,14) dostaneme snadno, jestlize provedeme
naznadené nasobeni Na pravé strand rovnosti

r = (cos &« + isin «) (cos § + isin f)

a porovname realné a imaginarni slozky.
Chceme dokizat, 7e ¢ ve vzorci (1,13) mé velikost
a + f. Hledejme proto slozky komplexn{ jednotky

z=uz + 2,1,
ktera je urdena orientovanym thlem o velikosti « + .
Budou-li mit tvar (1,14), potom vzhledem k uréenosti
komplexnfho &isla budeme s dilkazem u konce. Vektory
rs, X (obr. 8) sviraji neorientovany thel o velikosti a.
Podle vzorce (1,12) mizZeme psit

cos @ = X.rg (nebot |rs| =1, |[x] = 1) *)
*)} Hodnota goniometrické funkce, kterd p¥slusi neoriento-
vanému thlu o velikosti @, se rovnd hodnoté goniometrické
funkce orientovaného uhlu o zékladnf velikosti &.
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Vektory rs, x v uvedeném potadi uréuji orientovany
dhel BPX, jehoz velikost je rovna &fslu «. Oznaéime-li

zékladni velikost orientovaného thlu BPX znakem &,
miiZeme ziejmé psat

x=¢ nebo a =2m—ce.
Je proto spravné jedna z téchto dvou rovnostf -
a=a + 2kxr nebo a = (2r—a) + 2k=n.

X
Blryy,ry2l

X[x,.XZJER["f:’}J r/j A[r¢1:r¢2]

A\ 9

N\
X

Obr. 8.° Graficky soudin komplexnich jednotek.

Odtud a z definice 1.1. bychom snadno dokazali, Ze
cOS & = COS a .

Rovnici cos « = x.rs miZeme proto psit ve tvaru

cosa = X.rg.
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Provedeme-li skaldarn{ soudin vektorii na pravé strané,
dostaneme '

cosa = x,co8 f 4 x,8in g,
kde slozky z,, z, jsou vazany vztahem (z,)? + (x,)2 = 1.
Maime tak soustavu pro neznamsé z,, z,:
cosx = x,co8 f§ + x,8in f,
() + (@2 =1.
Z prvni rovnice soustavy (1,15) vyjadiime x,:

(1,15)

cos &« — x, cos f}
sin 8

£E2=

, B #km. (1,16)

Po dosazeni z, do druhé rovnice a snadné upravé dosta-
neme kvadratickou rovnici pro neznimou z, :

(%,)2 — 2%, cos a cos § + cos? « —sin? f = 0. (1,17)

Rovnice (1,17) ma vzdy feSeni, nebof jeji diskriminant
D = 0. Ma totiZ tvar D = 4 sin? a sin? f. S podrobnym
dikazem se setkate ve cvifeni 1.6 na str. 40. Kofeny
rovnice (1,17) oznaéime z,, z; . Jsou to &isla

Z, =cosacos f —sinasinf,

x, =cosacos f 4 sinasin f.

Dosadime-li do (1,16), ziskame x,, x; :

Z, = sin a cos § + cos a sin S,
x, = cos a sin f — sinx cos .

Zapisme prehledné dvojice kofent, které jsou FeSenim
soustavy (1,15). Dostdvime tak

x, =cosacos } — sin a sin §,

. . 1,
Z, = sinacos f + cosa sin §, (1,18)
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Zy =cosacos f + sinasing,

. . 1,19
¥, = co8 & 8in f — sin a cos f . (1,19)

Kazdé komplexni ¢islo je svymi slozkami jednoznaéné
uréeno. Jednotka z je proto dana pouze jednou dvojici
&fsel, tudiz ¢&isly (1,18) nebo (1,19). Snadno se- totiz
ukaze, Ze neplati identicky x, = z;, z, = ¥, . Abychom
urdili jednotku x, stadf aplikovat na§ postup na vektory
X, rs. Tyto vektory sviraji tihel § (obr. 8), proto dosta-
neme zcela obdobné jako v prvém p¥ipadé soustavu

cos f = x; cos & + x, 8in a.,

(@) + (@) = 1.
Soustava (1,20) ma stejny tvar jako soustava (1,15).
Nemusime ji tedy fesit. Stadf, jestlize ve vysledku za-

ménime a a f. Také podminka z (1,16) ma tvar a # k.
Resenfm jsou proto dvojice &isel:

(1,20)

x, =cosacos f— sinasin g,

Zy = sinacos f§ 4+ cos a sin B, (1,21)

¥, = cos a cos f + sin a sin §,
1"

¥, = sinacos f—cos « sin .

(1,22)

Jelikoz slozky jednotky x musi vyhovovat jak soustavé
(1,158), tak soustavé (1,20), mame jedinou moZnost.
Jsou to &fsla (1,18) resp. (1,21). Srovname-li nyni jednot-
ku z 8 jednotkou r ze vzorct (1,13) a (1,14), vidime, Ze
z =r, tedy ¢ = a + f. Je tedy jednotka uréena orien-
tovanym udhlem a + f pravé ta jednotka, kterd je vy-
sledkem soudinu jednotek s orientovanymi uhly «, §.
Tim je dikaz v&ty proveden pro a # kr, f # km.
Dikaz zbyva doplnit v p¥{padech, Ze néktera z jedno-
tek, které vystupujf v souéinu, je urdena orientovanym
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thlem k. Jde tedy o jednotky 1, —1. Snadno se ukaze,
7e podminka souvisi pouze s podéetnim postupem.
Kdybychom v rovnicich (1,15) nebo (1,20) vyjadiili
misto x, nezndmou x, a tu dosazovali do rovnice (z,)% +

+ (2,)* = 1, museli bychom vyloudit dhel (2k 4 1) —;i .

Jednotku 2 bychom dostali zfejmé ve stejném tvaru,
vyloudené jednotky by vsak byly i a -—i, zatimco
8 jednotkami 1, —1 by bylo viechno v pofadku. Po-
drobny vypodet si jiz étendf snadno provede sim a tim
dukaz Moivreovy véty ukondi.

Nyni dokézeme vzorec, ktery tzce souvisi 8 Moivreo-
vou vétou.

Vita 1.6. Pro kafdou komplexni jednotku a kaidé pii-
rozené éislo n plati :

(cos & + isin a)* = cos na + isin na .

Dikaz provedeme tiplnou indukef.

a) Vzorec ztejmé plati pron = 1.

b) Pfedpokladejme platnost vzorce pro néjaké pevné
dslon = k:

(cos a 4 isin a) = cos ka + 1sin ka . (1,23)

cJ Na zaklad& ptedpokladu (1,23) dokdZeme, Ze vzorec
plati také pro n = &+ 1. Zfejmé&

(cos a 4- isin a)st! = (cos & + isin a)* (cos a + isin a).
Za (cos a + isin a)* dosadime podle (1,23). Potom

(cos a + isin a)¥*! = (cos ka -+ isin ka) (cos a + isin a).
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Pravé strana je soudin dvou komplexnich jednotek a
mibZeme na ni uzit Moivreovu vétu. Dostaneme

(cos & + igin a)kt! = cos (ka + «) + isin (ka + «)
a konedné& po tipravé
(cosa + isina)t! =cos(k + 1)« +isin (k + 1) «.

Tim je diukaz véty proveden. Dokazali jsme totiZ:
Jestlize vzorec plati pro n = k, plati také pro pfirozené
¢islo o 1 vét&i. Podle a) plati viak vzorec pron =k =1,
proto plati také pro n = 2, 3, atd. Vzorec proto plati pro
kazdé ptirozené n.

POZNAMEA 1.6. Véta 1.5 je velmi uZiteénd. Umoziiuje
nam usporny vypoéet n-té mocniny komplexnfho &fsla,
vede ke vzorci pro n-tou odmocninu, je zakladem pfi
feteni tzv. binomickyjch rovnic a koneéné dovoluje nam
vyjadfit snadno goniometrické funkce vicenasobnych
uhli pomocf funkef ihld jednoduchyeh (cv. 1.10).

1.5. Disledky Moivreovy véty. Moivreova véta nds
bohaté odméni za namahu spojenou s dikazem pravdy,
ktera je v nf obsazena. Na zaklad® této véty muZeme
totiz odvodit vétsinu goniometrickych vzoret a vztahi.
Pro piehlednost budeme dusledky, které uvedeme, éiglo-
vat. '

DUSLEDEE 1. GONIOMETRICKE FUNKCE ZAPORNEHO
ARGUMENTU.

Piipomerime si, Ze velikosti orientovaného tdhlu ¥ka-
me také argument. Vezmeme-li dvé komplexni jednotky
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o argumentech a, —a (obrazy obou jednotek leZ{ sou-
mérné podle osy z,) a vynasobime je, pak podle Moivreo-
vy véty plati rovnost

[cos &« + 1isin a] [cos (—a) + i8in (—a)] = cos 0 +
+isin0 =1+ 0i.

Soudin na levé strané m4a tvar
cos a ¢08 (—a) — sin « sin (—a) + i [sin « cos (—a) +
+ cos a sin (—a)] .

Na zdkladé definice rovnosti komplexnich &isel mizZeme
psat
608 & €08 (—a) — sin a sin (—a) =1,

sin « ¢os (—a) + cos a sin (—a) = 0.

Povazujeme-li obé rovnice za soustavu pro neznamé
cos (—a), 8in (—a), snadno zjistime, Ze
sin (—a) = —sin a
(1,24a)
cos (—a) = cos &« .

Zkouska nas pf'esvédél’, ze nalezena ¢fsla jsou opravdu
kofeny soustavy.

Dosadime-li (1,24a) do vzorce pro tg (—a) a cotg (—«),
dostaneime pro ptipustnéd « vzorce

t’g (_a) = —t'g a,

(1,24b)
cotg (—a) = —cotg « .

DUSLEDEE 2. SOUJTOVE VZORCE.
Pouzijeme-li rovnosti 9. = a + # k tpravé rovnic
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(1,14), ziskime bezprosttedné diilezité vzorce, kterym
fikdme soudtové a které plati pro libovolnd a, f:

sin (« + B) = sinacos B + cos asin f,
(1,25a)
cos (x 4+ f) =cosacos f—sinasin g .

Jestlize ve vzorcich (1,25a) polozime misto § argument
(—p) a pouzijeme vysledki (1,24a), mime dalsf dva
souttové vzorce:

sin (@« — B) = sin a cos § — cos a sin f,

(1,25b)
cos (x — ff) = cos a cos # + sin asin f .

DUSLEDEK 3. DALSE SOUGTOVE VZORCE.

Podol;né soudtové vzorce plati také pro tg (a + B)
a cotg (a + B). UkdZeme si odvozeni prvého, druhy
pouze zapiSeme. Zfejmé milzeme psat
sin(« + f) sinacosf + cosasinf
cos(x + f) cosacosf Fsinasinf’
Posledni zlomek zjednodusime tim, Ze délime d&itatele
i jmenovatele cos « cos 8. Po kraceni dostaneme

tga £ tgf

1T tgatgf’
Podle (1,11) ma oviem odvozeny vzorec smysl jen v tom
piipads, Ze

a+f (k15 [resp.a—p =2k + 1F,

tg (a £ B) =

tg(a £ f) = (1,26a)

a#@k+1)5,f#@2k+1) 5.
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Podminky neni viak tfeba znit zpaméti, stadf znalost
existen¢énich predpokladi z defini¢nich vztaht (1,11).

Obdobnym zptsobem bychom ziskali vzorec
cotgacotg f F 1
cotga +cotg g

Ve vzorecich (1,26a) a (1,26b) plati vidy soutasnd vSechna
horni nebo viechna dolni znameni.

cotg (« £ f) =

(1,26b)

DUSLEDEK 4. Dosadime-li ve vzorcich (1,25a) a (1,25b)
« =% , B =2 a pak a = &, § = x, obdriime vztahy:

sin(%+x]= cos x,

cos[% —I-:v] = —sinz,

(1,27a)
i (i—x] = COS X
sin {2 R
17 ]_ .
cos(?——a: = sinz,
sin (v 4 ) = —sin 2,
cos (m + z) = —cos x, (1,27b)

sin (r —z) =sinz,
cos(m —gx) = —cosx.
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DUSLEDEK 5. PERIODIONOST GONIOMETRICKYCH
FUNKCH.

Funkeci y = f(x) nazyvime periodickou, jestlize exis-
tuje néjaké pevné ¢islo p tak, Ze pro kaidé z plati
f(x + p) = f(x).

Ve cvideni (cv. 1.9) si muzZete dokdzat, %e pro kazdou
periodickou funkei plati: Je-li k libovolné celé é&islo, f(x)
periodickd funkce, pro nif plati f(x + p) = f(z), potom
také f(x + kp) = f(x).

Defini¢ni vztah, ktery charakterizuje periodickou
funkei, fika, Zze funkéni hodnoty v bodech z a (z + p)
jsou si rovny. Nejmendi kladné éislo p, pro které plati
Hxz + p) = f(z), nazyvame periodou.

Véta 1.6, Viechny éom’ometrické funkce jsou periodic-
ké. Ptitom pertoda funkci sinx a cos z je 2w, perioda
funkci tg x a cotg x je =.

Dikaz. Je-li funkee sin = periodickd, potom existuje
pro viechna z ¢islo p (které nezavisi na z) tak, Ze
sin (x + p) = sin . JestliZe rozvedeme levou stranu
podle piisludného vzorce (1,25a) a upravime, dostaneme
rovnici

sinx{(cosp—1) + coszsinp =0,

kterd je splnéna pro vSechna z tehdy a jen tehdy,
jestliZe cos p = 1, sin p = 0 (cv. 1.7). Cisla cos p a sin p
jsou slozky téze komplexni jednotky s argumentem
2km, ktery nabyva nejmensi kladné hodnoty pro &k = 1.
Funkece je proto periodicka a jeji periodou je ¢&fslo 2.
Diikaz pro funkei cos by byl obdobny.

Také dukazy pro tg x a cotg z jsou téméf stejné, ome-
zime se proto na tg x. Ptejme se, zda existuje pro viech-
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na piipustna x takové &islo p # (2k + 1) %, aby pla-

tilo tg(x + p) =tgx, [(x-{—p) # (2k + l)%].Roz-

vedeme-li levou stranu podle vzorce (1,26a) a upravime,
dospé&jeme k rovnici

tgp(l + tg2x) =0.

Ta je zfejmé splnéna tehdy a jen tehdy, jestlize tg p = 0,
to znamend p = kx. Posledni vysledek plyne ze skuted-
nosti, Ze rovnice tgp = 0 je ekvivalentni s rovnicf
sin p = 0 a tou jsme se jiz zabyvali v rozboru, ktery
vedl k definiénim vztahtim (1,11). Cislo p existuje a jeho
nejmendi kladnd hodnota je wn. Dokézali jsme tim, Ze
funkee tg = je periodicka s periodou .

DUSLEDEK 6. VZORCE PRO DVOJNASOBNE VELIKOSTI
UHLU.

Polozime-li ve vzorcich (1,25a) a = f = z, dostaneme
ihned
sin 2z = 2 sin x cos z ,
. (1,28a)
cos 2r = cos?z —sin?zx.
Udinime-li totéz se vzorei pro tg (x + f) a cotg (« + f),
ziskdme dalsi vzorce

2tgx
2= g
(1,28b)
cote 2x = EOtg2x_—1
B85 ="9 cotgz

Prvni vzorec (1,28b) plati za pfedpokladu, Ze z #
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# (2k + 1)%:; x # (2k + 1)— , druby, jestlite z #

k13
;ék—z—.

DUSLEDEK 6. VZORCE PRO POLOVIUNI VELIKOST UHLU.

Ve druhém vzorei, ktery je uveden pod éfslem (1,28a),
mizeme pomoci véty 1.1 vyjadtit pravou stranu pouze
pomoci sin z nebo cos z. Plati totiz, Ze

cos2x =1 —2sin%zx ,
cos 2x = 2cos?x — 1.

Odtud dostaneme dal3f dva vzorce

sin?z = %(l—cos 2z) ,
(1,29a)
cos?x =% (1 + cos 2z) .

[+ 4

Polozime-li zde « = 2z, potom z = 3

a vzorce (1,29a)

ptejdou na tvar

sin? =%(1—cosa),

x
2
(1,29b)

21
cos® 5 = 3 (1 +cosa).

Vzorce (1,29a) i (1,29b) vyjadiuji samoziejmé tytéz
vztahy. Jde pouze o jinou formu zépisu. Z nich obdrzime
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bezprostfedné vyjiddfeni pro tg?z nebo tg3% . Snadno

si muzeme ovéfit, ze

1 —cos 2x 4
tg2x=m2—z, -"3#(2704-1)?
. (1,30a)
— cos
tgz—%:ﬁ—, a#=2k+1)=w .

DUSLEDER 7. Za pHisludnych existenénich predpoklads
mitZeme katdou goniometrickou funkci vyjddiit raciondiné

pouze pomoct funkce tg —;— .

Oznaéme tg % = t. PouZijeme-li ve vzorcich (1,28b)

substituce 2z = a potom

x
2t 5 -
tga =— ,a#(2k+l)—2—,a7&(2k—|—l)ﬂ:.
—te2 2
1—1tg )
Na podkladé nasi poditedni dohody muzeme psit
2t
tlg x = Ith . (1,31)

Jelikoz tg « cotg a = 1, plyne odtud a ze vzorce (1,31),
Ze

—¢2
2t

, a Fkw.

1
cotg & = -
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. 1
Ve vzorcich (1,28a) poloZime opét 22 = aneboliz = % .

Dostaneme tak vztahy:

N & a sini «
. — o * & _, 2 2 & _
sin 2sm2.cos2 2cos°‘ . CO8 )
2
=2tg > —l—a
: Nad
L+ tgl 3
Podle pfikladu 1.1 jsme pouZzili identity
g 1
1+ tg 5 . Szi
083

Jelikoz podle dohody piSeme tg % = {, muzeme sin a
vyjadfit pomoei vztahu

. 2¢
Slna-—m', [ 1 #(2’0-’-1)7:. (1,32)

Potitejme pti stejném oznadeni ze vzorcu (1,28a) cos a:

— cos? X _ginz % — o 21[ _ 23_]=
€os a = co8® 5~ — sin® 5 cos? - 1—tg 5
- 4
1 —tg?—
= 1 [l—tgzi 2
1t U g
g2 _ €2
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Odsud plyne vysledek

1—1¢2

Ccos & = m, & -‘,é (2’0 + l) . (1,33)
Ctenate, pro které je tento svazek prvnfm hlubdfm
pohledem do svéta goniometrickych funkei obecného
tihlu, chceme upozornit, které vzorce je dobré znit
zpaméti. Jsou to samoziejmé viechny véty, definiéni
vztahy (1,1), (1,4) a (1,11), dile pak vSechny vzorce
¢islem (1,24a) poéinaje a (1,34b) konde. Vyjimku mohou
¢init pouze vzorce (1,27a), (1,27b). Ze vzoreu (1,29a),
(1,29b) a (1,30a), (1,30b) sta®i pamatovat jednu variantu.

Vzorce (1,34) probereme nyni. -

DUSLEDEK 8. SOUSTOVE VZORCE PRO sinz 4 siny
A cosx 1 cosy.

Uzijeme-li na vzorce (1,25a) a (1,25b) substituce

r+y _x*T—Yy
2 B = 2

a4+ f=xa—f =y, potom a =

a vzorce pfejdou na tvar:

sin z = sm——-licos ;y +cosx;y sin x—2-y’
siny = sin =v-2l—y cos x—2—y — cos x;'_ysin x;y,
c08 T = cO8 — -gy cos x;y_sinx;—y sinx—;y,
cos y = cos a:—zi—y cos_l_{_ sin —;—y sin x;y.

38



Seétenf a odedteni prvych dvou rovnic vede ke vztahtimt
oY o B
(1,34a)

r+y . z—y
g~ sin ——.

sinz + siny = 2 sin

08

sin x —siny = 2 cos

Podobné soudet a rozdil druhych dvou rovmic vede
k vysledku:

co8x + cosy = 2 cos w+ycos Ty

2 2
(1,34b)
o8 % — cos y = — 2 sin — TY in 2 Y
2 2

Vzorce (1,33a) a (1,33b) maji mnohostranné vyuziti
nebot pievadéji souéet nebo rozdil dvou funkef na souéin.
Tento proces je tidelny kupf. pfi provadéni vypoétu lo-
garitmicky. Pro funkce tgx 4 tgy a cotgx 4 cotgy
podobné vzorce nezaviadime. Potfebujeme-li takovy
vzorec, odvodime jej pro kaZdy ptfipad zvlast tak, Ze

pfejdeme k funkeim sinus a kosinus.

Cvideni

V2—V5

2

1. 1. DokaZte, %e ¢&islo
plexnf jednotka.

+ i je kom-

2z — 3
1.2. Urdete hodnotu vyrazu V3— sin ¢ + cos ¢, jestliZe

1

sincp=£;—l/—i,cos¢=2y2—_]/§.
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1.3.

1.4,

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

40

Napidte algebraicky tvar komplexnich jednotek bez
poufitf tabulek hodnot goniometrickych funkef, znédte-li
argumenty t&chto jednotek:

T ™
=—-’ b _ ——,
a) g 13 )e 8

Névod: UZijte vzorea (1,29), znameni stanovte pomoci
jednotkové kruZnice.

Napiste algebraicky tvar komplexniho ¢fsla, jestlize

Doka#te, Ze pro ka%dé x jesplndna nerovnost [cos x| = 1.

Névod najdete v dikazu vty 1.2.

DokaZte, Ze pro libovolné «, § plati identita
cos? a cos? f — cos? a + sin? § = sin® asin?g.

DokaZte, Ze rovnice sinz (cosp — 1) + cosxsinp =
= 0 je spln&na pro kaZdé z tehdy a jen tehdy, jestliZe
p = 2kn. Ndvod: Abyste dokézali, ¥¢ podminka p =
= 2k~ je nutnd, staéf si uv8domit, Ze neplati nikdy sou.-
dasnd sin? = 0, cos? = 0.

)

Odvodte vzorce pro a) tg2 + tgy,
b) cotg x + cotgy .



1.9. DokaZte: Je-li k libovolné celé ¢islo, f(x) periodickéd
funkee, pro niZ plati f(x + p) = f(z), potom také plati
f(x + kp) = f(z). Ndvod: UZijte matematické indukce.
Jestlife- &k < 0, ptevedeme levou stranu na tvar

fle — (—Fk) pl.

1.10. Vyjédiete cos 7« a sin 7a (pomoci véty 1.5) pouze
funkcemi jednoduchého argumentu a.

1.11. Ovétte si, Ze rovnice (1,19) plynou z rovnic (1,18), dosa-
dime-li tam za « hodnotu —a.
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2. k apitola

GONIOMETRICKE ROVNICE A UPRAVY
GONIOMETRICKYCH VYRAZU

2.1. Zakladni goniometricka rovnice. Vritime se tivo-
dem k jednotkové kruznici, abychom si pfipomnéli, pfi
kterych velikostech orientovaného uihlu nabyvaji funkece
sin # a cos z nulové hodnoty. Touto otizkou jsme se
z nutnosti zabyvali uz v 1. kapitole pfi stanoveni
existenénich obort funkei tgx a cotg z (srovnejte pii-
sludny rozbor na str. 21, ktery pfedchazel definiénim
vztah@m (1,11)). Dospéli jsme tam k zivéru, Ze sin x je
roven nule pravé pro kazdy celoéiselny nasobek ¢&sla =,

cos z pak pro kaZdy lichy nasobek ¢&fsla % . Retili jsme

tim vlastnd zvlastnf piipady tzv. goniometrickych
rovnic
sinz = 0, respektive cosz =0,

a zjistili jsme, Ze vSechna fefen{ téchto rovnic muZeme
zapsat ve tvaru

z = kr, respektive =z = (2k + 1)%. (2,1)

Casto se pfi feSeni tloh setkame s nisledujicfm pro-
blémem: Zname hodnotu nékteré goniometrické funkee,
ale nezndme velikost 1ihlu, pro niz pfisludna funkce zna-
mé hodnoty nabyvi. Takovou zivislost pifeme obecn&

ve tvaru
/(1:) =¢, (212)
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kde ¢ je néjaké zndmé ¢&fslo a f(x) je goniometricka
funkce s argumentem x, jehoZ velikost nezndme. Kupt.
gin z = }, cotg z = 1 jsou piikladem takovych zévislosti.
Rovnice tvaru (2,2) se mazyva zdkladni gontometrickd
rovnice nebo gonsomefrickd rovnice v zdkladnim tvarw.
Resenim takové rovnice rozumime zpravidla libovolnou
velikost orientovaného dhlu, kterd po dosazeni ptevidi
rovnici v rovnost. V praktickych tlohach z planimetrie,
stereometrie a podobné se pfirozené omezime pouze na
ty velikosti, které maji pro danou ulohu vyznam.
Jestlize najdeme vSechna FeSeni dané rovnice, potom
mnozinu viech téchto fefenf nazyvime obecnym Fedenim.
Kazda rovnice tvaru (2,2) nemusi mit oviem FeSeni.
Nap¥. rovnice cos x = 2 feSenf nemé, nebof sin x a cos z
nabyvaji (podle véty 1.2) pouze hodnot z intervalu
(—1, 1). Ma-li v8ak rovnice FeSenf, potom jich mé ne-
kone¢né mnoho. Tato skutelnost je pfimym dusledkem
periodi¢nosti goniometrickych funkei.
Vsimneme si nejprve rovnice
_ sinxz =¢, (2,3)
kde ¢ je libovolné, ale pevné zvolené ¢islo z intervalu
{(—1, 1). Pfedpoklidejme, Ze jedno fefeni rovmice (2,3)
je a. Polozme si otdzku, zda existuji jestd n&jaks dalsi
fefenf. V tom piipadé by muselo platit sin z = sin «.
Pfevedeme-li sin « na levou stranu a pouZijeme vzorcii
(1,34a), dostaneme postupné

ginz —sina =0,
r+ta . x—a

2 cos 2 sin g = 0.
Aby byla splnéna posledni rovnice, musf platit bud
. T—a z+a
sin — = 0, nebo cos 3 =0.
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Dostavame tak nové dvé diléi rovnice, jejichz vSechna
feSeni ndm d4avaji celkové feSeni plvodni rovnice.
Abychom toto feseni nalezli, upravime obé& posledni
diléi rovnice pomoci vztahu (2,1). Dostdvame tak

r—a x4+ a
=kn, —5—

¢ T

Odtud jiz snadno vypoéteme koneény vysledek

r=a+2krn, r=(n—a)+ 2kr. (2,4)
Viechna feSeni rovnice (2,3) mizeme tedy zapsat ve
tvaru (2,4). Jestlize a = %nebo a = —% , tikaji oba

zapisy totéz a vystadime pouze s jednim z nich.

Ptiklad 2.1. a) ReSme rovnici
1
sSmx = ? .

Jedno FeSen{ zname. Je to &fslo % Podle (2,4) zapiSeme

obecné feseni ve tvaru
5
x=%+2kﬂ:, x=E-1r-]-2k-n:.

b) Obecné fe¥eni rovnice sin z = 1 zapfSeme viak
takto:

3

Méame-li urdit véechny kofeny rovnice

cosx =¢, (2,5)
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kde ¢ je libovolné, ale pevné zvolené ¢islo z intervalu
(—1, 1), zvolime obdobny postup jako u rovnice (2,3).
Je-li jedno zndmé FeSeni «, potom dalsi moZné FeSeni
musf spliiovat rovnici cos x = cos «. Obdobnou tipravou
jako u rovnice (2,3) za pouZiti vzorel (1,34b) dostaneme
postupné vztahy

cosx—cosa =0,

. T+a . xT—a
—2 sin 2 sin 5 =0.

Odtud plyne, zZe

r—a

2

Zta

3 -=kr.

=k=r,

Konedny vysledek miiZzeme zapsat ve tvaru
T=a+2kr, z=—a+ 2kn, (2,6)

ktery nam piedstavuje obecné feSeni rovnice (2,5).
Zapis (2,6) je jednoduchy a snadno se pamatuje.

Pifklad 2.2. Re¥me rovnici
Cos X = E—
=5

Jak plyne z ptedchdzejicich ivah, je obecné Fefeni této
rovnice didno vztahem

x=i%+2kﬂ:.

Rownice
tgx =c (2,7)



m4é FeSeni pro kazdé redlné ¢slo c. Jedno jeji zndmé fe-
Seni oznatme opdt «. P¥ipadna dalii feSeni musi vyho-
vovat rovnici tgx = tga, kterou upravime tak, Ze
pfevedeme tg a na levou stranu a nahradime sinem
a kosinem. Dostivime tak rovnici

tgx—tga =0,
kterou uvedeme na tvar

sin z sin «

Ccos x Cos &

Zde ovSem piredpokladime, Ze cos z cos a 7= 0, nebof
jinak by tg x neexistovala a dand rovnice by neméla
smysl. Ndsobime-li tedy obé& strany rovnice nenulovym
vyrazem cos Z cos a, obdrzime

sinxcosa —coszsina =0
a podle (1,25b)
sin(x —a) =0.

S pfihlédnutim k vysledku (2,1) miiZeme obecné FeSeni
posledni rovnice a tim také obecné feSeni rovnice (2,7)
zapsat souhrnné

*=a+kn. (2,8)
P¥iklad 2.3. VSechny kofeny rovnice tgz = V§ jsou

dény zdpisem x = —g— + k.

POZNAMEA 2.1. Obdobnym zptsobem jako u rovnice
(2,7) bychom dospéli k zivéru, Zze viechna fe¥eni rovnice
cotg ¥ = ¢ maji rovnéz tvar (2,8).
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Pfi hledani obecného fefeni zdkladnich goniometric-
kych rovnic jsme vychazeli z predpokladu, Ze znidme
jedno Fefeni. Jak je vidét z vysledku (2,4), (2,8), (2,8)
a z poznamky 2.1, stadf{ ndm jedno takové Fefenf ke zna-
losti v3ech kofeni goniometrické rovnice. Proto je dobré
hodnoty goniometrickych funkef nékterych thlh znét
zpaméti. Uvadime je v pfehledné tabulce.*).

z 0 % _li _731 % T —g- n| 2=xn
sin z 0 —;—- g g 1 0 —1 0
cos T 1 _V2E V_22—. —%— 0 —1 0 1
tg « 0 TV3— 1| s 0 0
cotg V3 | 1 g 0 0

V obecnych postupech jsme pro ¢ Zidali jen takovéd
omezeni, aby byla zajist&€na existence feSeni. Pozornému
¢tenati vSak jisté neusSlo, Ze v prikladech, které jsme
dosud uvedli, bylo ¢islo ¢ kladné. Jestlize totiz ¢ > 0,
leii vidy jedno FeSeni takové rovnice v prvém kvadrantu
a k jeho urteni nam poslouzi bud pamét, nebo tabulky

*) Prézdné mista v tabulce odpovidaji argumentu, pro
ktery nenf{ pfisluSné goniometrickd funkce definovéna.
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hodnot goniometrickych funkei. Jestlize ¢ < 0, pomize
nam pfechod k zapornému argumentu u funkef sin «,
tg x a cotg ¥ dosdhnout toho, aby hodnotou funkce bylo
¢islo kladné. PoslouZi nam vzorce (1,24a), (1,24b). Refeni
se tedy opira i v tomto p¥ipadé o 1. kvadrant. Uk4dZeme
si ptiklad.

Piiklad 2.4. Rovnici cotg £ = —}/3 nasobime &slem
(—1) a pouZijeme vzorce cotg (—z) = —cotg z. Ziska-

me tak rovnici cotg (—x) = l/3.
Tabulka na str. 47 nam tika, ze funkce kotangens na-

byvé hodnoty /3 pro thel velikosti % . Na zéklad® vy-
sledku (2,8) a pozndmky 2.1 je obecné fefeni dino ve
formé¢ —x = % + kr, neboli x = —% + k=

POZNAMEA 2.2, Prakticky mizZeme tedy zadkladni go-
niometrické rovnice pro sin z, tg x a cotg x s pravou
stranou zdapornou fedit jako odpovidajici rovnici s pra-
vou stranou kladnou s tim, Ze pfed vysledky ptipiSeme
minus.

Pfiklad 2.5. Kofeny rovnice sin z = —73 urtime
tedy néasledovné: V rovnici sin z = 73 ma kofen, ktery
lez{ v 1. kvadrantu, hodnotu % Pozndmka 2.2, nam
dovoluje zapsat kofeny dané rovnice takto:

T 2
x———§+2k1r, x=—?ﬂ:+2k‘rr:.
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Ve shodé s obeenym feSenim (2,4) mizZeme ovSem pii

zndmé hodnoté a = — % pouzit jiného zipisu
4
a:=——;5+2k1r, x=?1c+2k1:.

Oba zdpisy jsou pfirozené ekvivalentni a daji se vza-
jemn& prevést. Ctendf si jist& sém zvoli zpisob, ktery
mu lépe vyhovuje.

Uvedeny postup selze v piipadé goniometrické rovnice
cos x = ¢, kde ¢ < 0. Vénujme ji proto chvili pozornost.
Funkce cosz nabyva zipornych hodnot ve 2. a 3.
kvadrantu (obr. 9). P#i feseni dané rovnice vyuZijeme
opét 1. kvadrant, jen cesta bude trochu jind. JelikoZ
jedno FeSeni, které oznadime opét a, lezi ve 2. kvadrantu,
muzeme je jisté psit ve formé a = n —z2, kdez € (0,

%) . Dale, ponévadz a je pfedpoklidany kofen rovnice,

a

cosZz

Obr. 9. K iefeni rovnice cos z =¢, ¢ < 0.
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musf platit cos (x — z) = ¢. Uprava levé strany podle
pnsluéného vzorce (1,25b) vede k rovnmici cosz = —e.
Tato rovnice ma pravou stranu kladnou, nebof z pied-
pokladu ¢ < 0 plyne, Ze —c > 0. Umime proto urdit z
a tim i hodnotu «, pro kterou plati vztah a = = —z.
Ostatni kofeny rovnice vypoéteme pak na zakladé (2,6).

Piiklad 2.6. Refme rovnici

cCosSx = 1
= 5

Pomocnou hodnotu z ziskdme fefenim rovnice cos z =

= 5 - Stad, urtfme i jeden koten, ktery lei v 1. kva-

drantu. Timto kofenem je ziejmé &fslo Z.. Potom

3
oviem a = m— 13:— = —3— 7 a hledané obecné fedeni je
déno podle (2,6) vztahem
2
x=%'rr+2k1:, a:=—?1r+2k7t.

POZNAMEA 2.3. Kofeny rovnic sinz =0 a cosz = 0
byly uvedeny v (2,1). Stejné koteny jako rovnice sin x =
= 0 m4 také rovnice tg x = 0, nebot zlomek :2:6

nabyvé hodnoty 0 tehdy a jen tehdy, jestliZe sin z = 0.
Totéz plati o rovnicich cos x = 0 a cotgz = 0.

POZNAMKA 2.4. Souvislost mezi goniometrickymi
funkcemi a jednotkovou kruZnicf nim umoZiiuje bez-
petnou kontrolu, zda nalezena feSeni lezi v pFislu$ném
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kvadrantu. Podle (1,8) vime, %e sinz je imagindrni
slozka, cos z pak reidlnd slozka komplexni jednotky
s argumentem z. Je-li ¢ libovolné &fslo z intervalu (—1,
1), existuji vzdy pravé dvé rizné komplexni jednotky
tak, Ze jejich imaginarni slozka ma hodnotu c. Jestlize
¢ >0, lezi piisluiné jednotkové vektory, které jsou
obrazy t&chto jednotek, nad osou #, a kofeny rovnice
sin £ = ¢ musi lezet v 1. a 2, kvadrantu. Jestlize ¢ < 0,
obrazy obou jednotek leii pod osou x, a hledané koteny
se musi nachdzet ve 3. a 4. kvadrantu. Obr. 10 ukazuje

grafické feSeni rovnice sin x = — T

Podobnsé jako se sinem je tomu i s kosinem. Nase zna-
losti o sinu a kosinu ndm také v plné mite stadi, mame-li
rozhodnout, v kterém kvadrantu lezi kofeny rovnic
tgx = c a cotgx = ¢, jak plynez definiénich vztahi (1,11).

£,
P J &
3 a
A
-
. 3
Obr. 10. Grafické feSen{ rovnice sin z = — i
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Uvedeme jesté dva piiklady goniometrickych rovnic,
v nichZ argument bude mit ponékud slozit&j&i formu, nez
tomu bylo dosud.

P¥iklad 2.7. Resme rovnici
tg 20 = —1.
Uizijeme-li substituce y = 2z, dostavame novou rovnici
tgy = —1, kterd ma koteny y = — % + kr. Po na-

vratu k nezndmé z snadno uréime vztah
T ™
T =——F + k 5

kterym je dano obecné Fedeni rovnice dané.

Zakladni goniometrické rovnice s vicenasobnym argu-
mentem nam tedy neéini Zadné potiZe. V praxi nepouzi-
véme zpravidla ani substituce, nybrz vypodet provadi-
me piimo. Obdobny je vypodet kofenii goniometrickych
rovnic, v nichZ argument mé tvar soudtu nebo rozdilu,
jak ukazuje dalsf piiklad.

Pfiklad 2.8. ReSme rovnici

cos(%—%):—ﬁ.

2

Substituef y = T o ji pfevedme na tvar

6
cosy=—VT3.

Podobné jako v pifkladu 2.6 vypoltéme jeden kofen
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pomocné rovnice cos z = 5 Timto kofenem je ziejmé
¢islo % . Ma proto jedno FeSeni rovnice cos y = — L;—
hodnotu a = 7:—% = %n. Potom podle (2,6)
5 . 5
y=F'n: + 2%kr, y ———B—T:—}—2k1:.

Vratime-li se k neznamé z, snadno dostaneme vy-
sledek

m T

:z:=—-—§+k1c, x=§-—|—k1r,

ktery je obecnym fefenim puavodni rovnice.
Shrneme-li dosavadni vysledky, mtzeme Fei:

Je-li a libovolné jedno fefeni rovnice

a) sinz =c,
b) coOsT ==¢C,
c) tgr=c,

d) cotgx=c,

o

potom obecné Fedeni této rovnice mafeme zapsat ve tvaru
a) zt=a+ 2%kr, z=(r—a)+ 2kn,
b) r=a 4 2kx, 2 =—a + 2kn,
c) z=a+ kn,
d) r=a+ kr.

Jak uréime jedno FeSeni goniometrické rovnice v za-
kladnfm tvaru, bylo vyloZeno vyse.
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2.2, Goniometrickd rovmnice tvaru af*(z) + bf(z) +
+ ¢ = 0. Casto se setkdme s rovnicf, kters je kvadra-
tickd vzhledem k nékteré funkei. Tento tvar ma kupf.
rovnice 2 cos?z —cosz — 1 = 0. Obeené miizeme ta-
kovou rovnici zapsat ve tvaru .

af*(@) + bf(x) + ¢ =0,

kde f(z) je nékterd goniometrickd funkce. Rownici
rozieSime nejprve vzhledem k piisludné funkei (v nasem
ptipadé ke cosz). Tim ziskdme zakladnf tvar gonio-
metrické rovnice, ktery jiz umime Fesit. Vypodlet uka-
zeme na piikladé.

Priklad 2.9. Pti feSenf rovnice
2co8z —cosx—1 =0
pouzijeme substituce y = cos x. Ziskdme novou rovni-
ci 2y —y — 1 = 0. Jejimi kofeny jsou &isla 1, —% .

JelikoZ y = cos x, maji obd hledané ‘zékladni gonio-
metrické rovnice tvar

1
cosx =1, cosa:=——2—-.

Kofeny prvni z mch jsou z = 2kx, kofeny druhé podle
piikladu 2.6 .

$=§ﬂ:+2kﬂ, z=—% r + 2kw.

Tim jsme ziskali viechny kofeny ¢&ili obecné fefenf dané
rovnice.
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Pifklad 2.10. Podobné feSime rovnici
tgtx = |/3tg .

Jde o kvadratickou rovnici bez absolutniho &lenu. Re-
Seni je patrné ze zapisu:

tgzx—l/3—tga:=0,
tgx(tgx——]/3_) =0.

Odtud plyne, %e tgz = 0 nebo tg 2 = /3. Obecné Fe-
Senf pivodni rovnice miZeme psat ve tvaru

z = kx, x=§+lm.

2.3. Upravy goniometrickyeh vyrazd. V daldf asti
této kapitoly se vénujeme tpravam goniometrickych
vyrazi. Vime, Ze mezi goniometrickymi funkeemi plati
cel4 fada vztah. Budeme se o n& piirozend opfrat. Cte-.
naf si jisté pravem polozi otazku, k ¢emu je dobré zaby-
vat se lpravou goniometrickych vyrazi. Pro odpovéd
nemusime daleko. Pfi vypodtech, v nichz se vyskytuji
goniometrické funkce, dospéjeme obvykle k vyrazim,
které jsou znaéné sloZité a nepfehledné a vhodnou tpra-
vou je muZeme ¢asto zjednodudit. Piipadny rozbor
jednodussfho vyrazu je vidycky prehledné&jsf a hlavné
bezpedn&jsi. Upravy ndm také umoziiuji prevést sloZi-
t8)8f goniometrické rovnice na zakladni tvar.

Pifklad 2.11. Mdme upravit vyraz
cos? 2« + 1

cos 2a + 1

a stanovit, pro které hodnoty a mé smysl.

— €08 2a
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Jmenovatel zlomku, ktery se v daném vyraze vysky-
tuje, musi byt rozdilny od nuly. Jinak feteno, musime
vyloudit vSechny kofeny rovnice cos 2a = —1. Vypo-
det kofent ponechdme ¢tendfi, zapiSeme pouze vysledek

a = (2k + 1) —g— . Dany vyraz ma proto smysl, jestlize

a # (2k + 1) % . Prvnim krokem p#i Gpravé bude pie-

vod na spoledného jmenovatele. Slouéime-li poté ¢leny
v ¢itateli, miZzeme s pfihlédnutim k vzorei (1,30) psat

cos? 2a 4+ 1 cos 2o —
cos 2a + 1 o
‘cos? 2a + 1 — cos? 2a — cos 2a _
B cos 2a + 1 -
1 — cos 2«
= = tg2a.
1 + cos 2a g

Potfz pii dpravé goniometrickych vyrazi spoliva
jednak v tom, Ze zptsobi, které vedou k cili, je zpravidla
nskolik a nevime predem, ktery z nich je ne]vyhodne]m
dale pak v tom, Ze vztah, které plati mezi gonlometrlc-
kymi funkceml je zna¢né mnozstvi a je proto nutna
jejich bezpeéna znalost.

Pfiklad 2.12. Mame zjednodusit vyraz

tgd x sin z

— tgx.
cos? x “cos® x .

Dany vyraz ma smysl, jestlize cos x # 0, to znameni,

jestlize x +# (2k + 1) —T)i . To viak neni ziadnd nova
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podminka, nebof zjisténym omezenim je uZ vizina
funkece tg x.

Uvédomime-li si, ze

mizZeme psit ve tvaru
083

1
tg ot je potom mozZno z celého vyrazu vytknout
tg . Dostaneme tak vztah

tgix sin z

cosfz  costg | BF T
1 1
= 2 —_— —
. tgx[tg * cos?z cos?z +1
1
o ‘s . _ .
VJellkoz (podle pt. 1.1) plati identita prry 1 4 tg2x

pro x # (2k + 1)% , mizeme pokradovat v upravé

s tou vyhodou, Ze dany vyraz bude vyjadfen jedinou
funkei:
1

2 _ -
tgz[tg ¥ costz  costzx

=tgx[tg?x(l + tg2zx) — (1 4+ tg2x) + 1] =

+1 =

=tgzftg?r + tglex —1 —tgiax + 1] = tgbx.

Postup, kterym jsme vyraz zjednodusili, neni vSak
typicky. Cast&ji totiz postupujeme tak, Ze vyraz, v ndm%
se kromé funkeci sin z a cos z vyskytuje také funkce tg x
nebo cotg x (pfipadné obé), vyjadiime pomoeci sin z
a cos z. To je vidycky mozZné, nékdy viak zdlouhavé.
Zkuste timto zpisobem upravit vyraz z pf. 2.12.

Pro soudet sin £ + sin y a cos x + cos y jsme odvodili
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vzorce (1,34a), (1,34b). Vyrazy tvaru sin 2 4 cos y nebo
cos z -+ sin y pfevddime, pokud je to tdéelné, na vzorce
(1,34a), (1,34b) pomoci vztaht (1,27). Vyznamny je
pfipad, kdy y = =. -

Piiklad 2.13. Vyjddfete pomoci jediné goniometrické
funkce vyraz sin 4 cos z. Jelikoz podle (1,27) plati

identita cos x = sin [% — a:] pro kazdé x, miZzeme vyraz
sin ¥ + cos x upravit takto:

sinx 4+ cosx = sin x —|—sin[%—x]=

. T T — ki3
=2Bmzcos( —T]=V2 cog(x—T].

Chceme-li mit ve vysledku funkei sinus, pouZijeme pii
, . 0 I .
lpravé vzorce sin x = cos [? — ] . Analogickym zpt-
sobem pak snadno zjistime, Ze
. — . ]
sinz + cosx = stm(:c + T]'

Poznamenejme jesté, Ze uzitim vzorca (1,34a), (1,34b)
miizeme upravit také vyrazy 1 fsinz, 1 4 cosz
a to tak, Ze pouzijeme vztahi 1 = sin Tz 1=cos0.

Pifklad 2.14. Upravme zminénym zpisobem rozdil
1 — cos z. Zfejmé miZeme psat

l1—cosxz=co80—cosx =

P x . x
= — —_ —_— = 3
2511123111[ 2] 2 sin 9"



Stejny vysledek dostaneme bezprostfednd ze vzorce
(1,29b).

Pifklad 2.15. Podobné

1+sina:=sin%+sin:c=

. T X ™ xr
= 2 8in (T+?]COS [I—?] =

—omnz ™ L %) (™ _
25m[4+2) 2008[4

vo| 8

Pii ipravé jsme pouzili identity
(X T oz
Sln[Z -+ —2—] = COS[Z—?] .
Nekdy jsme naopak nuceni pfevést na soudet soudiny
tvaru sih « sin B, sin « cos f, cos « cos §. To ndm umozni
vzorce (1,25a) a (1,25b).
Pfiklad 2.16. Plati vztahy:

gin « sin f =—;—[cos(a—ﬂ)—cos (@ + B)],
sin a cos =%[sin(a+ﬂ) + sin (a — B)],
cos a cos f =—;—[cos (x + ﬂj 4 cos (a — B)] .

Ovéfeni téchto identit je snadné. Ponechime je dtenafi.

Pokud vyraz obsahuje vedle funkef s jednoduchym
argumentem také funkce s argumentem vicenasobnym
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nebo lomenym, upravime jej zpravidla nejdfive tak, aby
obsahoval jen funkce téhoz argumentu.

Priklad 2.17. Upravme vyraz

(1_ cos _2sin2x]cos2x—l
1 + cosx 2 2cos2zx

Vy#etfit existenéni podminky je snadné. Aby mél uve-
deny vyraz smysl, musi platit, Ze

w2k + 1) m @ % (2 + 1) -

Funkce sin? % a cos 2z vyjadiime nejprve jako funkce
jednoduchého argumentu. Stadi si uvédomit, Ze plati

_ 2 ] __sin?Y —gin?2 —
1 —2sin 5 1 —sin 3 sin? 3

x . . T
=cos2? —st?:cosx.

Pouzili jsme ptislusny vzorec (1,28a). Tentyz vzorec
nam poslouZi také pii dpravé ditatele zZlomku, ktery stoji
za zavorkou.

cos2xr — 1 = cos2x —sin?2zx — 1 =
= —(1 —cos?x) —sin?x = —2sin’x.

Po dosazeni do vyrazu mame

cos ¥ ] —sin? x

cos T —
( 1 {-cosxz) cosix

Jelikoz se v celém vyrazu vyskytuje téméf vyhradné
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funkce cos z, vyjadiime sin x pomoci cos z a rozloZime.
Dalsf ekvivalentni ipravy jsou zfejmé:

[cosa:— cos x ]——(l—i—cosx)(l—cosa:) _
1 4 cosz cos? x
cosx 4 cos®x —cosx (1 + cosz) (1 — cosx)
o 1 4 cosx cos? =
=1—cosx.

Jiny tvar vysledku uddva pfiklad 2.14.
Piiklad 2.18. Upravme vyraz

—cos? x sinx + 2
13 x

inz—cos?zr—1 2cosz|l T %
sin x — cos2 x 005(4 2]

Jmenovatele prvého zlomku miiZzeme uvést na kvadra-
ticky trojélen sin?zx + sin z — 2, ktery je rozlozitelny
T oz
4 2
muzeme pak nahradit ekvivalentnim vyrazem 1 + sin z
podle pi. 2.15. Odtud dostavame hledané existenéni
podminky

ng souéin (sin £ — 1) (sin z + 2). Vyraz 20082(

sinx;élzxyé%—k%ﬂ:,

siny #—1=2 #—%—I—%w,

sinx # —2 (splnéno pro vSechna xz).
Podminky muZeme zapsat jednoduSe ve tvaru z #

# (2k + 1) : . Uprava sama je pomérné jednoduchs:
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—cos? z sinx + 2

. T oz
—costz—1 Z2cos2|_2
sin & — cos? 003[4 2]

—cos? x sinzx 4 2
- (sinx + 2) (sinx — 1) “sinz +1
—cos? x cos? x _
T snfz—1  1—sinfz

V dal§i &asti knizZky na mnoha mistech s vyhodou
pouZijeme mozZnosti vhodn& upravit goniometricky
vyraz. Tyto dpravy jsou viak b&Zné nejenom v gonio-
metrii, ale i v jinych partiich matematiky a v nékterych
jejich aplikacich. MiZeme se s nimi setkat v integral-
nfm poétu, v klasické mechanice, v geodézii atd.

2.4. Dal¥{ goniometrické rovnice. V odstavci 2.3 jsme
si ukédzali nékteré zpisoby, jak postupovat pfi tipravé
goniometrickych vyrazi. Presvédéili jsme se, Ze 1 vy-
razy znadéné sloZité vedou éasto k jednoduchému vysled-
ku, ktery je udén jedinou funkei. Takovych dprav ui-
jeme s vyhodou pfi fedeni goniometrickych rovnie.

Nez tak uéinime, zavedeme si tuto uziteénou dmluvu:

Méjme ddny dvé goniometrické rovnice I, I1. JestliZe
kaZdé Fefeni rovnice I je zdrovesi fesenim rovnice II
a obrdcené kaZdé fedeni rovnice II je Fefenim rovnmice I,
potom Fikdme, Ze rovnice I a II jsou dvé navzdjem ekvi-
valentnt rovnice.

K na¥f imluvé jesté poznamenejme, Ze tpravu, kterd

pievadi danou rovnici v ekvivalentni rovnici, nazyvime
ekvivalentnt sipravou. V odstavci 2.4, ktery pravé pro-

62



birame, budeme Yesit goniometrické rovnice tak, Ze je
budeme pievidét na ekvivalentni rovnice v zikladnim
tvaru. Pijde zvladteé o tyto dva piipady, kterych si
viimneme bliZe:

a) Obsahuje-li goniometrickd rovnice n&kolik funkei
nezndmého argumentu, vyjidiime vSechny funkce
funkef jedinou — v krajnim piipadé podle vzorei (1,31),

(1,32), (1,33) pomoci funkece tg % .

b) Obsahuje-li goniometrickda rovnice kromd funkei
neznamého argumentu také funkce jeho nisobkii nebo
dila, upravime rovnici tak, aby obsahovala vyhradné
funkce téhoz argumentu.

Priklad 2.19. ReSme rovnici

(1 Cco8S T . 2&:]00522:—1:0.
2co82

_ 2
1 +coszx s 2

Upravme levou stranu této rovnice podle piikladu 2.17.
Dostaneme tak novou rovnici

l—cosz =0,

jejiz obecné feleni je moZné zapsat ve tvaru z = 2kr.
Ob8 zkoumané rovnice jsou zfejm& navzajem ekviva-
lentni, pokud vyloudime ta 2, pro néz nékterd z obou
rovnic nema smyslu. Jde zfejmé& o x, jeZz jsou urdena
vztahy =z # (2k + 1)% a z # (2k 4+ 1) n. JelikoZ zmi-
néné obecné fedeni x = 2krn druhé z obou rovnic neni ve
sporu s existenénimi podminkami, které jsme uvedli,
jo £ = 2k= zaroven obecnym feSenim puvodni rovnice.
Tim je priklad vyfeSen.
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P¥iklad 2.20. ReSme rovnici

sin? 2x — 4 sin‘ x
cos 2x

=1.

Ztejm& musime piedpoklidat, Ze cos 2z # 0, ¢&ili
x # 2k + 1) % Upravime nejprve levou stranu rov-

nice. Plati zde, Ze

sin? 2x — 4 sint x 4 8in2 r cos? x — 4 sin 4z

cos 2z - cos? r — sin? x B

_ 4sin®x (cos? x — sin® z)

> — =4sgin%z.
cos? x — sin® x

Pouzijeme-li pfedchazejiciho vypodétu k tdpravé dané
rovnice, dostaneme za pfedpokladu, ze x # (2k + 1) %
ekvivalentni rovnici

4sin?z =1,

Neni obtiZné se presvédiit, Ze
x = :}:%—}—2]01:, z = i%n+2kn

je obecnym fefenim jak posledni rovnice, tak rovnice
pivodné dané.

Né&kdy se podaif uvést rovnici na tvar soudinu; druhd
strana je pfi tom rovna nule. Tohoto postupu jsme
vlastné uZili pfi obecném fefeni zdkladnich goniometric-
kych rovnic. Casto se zde uplatni vzorce (1,34a),(1,34b).
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Piiklad 2.21. Uzijeme-li vzorce (1,34a) v rovnici
gin z + sin 3z = sin 2z 4+ sin 4z,
dostaneme
2gin 2x cos x = 28in 3z cos z .

Délime rovnici dvéma, pfevedeme oba vyrazy na jednu
stranu a vytkneme cos z. Rovnice pak mé tvar

cos z (sin 22 — 8in 3z) = 0.

UZijeme-li na vyraz v zivorce opét vzorce (1,34a),
dostaneme

5z T
2cosxcosTsm(—§J =0,

kterd je zfejmé& ekvivalentni s puvodni danou rovnici.

Rovwnice bude splnéna, bude-li roven nule kterykoliv
¢initel soud¢inu. Hledané obecné feSeni mhZeme proto
zapsat ve tvaru

x=(2k+l)%, x=(2k—}—l)%, z = 2.

Pfiklad 2.22. V rovnici

. X x .
2sm?—cos—2— =1—sinz
vyjadiime nejprve sin z podle vzorce (1,28a) pro dvoj-
ndsobny thel. Dalsi dpravae je zfejma. MuZeme zfejmé
psét, Ze
x

. T . X d
23111—2—-- cos?— l—2sm?.cos 5
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. X x x
2sm?[1 -|—COS?]—[1 -+ cos ?]

. X z
(2sm—2——1] [cos?—l— 1]:0.

Dostali jsme tak dv& zdkladni goniometrické rovmi-
ce, z nichZ snadno uréime viechny kofeny dané rovnice.
Plati totiz, ze

0,

]
a:=?+4k1r,
m=—g—n+4kﬂ,

z=(2k +1)2r.

2.6. Goniometricka rovnice tvaru asinx + becosz = c.

Rovnice tvaru
asinz + beosz =c, (2,9)

kde a, b, ¢ jsou redlna &isla, si zaslouZ{ zvlastni pozor-
nosti. Pfedpokladejme, Ze soudin a.b.c # 0, to znamena
a#0,b+#£0,¢+#0.
POZNAMEA 2.5. a) Piipad @ = 0, b # 0 vede na rovnici
becosxz =c.
b) Piipad a + 0, b = 0 vede na rovnici
asinz =¢.

¢) Konedn$ piipad @ # 0, b % 0, ¢ = 0 vede na tvar
asinz + becosx = 0. Této rovnici nevyhovuje mno-
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Zina d&isel x = km, pro které je sin x roven nule. Dosaze-
nfm se o tom muzZeme snadno piesvédéit. MaZeme proto
délit rovnici nenulovou funkef sin z a uvést ji tak na tvar
beotgxz + a = 0.

Ve vSech t&chto pfipadech jsme dosli ke znamym go-
niometrickym rovnicim v zikladnim tvaru. Jejich feSenf
zndme.

Vratme se k naSemu piipadu, kdy je u rovnice (2,9)
splnéna podminka a.b.c # 0. UkdZeme si nejdulezi-
t8j51 zplsoby jejiho feSeni.

1. zpGsoB. RESENI ZAVEDENIM POMOCNEHO UHLU.

MizZeme klidné predpoklidat, Ze ¢ > 0. (V opa¢ném
piipadé lze toho snadno dosahnout vynasobenim obou -
stran rovnice &islem —1.) Délme rovnici &islem a.
Dostdvime tak

. b c
sinx + v COS Y = -

Jelikoz funkce tangens nabyva kazdé hodnoty z inter-
valu (—oo, oo), existuje vidy &islo ¢ 5 (2k + 1) %
tak, Ze plati

% =tgp. (2,10)
Substituce (2,10) vede k rovnici sinx + tg p cos z =
= —Z—, kterou upravime na zikladé definiéniho vztahu

(1,11). Po nasobeni éfslem cos ¢ dostaneme

. . c
sin z ¢os ¢ - €08 Z 8In ¢ =Fcosqp
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a koneéng podle piislusného vzorce (1,25a)

in (x + ¢) = —cos:p (2,11)

Cislo ¢ uréfme z rovnice (2,10). Omezime-li se p¥itom
na tu hodnotu ¢, ktera lez{ v intervalu [— % , %] , COZ

je vidy mozné, potom cos ¢ > 0. Hodnotu cos ¢ miZe-
me pak urdit z tabulek nebo frefenim soustavy rovnic
tgo = —ba— , 8in2 @ + cos? ¢ = 1. Snadny vypodet vede
k vysledku

a?
a? + b °
Podle predpokladu a > 0, muZeme proto ¢asteéné

odmocnit. Po dosazeni tohoto vysledku do rovnice
(2,11) a kracenf éislem a dostaneme rovnici

cos g =

sin (z + @) = Vaz b2 , (2,12)

ze které jiz snadno vypoéteme z +- ¢ a tedy i viechna z,
ktera jsou obecnym feSeni rovnice (2,12).

Ekvivalence rovnic (2,9) a (2,12) je zfejma. Dostdva-
me tak soudasné i obecné fefeni puvodni rovnice
asinz + bcosx = c. Poznamenejme jesté, Ze podle
véty (1,2) s pfihlédnutim ke tvaru (2,12) m4 tato rovnice
feSeni tehdy a jen tehdy, jestlize plati

¢ <a? 4 b2,
Pfiklad 2.23. Uvedenym zplusobem vyfeS§ime rovnici
cosz — |/3sinz = —|/2.

68



Nasobme obé strany rovnice &islem —1, aby koefi-
cient u sin z byl kladny. Upravenou rovnici napisme ve
tvaru

V&Tsinx—cosx =Jz.

1
Podle (2,10) tg ¢ = — 77 blie = -% .
Dale podle (2,12)
. T V§
SIH[ —_ F] = T .
Koneéng podle (2,4) uréime viechny kofeny:

5 11
x=ﬁn+2kn, x=ﬁ-rc—|—2k‘1c.

2. zrsoB. RESENI PoMoci POLOVIONICH UHLY.
Na zdkladé vzorea (1,28a) nahradime rovnici (2,9)
ekvivalentni rovnici

in> cos 2 X p gt % _
2a sin 5 08 5 + b cos ) b sin g =¢- (2,13)

Dal&f krok spoéiva v tom, Ze délime rovnici (2,13) &ini-
telem cos? % . K tomu je nutny piedpoklad, Ze cos _;i #
# 0, coz miZeme vyjadiit ekvivalentnim pozadavkem,
Ze x # (2k + 1) n. Zde si musime uvédomit, Ze kofeny x
teprve hledame a formalni vysloveni pozadavku vibec
nezarutuje, 7e rovnice (2,9) pozadovanou vlastnost
opravdu spliiuje. Ma-li v8ak rovnice (2,9) kofeny ve
tvaruz = (2k + 1) =, jsou koeficienty této rovnice vaza-
ny nutnd podminkou b = —c. Ctenaf se o tom presvadéf
snadno piimym dosazenim kofenti do rovnice (2,9).
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V tomto piipad® by déleni rovnice (2,13) é&initelem
cos? % nevedlo k ekvivalentni rovnici a nelze této tpra-

vy pouiit.
Pokud b # —c, hledané feSeni z # (2k + 1) w, to

r 4 x . . wve ’ .
znamend cos —- # 0 a ekvivalence rovnic pfi vipravé je

zarudena. Délime proto rovnici (2,13) ¢islem cos? —;— ana

pravé strané uZijeme zndmé identity podle pf. 1.1.
Dostaneme tak kvadratickou rovnici pro neznimou

x
(b +c)tg2%—2atg% +(c—b) =0, (2,14)

kterou umime Fesit.
Jestlize b = —c, délime rovnici (2,13) C¢initelem

sin’% , ktery je z hlediska kofenid rovnice (2,9) rizny

od nuly (nebof rovnice sin —;— = 0 dévé kofeny xz = 2k~

a jejich dosazenf do rovnice (2,9) vaZe koeficienty nutné
podminkou b = ¢, tedy nikoliv b = —c). Misto (2,14)
dostaneme tak rovnici

(c—b)cotg’%——.?acotg%—}- b+c)=0,

jejiz feleni je rovnéz snadné.

Podminka FeSitelnosti ¢2 < a* + b2 nezavisf pfirozend
na zpusobu, jakym rovnici (2,9) feSime a plyne v tomto
piipadé z poZzadavku, aby diskriminant rovnice (2,14)
byl nezdporné ¢&islo.
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3. zrUsoB. RESENT POMOGE SOUSTAVY ROVNIC,

JelikoZ pro kazdé x plati sin?x + cos?z = 1, zave-
deme-li substituci sin = %, cos * — v, muZeme rovnici
(2,9) Fesit pomoci soustavy rovnic

au +bv =c,

w?+v=1. )

JestliZe a® 4 b2 > ¢?, mé soustava (2,15) za Feleni dvé
dvojice &isel u, v, jestlize a? 4 b% = c?, existuje jedina
takova dvojice. Pro a? + b2 < ¢? soustava nema reilné

kofeny.
Kazda dvojice &isel

v =cosx, u =ginz, (2,16)

(2,15)

ktera je felenim soustavy (2,15), tvoif slozky téZze kom-
plexni jednotky. Je jimi proto jednozna¢né urden kvad-
rant, v némz lezi kofeny (2,9). K jejich uréeni ndm po-
tom stadf Fedit jedinou z rovnic (2,16).

Priklad 2.24. Refienf 2. i 3. zplisobem si ukiZeme na
rovnici
3sinz +cosx =3.
a) Zavedenim polovi¢nich Ghla dostaneme

in % cos = 2 %2 _ gina ¥ _
68]1120082 + cos 3 sin 5 =3

Jeliko% b # — ¢, délime obé& strany rovnice cos? %a uspo-

faddme. Dostédvame tak

2tg2%—3tg%+1 =0.
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. Kofeny rovnic

N)l o

Kofeny této rovnice jsou é&fsla 1,
z z
tg 5 = 1 a tg 5 = 0,5

jsou zaroven kofeny dané rovnice. Jsou to &fsla

b4 53,13 =«
_?+2kﬂ, T =—g5 + 2k .
b) Podle (2,15) fesime soustavu
3u4+v =3,

ut + v =
kde v = sin z, v = cos z.

-Dosadime-li z prvni rovnice do druhé v = 3 — 3u,
dostaneme kvadratickou rovnici 5u2 — 9% + 4 = 0s ko-
feny 1; 0,8. Reienim soustavy jsou dv& dvojice &isel

sinx = 1l,cosz =0 a sinz = 0,8, cosz = 0,6.
Prvé dvojice uréuje jednotku s argumentem x = —121 +
+ 2kw. Mezi kofeny rovnice sin x = 0,8 (nebo cos x =
= 0,6) jsou FeSenim dané rovnice pouze ty velikosti

hla, které leii v 1. kvadrantu, nebof jednotka r =
= 0,6 + 10,8 je z 1. kvadrantu.

2.6. Soustavy goniometrickych rovnic. Poznamenejme
hned v tvodu tohoto odstavce, Ze neexistuje néjaky
uceleny systém, ktery by vyéerpava]icim zpiisobem po-
daval prehled o feSeni soustav goniometrickych rovnic,
jak tomu bylo kupt. v pfipadé zakladnich goniometric-
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kych rovnic. V praxi vak obvykle vysta¢ime s tim, co
bude uvedeno. V celém odstavei 2.6 budou w, ¢, d redlna
¢&isla.

a) Je-li soustava dana ve tvaru

fe ty)=c, gzty)=4d,

kde f a g jsou libovolné goniometrické funkce, fesfme
kazdou rovnici vzhledem k argumentu 2 + y.

Ziskime tak novou soustavu pro neznamé z, y.
Upustime v tomto piipadé od podrobné diskuse & ra-
déji si ukaZeme piiklad.

Piiklad 2.25. Re¥me soustavu rovnic

. 3
sin (z + y) = VT
cos (r —y) = %

Z prvni rovnice plyne

2

x+y=%+2k1n:, z+y=?n+2k1-n:,
z druhé

x—y =%+ 2k, x—y =—%+ 2k, .
RozliSeni index@ u é&isel %,, k, jsme .pouzili proto, Ze
v obou rovnicich nemusi jit o tentyz nasobek. Je za-
potfebf, abychom uvazili kazdou moznost rovnice prvé
s kazdou moZnosti rovnice druhé. Mame tak celkem

4 soustavy rovnic:
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l.x+y=%+2k1n, 2.a:+y=—;1+2k1-n:,
T—y=T +2%m;  w—y=— + 2y

2
3.z+y=?n+2k111:, 4.x+y=%n+2k1-n:,

z—y=%+2k2n; x——y=——g—+2kzﬂ-

Polozime-li &, + &k, =1,, k,— k; = 1;, dostaneme po-
stupné z ]ednothvych soustav tato FeSeni:

Lz = +h, 2.2 =,
y=1lhr; =§+ZJ»
3.x=%—+l11t, 4.z=%+ll-rc,
y=—z—+lzﬂ; y=% + b

Jelikoz I, + 1, = 2k,, I, — I, = 2k,, vidime, Ze &isla
l,, I, nemuzeme volit zcela libovolng, nybrz tak, aby
byla obé soudasnd sudd nebo lich4. Za zminku jesté
stojf, Ze kofeny dané soustavy tvoii dvé dvojice sy-
metrickych feSeni.
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b) Dulezité jsou soustavy typu

f(x)
x =w, ——~—=d, (d+#0), 2,16
ty =, 25 (#).()
kde f(z) a g(y) jsou goniometrické funkce sinus nebo ko-
sinus. Moznost d = 0 jsme vylou¢ili, nebot reSeni sou-
stavy je v tomto piipadé evidentni.
Piedpoklddejme, Ze soustava (2,16) ma napi. tvar
sin
:c+y—w, m—d, (dEﬁO). (2,17)
Potom za pfedpokladu y # k= (aby druhéd rovnice méla
smysl) miZeme pii feSeni postupovat tak, Ze dosadime
za ¢ z prvé rovnice do druhé. Dostaneme tak rovmici
sn(w—y) _,
sin y )
Citatele zlomku na levé strand rozepi§me podle vzorce
(1,25b). Snadno zjistime, Ze posledni rovnici miZeme
zapsat ve tvaru )

sinwcotgy =d + cosw, (2,18)
&ili, jestlize sin w +# O,
d 4+ cos w
cotg Yy = W‘ . (2,19)

Jsou-li kofeny rovmice (2,19) tvaru y = « + km,
snadno z prvni rovnice soustavy (2,17) uréime, Ze
z=(w—a)—kr.

Na& postup selze jediné v piipad8, Ze sin @ = 0. Bez
obtfzi viak dospsjeme aZ k rovnici (2,18). Cisla sin w,
cos w jsou slozky téie komplexnf jednotky. Podminka
sin @ = 0 znamend, Ze w = 2kw nebo w = (2k +1) = .
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V prvém piipadé cos w =1, v druhém cos w = —1..
Pro o = 2kn pfejde proto rovnice (2,18) na tvar
0=d + 1, prow = (2k + 1) * na tvar 0 = d — 1. Odtud
plynou zivéry:

Jestlize w = 2kw a d = —1, mé soustava (2,17) ne-
konedné mnoho fe¥¢ni tvaru z 4 y = 2km; jestlize
w=(2k+1)n a d =1, mid soustava (2,17) rovnéz
nekoneéné mnoho feSeni a to tvarux + y = (2k + 1) .
To znamena, Ze jednu nezndmou muzZeme volit libovolns,
druhé je urdena piislusnou rovnici. Omezeni volby je
dédno podminkou y # k=.

Jestlize naopak o =2kw a d #—1 nebo w =
= (2k 4+ 1) ®ad # 1, nem4 soustava feSeni.

Podminky si oviem nemusime pamatovat. Dutlezity
je postup FeSeni. O podtu a tvaru feSeni rozhodneme
v kaidém jednotlivém piipad® na zidklad® rovnice
(2,18).

Piiklad 2.26. ReSme soustavu rovnic
11 sin z >
zty=—m g3
Pouzijeme-li prvni rovnici k ipravé druhé rovnice, snad-
no zjistime, Ze musi platit

cotgy = V§.

Odtud plyne, e y = = 4 kn, = o = — kn (k jo

libovolné celé &islo) je obecné feSeni dané soustavy rovnic.

Jiny zpusob FeSeni soustavy (2,17) spodiva v tom, Ze
druhou rovnici upravime na tvar
sin z —sin ¥ d—1

sinz 4 siny “d+1’

@ #1).
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Na zikladé vzorci (1,34a) miZeme provést daldi jeji
upravu
z+y tg:z:—y _d—1

cotg —5 2 ~dy1-

Dosadime-li sem vztah z 4+ y = w, pak za pisludnych
existenénich piedpokladi tvofi rovnice
r—y d—1 )
5 —ar1®%
spolu s rovnici ¢ + y = w soustavu ekvivalentni*) se
soustavou (2,17). Podrobny rozbor ponechame ¢tendfi.

c) Jestlize symboly f(x) a g(y) znamenaji goniometric-
ké funkce sinus nebo kosinus, potom soustavy typu

sty =w, @9y =d (2,20)

fedime obvykle na zikladé identit z piikladu 2.16.
UkdaZeme si jeden ze &yt moZnych piipada. V ostat-
nich by byl postup obdobny.
Je-li ddna soustava

r+y=w, sinzsiny =d, (2,21)
uzijeme identity
. . 1
sin z sin ¥ =--2—[cos (x—y)—cos(z + ¥)],

kterou upravime pomoci vztahu z 4+ y = w. Druhd
rovnice soustavy (2,21) piejde tak na tvar

%[cos(x—y)—cosw] =d,

*) Pojem ekvivalence dvou soustav je mo¥no zavést zcela
analogicky jako pojem ekvivalence dvou rovnic na str. 62.
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Sili
cos(z—y)=2d + cosw.

Rovnice (2,22) spolu s rovnici z + y = o tvofi soustavu,
kterd je ekvivalentni se soustavou (2,21). Aby rovnice
(2,22) méla feSeni, musi platit nerovnost
—1=<2d +cosw 51,
neboli
1 +cosw l1——cosw
Sl it < -7
2 ¢ = 2 ’

kterou podle vzoreu (1,29b) muZeme psit prehlednéji

A

— cost 2 ing &
cos 2§d§sm 3

Piiklad 2.27. Je-li ddna soustava

NII—'

x+y=%ﬂ:, sinxsiny =
upravime ji na ekvivalentni soustavu

2 2
x+y=? T, cos(x—y):l-}—cos?n.

0Odtud dostaneme rovnice
x+y=%n, r—y = :[:%+2krc

a z nich pak nasledujici dvé dvojice vzajemné symetric-
kych FeSeni:

T T .
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T ™

d) Déle uvedeme soustavu

tgx
tgy

Aby druhé rovnice méla smysl, musime piedpokléddat
x # (2 + 1) % y # k5. Pomoci definitnich vztaht
(1,11) dostaneme z druhé rovnice soustavy (2,23)

s+y=w, d, @#£0). (223)

sinzcosy =dsinycosz.

Vyrazy sin « cos y a sin y cos z nahradime podle identit
z pt. 2.16. Dostaneme tak

5 [sin (@ + ) + sin (z — 3)] =
=%d[sin (@ + y) —sin (z — )] .

Posledni rovnici ndsobime dvéma, dosadime z + y =
= w a upravime. Upravend rovnice mé tvar

d+1)sin(x—y) =(d—1)sinw. (2,24)

Jestlize d # —1, ziskdme zdkladni goniometrickou
rovnici

1 sin @, (2,25)

sin (@ —9) = g1

kterd s rovnici * + y = o tvoii opét soustavu, kterd je
ekvivalentni se soustavou (2,23). Z rovnice (2,24) je
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vidét, Ze pro d = —1, o = kn ma soustava nekoneéné
mnoho fteSeni tvaru z + y = kn; jestliZe d = —1,
o #* km, nema soustava feSeni.

Vzhledem k existendnim podminkdm nem4 soustava
feSeni také v pfipadé, Ze w = kr, d = —1.

Kdyby druha rovnice soustavy (2,23) méla misto
podilu tvar soudinu tg z tg y = d, feSeni by bylo zcela
obdobné. Dile je zfejmé, Ze prva rovnice soustavy miZe
mit tvar rozdilu.

Pfiklad 2.28. Uvedenym zpisobem vyifeiime soustavu

Jelikoz d # —1, pievedeme danou soustavu na ekvi-
valentnf, v niZ misto rovnice druhé napiSeme rovnici
tvaru (2,25):

x+y=—%, gin (x —y) =—1.

Z ekvivalentni soustavy

T T
27+?/=—73“, x—y——?+2kn
plynou koteny:

T T
x=—?+k-r:, y=F—lcn.



o) Na zavér si ukdZeme FeSeni soustavy goniometric-
kych rovnic typu

sinz 4+siny =a,

Tty =w.

Tato tloha se vyskytuje v praxi pfi méfeni v terénu
a ma svou typickou metodu feseni.

Prislusny vzorec (1,34a) pro sim -+ sin y ndm umoz-
fNuje uvést prvou rovnici soustavy (2,26) na ekvivalentn{
rovnici

(2,26)

x4y T—Yy _
g 08— =a. (2,27)

Dalsi nas rozbor rozdélime na dvé &isti.

2 sin

1. M4-li soustava (2,26) tvar
ginz +s8iny =a,
z+Yy =w,

potom piejde po dosazeni 2 + y = w & snadné tipravd
rovnice (2,27) v zdkladnf goniometrickou rovnici

(2,28a)

T—y a
2 b’

kde b = 2. sin—g— . Pti poslednim kroku musfme oviem

cos

(2,28)

pledpoklidat, Ze sin 32)— # 0, to znamend, ze w #* 2kw.

Rovwnice (2,28) mé vidy fefeni, pokud |7a| = 1. Obecné
feeni vyjddiime zdpisem

r—Yy

3 =4 a+ 2k=x.
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Pro neznamé x, ¥ dostaneme tak soustavu rovnic

x4ty

w
9

[\

(2,29)
x JE—
2

<
Lo

kn + a,

jejiz fedeni je kasdému dtendki jisté zfejmé. Z ekviva-
lence rovnic plyne, Ze kazdé feSeni soustavy (2,29) je
také Fefenim soustavy (2,26a).

Jestlize w = 2kx a zdroveri a = 0, je soustava
(2,26a) splnéna pro kazdou dvojici x, y, kterd vyhovuje
rovnici z -+ ¥y = w. Jestlize w = 2k, a zaroven a # 0,
nems soustava (2,26a) fefeni. Oba posledni zavéry ply-
nou z rovnice (2,27).

2. Ma-li soustava (2,26) tvar

sinz +siny =a,

ey —a (2,26b)

dostaneme zcela obdobnym postupem z rovnice (2,27)
zékladni goniometrickou rovnici

. :v-}-y__i
sin —5—= = —, (2,30)

w

2
predpokladat, %e w # (2k + 1)%. Podminka, Feditel-

kde ¢ = 2 cos % . JelikoZ d&lime &fslem cos -, musime

nosti rovnice (2,30) je dana pozadavkem [%l =L
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Obecné FeSeni rovnice (2,30) muZeme psit ve tvaru

a:flfy

5 = (—1)ax + kn

(srovnej cv. 2.18). Pro nezndmé z, y dostaneme pak
soustavu

(2,31)

kterou snadno vyiesime. Také ekvivalence soustav
(2,26b) a (2,31) je ziejma.

Vratme se jesté k piipadu, kdy o =2k + 1) =
Z rovnice (2,27) vyplyvaji dvé mozZnosti. JestliZze zdroven
a = 0, ma soustava (2,26b) za FeSeni kaZdou dvojici
¥isel z, y, kterd jsou vdzdna vztahem x —y = (2k + 1) =.
Jestlize a 7 0, nema soustava (2,26) feseni.

Piiklad 2.29. Pro ilustraci vyfesime soustavu
sinz + siny = % )
2
T +y= 3™

Prvou rovnici soustavy uvedeme na tvar (2,27) a do-

sadime do nf ¢ + y = 2

. . r—y 3
2 sin E_ cos 3 =5




Tuto rovnici miZeme pomoci vztahu
w3
il R

zapsat ve tvaru

Odtud plyne, Ze

Ze soustavy pak
rry_*®
2 3’

—g =t g t+2%m,

ktera je ekvivalentni dané soustavé, plyne, Ze

m=12=—+2k11:,

y=%—2k'n:,
respektive

w=%+2k'r:,

y=l2t——2k'n:.

.

Poznamenejme jesté, Ze % sice znamend ve vysledeich

84 -



libovolné celé &islo, oviem zésadné stejné pro oba kote-
ny. Jestlize kup¥. poloZime ve vztahu pro = za k ¢&islo 2,

jsme nuceni ve vysledku pro odpovidajici kofen y uzit
téhoz k = 2.

2.1.

2.2,

2.3,

2.4,

2.5.

Cvileni

Doka¥te, Ze pro pHpustné = plati identita

1
?(tg’z + cotg?xz + 2)s8in 2z = tgz 4 cotg .

Upravte:

“gin®*z + sin 3z + 3 sinz cos z

cos?z —cos 3z + 3cosizeinz

Pro kters z, y plati

sinz +8iny =sin (z —y) ?
Névod: Levou stranu upravte podle vzorce (1,34a),
pravou podle pfisludného vzorce (1,28a).

Rebte rovnici (tg? z — 1) cos z = tg z.

ReBte rovnici

(t(gz—1)(l 4 sinzxcosz) = tgxsinz —1.



2.6. Reste rovnici

1 +8inz —cosa . V§

1 + sinx + cosx 3
2.7. Redte rovnici
Jtgz —tg’x —
1—3tg?a V3 )

Névod: DokaZte nejprve, Ze pro pfipustné x plati

3tgax —tg?x
1—3tg?z

2.8. Relte bez pouZiti tabulek:

=tg3w.

tgx 4 cotgx = —2V2_.

2.9. Redte rovnici

1 — cos 42 -+ sin 2z sin 42 = 2 sin® 2z .

2.10, Reste rovnice:
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a) 8in 2z = sin 3r —sinx ,
b) sinxz + tgx =1 + cosx,

1—1t
c) —— 8% = cos 2z,
1 +tge

d)1—cosz = tg%,



1
e)ycosx +tgx + 1 =cos*%—?sinaz,

sin 3x — sin - cos 3z -+ cosx

cos 3z —cos x sin 3z + sin !

g) 8in £ — cos £ = s8in 2x — co8 2z,

2costzx

cos? 2z — 1
h) 3] ————— —cos 2¢ — 3 | cotg?x = tg2x — 3,

.. co8x +sinz
L 4 l)—-= 3’
cos z —sin z b

i) cosz +sinx cosz —sin & 9
] cos x —sin @ cosz 4 sinz ’
k) sin 32 — sin x + cos 3z 4 cosx 0

co8 3z —cos x sin 32 + sin z ’

‘1) cos?x + cos®2x—cos?3zr = 1.

2.11. V intervalu (0, 2n) FeSte soustavu
cosx—cos(r +y)=0,

cosy—cos(z +y)=0.

2.12. Redte soustavy rovnic:

sin & —
=V31 $+y=0,
cos ¥
cos T T
) =1, z4y=—.
cos y 2
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2.13. Reite soustavy rovnic:

Vo + 2 tgz 1
a)x =—Tr, =1,
=3 tgy
b)z + 2 8 _
x y-—?ﬂ, t,gy = .
2.14. Redite soustavu rovnic
. . 1
sinzsiny = -7
_ 3
z+y—?n.
2.15. Reite soustavu rovnic
tgztgy =1,
B o=
y= '

2.16. Urdete vSechna z, y, kterd vyhovuji soustavd
1
sin # —8in 2y = ?tg:c—cosy,

cosz + sin (z — y) = sin (z + ).

2.17, Urdete viechna z, y, které vyhovuji soustav® rovnic
tgz + cotgy
cotgz + tgy
tgy + cotgzx
‘cotgy + tgT

=tge,

tgy.



2.18. Presv&ddte se, Ze Fefenf rovnice
sinz =a, (g 1),
kterd jsme psali ve tvaru

x

a 4 2kr,
z=7nn—a + 2=n,

miZeme vyjédfit jedinym zZépisem (srovnej odstavec
2.6e):
z=(—1a + kr.

2.19. Refte soustavu rovnic

sinz +8iny =0,

T—y=——m.

3
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3. kapitola

GRAFY GONIOMETRICKYCH FUNKCI

3.1. Zakladni grafy. V prvych dvou kapitolach jsme
mluvili stale o goniometrickych funkeich, aniz jsme zdi-
raznili, Ze jde skuteéné o funkce, pfesnéji o realné funkce
jedné realné proménné. Nebude jisté na Skodu kratké
zdlvodnéni.

Predpis, ktery kazdému redlnému ¢&slu x z néjaké
mnoZiny reilnych é&fsel M pFifazuje pravé jedno reilné
¢islo y, nazyvame redlnou funkct jedné redlné proménné.
Urtité éislo y,, které odpovida &slu z,€ M, nazyvame
hodnotou funkce v bod& z,. Funkeci obecné zapisujeme ve
tvaru

y= f (), =ze M.

Mnozinu M nazgvdme definiénim oborem funkce. NejSirsi
defini¢ni obor, v némz dany funkéni pfedpis ma smysl,
nazyvame obvykle existeénim oborem. Grafem funkce
rozumime mnozinu vSech bodd [z, y] v roving, jejichz
soufadnice vyhovuji rovnici y = }(z), e M. Rovina,
v nfZ provadime grafické zobrazeni funkce, je eulkli-
dovska rovina ¥, (tedy nikoliv Gaussova rovina).
Kazdé reilné éislo x mizeme povazovat za velikost
néjakého orientovaného thlu v zdkladni poloze v Gausso-
vé roviné. Na zakladé definice. 1.1. je pfifazeno kazdému
orientovanému uhlu o velikosti # jediné ¢&islo sin x.
Ukazali jsme také, Ze hodnota sin x zivisi pouze na
velikosti argumentu z. Pfedpis y = sin z je tedy reilnou
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funkei jedné reilné proménné, nebot piifazuje kazdému
realnému &fslu x jedinou hodnotu sin z. Existenénim
oborem je interval (—oo, c0). Podobnym zpusobem snad-
no ukazeme, Ze predpisy y = cos =, P= tg z, y = cotg =
jsou realnymi funkcemi realné proménné. Pritom exis-
tenénim oborem funkce y = cosz je mnozZina v3ech
redlnych ¢&isel, existendnim oborem funkce y =tga

L2
Nl[0,1] cofg £ B!‘ by bg,
As[a, 8]
» fg—i,
P J2[1;0]

Obr. 11. Obrazy tangenty a kotangenty na jednotkové
kruznieci.

je mnozina vSech reilnych ¢&isel s vyjimkou ¢&isel tvaru

(2k + 1)%. Koneéné existenénim oborem funkece

9 = cotg x je mnozina vSech realnych ¢&isel s vyjimkou
¢isel tvaru kw. Dodejme jests, ze funkee sin 2 a cos x na-
byvaji vSech hodnot z intervalu (—1, 1), funkce tgx
a cotg x pak viech hodnot z intervalu (—co, ).

Pro diplnost jeSté poznamenejme, zZe geometricky
zpusob, kterym jsme zavedli goniometrické funkce, neni

91



2n

3F

x

Obr. 12. Graf funkee y = sin z.

y

|

-1

Obr. 13. Graf funkce y = cos .

2x
s/

= tg .

Obr. 14. Graf funkce y
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jediny. Ve vyssf matematice se obvykle zavadsji pomoci
tzv. funkciondinich rovnic nebo na podkladé integrdiniho
pobtu. Podrobngjsi vyklad presahuje ramec na3i publi-
kace.

Grafy funkei, o nichZ jsme nyni hovotili, znd &tenaf
jist& ze Skoly. Jsou sestrojeny na obr. 12—15. P¥i sestro-
jeni grafi funkei se obvykle opirame o tabulku hodnot.
U goniometrickych funkei nim misto tabulky vyhodné
poslouZi jednotkova kruZnice. Dopliime pouze, Ze hod-
nota tg x je pro kazdé ptipustné x urdena graficky sou-
fadnicf a, priseéiku koncového ramene (nebo jeho
prodlouZeni) s tednou jednotkové kruZnice, sestrojenou
v bod& J = [1, 0]. Podobné je pro kazdé x funkénf hod-
nota cotg z dana soutadnici 6,, priseéfku koncového
ramene Uhlu s tenou jednotkové kruznice v bodé
N = [0, 1]. Srovnej obr. 11.

-

CLy
e’

P [PV S
kX h-]
/]

Obr, 15. Graf funkee y = cotg .

23

N

Nt P
olcs
®
N
"



3.2. Grat funkee y = a f(bx + ¢) + d. V obecném
zapise znamend [ libovolnou goniometrickou funkei,
prakticky viak vystatime s funkcemi sin x a tg 2, nebot
cos  a cotg x nahrazujeme obvykle kofunkcem. Clsla.
a,b,ec, d]sourealna,a b +#0.

Ne]drlve si v8imneme rozdilu mezi grafy nékterych
funkei.

Obr. 16. Graf funkce y = —2 sin z sestrojeny pomoc{ grafu
funkece y = sin z.

PRiPAD 1. Graf funkce y = a f(z), kde a # 0, dosta-
neme z grafu funkce y = f(z) zfejmé tak, Ze funkéni
hodnotu v kazdém bod& vynasobime &islem a. Obé
funkce maji stejné nulové body, tj. body, v nichz graf
protind osu z. Lezi-li v néjakém intervalu graf funkce
y = f(x) nad osou (pod osou) z, pak pro a > 0 leii
v tomto intervalu nad osou z (pod osou x) také graf
funkee y = a f(x), pro @ < 0 lezi naopak pod osou (nad
osou). Na obr. 16 jsou sestrojeny grafy funkef y = sin z,
y =—2sinx.

PRIPAD 2. Jakd je souvislost mezi grafy funkei y =
= f(*) a y = f(x + ¢)? Mnozina funkénich hodnot je
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v obou pfipadech t4z. Nabyva-li funkee y = f(z) ndjaké
funké&nf hodnoty v bodé z,, nabyva téze funkéni hodnoty
funkce ¥y = f(x + ¢) v bodé x,, pro ktery plati 2, + ¢ =
= x,, neboli z, = #, — ¢c. MuzZeme tedy fici, Ze graf
funkee y = f(x + ¢) vznikne z grafu funkce y = f(x)
posunutim o |c| ve sméru osy x. Jestlize ¢ > 0, jedna se
o posunuti ,,doleva“, jestlize ¢ < 0, jde o posunuti
,,doprava‘‘. Kupf. graf funkce y = cos # muZeme sestro-
jit z grafu funkce y = sin x pomoci identity cosz =
g

3 ,,doleva‘‘.

= sin [a: + %] posunutim o

PRiPAD 3. Také v piipadd funkei y = f(z) & y = f(bz),
kde b # 0, je mnozina funkénich hodnot stejnd. Naby-
va-li v8ak funkce y = f(z) ndjaké hodnoty v bod$ z,,
nabyva téze funkéni hodnoty funkee y = f(bx) v bodé
T, = %‘— . Zatimco kupf. funkece y =sinz vyderpa
viechny své hodnoty v intervalu (0, 2x) stane se tak
u funkce y = sin 2z v intervalu poloviéni délky, t;j.
(0, w). Grafy t&chto funkei jsou na obr. 17. U funkei
periodickych (jmenovité goniometrickych) ma tedy
¢islo b vliv na zvétSeni (|b] < 1, b # 0) nebo zmensSeni
(|6] > 1) periody.

Obr. 17. Graf funkce ¥ = sin 2x v porovnéni s grafem funkce:
y = sin z.
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pRfpAD 4. Graf funkce y = f(z) + d vznikne zfejmé

rafu funkce y = f(x) posunutim ve sméru osy y

? Cislo d > 0 urluje posunuti ve sméru kladné
poloosy ¥, d < 0 ve sméru zaporné poloosy .

rozNAMEA 3.1. Doslo by k omylu, kdybychom graf
funkce y = f(bx + ¢), kde b # 1, chtéli ziskat z grafu
funkece y = f(z) mechanickym spojenfm ptipada 2. a 3.
Nabyva-li totiz funkce y = f(2) néjaké hodnoty v bods
x,, nabyva téZe hodnoty funkee f(bx + ¢) v bodé z,,

ktery je vazén rovnief bx, 4+ ¢ = z,, neboli z, = — +
+ ? . U funkef goniometrickych nejenze se zméni

perioda, ale v témZ poméru se zméni také velikost vekto-
ru posunuti{ ve sméru osy z.

N 2 ” -~ .
7™ ™\ ,I : \y-?sm(?z-})

Obr. 18. Graf funkee y = 2 sin (2:!: —%) —L
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V dosavadnim rozboru jsme uvedli pfiklady n&kterych
funkef, které jsou dilé¢im ptipadem funkce

y=aflbr +c) +d. (3,1)

Z toho, co bylo dosud Fedeno, miizeme graf funkce
(3,1) sestrojit z grafu funkce y = f(x) tak, Ze nejprve
sestrojime graf funkce y = f(bx), ten posuneme o %‘

c : c
3 > O) nebo ,,dopra.va.“(? < 0] , potom pro-

vedeme graficky nasobeni kazdé funkéni hodnoty é&islem
a (pozor na zngménko ¢&isla a!). Dostaneme tak graf
funkce y = a git{bx + c), ktery posunut o d ve sméru
kladné poloosy y pro d > 0 nebo ve sméru ziaporné
poloosy y pro d < 0 udava graf funkee (3,1). Na obr. 18
je timto zplsobem sestrojen graf funkece

,,doleva‘‘

Yy = 28in [23:—;)——1.

Graf funkce (3,1) muZeme vSak sestrojit pfimo.
V tom piipadé je dilezita znalost nékterych vyznaénych
boda. Takovymi jsou pfedeviim nulové body. U funkce
sinus jsou to dile body, v nichz nabyva své nejvétsi
a nejmensi hodnoty, u funkce tangens pak takové body,
v nichZ neni definovana. Je-li éfslo p periodou funkce,
potom f(bx + ¢ 4 kp) = f(bx + ¢).

Pifklad 3.1. Sestrojime graf funkce
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Na zékladé identity cos z = sin [% + z] miizeme pfe-
jit ke kofunkei a danou funkei psit ve tvaru

3

3 . (4 ]
y:-ism[—:;—a:—i-?]—l——;-.

Nulové body uréime z rovnice

3 . (4 T 3
—2—sm(?x+F]+T—0.

Dostaneme tak

-

T 3 3 3
x=—z+?kn, :I:=—Z1r+?k‘n:.

JelikoZ sin z nabyva vSech hodnot z intervalu (—1, 1),
nabyva dana funkce vSech hodnot z intervalu (—%, %) ,

jak se snadno presvéddime tieba dosazenim krajnich
bodi intervalu (—1, 1) do funkénfho pfedpisu. Graf
funkece lezi proto v pasu ohraniteném p¥imkami o rovni-

cich y = — —i— , Y = —i—. Své nejvétsi hodnoty nabyvi

funkce v téch bodech z, které vyhovuji rovnici

\ . 4 T
sin [?a: + —6—] = 1.

Re¥enim dostaneme body z = —Z— + %Icn. Podobnsd je

tomu s body, v nichZz dana funkce nabyva své nejmensf
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hodnety, tj. — % . Ziskdme je v tomto p¥ipadd Fesenfm

rovnice

. (4 ]

Jsou to &sla z — ——7:2—+%Im.

3 4
Obr. 19. Graf funkece y = - cos (—3- z ——%] -+

e

K naértku ndm zjidténé tdaje stadi. Dokonce staéi
znat jediny bod, v némZ funkce nabyvi maximdlni
nebo minimalni hodnoty, nebof tyto hodnoty se stii-
daji a lezi vidy uprostfed mezi sousednimi nulovymi
body.

Pro presné&jsi sestrojeni grafu vyuzijeme op&t jednot-
kové kruinice. Kazdou hodnotu musime vZak nésobit

¢fslem % a zvétiit o —i— . Graf je na obr. 19.
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Priklad 3.2. Mame-li sestrojit graf funkce

1 z T
y=-gte [7 + T] ;
urdime nejprve definiéni obor. Podle vzoreu (1,11)
x T r - . T . _
?—}—T 7&? + kn, neboli z ;é? + 2kr. Cisla = =

= — % -} 2km, ktera jsou feSenfm rovnice tg [% + %] =

= 0, ddvaji nulové body. V ka?dém intervalu délky 2=
mé graf stejny prib&h. Stadf proto sestrojit kupt. tu éast

grafu, ktera lezi v intervalu (—i T, i] Graf je na

2 2
obr. 20.

¥ od i~

|
I
]
|
I
|
|
|
I
1
P I x
! ,
|
t
|
[}
|
i
|
|
[}

1
Obr. 20. Graf funkeo y = — tg [% + %] .
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3.3. Nekteré dalSi grafy. V tomto odstavei uvedeme
piiklady grafi nékterych daldich funkef, v nichz se
vyskytuji funkce goniometrické. Nepujde o Zadny sy-
stém, nebot takovy systém neni ani mozné udat. Pajde
spife o navod, jak postupovat v obdobnych pfipadech.

Priklad 3.3. Sestrojime grafy funkei
a) y = |tg 2|
b) y = tg |x|.
a) Graf funkee y = |tg x| je sestrojen na obr. 2l.a.
V intervalech (kr, (2k 4+ 1)1;—), v nichz je tg z = 0,

maji funkce y = |tg 2| a ¥y = tg « stejny prab&h. Mno-
zina nulovych bodu je stejnd, nebof |tg x| = 0 tehdy

Y

/X

/ 2r
/
/

o
]

/=
/
/
/

/P
/
/
/

e e -

-
-~
-~

! [}
] {
! ]
! i
| !

Obr. 21a. Graf funkee y = [tg z|.
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a jen tehdy, jestlize tg # = 0. V intervalech (—g— + km,

© + kn) je tgx < 0 a proto |tg x| = — tg . Kaida
funkéni hodnota je tudiZ éislo opatné k tgx, grafy
tg 2z a |tg z| jsou v téchto intervalech soumérné sdru-
Zené podle osy x (srovnejte pfipad 1, odst. 3.2).

i '
: I
1] ]
l '

] ',l

! /
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l’

p 2
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|
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|
|
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|
|

| | |
| | |
| | |
1 ] 1
i - |
| |
l ! !
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t } . }
A 7P l |
| 4 1 |
: : '
i | :
! I
{ | |
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—————

/]
]
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[}
'
|

Obr. 21b. Graf funkce y = tg lm] .

b) Funkce y = tg |z| nabyva stejnych hodnot jako
funkce y = tgx, jestlize = 0. Je-li x < 0, potom
tg |z| =tg (—=x) = —tgz. Pro 2 <0 je tedy graf
funkce y = tg|z| soumérnd sdruZeny podle osy =«
s grafem funkece y = tg . Graf je na obr. 21b.

Pifklad 3.4. Sestrojme graf funkce
y=x +sinx.
Graf dané funkce lez{ v pasu uréeném ptimkami o rovni-
cfch y =2 —1, y =2 + 1, nebof z nerovnosti —1 <
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<sinx <1 plyne bezprostfednd + — 1 <z + sinz <
< z + 1. Piitom body grafu, jejichZ z-ové soufadnice
vyhovuji podmince sin x = —1, lei{ na piimce y =
= z — 1, body, jejichZ xz-ové soufadnice vyhovuji pod-
mince sinz = 1, leZi na pfimce y =z + 1. V prvém

piipadé jde o body, pro které x = — 121:— + 2km, v dru-
hém ptipads pak z = % + 2kr. Pimku y = z protind

’ s
7 ’,
y yexel 2 f
,I rd /1 ’
’ .-
7 xlx ’y
s 7
4 4
7/
,
s
, ’
s Loy’
Z Y=Xk+sine
J i
[ 4
/ '/’ id
7/,
VY AV
/ ’ /
H ’ s
s / 4
V2 7/ V4
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7/ 7 3
7 4
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’ / ,
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/s 4 4
’ [ /4
’ 4 /2
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g 7
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7 v 7
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Obr. 22. Graf funkce y = z -} sin z.
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graf dané funkce v téch bodech, jejichZ z-ové souiadnice
jsou kofeny rovnice sinx = 0, to znamend x = k~.
Dalsi body grafu si miZeme opattit prostym grafickym
soudtem s pouzitim jednotkové kruznice (obr. 22).

Priklad 3.5. Dile sestrojime graf funkce

Y =T COSX.

Obr. 23. Graf funkce y = z cos x.
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Po vyndsobeni zndmé mnerovnosti —1 < cosxz <1
tislem z snadno dojdeme k témto zavérim:

a) jestlize x > 0, potom —x < xcosz < z;
b) jestlize x << 0, potom x < xcosx < —=x ;
c) jestlize = 0, potom také x cosz = 0.

Graf funkce y = x cos x lezi proto v obou vrcholovych
dhlech, sevienych pfimkami o rovnicich y = z,
které obsahuji osu . Hleddme-li (podobné ]a,ko v pf‘l’kla-
dé 3.4) body gra,fu které lezi na pfimkich y = =z,
y = —=, vidime, Ze jde o body, jejichz z-ové soufadnice
vyhovujf poi'a,dé podminké,m XCOSX =%, TCOBY =
= —uz. Prva rovnice mé kofeny x = 2kmn, druha x =0,
z = (2k + 1) n. Lezi tedy na piimkdchy =z, y = —=x

body grafu, pro které x = k. Nulové body ]sou kofeny

rovnice zcosx =0, tj. x =0, z = (2k + 1)?. Gra-

ficky miuzeme ziskat libovolny pocet daldich funkénich
hodnot (obr. 23).

Priklad 3.6. Graf funkce
— 1 2 q1
y=-¥sinx

sestrojime podobné. Z nerovnosti —1 < sin z < 1 plyne
pro kazdé x:

1 1 1
—— 2 < —-afsi = —alk
g O satsing =
Graf je tudiZz v &asti roviny, ktera obsahuje osu z a je
omezena parabolami o rovnicichy = — vy x?,y = %—xz.

Nulové body obdriime feSenim rovnice z?sinx = 0,
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ktera mé kofeny x = kx (éislo z = 0 je zahrnuto v za-

pise pro Ic = 0). Jestlize x = — + 2km, nabyva funkce
hodnoty— x2, piisludné body grafu lezi proto na para-
bole y = % x%, Jestlize z = —? + 2km, lez{ piisludné
body grafu na parabole y = — % z% (Obr. 24.)

1
Obr. 24. Graf funkee y = T 22 sin .
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Ptiklad 3.7. V obr. 25 je sestrojen graf funkce
ol
y =sin—_.

S touto funkei se ¢asto setkavame ve vyssf matematice.
V&imnéme si, Ze funkce je definovana pro vSechna
z # 0. Funkéni hodnoty probfhaji interval (—1I1, 1).

1
Obr. 256. Graf funkce y = sin — .
z

Nulové body této funkce jsou FeSenim rovnice sin % =0.
MiZeme je proto vyjadfit vztahem % = kn, d&ili

x = k%r.— Odtud plyne, Ze zkoumana funkce ma neko-

ne¢nd mnoho nulovych bodi. VSechny tyto body lezi

v intervalu (l , — i} . Pfitom —i je prvnim nulo-
™ T b3

vym bodem zleva, —Tl? prvnim nulovym bodem zprava.
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31.

3.2

3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.
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Cvideni

Sestrojte graf funkce y = 2 sin (f;— — %] + VZ-.

Sestrojte grafy funkeci

a) y = |sinz|,

b) y =sin|z|.

Pro¢ funkce y = cos x a y = cos |z| maji tyZ graf?
Sestrojte graf funkce y = x + cos z .

Sestrojte graf funkce y = xsinzx .

Vyjéddiete funkei y = sinz + cosx ve tvaru (3,1) a se-
strojte graf. (Navod: UZijte identity z pifkladu 2.13.)

Sestrojte graf funkce

Y =V;+si.nx.



4. kapitola

PRIKLADY GONIOMETRICKYCH T
NEROVNOSTI

4.1. Nerovnosti o jedné nezniamé. Casto se p¥i rozboru
goniometrickych vyrazi nevyhneme nerovnostem. Ma-
me-li kup¥. stanovit, jakych hodnot nabyva funkce

y =s8inx + cosz,
potom hruby odhad dava jisté nerovnost
—2 <sinx fcosx £ 2,

ktera plyne ze vztaha [sinz| < 1, |cos 2| < 1. Hodnot
2 a —2 vSak funkce nenabyva, nebot rovnice

sinx +cosx = +2
nemaji feSeni, jelikoZ neni splnéna podminka
c? < a? + b2
(srovnejte s odstavcem 2.5).
Pievod na identitu

sin ¢ + cos x =V-2—cos[x—%),

ktera plati pro kazdé = (pf. 2.13), ndm umoZni pfesné
stanoveni mnoZiny funkénich hodnot. Z nerovnosti

™
1< — <
l=eos[ 4]_1

109



plyne nerovnost
—J/2 <)2cos [x — %] <Je,

neboli
|sinz + cosz| < }/2.

4
tervalu (—1, 1), tvoli mnoZinu funkénich hodnot dané
funkce interval (—|/2, |/2.) Odpovéd na otézku, kdy

dans funkce nabyva své nejvétsi nebo nejmensi hodnoty,
pati jiz do oblasti goniometrickych rovniec.

Jelikos funkee cos (:v — l] nabjvé viech hodnot z in-

V této kapitole si ukdZeme feSeni nerovnosti s gonio-
metrickymi funkcemi na nékterych zajimavdjsich piikla-
dech. V odstavei, ktery probirdme, zaméfime svou po-
zornost na ty nerovnosti, které obsahuji pouze jednu
neznimou.

Piiklad 4.1. DokaZme, Z%e pro kazdé z e [— % , %] ,

z # 0, plati nerovnost

sin z

Cos T < < 1.

Dakaz. Vyfesime nejprve danou nerovnost pro
z e (0, —T2=—) . Oznaéme (obr. 26) obsah trojihelnika PJR,

vysete PJR a trojihelnika PJA4 po fad® p,, ps, Ps
a vypoditejme d&fsla p,, p., Py, pro kterd ziejmé plati
nerovnosti

P <Py < Ps- (4,1)
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Obsah trojtihelnika je roven poloviénimu soudinu dvou
stran nasobenému sinem thlu, ktery tyto dvé strany

sviraji. Proto p, = %sina: (nebot PJ = PR = 1),

Podle vzorce pro obsah kruhové vysede p = % rarc a

(v nadem piipadé arca ==z, r = 1) mime p, =%.

y

\ltg+

P R,

sin z

Obr. 26. K diikazu nerovnosti cos z < < 1.

Pro obsah pravothlého trojihelnika PJA dostaneme
piimo p, = %tg z. Dosadime-li do nerovnosti (4,1),

dostaneme

1 . x 1
5 sinz < 5 < ?tg:v. (4,2)

Nésobime-li nerovnost % sinzx < % kladnym ¢islem % ,
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plyne odtud
sin z

<1. (4,3)

Podobné z nerovnosti % < —;— tg z obdrZime ndsobenim

2
cos ¥ vztah

kladnym &fslem

sin z
COS T <

(4,4)

Nerovnosti (4,3) a (4,4) divaji pro z > 0 Zadany vy-
sledek

cos ¥ < E]%—x— <1. (4,5)

Zbyva dokézat, Ze nerovnost plati také pro

e (—%,0).

To je véak snadné. Jestlize totiz z € (—% , 0) potom

—zx € (0, %) a pro takova d&fsla je dand nerovnost doka-

zana. Proto

sin (—x)

cos (—z) < <1,

odkud podle vzorci (1,24a) dostaneme opét pozadova-

nou nerovnost, platnou pro ze (— % , 0).
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Piiklad 4.2. Mame uréit, pro kteri z plati nerovnost
sinz < cosx.

ReSeni. Nerovnost upravime nejprve na ekviva-
lentnf znimym zpisobem:

ginz—cos2z =0,

sina:—sin[i— )go,
2
. 11
—1=50.
:‘sm(a: 4]_0

Funkce sin z nabyvd hodnoty 0 a zdpornych hodnot
v intervalech (—=x + 2k=, 2kx), coz miiZeme zapsat
pomoci nerovnosti

—n + 2kn £z £ 2k~

Dosadime-li z =2 — % a upravime, dostaneme pod-
minku
S itz 4%
yy T+ 2T S S 1 .

Dana nerovnost je tedy splnéna pro viechna z z inter-
vald _(——i—--rc + 2kn,; + 2kr), kde k je libovolné
celé gislo.

POZNAMEA 4.1. Podobng jako pti feSeni goniometrio-
kych rovnic uzfvime také pfi FeSeni nerovnostf s gonio-
metrickymi funkcemi jako pomicky jednotkové kruz-
nice nebo se opfrime o graf ptisluiné goniometrické
funkce.
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Piiklad 4.3. Uréete vSechna z, ktera vyhovuji nerov-
nosti [sinz + cosz| < 1.

Resenf. Dan4 nerovnost je ekvivalentni s nerovnost{
—1 < ginz 4 cosz < 1, kterou upravime obdobnym
zpusobem jako v pifkladé 4.2. na tvar

- E <cos( —1)< —1/22

2 4

Ta je splnéna, je-li = libovolné ¢islo z intervala

T 3
(?+k71:,—4—11:+k11:).

Ptiklad 4.4. Vyfesime nerovnost

gin 2 4 sin 3z

1
|
Bl it
| cosx + cos 3z

Levs strana nerovnosti ma smysl, pokud z = (2k + 1) g ,

z #= 2k +1) —I— Nerovnost zjednodusime podle vzorci
(1,34). Po tpravé dostaneme
[tg 22| < 1,
neboli :
—l<tg2r<]l.

Funkce tg z nabyvd hodnot z intervalu (—1, 1) pro
v8echna z, ktera lezi v intervalech

™ ™
(_T"i'kn;_i‘ +k7€>.
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Proto musi platit nerovnost
i ™
_T+kﬂ<2x <Z+k-rc,
ktera vede k vysledku

+k—<x< +k—-

Dand nerovnost je tedy splnéna pro viechna ta z z in-

tervald (—1 + k~— "y + k %) , ktera nejsou rovna
lichému nasobku — . Z existenénich podminek totiZz

plyne, Ze pro =z = (2k + )—— nemd levd strana dané

nerovnosti smysl.

Priklad 4.5. Déle vyfesime nerovnost
cos «

1 —sin 2« =0.

Reseni. Existenéni podminka mé tvar sin 2a # 1,

tj. & # % + kr. Jelikoz jmenovatele muZeme nahradit

ekvivalentnim vyrazem (sin « — cos a)? = 1 — sin 2a,
vidime, Ze dand nerovnost je splnéna jen v tom pfipadeé,
jestliZe cosa = 0. To znamend, Ze a je libovolnym

&slem z intervalt (— % + 2k, + 2kn) s vy-

a
2
jimkou téch hodnot, které jsme vyloulili z divoda
existenénich.

Pro zajimavost i poudeni uvedeme nyni soutézni ilohu
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Mezindrodni matematické olympiady z roku 1965. Jeji
udastnici dostali nasledujfci tikol:

Piiklad 4.6. Urdete v¥echna z z intervalu (0, 2m),
ktera vyhovuji nerovnostem

2cosx < V1 + sin 2 — /T —sin 2z lgVE.

Resenf rozdélime na dvd &asti.
a) Nerovnost

T ¥sin2z —)T—sin2z |<]2  (46)

muZeme umocnit dvéma, nebof jde o nerovnost mezi
nezépornymi &sly. Uprava vede k nerovnosti

|cos 22| = 0, (4,7

kterd je splnéna pro viechna z z intervalu (0, 2rx).
Tato ¢fsla jsou vSak také FeSenfm nerovnosti (4,6),
nebot nerovnost (4,7) vznikla z nerovnosti (4,6) ekviva-
lentnimi dpravami.

b) Nerovnost

2cosz§|l/1 +sin2a:—l/1—sin2z ] (4,8)
je jisté pravdiva, jestliZe cos x < 0, to znamen4, je-li =
libovolné ¢islo z intervalu

3
<% V5 ™ (4,9)

Nerovnost (4,8) sta¢i proto fedit pouze v ptipads, Ze
cosz > 0. Této podmince vyhovuji z pozadovaného
intervalu (0, 27) v8echna x, ktera lezi v intervalech

ki

3
(O, —2') ) (7 T, 21'[) . (4,10)
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Jestlize tedy cosx > 0, je (4,8) nerovnosti mezi klad-
nymi éisly a umocnénim pfevedeme (4,8) na ekviva-
lentni nerovnost

|cos 2z| < —cos 2z . (4,11)

Nerovnost je pravdivd obecnd pro vsechna z, ktera
vyhovuji nerovnostem

5 + 2 < 20 gén + 2k,
neboli
] 3
Z+k1r <z gzn—l—kn.
Néis vlak zajimaj{ pouze ta FeSeni, kterd lezi zaroven

v nékterém z intervalid (4,10). Tuto vlastnost maji
vSechna 2 z intervald

3 7
(%' ’ %) ’ (? T, Z 7:) . (4)12)

Spojime-li &¢istedné vysledky (4,9), (4,12), dospéjeme
k zavéru, Ze nerovnost (4,8) je splnéna pro vsechna z
z intervalu (—;1 ,% w). Tento interval je také vysled-

nym FeSenim nerovnosti dané, nebot nerovnost (4,6) je
splnéna pro vSechna z z intervalu (0, 27x).

Podobnsé si budeme poéinat v nasledujicf dloze.

Piiklad 4.7. Nadim vkolem bude opét uréeni vdech
z z intervalu (0, 2=), kterd vyhovuji nerovnostem

VV§+2cosx < |/cosz —sinz +Vcosa: +sinz <

T
=2 -
= 2008 5
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Reseni.

a) V piikladé 4.6 jsme mléky piesli existenéni podmin-
ky. Pozorny &tendf si jisté vsiml, Ze dané vyrazy tam
mély smysl pro viechna x. V naSem piipadé tomu tak
neni.

Vyraz Vl/§ + 2 cos z m4 existenéni opravnéni pouze

2
tehdy, jestliZe cosax = — - -

5 Podmince vyhovuji

vS8echna z z intervali

3 5
0, 7 m)s {gm2m. (4,13)

Vyraz J/cos  — sin  ma4 smysl, pokud cos x — sinz =

= 0. Znidmou upravou pievedeme podminku na ne-
— T

rovnost J/2 sin (:v — —4~) =< 0, které vyhovuji v interva-

lu (0, 2w) v8echna z z intervali

g

) w2, (4,14)

o, "

A koneéné, existence vyr'a.zu Vcos x + sin z je zarudena

podminkou cosz + sinx = 0, kterou pievedeme na

— T
tvar J/2 cos ( — T) = 0. Té vyhovuji viechna z z in-
tervald

3 7
kd X 4,15
0, ™, (g m2n). (4,15)
Jelikoz Zaddme soudasnou platnost podminek (4,13),
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(4,14) i (4,15), mize feSeni dané nerovnosti lezet pouze
v nékterém z intervald

0,5y, (m 2m. (4,16)

47 T4
b) Umocnime-li nerovnost
- S x
H/cosa:—smz + [cos z + sinz <2 cos 3 > (4,17)
dostaneme postupné
-— x
2cosx + 2Vcos 2x < 4 cos? PR
Vcos 2¢x < (1 + cosx) —cosx,
Vcos 2 £1.

Posledni nerovnost je splnéna pro viechna x z intervalu
{0, 27), pro kterd cos 2x = 0, tj. pro vSechna z z inter-

R T 3 5 7 R
valia (0, T) , (Z L ), (z« ™, 27) . | Jelikoz viak x
musf soucasné leZet v nékterém 2z intervala (4,16),

jsou feSenim nerovnosti (4,17) pouze intervaly (0, %) )

7
(—4-11:, 2m) .

¢) Obdobnym zptisobem upravime nerovnost
VV2—+ 2c08z < |cosz—sinz + |/cosz + sinx .
| (4,18)
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Postupné tprava, poéinaje umocnénim (jde opét o ne-
rovnost mezi nezdpornymi ¢&sly), dava nerovnost

Vcos 2z = VTz

Dal&f umocnéni, jehoZ oprdvné&nost si ¢tendt jisté zdi-
vodn{ sam, vede ke vztahu

1
cos 2x = —,

ktery je pravdivy pro viechna z z intervalu (0, 2n),
pro které plati —% ‘tiknszs % + k. Jde o inter-

valy (0, %) , (% T, % T), (—1—61— 7, 2m). Podmince (4,16)

véak vyhovuji pouze dva z téchto intervala (O, %),

(% 7, 27), a proto feSenim nerovnosti(4,18) jsou viechna

¢isla z z t&chto dvou intervald.

Z poiadavku soudasné platnosti nerovmosti (4,17)
i(4,18) plyne zavér: Dané nerovnosti vyhovuji viechna z
z interval

11
(0, %) ) (—ﬁ—n, 27).

4.2. Nerovnosti o dvou nezndmyech. Ptedpoklddejme, Ze
M je mnozina bodd, lezicich v roving, v niZ je sestrojena
soustava soufadnic Pzy. Mysleme si, Ze je ddn pfedpis,
ktery kazdému bodu [z, ¥] z mnoZiny M pfifazuje pravé
jedno realné ¢&islo 2. Tento pfedpis nazyvame funkce dvou
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proménnych. Mnozina M je tzv. definiéni obor funkce; 2, y
jsou tzv. proménné.

Urtité ¢&islo z, prifazené danému bodu [x,, y,]Je M
nazyvame hodnotou funkce v tomto bodé. Funkei obecnd
zapisujeme ve tvaru

2= f (x, ?/) .

Zvolme si v prostoru soustavu soufadnic Pryz. Mno-
Zina viech bodd [z, ¥, f(z, ¥)], kde [z, y] € M, je tzv. graf
funkce dvou proménnyjch z = f(z, y) (obr. 27). V obecném

Obr. 27. Graf funkce dvou proménnych z ='f (z, y).

piipadé je grafem funkce dvou proménnych néjaks
plocha.

Na#e publikace nem4 ani v nejmen$im za tikol sezna-
mit ¢tenafe s funkcemi dvou proménnych. To, co bylo
fedeno, viak plné staéi, abychom si uméli poradit s dlo-
hami podobného typu, jaké budou uvedeny v dalsich
dvou pifkladech.

121



Piiklad 4.8. V roviné pravouhlych soufadnic =z, y
zobrazime vSechna feSeni, kterd vyhovuji nerovnostem

1
cos(y—x-l-—‘;:—) 2—2—,0§x§2‘ﬂ,0§?[§2"‘-

Resenf. Funkce cos v ma smysl pro kaidé realné
¢islo u. Je tedy zfejmé, Ze funkce z = cos [y —z 4 %]
je definovana pro kazdou dvojici realnych ¢isel z, y.
Obrazy viech takovych dvojic vyplni celou rovinu.

Mame proto za tkol vybrat mezi viemi body roviny,

v nich%

cos (y —z 4+ %” = % ty body, které lezi

zaroven ve &tverci ABCD uréeném nerovnostmi 0 <

<

De[0; 2x] Cs[2n; 2x]

X
P=As[0.0] Bs(2x.0]

Obr. 28. Obraz mnoziny bodi [z, ¥], jejichZ soufadnice vy-
hovuji nerovnostem 0 < 2 < 2w, 0 < y < 2mw.
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Sz <2n 0=y =<2r (viz obr. 28). Predchazejici
tvaha je navodem pro nas dal$i postup.

Nejprve budeme hledat viechny body roviny, v nichz
plati nerovnost

T 1

cos [y—x +?” ;—2-. (4,19)
a) Jestlize

cos(y—-a:-}——g—J =0, (4,20)

miZeme nerovnost (4,19) psat ve tvaru

T 1

R — >
cos[y xr + 3) =5 (4,21)

Nerovnosti (4,20) a (4,21) budou ziejmé splnény pro ty
dvojice z, y, které vyhovuji nerovnosti (4,21). To zname-
na, ze

™ T ™
—§+2kﬂ: Sy—=x +73~ §»§+2kn.
Odtud dostaneme

.’E—%‘l‘t-l-Zle: Sy =z + 2kw. (4,22)

Obrazem nerovnosti (4,22) jsou &asti rovin (rovnobézné
. P . ., 2
pasy) omezené piimkami o rovnicich y =z —5T +

+ 2kw, y = x + 2k, kde k je libovolné celé é&islo
(v obou rovnicich stejné). V obr. 29 jsou pfislusdné &asti
oznateny znakem a).
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b) Jestlize

1
Obr.29. Vyslednéfefeninerovnosti

cos [y—a: + —T;—] l =

to|

potom mé nerovnost (4,19) tvar

1

cos[y—x +%) g——z—. (4,24)

Obdobné jako v piipad$ a) zarutuji soudasné splnéni
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obou nerovnost{ (4,23) a (4,24) ty dvojice z, y, které
-vyhovuji nerovnosti (4,24). Dostaneme tak

:v—}-—g—+2k-r:§y§x+1:+2kn.

(4,25)

Obrazem nerovnosti (4,25) jsou opét ¢isti rovin (rovno-
béiné pasy) omezené tentokrat piimkami o rovnicich

y== +%+2kﬂ:, y=2x 4 n + 2kx. V obr. 29 jsou

oznateny znakem b).

Véechny piimky, které omezuji &asti roviny s pizni-

D=[0:24]

y

-~

/

Ce[2n;2x)

7/
T 4 /S / ///
// /é
As[0,0] — /—" Bs[2n,0]
. 7
Y X / X
/s /
v /
-V
/
v
a4
'Zn/

Obr. 30. Vysledné feSenf pFkladu 4.8.
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vym Fedenim, jsou vesmés rovnobézné s piimkou y = z,
nebot maji tvar y = & + ¢. Nas zajimaji pouze ty, které
maji spoledné body se étvercem ABCD, tedy ty ptimky,
jejichz ¢ bude z intervalu (—2w, 2x). V systému rov-

2
nobézek y = x — 5T+ 2k= maji proto smysl pouze ty,

které obdrzime pro k = 0,1. Podobné je tomu se zby-
vajicimi tfemi systémy rovnobézek. Uloze vyhovuje také
bod B = [2n, 0}, nebot lezi na piimce y = r — 2rx.
Vysledné feSeni ziskame tak, zZe zjistime, kde se piekry-
vaji ¢asti roviny s pifznivym feSenim se étvercem A BCD
(obr. 30). Prislu$né oblasti jsou na obrazku vy¥rafoviny.

Priklad 4.9. Nerovnosti 22 + y* < 2n je ddna v rovi-
né pravouhlych soufadnic z, y mnozina vSech bodi kru-
hu o poloméru r = V21: se stfedem v podatku P = [0, 0].
Urdete vSechny dvojice realnych &isel x, y, které majf
tu vlastnost, Ze jejich obrazy leii v daném kruhu a je

v nich definovana funkce z = Vsin (y — «?) . Vyslednou
mnozinu zobrazte.

Reseni: Vyraz |sin(y —2?) mi smysl, pokud
sin (y — 22) = 0, neboli
2+ %r<y<a*+(2k+1)=. (4,26)

Rovnice y = a? + 2kn, y = 2% 4+ (2k + 1) &, kde k je
libovolné celé ¢&islo (stejné pro obé rovnice), predstavuji
soustavu parabol s vrcholy na ose y. Vzdalenost soused-
nich vrchold je n. Grafickym feSenim nerovnosti (4,26)
jsou dasti roviny mezi kazdou dvojici takovych para-
bol. (Parabola o rovnici = z% 4+ 2kn ohraniduje
kazdou &ast roviny s pkiznivym FeSenim zdola, druhd
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parabola o rovnici y =% + (2k + 1) = shora.) Pro
nadi dlohu maji viak vyznam pouze ty paraboly, které
maji s danou kruznicf spoleény aspori jeden bod. Roz-
hodneme proto nejdiive podetné, které paraboly maji
tuto vlastnost. Spoleéné body ziskime FeSenim soustav:

a) x? 4+ y? = 2=,
y =+ 2kn; (4,27)
2 2 —
b) 22 4 ¥ = 2%, (4,28)

=2 4 (2k 4+ 1) w.

a) Soustava (4,27) vede po dosazeni 22 =y — 2kn
na kvadratickou rovnici

w4+y—2k+1)x=0. (4,29)

Diskriminant této rovnice D =1 4 8(k + 1) ® musi
byt ¢islo neziporné. Tim ziskime podminku pro para-
metr k

1

e
Cislo k viak nabyva pouze celodfselnych hodnot. Pod-
minku miZeme proto napsat v jednodudsim tvaru
E=——1. (4,30)
Kofeny rovnice (4,29) jsou &sla
—1+)T¥8k + )=
yl = 9 H

—1—J1¥8k+ D)=
> i

k

vV

Y =

Ze vztahu y — 2kn = z? plyne nerovnost
y = 2km . (4,31)
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Podminky (4,30) a (4,31) maji platit soudasné. Dosadi-
me-li kofen y, do nerovnosti (4,31), dostaneme

—1+)T¥8k + )= S

3 2k,

neboli

JT¥8k + )7 = 4kx + 1.

Jostlize & = 0, jde o nerovmost mezi kladnymi &fsly
a muZeme tedy ob& strany nerovnosti umocnit. Dalsi
dprava je ziejma:

1+ 8kwx + 87 = 16k%=x2 4 8k + 1,
2k —1 0,
(k)2= + 1) (k)/2= —1) < 0. (4,32)

V poslednim kroku jsme uZili vzorce pro rozdil étverci.
Nerovnosti (4,32) vyhovujf vzhledem k predpokladu

k = 0zfejms jen &isla z intervalu (0, —22—}) .

Existuje viak jediné celodiselné k v tomto intervalu, totiz
k = 0. Dosadime-li do nerovnosti (4,31) kofen y,, mime
nerovnost

)

—1—J1 48k +1)= > o
5 =2

kterou uvedeme na tvar
T +8(k +1)7 <—(1 + 4kn). (4,33)

Nerovnost (4,33) nenf viak pravdivad pro zadné k = 0,
nebot levd strana je v tom p¥{padé vidy kladnd, pravi
zdporna.
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Zbyvé nam ovéfit, jakou polohu mi parabola y =
= x? + 2kwx vudi kruznici 2? 4 y? = 2% pro k = —1.
Jestlize k = —1, potom y, = 0, ¥, = —1. Nerovnost
(4,31) je v obou piipadech pravdivéd, nebof vede k ne-
rovnostem 0 = —2n, —1 = —2x. (Prvn{ soufadnice
prisediki obou k¥ivek uréime z rovnice x? =y + 2.
Méme kofeny z, = /2%, z, = —V2rc & = )2 —1,
z,=—|2r—1).

Shrneme-li dosavadni vysledky, vidime, Ze z parabol
tvaru y = 2® 4 2kn maji s danou kruZnici spoleé¢né body
pouze dvé (pro k = 0, k = —1). Parabola y = x* ma
8 kruZnici spoleéné dva body 4 = [a,, a, = y,], 4’ =

V—l—l—Vl-l—Sr:’
2

= [—a,, a, = y,], pfitom @, =

A V; 8% Parabola y = 2* — 2%

a; =Y =

mé 8 danou kruZnici spoleéné 4 body B = [Vé;-, O] ’
B = [—Vﬁ, 0], C E[VZT:—- 1 ,>—1], ¢ =

= [—)z==T,—1].

b) Diskusi soustavy (4,28) provedeme stejnym zpi-

sobem. Dosadime-li z druhé rovnice do prvé «* =y —
— (2k + 1) w, dostaneme kvadratickou rovnici

Y+y—(2k+3)n=0. (4,34)
Z4ddme opét, aby diskriminant D =1 4 4(2k + 3) =
byl nezdporny. Odtud ziskdme podminku (jelikoz k
musf byt celé &islo)

kE=—1. (4,35)

Podobnd ze vztahu y— (2k + 1) t = 2? mame dalsf
poZadavek
y=2k+1)=w. (4,36)
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Cisla y urdime z rovnice (4,34):

— 1+ )T +42 +3)=
y1= 2

—1— )T ¥ 42k +3) =
Y, = B) .

3

Dosazeni y = y, do podminky (4,36) a postupné tprava
vede k nerovnosti
VT ¥ 4@k +3)= =22k + 1)m +1.

Pro & = 0 jsou obé& strany kladné. Umocnime je proto
a nerovnost upravime na tvar

2k 4+ 1pp—2<o0.
T

Rozlozime-li levou stranu nerovnosti v souéin, miizeme
dale psat

(2k + 1—-]/—?) (2k-|— 1 +V—i_’i)go. (4,37)

Vzhledem k pfedpokladu & = 0 nema ziejm& nerovnost
(4,37) FeSeni.
Dosadime-li ¥y =y, do (4,37), obdrzime nerovnost

141+ 42% 43
2

= (2 + 1) 7, (4,38)

které nelze vyhovét Zadnym nezapornym celym é&islem,
nebot vyraz na levé strané je pro kazdé takové k za-
porny, na pravé kladny.

Zbyva tedy jedinad parabola pro k = —1, kterd ma
rovnici ¥y = 2® — n. Snadno se opét presvédéime, Ze
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tato parabola ma s kruinici 4 body spoleéné. Potom
totiz
— 14+ V1 ¥ 4= —1— |t ¥ 4=
Y = 2 » Y 9

Obr. 31. Grafické FeSeni soustavy nerovnosti z pilkladu 4.9.

a nerovnost (4,36) je v obou piipadech pravdivi. Je
zfejmé, Ze y, > y,. Vzhledem k tomu stati ovéfit
platnost vztahu (4,36) pouze pro y,. Snadny vypolet
nis ptivadi k nerovnosti

—1—|1 ¥ 4=
2 g— ’

kterou ekvivalentnimi dpravami lze uvést na tvar
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7 = 2. Prvni soufadnice prisedikt uréfme z rowﬁce
=y 4+ m

Mame tedy konedny zivér:

Ze viech dvojic realnych &fsel [z, y], které vyhovuji
nerovnosti z? 4 y? < 2r, je funkce z = Vsin (y — a?)
definovana pouze pro ty dvojice, které spltiuji bud ne-
rovnosti (4,39), nebo nerovnost (4,40):

a) P —2n<Sysz—nm, (4,39)
b) y=a. (4,40)

Grafické feSeni je na obr. 31. Pisluiné oblasti jsou
v obrizku vysrafovany.

Cvic¢eni

4.1. Urlete viechna z, kteréd vyhovuj{ nerovnostem:

cosx —sinx

R =1,
cosT + sInzT |

b) 4sint*z + sin? 2z + 2 cos 2 < 2sin 2%,

tgxz + sinzx
c) L___ <3,
tgz —sinz
) 1 + s8in 2z Vi_i
cos 2z 3’
cos 2x

e) ————— ’
1 4 cos 2z
tg 2z + tg2z.tgz—tgx

f)
tg2r —tgx
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4.2,

4.3.

4.4,

4.5.

4.6.

Urdete a zobrazte vSechny dvojice redlnych é&fsel [z, yl,
pro které jsou definovédny dané funkce:

a) z = Vm,

b)z = l/l —simz + Vl——siny s

¢) z = Vl — tg¥x + l/l—-tg'y .

Urdete viechny dvojice redlnych éfsel [z, y], které vyho-
vuji nerovnostem

log sin (x +y——12i) <0, z! 4+ y* < 4n".

Potom zobrazte vyslednou mnoZinu v roving pravo-
thlych soufadnic x, y.

Zobrazte mnoZinu dvojic redlnych é&fsel [z, y], kterd
vyhovuj{ nerovnostem

|y —cosz| <m, |z|=x, |y|=r

V rovin® pravouhlych soufadnic z, y zobrazte viechny
dvojice reédlnych &fsel [z, y], které vyhovuj{ nerovnostem:

llsin®) —y| <sinz, |z] <m.

Urdete vlechna z z intervalu 0 < z < 2n, kterd vyhovujf
nerovnostem

a) Vtg 2z + Vcotg 2z =<2,

b) V2 + V2—V; = Vl +cog—:-+
+ Vl_cos% < Jz+Te.
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VYSLEDKY CVICENI

1.1. Ze vzorce |a| = V(a,)’ + (a,)* plyne |a| = 1.

1.2. /2. Nelekn¥te se, vyjde-li vém (}/3 + 1) V{:W
Upravujte déle.

1.3. a)r =cos%+isin%, kde ¢ =

K

r= V2-}2-V3 +1 V2;V3 . b)r=cos%+

_JeelE

+isin%—, kde¢=——%, r -
A=
14. o = )3—i.
sin (z + y)

1.8. a)tgz 4 tgy= R
COB Z COB ¥

sin (y &+ z) -~

i) tgy= —mM8M.
b) cotgz 4+ cotgy sinzsiny
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1.10. cos 7a = cos’a — 21 cos*a sin*a <+ 35 cos*a sinta —
— 7 cosa sin‘a,

sin 7Ta = 7 cos’a sina — 35 costa sin®a +
+ 21 cos?*a sin®a —sin’a.

2.2 1.

23. z=y + (26 + 1) =, déle z = (2k + 1) %, y libovolné
&islo a konednd y = 2k=x, z libovolné &slo. '

5
2.4, z=—1+2lm, L= ——ax + 2kxn.
6 (]
25 =z =krx.

2.6. z-=—:—+2k1r.

® ™
7. z=?+k?.
2.8 Ly 3 k
8 z=—— , = — — .
3 T [ ] 81r+ b4

29 2 =k—.
1

b ]
210,a)z =kn, z = :1:?1:+k1r,

b)z=-:—+kn, 2= (2b+1)x,
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c)z=-:—+ku, z =kr,

T

d)z=?+2kﬂ, Z=2kn’,
™ . k13
= — = k ’
e)x (2k+l)2 z 4+1|:
f) nemé Felenf,
® T 2
B =—p thn, &=—"g+gkn
T T
=— , T=—— +kn,
h)z 3 + kn, =z 3 + kx
] T + n
Ne =g +k3
o T T
o =—g+k5,

k) pro viechna z * k —g— ,

)z = kr, :|:=:|:%+an.

w
-h
B

&
]
I

|

+
[
a

i
|
l
(
|
]
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2.13. a) Nemé Fedeni.

1 b
242 = —n+kn, y=—n—kn.
T i T k1 k3
215.z = — —, = — 4+ k—.
s=g thkg, v=gtkg

216.8)z =kn, y = — + 2krm,

b):v_

1
=~
a4
@

0

Obr. 32. Graf funkce y = 2 sin [% - 14] + 2.
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Obr. 35. Graf funkce y = z 4 cos z.
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2 2
119.z=——§—n+kn, y=—3—1':+k7r.

3.1.

3.2,

3.3.

3.4.

3.5,

d.6.

3.7.

Obr. 32.
Obr. 33, 34.

Jestlife z = 0, cos|z] =cosz;

jestli¥e z < 0, cos|z| = cos (—=x) = cosx.
Obr. 35.

Obr. 36. ,

Obr. 37.

Obr. 38.

Obr. 36. Graf funkce y = « sin z.
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Obr. 37. Graf funkee y = 8in z 4 cos .

y
: ———-"—‘_ ——;'E
R
- ,
! e Tyelzesing
—”
/’I’:\\ H ‘o
/0 e N\,
N 2n,” \\3.” 4 7 x
P \\\ e \\\ -~
” .
~~—- N—=Yesinx

Obr. 38. Graf funkce y = V;-{— sin z.

4.1. a) z je libovolné &islo z inbervalﬁ< kr, 12‘_ + Im> ,

b) "tk
r=— R
) ™
¢) z je libovolné é&fslo z intervalii

5 .
(—’;- + 2km, - + 2k)s vyjimkou viech disel tvaru

Z=T7T+k7r,
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d) z je libovolné éislo z intervali

5
— g™+ ks f- + kx) s vyjimkou viech &sel tvaru

3
£ =—m+kr,
4
e)  je libovolné &slo z intervaly <—% + kx,
—:— + kn),

f) Nerovnost je spln&na pro vieohns 2 # k % .

RF 4

§§\
NSPS

-

Obr. 39. Definiéni obor funkee z = |/ein (22 + ¢?) .
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4.2, a) Funkce je definovéina pro vSechny dvojice redlnych
éfsel z, y, které splhuji nerovnost
e+ y =2+ 1)n, £=0,1,2,....
Graficky jde o soustavu mezikruZi (obr. 39).

A A AY-

i

Y N Bl NS
=

N N NN N R

NS INRE N NN
T iad

N J N R

-

N N XN

Obr. 40. Definién{ obor funkce z = l/l— tg2z 4 Vl— tg2y -

b) Funkce je definovdna pro kaZdou dvojici redlnych
&fsel. Grafickym FeSenfm je proto kaZdy bod roviny.

c) Funkce je definovdna pro kaZdou dvojici redlnych
&sel #, y, kterd vyhovuji nerovnostem

T kn < Sﬂ "k
Stk Se S ke,
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ki3 T
—_— kr <y <— + knr.
4+ﬂ:_y_4+n'

Grafické feSeni ukazuje obr. 40.

4.3. Refenim je ka%dé dvojice redlnych &sel, kters vyhovuje
nerovnostem

3
—z +% +2kn< y <—= + -+ 2k, kde k= —2,—1,

0,1 y#—=a+=m+ 2kr.

Grafickym feSenfm jsou na obr. 41 bflé &asti uwvnitd
kruhu &k (P, 2x).

Obr. 41. Grafické fefenf{ cviden{ 4.3.
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4.4. Obr. 42.

Yy2C0SXeX

-x 7\P x x

S~y:cosx-x
Obr. 42. Grafioké feSeni cviteni 4.4.

4.5. Obr. 43. K mnoZind patif také bod A = [—m, 0].

2
A 'F’;a]

P = =
Obr. 43. Vysledek cvi¢end 4.5.

4.6, a) Vyhovuji vSechns z z intervali

T

4

b) ReSenim jsou vSechna z z intervala
® T« 3

7
A

(’0%. +k%) prok = 0, 1, 2, 3.
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