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1. kapitola -

OPAKOVANI ZAKLADNICH POJ_MI‘J
0 DELITELNOSTI

V této kniZce budeme vétsinou pouzZivat pouze celych
éfsel, tj. prirozenych ¢&isel, nuly a celych zdpornych &isel.
Predpokladdme, Ze &tendf umi béZné pouiivat zakladnich
aritmetickych operaci (sé¢itdani, odéitani, nasobeni a dé-
len{), umocriovani na piirozeny exponent a jednoduchych
nerovnosti.

Litka, kterou se budeme déle zabyvat, vyZzaduje, aby
Stenal znal nékteré zdkladni pojmy z nauky o délitel-
nosti celych &isel. Proto si ty pojmy, které budeme dile
pouzivat nebo ze kterych budeme pfi nasem vykladu
vychazet, struéné zopakujeme.

Véta 1. BudiZ ddno libovolné celé (kladné, nula nebo
zdporné) islo a a prirozené Eslo m. Potom lze najit prdvé
jednu dvojici celjch Eisel x a r tak, Ze plati vztahy

a=mzr+r, 0r<<m. (1)
Celé ¢&fslo x ve vété 1 miZe byt opét budto piirozens,
nebo nula, nebo celé zaporné.

Definice 1. Cislo z z véty 1 nazyvdme &dstebnym podilem
a &islo r nejmendim nezdporngm zbytkem &isla a pFi délend
&slem m.

Diikaz v&ty 1 zde nebudeme providét. Ctensf by jej
nael v knize [6], kde je.podrobné proveden.



Definice 2. Bikdme, Ze celé Eislo a je délitelné pFirozengm
Stslem m, existuje-li celé &islo x tak, Ze

a =me. (2)

Symbolicky pak pideme m|a.

Cislo m nazgvdme délitelem éisla a a &islo a ndsobkem
éisla m. Celé éislo x pak nazgvime podilem E&isla a pii
délent Cislem m.

Nent-li m|a, ptieme m ¥ a.

Z rovnostf (1) a (2) vidime, %e vztahy m|a a r =0
znamenaji totéz.

Vita 2. Cislo nula je délitelné katdym ptirozengym
Cislem.

To plyne ze vztahu 0 = 0.m, ktery platf pro libovolné
piirozené &islo m, a z definice 2.

Véta 3. Necht pro celd &isla a a b platt souéasné m|a
a m!b. Potom pro lLbovolnou dvojici celych &isel z a y
plati téZ m|(ax + by).

Dukaz této véty najde &tendf v knize [4] na str. 27
(véta T,).

Necht m|a. PoloZime-li ve vété 3 x = —1 a y = 0,
dostaneme, Ze také m|(—a). Jestlize obricend m|(—a),
dostaneme stejnym zpilisobem, Ze m|(—a).(—1), t;j.
m|a. Tim jsme dokazali

vitu 4. Platl-li jeden ze vztahts m|a a m|(—a), plati
i druhy z nich.

Priklad 1. Urdete d4steény podfl a nejmen3f nezdporny
zbytek, je-li dano
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a)a = 617, m = 3l;
b)a = —617, m = 31.

Reseni.

a) Netiplnym délenfm, které zndme ze 8koly, do-
staneme
617:31 =19
307
28

Bude tedy z = 19 a r = 28. Snadno se pfesvédéime, Ze
skute¢né plat{ 617 = 31.19 + 28. -

b) Provedeme opét netplné délenf, aviak tentokrit
budeme délit &fslo —a = 617 d&islem m = 31. Podle
piikladu la) mdme 617 = 31.19 4 28. Nésobime-li tuto
rovnost ¢islem —1, dostaneme

—617 = 31.(—19) — 28.

Zbytek, ktery jsme dostali, je vSak zdporny, zatimeo
podle véty 1 mame najit zbytek nezdporny. Proto uZije-
me nésledujicf dpravy:
—617 = 31.(—19) — 28 = 31.(—19) — 31 + 31 —
— 28 =31.(—19 —1) + (31 —28) =
= 31.(—20) + 3.

Bude tedy x = —20, r = 3. Skute&né pak méme ve sho-
dé s vétou 1

—617 = 31.(—20) + 3, 0 <3 <31

Véta b. BudiZ ddno libovolné celé éislo a a pFirozené
&tslo m. Potom lze najit prdvé jednu dvojici celych &isel
£ a o tak, Ze platf vztahy



a=mé+po, —(g =S0<—5. (3)

Definice 3. Cislo o z vty 5 nazyjvdme absolutné nejmen-
&im zbytkem C&isla a pfi délent Eislem m.

V dikazu véty 5 nejprve ukdzeme, Ze existuje nejvyse
jedna dvojice celych éfsel & a p, kterd spliiuji vztahy
(8). Necht &, g, a &,, g, jsou dvé takovéto dvojice. Bude
tedy

m m
a:vm£1+911 —?éel <"2—v
. m m
a =mé, + 0,, —_2'§92<‘7-
Odtud dostaneme
l mé, + 0, = mé; + 0,
m m
T ST asg
m m
—? éea <?.

Po scdtenf poslednich nerovnostf{ miZeme uvedené
vztahy pirepsat takto:

mé—&)=a—eo, —m<gp—eo <m.
Musf tedy soudasné platit
m|& — &) = |e— el (4)
lo,— 0| <m. (56)

Predpoklidejme, Ze &, # &,. PondvadZ £, a &, jsou
celd &isla, bude | &, — §,| = 1, takZe z rovnosti (4) plyne
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les — ] = m, coZYodporuje podmince (5). Proto tedy
musf byt & = &. Ze vztahu (4) pak dostaneme, Ze
10, = 0, t]J. dvojice &, g, a &,, o, jsou totozZné.

Nyni dvojici celych é&isel £ a ¢ s vlastnostmi (3) se-
strojime. Podlo véty 1 uréime predeviim &isla  a r tak,
aby byly splnény vztahy (1). Potom poloZime

r, jestlife 0 < r <%,

e= o m (6)
P r-—m,~jestlii97 Sr<m.

V prvmm pripadé je 0 =< e <—4 2 , ve druhém pak

— —2- < ¢ < 0.V obou pripa.dech tedy platf
2 = 0 < —
takZe je sph_ién'druhj ze vztahi (3_). PoloZime-li jeitd

z, jestlize 0 < r <ﬂ ,

2
£' = S S
P
z + 1, jestliZe - =r<m,
dostaneme v prvnim pffpa,dé
m£+g‘=m&c+r=a.
a ve druhém piipads

m£+e=m(z+l)+1_-_—;em=mz+r=a.

Bude tedy vidy .platib i prvni ze vztaht (3), &mZ je
véta 5 Gplné dokdzana.



Priklad 2. Uréete &islo & a absolutné nejmensi zbytek,
je-li ddno
a)a= 617, m = 31;
b)a = —617, m = 31.

Regen.

a) V piikladu la) jsme vypodetli r = 28. PonévadZ
i21-< 28 < 31, bude podle (6) ¢ = 28 — 31 = —3. Pro
&slo & dcstaneme v tomto piipadé & ==z 4 1 = 20.
Bude tedy 617 = 31.20 — 3.

b) Z prikladu 1b) vime, Ze r = 3. Podle (6) tedy
bude ¢ = r = 3; pro ¢&islo £ dostaneme v tomto piipadé
& =z =—20. Vysledek bude totoZny s vysledkem
pifkladu 1b).

Z dalsich pojmi nauky o délitelnosti celych ¢isel bu-
deme é&asto uzivat pojmil prvodislo, sloZené é&fslo, nej-
vétdf spoletny délitel a nejmensi spoledny nasobek celych
disel a,, By, -y G Tyto pojmy jsou Stenaii vesmés
dobfe znamé ze Skoly. MizZe si je viak systematicky
prostudovat a zopakovat napf. v knize [4]. Mimoto
najde v knize [3] fadu poutavych pfikladd vztahujicich
se k témto pojmm.

Nyni jesté par slov k oznadovani. Pokud neudinime
vyslovné vyjimku, budeme vidy pismenem m oznadovat
pfirozené ¢islo, pismenem p prvoéislo, symbolem d =

= (a,, @y, ..., 6) ncjvétsi spoledny délitel celych &isel
a,, G,, ..., 0 & sSymbolem n = [a,, a,, ..., a;] nejmensi
spoledny nasobek celych ¢&isel a,, a,, ..., a; (viz [4]).

Nejvétsi spoledny délitel i nejmensi spoledny nasobek
budou pro nis znamenat vidycky pfirozend ¢isla.

Cela ¢isla a a b, pro kterd plati (a, b)) = 1, nazyvame
nesoudélna.
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Zévérem si uvedeme bez dilkazu jesté jednu vétu,
které budeme ¢&asto uZivat.

Véta 6. Je-li (a, m) = 1 a m|ab, je m|b.
Dikaz této véty najde &tendl opét v knize [4] (véta
T,, na str. 89).

Ulohy

1. Urdete &4steény podil, nejmend{ nezdporny zbytek, abso-
lutnd nejmensi zbytek a &fslo &, je-li ddno:

a) a = —329,
b)a = 1084,
c)a = 12,
d)a = —I12,

m = 65;
m = 49;
m = 35;
m = 35.

2%, Je-li celé &islo a # 0 dé&litelné pfirozenym &islem m, je
m = |a]. DokaZte!

3*. Necht d = (a,, a,, .. ., a;) je nejvétsi spoleény délitel &isel

ay, Ay, ..

.» . DokaZte, Ze plati nerovnosti d < |a,|, d <

= as], oo d £ |ag).



2. kapitola

KONGRUENCE A JEJICH ZAKLADNI{
VLASTNOSTI

K zékladnfm pojmim v matematice patif pojem rovnosti
dvou &igel nebo jinych velidin. S timto pojmem dovedeme
dobfe pracovat a zname dokonce vlastnosti, které jej
charakterizuji.

Mame-li ¢isla a, b a ¢, vidycky plati:

1. @ = a (tzv. reflexivnost).
2.Jelia =b, jeibd = a (tzv. symetrie).
3.Jelia=0ab=c jeia=c (tzv. tranzitivnost).

Déle vime, Ze pro libovolné &fslo ¢ plati: Je-li a = b,
jei ‘

a+c=b+c,
a—c¢c=b—c,
a.c =b.c

(O déleni zde zatim zamérné nemluvime.)

Z uvedenych vlastnosti pak plyne, e rovnosti mu-
Zeme zndmym zpisobem séftat, odéftat nebo nasobit
apod. Na tom je napf. zaloZena celd teorie algebraickych
rovnic nebo teorie soustav rovnic, kdy urdujeme ne-
zndmé velidiny vyhovujici urditym podminkim priveé
pomoci rovnostf.

Pii studiu nékterych otdzek z nauky o délitelnosti
celych éisel miZeme fadu z nich velmi pohodlné formu-

10



lovat pomocf tzv. kongruenci. Diévodem k zavedenf
pojmu kongruence je skuteénost, Ze kongruence a rov-
nosti maji, jak dale uvidime, fadu shodnych vlastnosti.
MiZeme proto odekivat, Ze prace s kongruencemi bude
formalné stejna nebo velmi podobnd praci s rovnostmi.

Definice 4. Necht m je dané ptirozené éislo a a a b celd
Cisla. Jestlite ml(@ — b), Fikdme, %e a je kongruentni
8 b podle modulu m (nebo téZ a je kongruentni s b modulo
m) a ptdeme symbolicky

a = b mod m. (7

Jestlite m 4 (a — b), Flkdme, Ze a neni kongruentni
8 b podle modulu m nebo %e a nent kongruentni s b modulo m
nebo Ze a je inkongruentni s b modulo m. PtSeme pak

a # bmod m. (8)

Vztah (7) se nazjvd kongruence. Cislo a budeme na-
zyvat levou stranou a &islo b pravou stranou kongruence (7).

Piiklad 3. 916 = 76 mod 42, nebot 916 — 76 = 840
a 42|840. .

Piiklad 4. —326 = 22 mod 29, nebof —326 — 22 =
— —348 a 29|(—348).

Priklad 5. 615 % —86 mod 14, nebof 615 — (—86) =
= 615 4 86 = 701 a 14 + 701.

Nyni si uvedeme nékteré zikladni vlastnosti kon-
gruenci.

Véta 7. Budte a, b a ¢ celd &isla. Potom pro kaZdé
ptirozené &slo m plati:

l.a = a mod m. (9)
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2. Je-li a = b mod m, je : b = a mod m. (10)
3. Je-lia =bmodmab =cmodm,jeia=cmodm. (11)

Dikaz.

1. PonévadZ a —a = 0 a ponévadZ podle véty 2 je
pro kaZdé ptirozené &islo m|0, bude podle definice 4
skuteéné a = @ mod m.

2. Vztah @ =b mod m znamend podle definice 4
totéz, co m|(a — b). Podle véty 4 je viak téZ m|(b — a),
coZ znamena, ze b = a mod m.

3. Vztahy @ = b mod m a b = ¢ mod m znamenaji
podle definice 4 totéz, co m|(a — b) a m|(b — c). Podle
véty 3 bude pro libovolna cels é&fsla = a y platit m|((a —
— bz + (b — c)y). Zvolime:li x = y = 1, dostaneme
ihned, Ze m|(a — c), tj. @ = ¢ mod m.

Véta 7 ¥ka, Ze kongruence podle libovolného piiro-
zeného modulu m je, podobné jako rovmost, vztah
reflexivn{, symetricky a tranzitivni.

Véta 8. Budte a, b a ¢ celd éisla a m prirozené &islo.
Potom plati: Je-li a = b mod m, je téZ

a4+c¢c=>b-+c¢cmodm, (12)
a—c¢=b—cmodm, (13)
ac = bc mod m. (14)

Dikaz. Podle definice 4 plyne z predpokladu ¢ =b
mod m, Ze m|(a — b). Ponévadz viaka — b = (a + ¢) —
— b +¢c)=(a—c)— (b—c), je téZ m|((a + ¢) —
— (b + ¢)) a m|((@a — ¢) — (b — ¢)), coz podle definice 4
znamend, Ze plati (12) a (13).

Ponévadi m|(a — b) a ¢ je celé &fslo, plati tim spie
m|(a — b)c neboli m|(ac — bc), z &ehoZ plyne (14).
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Véta 9. Budie a, b, ¢, d celd &isla a m piirozené é&islo.
Necht plati

a=bmodm, ¢=dmodm.
Potom je téZ

adc=b+dmodm, (15)
a—c¢=b—dmodm, (16)
ac = bd mod m. (17

Diikaz. Z kongruence ¢ = b mod m plyne podle (12)
resp. (13) resp. (14), Ze

a+c=b+cmodm, a—c=>b—cmodm,
ac = bc mod m.
Podobné z kongruence ¢ =d mod m dostaneme, Ze

b+c=b+dmodm, ¢c—b=d—>bmodm,
bc = bd mod m.

Z kongruence ¢ — b = d — b mod m vsak podle (14)
plyne, Ze i b — ¢ = b — d mod m (ndsobeni kongruence
&islem —1). Podle (11) pak plyne z kongruencia + ¢ =
=b+cmodmadb +c¢c =056+ dmod m vztah (15),
z kongruencia —¢c =b—cmodmadb—c=5b—4d
mod m vztah (16) a koneéné z kongruenci ac = bc mod
m a bc = bd mod m vztah(17).

Vita 10. Je-li @ = b mod m, platl pro katdé pFirozené
éislo k
a* = b* mod m. (18)

Diikaz této véty provedeme matematickou indukef.
Pro k =1 je vztah (18) zfejmé spravny, nebot a! = a
a b = b, takZe piedpoklad véty miZeme psit ve tvaru
a' = b mod m.



Predpoklidejme, Ze vztah (18) plati pro jisté pfiro-
zené &islo k, tj. Ze a* = b* mod m. PoloZime-li ve véts 9
¢ = a*, d = b*, dostaneme podle (17)

a.a¥* = b.b* mod m
neboli

abtl = b1 mod m.

Tim jsme dokazali, Ze plati-li vztah (18) pro pfirozené
&slo k, plati i pro prirozené ¢&islo & + 1. e

Posledn{ tvrzeni spolu s tim, ze (18) plati pro k =1,
dokazuje platnost vztahu (18) pro vSechna pfirozend
dsla k. (Ctenak, ktery by se chtél s metodou matematické
indulice podrobnéji seznamit, si mutZe prostudovat
knizku R. Vyborného Matematickd indukce, kterd vysla
jako 6. svazek Skoly mladych matematiki.)

Véty 9 a 10 ukazuji, Ze pfi pevné zvoleném modulu m
miZeme z danych kongruencf ziskdvat dalsf kongruence
séitanfm, odéitdnim, ndsobenim a umoctiovanim kon-
gruenci puvodnich. Podobné jako je tomu u rovnosti,
dospéjeme k novym kongruencim tak, Ze séitdme resp.
odéitame nebo nadsobime levé strany i pravé strany
danych kongruenci, resp. Ze obé strany dané kongruence
umocnime tymzZ pfirozenym exponentem. :f

Nyni si na nékolika piikladech ukdZzeme, jak lze kon-
gruenci s vyhodou vyuzit pfi studiu nékterych otdzek
o délitelnosti celych &isel.

Pitklad 6. Vysetite, je-li &islo 12138 472 délitelné
&islem 65.

Refeni. Snadno zjistime, Ze 122 — 144 a 144 = 14
mod 65. Podle (18) tedy bude (122)2 = 142 mod 65, tj.
124 = 196 mod 65. AvSak 196 = 1 mod 65, takZe podle
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(11) midme 124 =1 mod 65. PonévadZ 1213¢ = (124)%,
bude opét podle (18) 12138 = 13 mod 65, tj. 12136 =
= 1 mod 65.

Déle madme 47 = —18 mod 65, takZe podle (18) platf
47* = (—18)* mod 65. Aviak (—18)? = 324 a 324 =
= —1 mod 65. UZijeme-li opét vztahu (11), dostaneme
472 = —1 mod 65.

Shrneme-li diléi vysledky, dostaneme konedné uZitim
vztahu (15)

12136 4 472 =1 — 1 mod 65,
tj.
12138 | 472 = 0 mod 65.
Odpovad: Cislo 1213 + 472 je dé&litelné ¢islem 65.

Viimnéme si nynf dekadického zipisu pfirozeného
¢fsla n. Napf. &islo 2873 muZeme psdt ve tvaru 2873 =
=2.1000 + 8.100 + 7.10 4+ 3 = 2.10® { 8.10% +
+ 7.10 4 3.

Obecné, jsou-li a,, a,, a,, ... &slice (tj. znaky O, 1,
2,8, ..., 9), vime, Ze dekadicky z4pis a.a,_, ... a,a,a,
piirozeného é&isla » znamend soudet

n=a,.10" 4+ a,_,.10" + ... 4 a,.10% 4+ a,.10 + a,.
(19)
Pro struénost si zavedeme jedté tfi dalsf pojmy.

Definice b. Je-li pfirozené &islo n ddno dekadickym
zdpisem (19), nazyvdme é&slo
sn)=a,+a, +a,+ ... +a,,+a (20)
cifernym souctem pfirozeného &isla n, éslo
8(n) =ay+a,+a, + ... (21)
soubtem &islic sudych #dda a koneéné Eislo ;
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sn)=a, +a3+as+ ... (22)
soudtem &islic lichych Fdda prirozeného Eisla n.

Pifklad 7. Dokaite, Ze pfirozené &islo n je délitelné
tiemi (deviti) pravé tehdy, je-li jeho ciferny soudet
délitelny tfemi (deviti).

Resenf. PonévadZ 10 = 1 mod 3, bude podle (18) pro
ka%dé pfirozené éislo k platit 10 = 1 mod 3. Podle (14)
tedy bude a,.10* = a; mod 3, takZe miZeme psat

a, = a,mod 3,
a,.10 = a, mod 3,
a,.10% = a, mod 3,

a,.10" = .a,, mod 3.
Seltenim véech téchto kongruenci dostaneme

e, 10 + a,,.10071 4+ ... 4+ @,.102 4 @,.10 + a, =
=a, +a_, + ... + a, + a, + a, mod 3, takie podle
(19) a (20) bude

n = s(n) mod 3.

Z tohoto vztahu plyne, Ze n = 0 mod 3 pravé tehdy,
kdyZz s(n) =0 mod 3, tj. podle definice 4 3|n pravé
tehdy, kdyz 3| s(n).

Pro déhitelnost deviti bude cely postup stejny, aviak
misto mod 3 budeme viude psidt mod 9 a viechno ostatni
ponechiame beze zmény.

Priklad 8. Dokazte, Ze piirozené &fslo n je délitelné
jedenacti privé tehdy, je-li soudet jeho é&islic lichych
rdadu budto roven souétu jeho ¢&islic sudych fadi, nebo
se od ného lidi o cely ndsobek jedendcti.
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Reseni. PonévadZ je 10 = —1 mod 11, bude op&t
podle (18) pro kazdé prirozené k platit 10% = (—1)*
mod 11, takZe pro sudd % bude 10* = 1 mod 11 a pro
lichd & podobné 10* = —1 mod 11. UZitim (14) dosta-
neme postupné

a, = a,mod1l,
@,.10 = —a, mod 11,
a,.102 = @, mod 11,
;.10 = —a;mod 11,

Sedteme-li tyto kongruence, dostaneme

@y +a,.10 +a,.102 +a,.100 + ... =(a; + ay + ...) —
—(a, + a3 + ...) mod 11, z &eho% po dosazenf podle
(20), (21) a (22) plyne

n = sy(n) — s,(n) mod 11.

Odtud vidime, Ze » = 0 mod 11 privé tehdy, kdyZ
8(n) — 8;(n) = 0 mod 11, tj. 11|n pravé tehdy, kdyz
11](so(n) — 8y(n)).

Kongruenci lze s vyhodou uiit téZ pro kontrolu
spravnosti nékterych numerickych vypotta. Tato kon-
trola je zaloZena na tzv. trojkové resp. devitkové resp.
jedendctkové zkousce, jejichZ princip tkvi ve vyuZitf
délitelnosti tfemi resp. deviti resp. jedenacti a vlastnost{
kongruenci, které jsme dokazali v této kapitole. S témito
zkouskami se dtenaf muZe podrobnéji seznamit v pif-
rudce [4], str. 57—60 (zejména pifklad 22 a cvidenf 4, 5).

Véty 7 az 10 ukazujf, Ze fada vlastnosti kongruencf
je shodnd s analogickymi vlastnostmi rovnosti. Dokonce
1 postup, kterym jednotlivé vlastnosti dokazujeme, je
u kongruenci stejny jako byl u rovnosti.
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Ctenafe vSak mohlo pfi studiu vty 8 prekvapit, Ze
jsme tam vibec neuvaZovali o analogii pravidla, Ze
rovnost zistane spravna, délime-li obé jeji strany tymz
¢islem, které neni rovno nule. V prvnim okamziku se
nabizi vysvétleni, Ze u kongruenci pracujeme pouze
8 celymi &isly, takZe pokud by obé strany kongruence
nebyly délitelné tymZ pfirozenym d&islem ¢, nemélo by
viibec smysl kongruenci timto &islem délit. UkdZeme si
v3ak na prikladech, Ze toto vysvétleni neni uspokojujic.

Piiklad 9. Zjistéte, zda lze kongruenci

a) 645 = 15 mod 42
b) 225 = 15 mod 42

kratit &islem 15.

Resenf. Snadno se presvédéime, Ze kongruence a) i b)
jsou spravné. Obd strany kazdé z nich jsou délitelny
PR , 645 225 15
patnacti, pritemz 5 = 43, <5 = 156 a 1 = 1.
Po kriceni patnicti’dostaneme tedy v piipadé a) 43 =
= 1 mod 42, aviak v piipadé b) 15 = 1 mod 42.
Odpovéd. Chceme-li dostat platnou kongruenci, mi-
Zeme kratit patndcti kongruenci a), nikoliv vSak kon-
gruenci b).
Presto dovedeme alesponi v nékterych piipadech udat
jednoduché podminky, za kterych lze provést kracenf
kongruence tak, aby vznikla kongruence byla spravna.

 Véta 11. Budte a, b, ¢ celd 'Cisla a necht (¢, m) = 1.
Necht koneéné ac # bc mod m. Potom je t¢é£ a = b mod m.

Diikaz. PonévadZ ac = bc mod m, plati m|(ac — bc),
tj. m|(a — b)c. Ponévadz (¢, m) = 1, bude podle véty 6
m|(a — b), tedy @ = b mod m, co¥ jsme chtéli dokédzat.
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Véta 11 o kracenf kongruence udivé pouze postadu-
jici, nikoli viak nutnou podminku pro to, aby bylo
mozno kongruenci ac = bc mod m kratit islem c.
V obou piikladech 9 hylo totiz m = 42, ¢ = 15, takZe
(c, m) = (15,42) = 3> 1. Nebyl zde splnén predpoldad
o nesoudélnosti ¢&fsel ¢ a m, aviak presto bylo moZno
kongruenci v piipadé a) krdtit patndcti. Piipad b) pak
ukaza,l Ze pro (¢, m) > 1 nelze obecné kongruenci
kratit.

Avdak i pro ptipady, kdy (¢, m)> 1, lze odvodit
pravidla, kdy lze kongruenci ac = bc mod m krétit
¢islem c¢. Tato pravidla jsou viak uZ znaéné sloZité&jsf;
studiem podobnych otizek se obsirné zabyva teorie
¢isel.

Zavérem této kapitoly si uvedeme jestd jednu vlast-
nost rovnosti, kterd nema u kongruenci s obecné danym
modulem vidy obdobu. Bude se v podstaté opét tykat
déleni. Jde o vétu, Ze soudin dvou ¢isel je roven nule
pravé tehdy, je-li alespon jedno z téchto &isel rovno nule.

Véta 12. Je-li m > 1 slofené &islo, existuje alespors
jedna dvojice prirozenyjch Eisel m, a m, takovych, Ze m, #*
# 0 mod m, m, # 0 mod m, aviak m,m, = 0 mod m.

Daikaz. PonévadZz m > 1 je sloZené &islo, miZeme
najit alesponi jednu dvojici pfirozenych éisel m, > 1 a

m, > 1 tak, Ze m = m,m,. Potom viak m, = mﬁ < m,
my, = -1% < m; z ulohy 2* plyne, Ze m 1 m,, m~2|~ My, tj.

1
Ze m, £ 0 mod m a m, #£ 0 mod m. PonévadZ m = 0
mod m a m'= m;m,, bude i m;m, = 0 mod m, coZ jsme
méli dokézat.
Véta 12 tedy tvrdi, %e pfi sloZeném modulu m neplyne
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z kongruence m,m, = 0 mod m, Ze plati alespoii jedna
z kongruenci m; = 0 mod m a m, = 0 mod m.

Priklad 10. 999 = 0 mod 111 a 999 = 27.37. Pfitom
zfejmé 27 # 0 mod 111 i 37 = 0 mod 111.

Zcela jind situace viak nastivd v piipadech, kdy
modul m je prvodislem.

Véta 13. BudiZ p prvofislo. Potom ab = 0 mod p
pravé tehdy, je-li budto a = 0 mod p, nebo b = 0 mod p.

Dukaz. Vztah ab = 0 mod p platf pravé tehdy, kdyz
p|ab, coZ je mozné pravé tehdy, kdy’ p|a nebo p|b (viz
[4], str. 89, Disledek II), tj. kdyZ budto @ = 0 mod p,
nebo b = 0 mod p.

Porovnanim vét 12 a 13 zjistime, Ze studovand vlast-
nost je charakteristickou vlastnosti pro kongruence
s prvoéiselnymi moduly. Proto také v dalsich kapitolich
budeme ¢asto vénovat pozornost kongruencim s prvo-
&iselnym modulem,

Vysledkid vét 12 a 13 vyuZivd modern{ algebra v teorii
tzv. déliteld nuly, koneénych grup, konstrukei alge-
braickych téles apod. O téchto otdzkich se &tendf muzZe
podrobnéji poudit napf. v udcbnici [6].

Ulohy
4. Pomoci kongruenci dokazZte, ze éislo 5.215%® — 79* je déli-
telné éislem 21.
5. Uzitim kongruenci urdete nejmendi nezdporny zbytek
a) éisla 14282 — 31218, 627v pii déleni &fslem 77;
b) &fsla (3466 ¢ + 2191)% pii doleni &islem 111.

6. Uzitfm kongruenci zdivodnéte znaky délitelnosti ptiroze-
ného &fsla dvéma, dtyFmi, psti, osimi, deseti & dvacetipéti.
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3. kapitola

ZBYTKOVE TRIDY PODLE MODULU m.
UPLNE A REDUKOVANE SOUSTAVY
ZBYTKU PODLE MODULU m

V této kapitole budeme studovat zivislost nejmensfho
neziporného zbytku celého éisla a pfi délenf pfirozenym
éislem m na zménach &isla a. PondvadZz budeme &asto
pracovat soudasné s nékolika riznymi moduly, budeme
tento ncjmens{ nezdporny zbytek znadit symbolem r,(a).

Podle véty 1 existuje ke kazdému celému é&islu a a
pfirozenému éislu m privé jedna dvojice celych &isel =
a rn(a) tak, Ze soudasnd plati

a = mz + ry(a), (23)

0 = rula) <m. (24)

Je-li pfirozené ¢islo m ddno pevné, miZeme ke kaz-

dému celému ¢&islu e prifadit podle (23) a (24) pravé

jedno celé ¢&islo r,(a), které nabyvd nékteré z hodnot

0,1,2,...,m— 1. Ze vztahu (23) a definic 2 a 4 plyne,

Ze

a = ry,(a) mod m. (25)

Definice 6. Necht m je dané pfirozené &islo a necht

k je ndkteré z &lsel 0,1, 2, ... , m — 1. Sestrojme m mnoZin

AP, AP, AP, L, A tak, Ze do mnofiny A™ ddme

véechna celd &isla, kterd jsou kongruentni s éislem k podle

modulu m. Tyto mnoZiny budeme nazyjvat zbytkovymi
titdami podle modulu m.

Pifklad 11. Sestrojte zbytkové tiidy podle modulu
m = b,
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Reseni. Podle definice 6 bude

AP ={..., —25, —20, —15, —10, —5, 0, 5, 10, 15,
20, 25, ...},
AP ={..., —24,—19, —14, —9, —4, 1, 6, 11, 18, 21,
26, ...},
AP ={..., —23, —18, —13, —8, —3, 2, 7, 12, 17, 22,
27, ...}
AP ={..., —22, —17, —12, —7, —2, 3, 8, 13, 18, 23,
‘ 28, ...},
AP ={..., —21, —16, —11, —6, —1, 4, 9, 14, 19, 24,
29, ...}

Abychom mohli vySetfit nékteré vlastnosti zbytko-
vych tiid, dokdZeme nejprve.

vitu 14. BudiZ m pfirozené éislo a necht kaidé z &isel
k a k nabyjvd nékteré z hodnot 0, 1, 2, ..., m — 1. Potom
k = k mod m prdvé tehdy, je-li b = k.

Dakaz. Je-li b = k, je h — k& = 0, takie podle véty 2
je m|(h — k), tj. B = k mod m.

JestliZe » # k, miZzeme ptredpokladat, Ze je napf.
h>k, takie 0 <k <h <matedy 0 <h — k <m.
Kdyby bylo # = k mod m, bylo by m|(h — k). To viak
neni mozné, nebot podle dlohy 2* by pak muselo byt
h — k = m. Proto plati » # k mod m, &imZ je véta 14
dokazana.

Podle véty 14 jsou tedy kterikoliv dvé raznd d&isla
ze systému O, 1, 2, ... , m — 1 inkongruentni podle
modulu m.

Vita 15. Necht m je pfirozené &islo. Potom celd éisla a
a b leZl ve stejné zbytkové tFidé podle modulu m prdvé
tehdy, je-li a = b mod m.
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Ditkaz. Necht celd &isla a a b jsou obd ze zbytkové
tiidy 4™ podle modulu m. Podle definice 6 je a =k
mod m a b =k mod m, takZe podle (11) jei a =05
mod m.

Necht obridcend a =b mod m a necht &slo a je ze
zbytkové tifdy A™ a &islo b ze zbytkové tfidy AM™
podle modulu m. Podle definice 6 je a =% mod m a
b = k mod m, takZe podle (11) je opét » = k mod m.
Poneva,dz vSak h a k jsou obé ze systému d&fsel 0, 1,
2, — 1, plyne z véty 14, %e h = k. Cisla @ a b
lexi tedy v téze zbytkové tiidé podle modulu m, coZ
jsme chtéli dokézat.

Ponévad? pro kazdé celé &slo a plati, Ze a = a mod m,
plyne z véty 15, Ze Zidné celé ¢islo a nemiZe leZet
soudasné ve dvou riznych zbytkovych tiiddch podle
daného modulu m. Ke kaZzdému celému ¢&islu lze tedy
najit privé jednu zbytkovou tfidu podle modulu m,
ve které toto ¢&islo lezi. Z vty 15 ddle vidime, Ze ktera-
koliv ze zbytkovych t¥id podle modulu m je zcela uréena,
zname-li alespon jeden jeji prvek. Kaidy dalsi prvek
této zbytkové tiidy je pak s uvedenym prvkem kon-
gruentni podle modulu m. VSechno to, co jsme si privé
ukdzali, nds opraviiuje k nasledujicf

definici 7. Kterykoliv z proka dané zbytkové t¥idy podle
modulu m nazjvdme reprezentantem této tiidy. Proky
z téZe zbytkové tiidy podle daného modulu nazjvime té%
ekvivalentnimi.

Definice 8. BudiZ m pfirozené &islo. Jakoukoliv soustavu
m celyjch &isel, kterou obdriime, vezmeme-li z kasdé zbyt-
kové tiidy A™, A™, A, ..., Am | podle modulu m po
Jednom prvku, budeme nazjvat dplnou soustavou zbytkd
podle modulu m.
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Priklad 12. Utvorte alespofi tfemi zptsoby tplnou
soustavu zbytka podle modulu 7.

Reseni. Z definico 8 snadno zjistime, e napt. {0, 1, 2,
3, 4,5, 6}, {(—3,—2,—1,0,1,2, 3} a{—10, 5,13, —17,
8, 23, —32} jsou 1uplné soustavy zbytka podle modulu 7.

Véta 16. Libovolny systém m po sobé jdouclch celych
&tsel tvofi wplnou soustavu zbytkt podle modulu m.

Dikaz. VySetfme systém m po sobd jdoucich celych
bisela,a +1,a +2,...,a +m—1. Abychom doka-
zali, Ze tato é&fsla tvof{ uplnou soustavu zbytkil podle
modulu m, bude s ohledem na definici 8 tfeba ukizat,
Ze patif do vzdjemné raznych tfid podle tohoto modulu.
Podle véty 15 to viak bude splnéno, budou-li kterakoliv
dvé ruzna disla této soustavy podle modulu m inkon-
gruentni. Budte tedy a + %# a a + k libovolnd dvé
¢isla této soustavy, kterd jsou vzajemné riznd, takie
h # k, ptidemz kazdé z &isel & a k nabyva nékteré z hod-
not 0,1, 2, ..., m — 1. Kdyby platiloa + 2 =a 4+ k
mod m, dostali bychom podle (13) téz A = k mod m,
takZe podle véty 14 bychom méli, Ze & = k. To viak je
proti predpokladu o d&islech 4 a k. Proto musi byt
a + h # a 4+ k mod m, co jsme méli dokizat.

Abychom pochopili, jaky je prakticky vyznam pojmi
zbytkovych tfid a dplné soustavy zbytkid podle modulu
m, zobecnime si jedté vétu 9.

Vita 17. Budte m, q, n,, 0y, ..., 7, pfirozend &sla.
Necht dile
Qy1y Qrgy - - -y Qyu;; au, Az, - - -, a/in.;
Q315 Aoy - - -y Dan,s as, s, - .., An,;
@G> Gogs - - -» Bangs Bars Gazs - - > Bamg
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jsou celd &isla a nech? pro kaidou dvojici indexd i a j
1=:1=¢;1 £5 £n) platt

ay = aiy mod m. (26)
Necht koneéné
Ay - - - Qe + B8 - .- Gon, + -« + Gl - .. Ggay =
= 0 mod m. (27)
Potom je
@iz .. Gin, + G103 - .. Goa, + ... + Qg - - - Ggny, =
= 0 mod m. (28)

Dikaz. Zvolme nejprve pevné index ¢ (1 <1 < g).
Z kongruencf
ay, = aj, mod m,

ay, = ai; mod m,

Qin; = Qi mod ™
dostaneme opakovanym pouZitim vztahu (17)
Aylis - .. Qiny = GGy . . . Gip mod m.

Vezmeme-li za ¢ postupné éisla 1, 2, ..., ¢, mdme tedy

R Y | ’
AGyp - - - Gy, = 011012 . . . G1a, Mod m,
’ ’ ’
Gy oy - - . Oon, = G5,Q323 . . . Gz, mod m,
ot " ’
Aoy - - - Bapy = 1803 - - - Gany mod m.

Sedtenim téchto kongruenci [tj. opakovanym pouZitim
vztahu (15)] dostaneme

Ay - - Oy, + Gppllgy - .. Gya, + o+ Al - - - Bgny =
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=auts ... Gin, + C01G22 .. . Gza, + . .. +a&1a{,2...a{,.¢
mod m.

Z poslednf kongruence a z kongruence (27) pak podle
(11) plyne kongruence (28), coz jsme chtéli dokazat.

V dikazu, ktery jsme pravé provedli, jsme dvakrit
mléky uZili matematické indukce. Poprvé to bylo pii
rozdifovani platnosti vztahu (17) pro libovolny podet
dinitela, podruhé pak pii rozdifovani vztahu (15) pro
libovolny podet séitanci. Podrobné provedeni téchto
kroki si étendf maZe snadno udélat sdm.

Cisla a; a aj (1 <i<¢; 1 £j <n) nemusi byt
vzadjemné ruzna. Proto vyskytne-li se v néjaké kongru-
enci pfirozena mocnina celého &isla, miiZeme ji rozepsat
ve tvaru patiiéného soucinu. Z toho vidime, Ze vSechny
kongruence, které jsme dosud poznali, 1ze psit ve tva-
ru (27).

Vztahy (26) znamenaji, Ze kterykoliv prvek aj je
ekvivalentni s odpovidajicim prvkem @y Vétu 17 mi-
Zeme tedy formulovat strudné tak, Ze v kazdé kon-
gruenci podle modulu m lze libovolny jejf prvek nahradit
prvkem, ktery je s ptivodnim ekvivalentnf podle modulu
m, aniZ by tim byla poruSena spravnost kongruence.

Dasledkem toho je, Zc pii vySetfovani jakékoliv kon-
gruence podle modulu m nemusime brat v dvahu viechna
cela &isla, nybrZ se miZeme omezit pouze na m celych
¢isel, ktera tvoii Gplnou soustavu zbytkd podle modulu
m. Takovouto dplnou soustavu zbytkd mtZeme utvorit
neomezené mnoha zptsoby. My si viak nyni mtZeme
ze viech moZnych soustav vybrat priavé tu, se kterou se
nim bude nejlépe a nejpohodlnéji pracovat. Zpravidla
to}b_y’rvé. soustava {0,1,2, ..., m — 1} nebo {1,2,3, ...,
m}.
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Dosud jsme se zabyvali kongruencemi, jejichz modul
byl pevné zvolen. Nynf obratime pozornost ke kongruen-
cim, jejichZ modul se bude ménit.

Vita 18. Budte m a m, pfirozend isla a necht m,|m.
Necht jedté a = b mod m. Potom té a =b mod m, .

Dikaz. Ponévadi ¢ =b mod m, bude m|(a — b).
Ze vztahit m|(a — b) a m,|m podle definice 2 plyne, Ze
existuji celd &isla z a y tak, e a — b = mz a m = my.
Z téchto rovnost{ dostavame ddle, Ze existuje celé &islo
z = zy tak, Ze a — b = m,(xy) = mz. Podle definice 2
je tedy m,|(a —b), tj. @ =b mod m,, coZ bylo tieba
dokazat.

Véta 19. Budte m, a m, pfirozend &sla a necht (m,,
m,) = 1. Nechf koneéné x probihd dplnou soustavou 2bytks
podle modulu m, a y uplnou soustavou zbytkd podle mo-
dulu m,. Potom vjraz z = myx + m,y probihd iplnou
soustavou zbytki podle modulu m = m,m,.

Dikaz. Ponévadz &islo x nabyvéd m, hodnot vzdjemnd
inkongruentnich podle modulu m,; a nezavisle na tom
&islo y pak m, hodnot vzajemné inkongruentnich podle
modulu m,, bude vyraz z = m,z + m;y nabyvat pro
tato  a y celkem m = m;m, hodnot. Podle definice 8
a véty 15 staéi dokdzat, Ze tyto hodnoty jsou vzajemné
inkongruentni podle modulu .

Predpokladejme, Ze tomu tak neni. Potom existuji
disla z, o, y, y' tak, Ze

mx + myy = myz’ + myy’ mod m, (29)

pridemz neplati soudasné z = =" mod m, a y = ¥’ mod m,.
Ponévadi m,|m i m,|m, plyne z kongruence (29) podle
véty 18, Ze soudasné platf
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myx + my = mx’ + my mod m,,
mx + my = mx’ + my’ mod m,.
Zjednodusenim téchto kongruenci dostaneme déle

myxr = m,x’ mod m,,
my = my' mod m,.

Cisla m, a m, jsou viak nesoudélnd, takZe podle véty 11
muzZeme prvni z kongruenci kratit ¢éfslem m, a druhou
¢islem m,. Dostaneme tedy, Ze musi soudasné platit
z =2 mod m, a y =y mod m,, coZ odporuje pied-
pokladu o é&fslech z, 2/, y a . Tim je véta dokazand.

Na zakladé véty, kterou jsme pravé dokizali, maZeme
nyn{ rozsifit platnost véty 18.

Véta 20. Budte m, a m, pFirozend &isla, (m,, m,) = 1
a m = mm,. Polom a =0bmod m plati prdvé tehdy,
plati-li souéasné a =bmod m, a ¢ = b mod m,.

Diikaz. Necht a = b mod m. Ponévadi m,|m i m,|m,
bude podle véty 18 soudasné a =b mod mia=>b
mod m,. N

Obracené, necht ]e soudasné @ = b mod maa=5b
mod m,. Potom sisla 2 — b G b)m2 i a,—b =

2 m,
_ a—bm mb)m‘ budou celd, takZe bude souéasné pla,tlt

am, = bm, mod m,
am, = bm, mod m.

Odtud dostaneme pro libovolnou dvojici celych é&fsel &
a 7 podle (14)
am,& = bm,& mod m,

am,n = bmyy mod m,

28



z ¢ehoZ podle (15) obdrZime kone&né
a(my,& + mm) = b(m,¢& + mm) mod m. (30)

Podle piedpokladu véty je (m,, m,) = 1. Proto ne-
chdme-li probifhat &islo # néjakou libovolné zvolenou
dplnou soustavou zbytkd podle modulu m, a éislo y
obdobné iplnou soustavou zbytkid podle modulu m,,
bude podle véty 19 vyraz m,x + m,y probfhat dplnou
soustavou zbytki podle modulu m. MiZeme tudiZz
ve zvolenych tplnych soustavich zbytkd najit &isla
& a 7 takova, Ze vyraz m,§ + myn bude ze zbytkové
tiidy A{™. To vSak znamend, Ze m,& + m;n = 1 mod m.
Odtud a ze vztahu (30) dostaneme podle véty 17, Ze
@ = b mod m.

Polozme si nyn{ kol urdit vSechna celad &isla, kterd
jsou nesoudélna s danym piirozenym é&islem m > 1.

- Yéta 21. Obsahuje-li zbytkovd tFida A{™ podle modulu
m Cislo, které je nesoudélné s m, jsou vdechna &isla z této
2bytkové t¥idy nesoudélnd s m.

Dikaz. Necht &islo a je ze zbytkové tiidy 4™, pfi-
¢emZ (a, m) = 1. Podle véty 15 plati pro kterykoliv
prvek b této zbytkové tiidy vztah a = b mod m. Pred-
poklidejme, Ze (b, m) =d > 1. PonévadZ d|m, bude
podle véty 18 téZ a = b mod d. PonévadZ viak téZ d|b,
bude 5 =0 mod d. Ze vztaht a =56 modd a b =0
mod d plyne podle (11), Ze @ = 0 mod d neboli d|a.
Cislo d > 1 je tedy délitelem ¢&isla a i &fsla m, co¥
odporuje piedpokladu o nesoudélnosti téchto éisel. Bude
proto (b, m) = 1, coZ jsme méli dokdzat.

Z véty 21 vyplyva, Ze tlohu formulovanou vySe mi-
Zeme pfevést na ulohu najit viechny zbytkové tiidy
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podle modulu m, které obsahuji &isla nesoudélnd s m.
Avsak podle definice 6 obsahuje zbytkova trida A{™
dislo k. Podle véty 21 tedy stadi urdit, ktera z &isel 0, 1,
2, ..., m — 1 jsou nesoudélnd s &islem m.

Presto, 7e se nam podafilo puvodni idlohu takto
zjednodusit, nedovedeme jeji feSeni pro obecné dané
ptirozené ¢&islo m > 1 jednoduse napsat. Pfi konkrétné
daném m dovedeme v3ak vsechna é&fisla nesoudélna
8 ¢islem m rovnéz konkrétné urdit.

Piiklad 13. Urdete, ktera z éisel 0, 1, 2, ..., m —1
jsou nesoudélns s dislem m, je-li

a) m = 28,
b)m = 24,
c) m = 13.

Regen{. Snadno zjistime, Ze

8) pro m — 28 jsou to &sla 1, 3, 5, 9, 11, 13, 15, 17, 19,
23, 25, 27;

b) pro m = 24 jsou to &isla 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23;

¢) pro m = 13 jsou to ¢&isla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
11, 12.

Ponékud snazif, bude tloha uréit podet zbytkovych
tfid podle modulu m, které obsahuji pouze &isla nesou-
délna s m. Jak uz vime, bude tento poéet zbytkovych
tfid rovny poétu ¢&isel z dplné soustavy zbytka 0, 1,
2, ..., m — 1, ktera jsou nesoudélna s &islem m.

Definiee 9. Budif m prirozené &tslo. Polet éisel z splné
soustavy zbytkw, 0, 1, 2, ..., m — 1, kterd jsou nesoudéind
8 Cislem m, budeme znabit symbolem @(m). Funkci p(m)
definovanou pro vdechna pfirozend &isla budeme naziyvat
Eulerovou funkci.
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Priklad 14. (1) = 1, ¢(28) = 12, p(24) = 8, ¢(13) = 12
(viz piiklad 13).

Vezméme nyni zcela libovolnou ftplnou soustavu
zbytkii podle modulu m. Z pfedchozich Gvah u% vime,
Ze mezi témito &isly je pravé ¢(m) téch, kterd jsou ne-
soudélnd s m.

Definice 10. BudiZ m prirozené é&islo. Redukovanou
soustavou zbytkd podle modulu m nazveme soustavu
p(m) Eisel, kterd dostaneme, vybereme-li z libovolné dané
uplné soustavy zbytkd podle modulu m vdechna Eisla ne-
soudélnd s Cislem m.

Z definic 10 a 8 a véty 15 ihned plyne, Ze Zddné dva
dleny redukované soustavy zbytkd podle modulu m
nejsou spolu podle tohoto modulu kongruentnf.

V pfikladu 13 jsme nalezli redukované soustavy zbyt-
ki podle modulii 28, 24 a 13.

Pii vytvafeni zbytkovych tfid podle daného modulu
jsme si mohli povSimnout jisté periodidnosti celého
systému (viz piiklad 11). Této periodi¢nosti lze nékdy
vyuzit i v praxi.

Priklad 15. Prifadme jednotlivym dndim v tydnu
celd ¢isla takto:

Nedsle .. 0 Ctvrtek .. 4
Pondéli o1 Patek ... 5
Utery 2 Sobota ... 6
Streda ... 3

Dostdvame tak prakticky pouZitelny model tplné
soustavy zbytkd podle modulu 7. Zbytkovymi tfidami
jsou zde ,,v8echny nedéle*, ,,vS§echny pondélky*, ,,v8ech-
ny uterky‘ atd. Pii tomto pfifazeni pfedstavujf pracovni
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dny normilniho tydne model redukované soustavy
zbytkid podle modulu 7.

Obdobné mutZeme pfifadit jednotlivym mésicim
v roce jejich poradova é&isla 1, 2, ..., 12.

Uvedenych modelt se da vyuZit k rychlému urden{
dne v tydnu, na ktery pfipada dané datum (tzv. véiny
kalendar). Odvozovani vzored, pomoci kterych se tato
dloha Fesi, je vSak znaéné komplikované, nebot je tfeba
do nich zahrnout nestejnou délku mésfcti, ,,prestup-
nost‘ roki a dal§i nepravidelnosti kalendére.

Vratme se nynf ke studiu nékterych vlastnosti redu-
kovanych soustav zbytkd podle daného modulu.

Véta 22. Budte m, a m, pfirozend &isla a necht (m,, m,) =
= 1. Necht ddle x a y jsou celd élsla. PoloZme jesté m =
=mm,az = m,x + my. Polom (z, m) = 1 prdvé tehdy,

je-li soucasné (x, m,) =1 a (y, m,) = 1.

Dikaz. Necht (z, m) = 1. Kdyby bylo napt. (x, m,) =
=d > 1, bylo by d|z a d|m,, takZe podle véty 3 by téz
bylo d|(m.x + my) a d|mm,, tj. d|z a d|m. To viak
odporuje pfedpokladu o nesoudélnosti &isel z a m. Musi
byt proto (z,m,) = 1. Obdobné se dokaze, Ze i (y, m,) = 1.

Necht obricené (z, m) =d > 1. Potom djz i d|m,
takie plati z =0 mod d a m =0 mod d. Ponévadz
d > 1, existuje prvoéislo p takové, Ze p|d. Podle véty 18
bude tedy z = 0 mod p a m = 0 mod p, takZe po do-
sazenf za z a za m mame m,x + my =0 mod p a
mym, = 0 mod p. Podle véty 13 plyne z kongruence
m;m, = 0 mod p, Zc budto m, = 0 mod p, nebo m, =
= 0 mod p. Necht napf. m, = 0 mod p, tj. p|m,. Poné-
vadZz predpokladame, 7e (m,, m,) = 1, plati p + m,, tj.
(m,, p) = 1. Z kongruence m,x + m,y = 0 mod p plyne
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dile m,z =0 mod p a ponévadi (m,, p) =1, bude
podle véty 11 & = 0 mod p. Plati tedy, Ze p|z a p|m,,
takze (z, m;) = p > 1. Proto nemizZe v tomto pfipadé
platit soudasné (z, m,) = 1 a (y, m,) = 1, ¢imZ je véta 22
dokazana,

Véta 23. Budle m, a m, pfirozend &lsla a necht (m,,
m,) = 1. Potom, probihd-li z redukovanou soustavou
2bytkt podle modulu m, a y redukovanou soustavou 2bytks
podle modulu m,, probihd vijraz 2 = mx + my redukova-
nou soustavou zbytkd podle modulu m = mym,.

Dikaz. Zvolme si libovolnou dplnou soustavu zbytka
podle modulu m, a libovolnou tplnou soustavu zbytki
podle modulu m, a sestrojme k témto soustavim pii-
slusné redukované soustavy zbytkid. Probiha-li z zvo-
lenou dplnou soustavou zbytké podle modulu m, a y
dplnou soustavou zbytkd podle modulu m, probiha
podle véty 19 vyraz z = m,x 4+ m,y Gplnou soustavou
zbytki podle modulu m = mm,. Z této Gplné soustavy
zbytkd dostaneme redukovanou soustavu zbytkd podle
modulu m tak, Ze z nf vybereme vsechna ¢&fsla z nesou-
délnd s m. AvSak podle véty 22 dostavime takovito z
pravé tehdy, kdyz pro odpovidajicf &fsla z a y plati
(x, m;) = (y, m,) = 1, tj. kdyZ z )e z dané redukované
soustavy zbytkd podle modulu m, a ¥ z dané reduko-
vané soustavy zbytki podle modulu m,.

Dusledkem véty, kterou jsme pravé dokazali, je

véta 24. Jsou-li m, a m, nesoudéing ptirozend Cisla,
plati p(mym;) = (m,) g(ms,).

Dikaz. Cislo z z predchoz{ véty nabyva ¢(m,) hodnot
vzéjemné inkongruentnich podle modulu m, a nezivisle
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na tom &islo y pak ¢(m,) hodnot vzdjemné inkongruent-
nich podle modulu m,, takie vyraz z = m,x + m,y na-
byva celkem ¢(m,) ¢(m,) hodnot vzajemnd inkongruent-
nich podle modulu m,m,. Na druhé strané, ponévadz
z probfha redukovanou soustavou zbytka podle modulu
my;m,, nabyva toto z celkem @(m,m,) hodnot vzijemné
inkongruentnich podle modulu- mm,, takie skutetné
platf p(m;m,) = @(m,) p(m,).

Véta 25. Necht m = popis . o p), kde py,p,, - . -,

Dr—1, Pv» jSOU vzajgmne riznd prvoczsla G oy, Ky, ey
ay—1, o PFirozend Cisla. Potom

p(m) = pa—ips—t .. pl T pS T (p,— 1) (p,—1) ...

: (Pv—l— 1) (p,—1). (31)
Pro prvoéislo p je specidlné
p(p) =p—1. (32)

Dikaz. Nejprve dokdzeme, %e plati
ppypg - - Pp,) = 907) 9(Pg) - -

- o@7) (@) (33)
Ponévadz prvodisla p,, p,, - .., Py, Py jsOu vzijemné
riiznd, bude (p&,p%, ..., pirt, p.’) = 1. Podle véty 24
je tedy
o@Dy - B7IP) = e(rpg - 277 (D)

Ponévadz jsme pfi dikazu tohoto &isteéného vysledku
nedinili Zadné predpoklady o pottu zde vystupujicich
mocnin prvodisel, miZeme jej aplikovat postupné na
soudin dvou, tfi atd. &initeld, ¢imz dostaneme
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PP2PH) = p(p2) P(P2),
p(pop3p3t) = p(plpd) @(P3),

(p(ptih:p;: . 1-1 d,) — ‘P(p?'p L '—1) (p(pav)

Z téchto rovnosti pak postupnym dosazovdnim dosta-
neme vztah (33).

Nyni vypoéteme pro prvoéislo p a prirozené &islo- a
hodnotu ¢(p*). V dplné soustavé zbytkia 0, 1, 2, ...,
2*— 1 nejsou nesoudélna s éislem p jen ta &sla, kter4
jsou délitelnd prvodislem p. Jsou to tedy ¢&isla 0.p,
1.p,2.p,3.p, ..., (p1—1). p. Téchto ¢&isel je pa—1.
Ostatni &isla této soustavy, kterych je p* — p*—2, jsou
tedy nesoudélna s &islem p*, takze je ¢(p*) =p*— p*—1 =
= p*~(p — 1). Pro a = 1 dostaneme ihned (32).

Bude tedy ¢(pi%) = p5 '(pi—1) (i = 1,2,...,9—1,
v), coZ dosazeno do (33) d4 dokazovany vztah (31).

Nyni dokdZeme nékolik vét zdsadni dileZitosti, jichz
budeme v dal§ich kapitolich asto uZivat.

Véta 26. Budte a a b celd éisla a m pFirozené éEislo.
Necht jesté (a, m) = 1. Potom, probikd-li x dplnou
soustavou zbytka podle modulu m, probikd vyraz ax 4+ b
rovnéZ dplnou soustavou zbytki podle modulu m.

Dikaz. Probiha-li  dplnou soustavou zbytkid podle
modulu m, nabyva vyraz ax + b celkem m rdznych
hodnot. Podle definice 8 a véty 15 staéi dokazat, Ze
tyto hodnoty jsou vzdjemné inkongruentni podle mo-
dulu m. Necht = a z’ jsou dvé ¢isla z dané tiplné soustavy
zbytkd podle modulu m a nechf pro tato &fsla plati
axr + b = az’ + b mod m. Odtud podle (13) dostaneme
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ax = ax’ mod m. PonévadZ je (@, m) = 1, plyne z po-
sledni kongruence podle véty 11, Ze z =2’ mod m.
Cisla z a ' tedy leZi ve stejné zbytkové ti{ds podle
modulu m a protoZe uplna soustava zbytkid podle mo-
dulu m obsahuje z kazdé zbytkové tiidy podle tohoto
modulu jediny prvek, musf byt £ = ', coZ jsme méli
dokdzat.

Yéta 27. Budle a celé a m prirozené &islo. Necht ddle
(a, m) = 1. Potom, probiki-Ii z redukovanou soustavou
zbytkt podle modulu m, probikd i vyjraz ax redukovanou
soustavou zbytka podle modulu m.

Ditkaz. Vyraz ax nabyva celkem ¢(m) hodnot, o nich%
z véty 26 vime, Ze jsou vzdjemné inkongruentni podle
modulu m. Stadéi tedy dokazat, Ze pro kazdé z z reduko-
vané soustavy zbytki podle modulu m je &islo axz ne-
soudélné s ¢islem m. Necht tedy pro nékteré ze zminé-
nych &iscl x plati (ax, m) = d > 1. Potom ax = 0 mod d
a m =0 mod d. Protoze d>1, existuje prvodislo p
takové, Ze p|d. Podle véty 18 tedy bude az = 0 mod p
a m = 0 mod p. Ponévadi je (a, m) =1 a p|m, musf
platit p + a, takZe je (a, p) = 1. Z kongruence ar = 0
mod p pak pndle vity 11 dostaneme, e 2 = 0 mod p.
Mime tedy p|z a p|m, takZe (z, m) = p >1. To viak
nenf mozné, nebot é&islo z jsme zvolili z redukované
soustavy zbytkd podle modulu m. Musi- proto byt
(az, m) = 1 a to jsme chtéli dokazat.

Piiklad 16. Ovéime si vétu 27 na numerickém pii-
kladé proa = 5 am = 42,

Z 1ip!né soustavy zbytkd 0, 1, 2, ..., 41 podle modu-
lu 42 vybereme p(42) = ¢(2).¢(3).¢(7) = 1.2.6 = 12&-
sel, kterd jsou nesoudélnd s &islem 42. Dostaneme tak
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redukovanou soustavu zbytkua {1, 5, 11, 13, 17, 19, 23,
25, 29, 31, 37, 41} podle modulu 42. Uréime-li z kon-
gruence 5z = r(x) mod 42 &fsla r(x) tak, Ze 0 < r(r) <42,
dostaneme pro r(z) postupné {5, 25, 13, 23, 1, 11, 31,
41, 19, 29, 17, 37}. Vidime, Ze oba systémy &isel se lisf
pouze poradim.

Poznatek, ktery jsme v piikladu 16 uéinili, m4 vSak
obecnou platnost. Postupu, jehoZ jsme v tomto pifkladu
uZili, pouzijeme v dilkazu nasledujici véty.

Véta 28. Budif m prirozené islo. Potom pro kazdé celé
éislo a nesoudélné s m plati

a*™ = 1 mod m. (34)
Dikaz. Z Gplné soustavy zbytkda 0,1, 2, ..., m — 1
podle modulu m vybereme é&isla r,, 7,, ..., rom, kterad

jsou nesoudélna s ¢islem m. Tim dostaneme redukovanou
soustavu zbytkd podle modulu m. Podle véty 27 tvoii
&sla ar,, ar,, ..., argm rovnéi redukovanou soustavu
zbytkd podle modulu m. MiZcme tedy definovat ¢&isla
1, 72, . « -5 Toemy VZtahy

ar; = ry mod m, (35)
0<ri<m (36)
t=12, ..., ¢(m)]. Cisla ry, 4, ..., 7om takto defino-

vand tvoff opét redukovanou soustavu zbytkid podle
modulu m. Z nerovnosti (36) vidime, Ze tato redukovana
soustava zbytkd je rovnéi tvoiena d&isly vybranymi
z tplné soustavy zbytku 0, 1, 2, ..., m — 1 podle mo-
dulu m. Proto obé soustavy {r, 7y, ..., om} 8 {r1, 73,

.« » Tym} jSOu vytvoreny ze stejnych ¢&isel a lisf se pouze
pofadim, takie plati

Py .. Tom = TiTe.. .- Tom = C. (37)
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Z vé&ty 27 dale plyne, Ze soudin dvou &fsel nesoudélnych
8 ¢islem m je opét dislo nesoudélné s m. Snadno nahléd-
neme, zZe toto tvrzeni lze rozsifit na libovolny podet
¢initela. Ponévadz é&isla 7, 7,, ..., 7om jsOu vesmés
nesoudélns s &islem m, bude i éislo ¢ definované vztahem
(37) nesoudélné s m. Podle (35) muzeme dale psit

ar, = ry mod m ,
ar, = r; mod m ,

-
UTgm) = Tom mod m.

Vynasobime-li navzijem vSech téchto ¢(m) kongruenci,
dostaneme vzhledem k (37) kongruenci

a*™ ¢ = ¢ mod m .

PonévadZ je (¢, m) = 1, plyne z poslednf kongruence
podle véty 11 vztah (34), ktery jsme méli dokazat.

Viimnéme si je§té jednoho specidlniho pfipadu véty
28, kdy modulem bude prvoéislo p. Podle (32) je ¢(p) =
= p — 1. JestliZe tedy p + a, bude mit vztah (34) tvar

a1 =1 mod p. (38)

Vztah (38) je v teorii &isel nazyvan malou vétou Fer-
matovou, ktery ji poprvé formuloval v roce 1640 v do-
pise svému priteli Freniclu de Bessy. V dopise té% tvrdil,
Ze znd jeji dakaz, avSak tento dikaz se nezachoval.
Prvni znamy dikaz malé Fermatovy véty podal Leib-
niz, ktery dokazal, Ze pro libovolné celé ¢&islo a plati

a* =a mod p . (39)

Vztahy (38) a (39) jsou zfejmé ekvivalentni, nebof pro
pla jea = 0 mod p a tedy 1 a® =.0 mod p, takZe vzhle-
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dem k (11) plati (39). Jestlize v8ak p + a, dostaneme
nasobenim kongruence (38) é&islem a kongruenci (39)
a obricené kracenim kongruence (39) ¢islem @& kon-
gruenci (38).

Véta 28 byva ¢asto nazyvana vétou Eulerovou, ktery
ji dokazal v roce 1760 zobecnénim malé Fermatovy
véty. Neni bez zajimavosti, Ze Leonard Euler, ktery Zil
v letech 1707—1783, ui s kongruencemi pracoval,
aviak do matematiky je zavedl teprve o 70 let mladsi
Karl Friedrich Gauss (1777—1855). Od Gausse pochdzi
té% dnesni terminologie a oznadeni v teorii kongruenci.
Ve svém latinsky napsaném dile Disquisitiones arithme-
ticae shrnul Gauss tehdy zndmé vysledky z teorie &isel,
které budto sam objevil, nebo které znali uz jeho
predchudeci.

Zavérem této kapitoly si poloZme tlohu najit pro celé
&islo @ nesoudélné s pfirozenym ¢&islem m prirozend
&isla k, pro ktera plati

a* =1 mod m. (40)

Z véty 28 plyne, ze takovéto k vidycky existuje, nebof
stadf polozit k = @(m). Podle véty 10 miZeme dokonce
za k zvolit libovolny pfirozeny nasobek &isla ¢(m.) Nas
viak bude vice zajimat, jaké bude nejmensf prirozené
¢islo %, které spliuje kongruenci (40).

Piiklad 17. Uréete nejmensi pfirozené é&islo k, pro
které plati a* = 1 mod 54, jestlize

a)a = 5;
b)a = 17;
c)a =19.

Reseni. Uloha m4 smysl, nebot ka*dé z &isel 5, 17
a 19 je nesoudélné s éislem 54. Bude jisté k < ¢(54) =
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= @(2.3% = 18. Abychom nemuseli pracovat s ptilis
velkymi &isly, omezime se na redukovanou soustavu
zbytkl podle modulu 54, ktera vznikne z Gplné soustavy
zbytka {—26, —25, —24, ..., 24, 25, 26, 27). Ui-
vajice stale vztahu (17) a (11) dostaneme postupnym
nasobenim:

a)5 = 5 mod 54; 519 = — 5 mod 54;
52 = 25 mod 54; 511 = —25 mod 54;
5% = 17 mod 54; 512 = —17 mod 54;
5t = —23 mod 54; 513 = 23 mod 54;
5% = — 7 mod 54; bl = 7 mod 54;
5% = 19 mod 54; 515 = —19 mod 54;
57 = —13 mod 54; 51 = 13 mod 54;
5% = —11 mod 54; 617 = 11 mod 54;
5% = — 1 mod 54; 518 = 1 mod 54;

b) 17 = 17 mod 54; 174 = —17 mod 54;
172 = 19 mod 54; 175 = —19 mod 54;
178 = —1 mod 54; 178 = 1 mod 54;

¢) 19 = 19 mod 54;
192 = —17 mod 54;
19% = 1 mod 54.

Hledané pfirozené &islo je tedy v pripadé a) &k = 18,
v ptipadé b) k = 6 a v piipadé ¢) k = 3.

Z uvedeného ptikladu je zfejmé, Ze pravdépodobné
nebudeme umét jednoduchym zpisobem v obecném
piipadé &islo %k stanovit. V pfipadé a) jsme dokonce
vidéli, Ze mhZe nastat situace, kdy k = p(m). MiZeme
si v3ak povSimnout, Ze ve viech tfech piipadech je
¢islo k& délitelem é&isla ¢(54) = 18. UkaZeme si, Ze tato
skute&nost plati obecné.

Véta 29. Necht celé ¢islo a je nesoudélné s piirozenym
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éislem m. Necht ddle k je nejmendi pfirozené &islo, pro
které plati

a* =1 mod m. (40)
Potom k|p(m).

Dukaz. Z véty 28 plyne, Ze k < ¢(m). K danym
éislim ¢(m) a k¥ muZeme nynf podle véty 1 najit celd
tisla n a r tak, Ze plati vztahy

pm) =kn +r, 0=r <k.

Bude tedy a*™ = a™*r = (a*)*.a". Ponévadi plati
vztah (40), bude podle (18) téZ (¢*)» = 1 mod m, takZe
podle (14) dostaneme a®™ = ar mod m. Jeito viak je
a*™ = 1 mod m, bude podle (11) i a* = 1 mod m.
Ponévadz k je nejmens{ prirozené &islo, pro které platf
vztah (40), a ponévadi 0 <r <k, musi byt r = 0.
Bude tedy ¢(m) = kn, coZ podle definice 2 znamenj,
Ze k|p(m).

Ulohy
7. Dokaite, ze plati:

a) Druhd mocnina lichého &isla lez{ ve zbytkové tiids A,

b) Druhd4 mocnina ¢&isla, které neni délitelno tfemi, leZi
ve zbytkové tiidsé A",

8. Necht a probihd redukovanou soustavou zbytkt podle
modulu m. Urdete pro kazdé a z této redukované soustavy
nejmensi pfirozené &islo %k, pro které plati (40), jestliZze

a) m = 18;
b) m = 42.

9*. Necht m je sloZené &islo, m > 4. Dokaite Ze

(m — 1)1 = 0 mod m.
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10. Budiz p prvoéislo. UZitim vztahu (39) dokeZte, Ze ¢&fslo
=11...122...233...3 ... 99...9 — 123456789
Nt — ———. o — s, p— e e
pecifer pcifer pcifer p cifer

je ddlitelné prvodislem p.
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4. kapitola

KONGRUENCE 0 JEDNE NEZNAME.
LINEARNI KONGRUENCE

Ve druhé kapitole jsme si ukazali, Ze kongruence a rov-
nosti maji fadu spoleénych vlastnosti.

S pojmem rovnosti velmi tésné souvisi pojem rovnice.
BudiZ n pfirozené é&islo a necht a,, a,, a,, ..., a, jsou
dana realna &isla, pritemZ a, 7 0. Sestrojme polynom
n-tého stupné P(z) = ag™ + a1 + ... + @y + a,
a polozme si dlohu najit viechna é&isla « (obecné kom-
plexni), pro ktera plati rovnost

Pa) =0.

Najdeme-li v3echna éisla « s touto vlastnosti, fikame,
%e jsme vytesili algebraickou rovnici n-tého stupné
o jedné nezndmé P(z) = 0. Kazdé ¢islo «, pro které
plati rovnost P(a) = 0, nazyvime pak FeSenim rovnice
P(x) = 0.

Rozdil mezi pojmem rovnost a rovnice je tedy ten,
Ze rovnost je jista relace (v naSem pripadé mezi &isly),
kdezto rovnici rozumime tlohu, kterou jsme pravé
popsali.

Je-li n = 1, nazyvame algebraickou rovnici linearn{
rovnici o jedné nezndmé, pro » = 2 hovofime o kvadra-
tické rovnici o jedné neznamé, pro » = 3 o kubické
rovnici 0 jedné neznamé atd. Ze $koly dovedeme fesit
linedrni a kvadratické rovnice o jedné neznimé a nék-

Yvs

teré specidlni typy rovnic vyssich stupiii.
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Obdobné situace je i u kongruenci. Necht m a =
jsou prirozend ¢isla a ay, a,, a,, ..., @, dana celd &isla,
plitemZ a, % 0 mod m. Nechf jestée P(zx) = apx® +
+ax™t + ... 4+ @, + a, je polynom n-tého stupné
(s celoéiselnymi koeficienty). Hledejme vsSechna cels
tisla &, pro ktera plati

P(£) = 0 mod m. (41)

Najdeme-li vSechna celd &isla & s touto vlastnostf,
fikame, Ze jsme vyfesili kongruenci n-tého stupné o jedné
neznamé

P(z) = 0 mod m. (42)
Kazdé celé é&islo £, pro které plati vztah (41), nazyvame
pak feSenim kongruence (42).

Slovo kongruence zde vystupuje ziejmé ve dvou vy-
znamech, predné jako relace mezi dvéma celymi ¢&isly,
dale pak (ve spojeni se réenim ,,0 jedné neznidmé‘‘)
jako pravé popsana iloha. Tento dvoji vyznam slova
kongruence viak nezplisobi nedorozumeéni, nebot z kon-
textu bude vidy zfejmé, o ktery z téchto vyznami jde.

Vratme se jesté k feSeni kongruence o jedné neznamé
(42). Zname-li fefeni & této kongruence, miZeme psit
vztah (41) ve tvaru

@l + a1 4 oL+ ay 8 + @, = 0 mod m.

Podle véty 17 muzZeme vsak &slo & nahradit kterym-
koliv &islem, které je s Cislem & ekvivalentni podle
modulu m. ReSenimi kongruence (42) budou tedy
viechna ¢&isla z jisté zbytkové tiidy podle modulu m.
Z tohoto divodu se pfi hledédni feSeni kterékoliv kon-
gruence o jedné neznamé muZeme omezit na redeni z li-
bovolné zvolené tplné soustavy zbytki podle modulu m.
Pokud takto dostaneme vice feSeni kongruence (42),
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budou zfejmé tato feSeni vzdjemné inkongruentni podle
modulu m. My budeme zpravidla za tplnou soustavu
zbytkt, ve které budeme hledat feSeni, volit soustavu
(0, 1,2 ..., m—1)}.

Podobné jako u rovnic hovofime i u kongruencf
o stupni kongruence o jedné nezndmé. Pro » = 1 na-
zyvame kongruenci linedrni, pro » = 2 kvadratickou,
pro n = 3 kubickou atd.

V dalsi &asti této kapitoly a v kapitolich 5 a 6 se bu-
deme zabyvat linedrnimi kongruencemi o jedné pfipadné
o vice nezniamych, jejich soustavami a jejich uZitim
Pii fedeni tzv. neuréitych rovniec.

Viéta 30. Budie a a b celd &lsla a m pfFirozené &islo.
Necht ddle (@, m) = 1. Potom linedrn{ kongruence o jedné
nezndmé

axr 4+ b =0 mod m (43)

md v kafdé splné soustavé zbytka podle modulu m prdvé
Jjedno fedent.

Dikaz. Probfha-li &islo 2 libovolnd zvolenou tplnou
soustavou zbytku podle modulu m, probfha podle véty
26 vyraz ar 4+ b rovndZ tplnou soustavou zbytka podle
tohoto modulu, takie existuje pravé jedno celé &islo &
z dané Gplné soustavy zbytkl, pro které bude af + b
ze zbytkové tiidy A(™. Bude proto af + b = 0 mod m,
coZ jsme chtéli dokdzat.

Véta 30 nim za piedpokladu (@, m) = 1 zodpovidd
otdzku existence FeSeni kongruence (43) i otdzku po&tu
reSeni této kongruence, aviak nepoddva ndvod, jak toto
fedeni najdeme.

Nynf si vyreSime piiklad, jehoZ vysledki uZijeme
k tedenf ndkolika kongruenci v pfikladech dalsich.
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Priklad 18. Necht = probih4a ¢&isly 0, 1, 2, ..., 13, 14.
Urdete zbytkové tiidy podle modulu 15, ve kterych
leZi é&fsla tvaru

a) 4z — 11,
b) 6z + 9;
¢) 6z + 5.

Reseni. Ke ka?dému z &sel + budeme hledat &islo k
vyhovujici nerovnostem 0 < k < 14 tak, aby platilo

a) 4z — 11 = k mod 15 resp.
b) 6z + 9 = k mod 15 resp.
¢) 6x + 5 =k mod 15.

I

Vysledky mame uspofadiny do tabulky 1. Vidime, Ze
v piipadé a) nabyva ¢&islo &k kazdé z hodnot 0, 1, 2, ...,
13, 14 pravé jednou, takie vyraz 4x — 11 skuteéné
probihd tplnou soustavou zbytkid podle modulu 15.

Naproti tomu v piipadé b) nabyva & pouze hodnot 9,
0, 6, 12 a 3, pfiéemz kazdé z téchto hodnot nabyva pro
tfi rizné hodnoty x z dané iplné soustavy zbytkd podle
modulu 15. Podobné v piipadé c) nabyva k pouze
hodnot 5, 11, 2, 8 a 14 a to opét kazdé z nich pro tii
rizné hodnoty x z dané tplné soustavy zbytka.

Piiklad 19. Reste linearni kongruenci o jedné neznamé
4x — 11 = 0 mod 15.

Reseni. Ponévadz je (4, 15) = 1, existuje podle véty
30 v uplné soustaveé zbytka 0, 1, 2, ..., 14 podle modulu
15 pravé jedno feSeni dané kongruence. Z tabulky 1
okamzité vidime, Ze & = 14. O spravnosti vysledku se
presvédéime zkouskou: 45 — 11 = 45 a skuteéné 45 =
= 0 mod 15.

Komplikovanéjsi situace pfi fesenf linedrnf kongruen-
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Tabulka 1.

4x— 11| —11—7—3( 1| 5| 9113 | 17| 21| 25| 20| 33| 37| 41| 45

k 4 8/ 12| 1| 5| 9|13 2| 6(10/ 14| 3| 7(11] O
6z + 9 9| 15| 21127 (33|39 45|51 | 57| 63| 69| 75/ 81| 87| 93
k 9 o0 6/12) 3| 9] o] 6 12. 3 9 0| 6[12] 3
6z + 6 5] 11| 17|23 | 29|35(41|47|53|59(65| 71| 77| 83! 89
k 5| 11| 2| 8[14) 5] 11) 2 8(14] 5111 2] 8 14

ce (43) nastane v piipadé, kdy éisla a a m nejsou nesou-
délna. V tomto piipadé nelze pouZit véty 30. Aniz
bychom providélt podrobny obecny rozbor, ukdZeme
na dvou piikladech, jaké moZnosti mohou nastat (viz
tlohu 14 a knihu [7]).

Piiklad 20. Reste linedrni kongruenci 6x + 9 =0
mod 15.

ResSeni. Uzijeme-li vysledku piikladu 18b), vidime
z tabulky 1, Ze vyraz 6z 4 9 patfi do zbytkové tiidy
A{® pouze pro # = 1 nebo 6 nebo 11. Dana kongruence
mé tedy v tuplné soustavé zbytka 0, 1, 2, ..., 14 podle
modulu 15 pravé tfi feSenf & =1, & =6 a & =11,
které jsou vzdjemné inkongruentni podle modulu 15.
Snadno nahlédneme, Ze v libovolné iiplné soustavé
zbytkid podle modulu 15 mi kongruence 6x + 9 =0
mod 15 tfi vzajemné inkongruentni feSenf. Tato feSeni
jsou ze zbytkovych tifd A{®, 40 a 4A{}® podle modu-
lu 15.

Priklad 21. Vysetite linedrni kongruenci 6x + 5 =
= 0 mod 15.



Reseni. Z tabulky 1 opét vidime, Ze probiha-li z
iplnou soustavou zbytkid podle modulu 15, leZi vyrazy
6x - 5 pouze ve zbytkovych tiidach A, AP, Aye)
AG® a AP, Zadny z vyrazi 6z -+ 5 tedy neleZi ve zbyt-
kové tiidé AYy® podle modulu 15, takZe kongruence
6x + 5 = 0 mod 15 nema FeSeni.

Na piikladu 19 jsme vidéli, Ze jsou-li splnény pted-
poklady véty 30 a mame-li k dispozici vhodnou tabulku,
miZeme najit rychle feSeni kongruence (43). Metoda,
kterou zde pouZivime, je svoji podstatou metodou
zkusebni. Principidlné lze takto feSeni dané kongruence
vidy najit. Je vSak zfejmé, Ze tato metoda nebude
vhodnd v pfipadech, kdy modul m bude velké é&islo,
nebot podet zkousek, které musime provést, miZe byt
rovny ¢&islu m (tak je tomu zrovna v pifkladu 19).
Proto se pokusime najit jiné cesty, kterych by bylo
mozno pouzit k rychlejSimu urdeni feSeni i pro velké
moduly.

Predpoklidejme, Ze ¢&isla @ a m jsou nesoudélna.
Podle véty 30 vime, Ze v kazdé iplné soustavé zbytki
podle modulu m existuje pravé jedno reSeni kongruence
(43). Oznadime-li toto FeSenf pismenem &, bude tedy
at = —bh mod m. Nasobme tuto kongruenci celym &is-
lem %. Dostaneme tak kongruenci (au)é = —bu mod m.
Podaii-li se ndm najit celé é&islo u tak, aby platilo

au = 1 mod m, (44)

muZeme podle v&ty 17 napsat, Ze pro fesenf £ kongruence
(43) platf
£ =—bumod m. (45)

Tim tedy bude ihned stanovena zbytkova tfida podle
modulu m, ve které leZi FeSeni & kongruence (43).
Ulohu resit linedrni kongruenci (43) jsme takto pfe-
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vedli na tlohu fesit linedrni kongruenci (44), kterd uz
mé specidlni pravou stranu rovnu jedné. AvSak tato
kongruence ma redenf, které dovedeme ihned napsat,
nebof podle véty 28 pro (e, m) = 1 plati a®™ = 1 mod m,
takze staéf poloZit u = a®™-1, Podle (45) tedy pro fe-
gen{ £ kongruence (43) dostaneme

£ = —ba®™-1 mod m. (46)

Cislo —ba®m™-1 bude viak zpravidla pili§ velké, a
proto — chceme-li si udélat lepsi ptedstavu o zbytkové
tiidé podle modulu m, ve které fefeni lezi, — bude tieba
podle pravidel popsanych v predchazejicich kapitolich
toto &fslo nahradit vhodnym éislem s nim ekvivalentnim.

Priklad 22. Metodou, kterou jsme pravé popsali, FeSte
znovu kongruenci 4z — 11 = 0 mod 15 z prikladu 19.

Reseni. Ponévad% (4, 15) = 1 a ponévadi g(15) = 8,
bude podle (46) pro feSeni £ kongruence 4r — 11 = 0
mod 15 platit £ = 11.47 mod 15. Aviak 11 = —4
mod 15, takze 11.47 = —48 mod 15. Podle (34) je viak
4% = 1 mod 15, takZe bude £ = —48% = —1 = 14 mod 15,
t). &£ = 14.

] K vysledku muZeme dojit v tomto piipadé jestd
rychleji fesenim kongruence (44). Hledime celé éislo »
tak, aby platilo 4« = 1 mod 15. IThned vidime, Ze mizZeme
volit w = 4, takZe podle (45) dostaneme ¢ = 44 =
= l4 mod 15.

Ukazali jsme si, %e za predpokladu (g, m) = 1 mtZeme
vidy dostat Feseni kongruence (43) pomoci vztahu (46).
Z piikladu 22 vSak vidime, Ze miZe byt vyhodnéjsi uréit
feSenf » kongruence (44) jinou cestou, zejména podari-li
se nam najit toto feSenf % pomérné malé. Jedna z moz-
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nych cest k tomu je napf. najit nejmendi pfirozené
¢islo k&, pro které platf

a* =1 modm.

Najdeme-li takové &islo k, bude zfejmé » = a*-! jednim
z FeSenf kongruence (44), takZe pro feseni & kongruence
(43) v tomto piipadé dostaneme

& = —ba*! mod m. (47)

Mimoto podle véty 29 vime, Ze k|g(m).

Snadno zjistime, Ze tento postup bude tim Wéinnéjsi,
éim bude nalezené éislo k mensi. V piikladu 17 jsme viak
vidéli, Ze toto nejmensi £ muZe byt rovno éislu ¢(m).
Tato skutednost znaéné snizuje vyhody popsané metody,
nebof nedovedeme pfedem uréit, jak velké bude hle-
dané nejmensi pfirozené &islo k. Naproti tomu mé viak
jisty vyznam, Ze ¢&islo & nemusime hledat mezi @(m)
¢isly 1, 2, 8, ..., ¢(m), nybrZz Ze se miZeme omezit na
hledanf & mezi déliteli &isla @(m), jejichZ podet je pod-
statné mens{ nez @(m). To ndm muize byt v nékterych
piipadech cennym voditkem pri vypodétech.

Piiklad 23. Uréete nejmensi pfirozené é&islo k, pro
které plati 73* = 1 mod 615 a na zakladé nalezeného
vysledku feite kongruenci 73z — 2199 = 0 mod 615.

ReSeni. PonévadZ 615 = 3.5.41, bude (73, 615) = 1
a ¢(615) = 2.4.40 = 320. Cislo k tedy budeme hledat
mezi &sly 1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 32, 40, 64, 80, 160 a
320. Ziejmé bude k> 1. PonévadZ 73% = 5329 a
5329 = —206 mod 615, bude 732 = —206 mod 615.
Odtud pak podle (18) bude dale 73 = (—206)2 mod 615
a ponévadZz (—206)2 = 42436 = 69 . 615 4 1, bude
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(—206)2 = 1 mod 615. Shrnutim é&istednych vysledki
tedy dostaneme, Ze plati 73¢ = 1 mod 615, takie k = 4
je hledané nejmensi piirozené é&islo.

Podle (47) bude tedy feSeni & kongruence 73r —
— 2199 = O mod 615 vyhovovat vztahu & = 2199.73% =
= _261.73.732 = —961.73.(—206) mod 615. Avsak
—261.73.(—206) = 19 053.206 a 19 053 = —12 mod
615, —12.206 = —2472 a —2472 = 603 mod 015;
dostaneme 19 053.206 = —12.206 = 603 mod (15 a
tedy £ = 603 mod 615, tj. & = 603.

O spravnosti vypoétu se presvédéime zkouskou:
73— 2199 = 73.603 — 2199 = 44019 — 2199 =
= 41 820 = 68.615.

Kdybychom chtéli k feseni kongruence 73z — 2199 =
= 0 mod 615 uzit pfimo vztahu (46), dostali bychom
& = 2199.73%° mod 615. Je viak 73%% = 733.(734)" a
(7397 = 1 mod 615, takZe bychom opét dostali & =
= 2199.73° mod 615.

V piikladech, s nimiZ jsme se dosud setkali, jsme &asto
byli nuceni pracovat se zna&né velikymi ¢isly. Tato
skutenost pak vedla k tomu, Ze vypoéty byly pkilis
zdlouhavé a mnohdy i dosti nepfehledné. Proto bychom
radi dosahli toho, abychom mohli pracovat s ¢&isly
v absolutni hodnoté pokud mozZno malymi. UkaZeme si
postup, kterym toho lze alesponi v nékterych pripadech
dosahnout.

Resme znovu kongruenci 73z — 2199 = 0 mod 615.
Podle (46) bude & = 2199.73%° mod 615. Podle (34)
vime, %e plati 73%° = 1 mod 615. Pro libovolné celé
&islo 7 bude viak téz £ = (2199 + 615 7). 73%° mod 615.
Vysetfme nyni kongruenci 615y + 2199 = 0 mod 73.
Podle véty 17 ji miZeme nahradit kongruenci —42y +
+ 9 = 0 mod 73. Tuto kongruenci miZeme podle véty
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11kratit éislem 3, takZe dostaneme —14y + 3 =0 mod 73.
Odtud pak plyne 14y = 3 mod 73. Po vynasoben{ po-
sledni kongruence péti a opttném uZit{ véty 17 dostane-
me postupné
70y = 15 mod 73,
—3y = 15 mod 73,

odkud kracenim tfemi plyne —y = 5 mod 73, tj. ¥y =
= —5 = 68 mod 73. Cislo # = 68 bude tedy feSenfm
kongrucnce 615y + 2199 = 0 mod 73, o demZ se mi-
feme pfesvéd&it zkouskou: 6155 + 2199 = 615. 68 +
+ 2199 = 41 820 4 2199 = 44 019 = 73.503. Dosadi-
me-li za vypoétené 9 do pravé strany (48), dostaneme
(2199 4 615%).73"® = 603.73%%° a ponévadi 73’ =
= 1 mod 615, bude 603.73*2° = 603 mod 615, tedy
i £ = 603 mod 615 neboli opét & = 603.
» Postup, jehoZ jsme pravé uiili, spoéivd v tom, Ze
Fe$ime pomocnou kongruenci, kterd v naSem piipadsé
byla 615y + 2199 = 0 mod 73. Tuto kongruenci jsme
uz fesili piimo. Je vSak zfejmé, Ze by cely postup bylo
mozno opakovat. Tim bychom dostali cely systém
pomocnych kongruenci, které bychom postupné fesili.
V prikladech, které jsme si ukdzali, jsme si mohli
poviimnout, %e vSechny upravy v kongruencich, které
déldme s feSenim (46) kongruence (43), miZeme délat
téZ s nezndmou z. Z forméalnfho hlediska tedy nemusime
rozliSovat neznamou z a nalezené feSenf £. Proto se
domluvime, %e od nynéjska budeme fedenf kongruence
(42) libovolného stupné oznalovat stejnym pismenem,
jako nezndmou v (42).

Piiklad 24. Reste kongruenci 91z = 653 mod 1815.

Refeni. Pondvad? 1815 = 3.5.112 a 91 = 7.13, je
(1815, 91) = 1 a (1815) = 2.4.11.10 = 880. Proto
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bude 9188 = 1 mod 1815 a pro feSenf dané kongruence
dostancme podle (46)

z = 653.9187 = (653 + 1815y).918" mod 1815.  (49)
Budeme proto redit prvni pomocnou kongruenci

1815y + 653 = 0 mod 91.
Jejf ipravou dostaneme

—5y + 16 = 0 mod 91
neboli
5y = 16 mod 91.

PonévadZ (5, 91) = 1 a ¢(91) = 6.12 = 72, dostaneme
pro feseni této kongruence podle (46)

y =16.5" = (16 + 912).6" mod 91.  (50)

Pritom je 52 =1 mod 91. Vztah (50) vede na druhou
pomocnou kongruenci

91z + 16 =0 mod 5
neboli
2+ 1=0mod 5,

jejiz TeSeni je zfejmé& z = 4. Bude tedy 16 + 91z =
= 16 -+ 364 = 380 = 5.76, takZe vztah (50) pro z = 4
nabude tvaru

y = 76.5" = 76 mod 91.

Tim jsme dostali feSenf prvni pomocné kongruence
y =76 a protoie pro toto y bude 1815y + 653 =
= 1815.76 4 653 = 137940 + 653 = 1385693 =
= 91.1523, dostaneme po dosazeni do (49)

z = 1523.91%° = 1523 mod 1815.
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Reseni kongruence 91z = 653 mod 1815 je tedy z =
= 1523. O spravnosti vysledku se presvédéime zkous-
kou: 91.1523 — 653 = 138 593 — 653 = 137 940 =
= 1815.76.

V pristi kapitole si ukdZeme jestd dalsi metody feSeni

linearnich kongruenci.

11.

12.

13.

Ulohy

Redte linedrni kongruence:

a) 239z = —6340 mod 311;
b) —64zx + 935 = 0 mod 243;
c) 89z — 14 = 0 mod 420.

Urdete nejmensi pfirozend &islo k, pro které plati 26% =
= 1 mod 85 a pomoci nalezeného vysledku feSte linedrn{
kongruenci 26z = 51 mod 85.

Uréete nejmensi piirozené &islo k, pro které plati 9% =
=1 mod 65 a pomoci nalezeného vysledku feSte pak
linedrni kongruenci 9z + 134 = 0 mod 65.

14* Budte @ a b celd &isla a m prirozené &islo. Necht ddle
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(a, m) = d > 1. Dokazte, Ze plati:
a) Je-li b =£ 0 mod d, nemd kongruence (43) zddn$ feleni.

b) Je-lf b = 0 mod d, mé kongruence (43) v kazdé uplné

soustavé zbytka podle modulu m préavé d FeSenf, kterd
Jsou inkongruentni podle modulu m.



b. kapitola

SOUSTAVY KONGRUENCI 0 JEDNE NEZNAME
S NEKOLIKA MODULY

V predchozi kapitole jsme si ukédzali zdkladni metody
fesenf linedrnich kongruenci o jedné nezniamé. Potize,
které se pritom objevily, byly pouze podetniho charak-
teru. Byli jsme nuceni pracovat ¢asto s &fsly, kterd
byla prili§ velikd, coz pak vedlo k nutnosti dalsich
tdprav. Tyto dpravy byly vétsinou zdlouhavé a &asto
dosti komplikované.

Na prikladech 23 a 24 jsme si ukazali jednu cestu,
kterou se muZeme alespoii u linedrnich kongruenci
zminénym potiZim vyhnout.

Z tvah, které jsme provedli ve &tvrté kapitole, je
ziejmé, Ze potiZe s velkymi &isly se zvétsovanim modulu
porostou. Proto se v této kapitole budeme snaZit pre-
vést danou kongruenci na soustavu kongruencf s moduly
co moZna nejmensfmi.

Véta 31. Budte m, > 1 a m, > 1 celd nesoudélnd ¢isla.
Potom existujt celd &éisla v a v tak, Ze soutasné plati

mau—mp =1; 0<u<m; 0<v <m,. (51)

Dukaz. Ponévadi (m,, m,) = 1, miiZeme podle véty
30 najit v dplné soustavé zbytka {0, 1, 2, ..., m, — 1}
podle modulu m, prdvé jedno ¢islo u, pro které plati
my = 1 mod m,. Zfejmé bude u # 0, takZe dostaneme
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0 < u < m.Ponévadz m,|(m,u — 1), bude &fslo myu — 1

. myu — 1 , 1
celé. Polozime-li v = —————, bude dile m,u—m,v =
1
= 1. Z nerovnosti 1 < u < m, plyne ndsobenim &islem
m,> 1, %e m, S mu <mm, a tedy 0 <m, — 1 =
< mu—1 <mm, Délime-li tyto ncrovnosti éislem

. —1 .
m, , dostaneme koneéné 0 < % <my, tj.0 <v <

1
< m,, ¢imZ je dikaz véty 31 proveden.

Priklad 25. Najdéte celd &isla # a » tak, aby platilo
65u —28v =1, 0 <u <28, 0 <v < 65.

Redeni. Ponévad% je (28, 65) = 1, budeme hledat
feSeni kongruence 65» = 1 mod 28, tj. 9 = 1 mod 28.
Vynéasobime-li poslednf kongruenci tfemi, dostaneme
27u = 3 mod 28, z ¢ehoZ plyne —u« = 3 mod 28 neboli

= —3 mod 28, a tedy » = 25. Nyni poloZime » =

65u — 1 65.25 — 1
= 28 = 28 = 58. Bude tedy » = 25,
v = b8.

Vita 32. Budte m, > 1 a m, > 1 celd nesoud¥ind &sla
a nechl m = m;m,. Necht jesté celd &isla u a v vyhovuji
podminkdm (51). Potom vztah

T = myZ,% — mTp mod m, (52)
platt prdvé tehdy, plati-li soulasné
z=z,modm, a z=uz,modm,. (63)

Dikaz. Necht plati vztah (52). Potom podle véty 20
bude soudasné
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z = myz,u — mx,v mod m,
a
T = myx,u — mT,w mod m,,
tj.
r=murumodm a z=-—mzwmodm,.
PonévadZ é&fsla 4 a v jsou zvolena podle (51), bude
myu — mpw = 1. Odtud pak myu = mw + 1, tj. myu =
=1 mod m;, a —mv=—mu-+1, tj. —mp =1
mod m,. Dostaneme tedy x = z,(m,u) =z, mod m, a
x = z,(—m) = z, mod m,, tak?e bude soudasné z =
=z, mod m, a * = z, mod m,.
Necht obricené plati (53). Pro libovolnou dvojici
celych &isel ' a o' bude tedy soudasné

r=2z +mv modm, a z =z, + mu mod m,.

Zvolme nyni celd &sla v a v podle (51) a poloZme
% = u(xr,—u=x,), v =9(r, —x,). Dostaneme tak, Ze
plati z, + mpv = z, + mv(xr, — x,) = 2, (Mv + 1) —
— ML, = MUTy — MVT,y, T, + MU’ = x, + myu(r, —
—z,) = muux, + (1 —myuu)x, = mux, — mpz,, takie
bude soudasné

x = myux, — m,vx, mod m,,

x = myux, — mvxr, mod m,.
Ponévadz je (m,, m,) =1, plyne z téchto kongruenci
podle véty 20 vztah (52), coz jsme chtéli dokizat.

VyuzZijeme nyni vysledku véty 32 a zformulujeme

vétu, kterd ma pii FeSeni kongruenci fundamentalni
vyznam.

Véta 33. Budte n a m pfirozend Cisla a necht existujt
pFirozend &isla m, > 1 a m,> 1 takovd, e m = mm,
a (my, m,) = 1. Necht koneéné
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Pix) =ag* +azx" '+ ... +ay,x +a,

je polynom n-tého stupné s celotiselnyymi koeficienty.
Potom kongruence n-tého stupné o jedné nezndmé

P(x) = 0 mod m (54)

Je ekvivalentnt se soustavou dvou kongruenct n-tého stumé
o0 jedné nezndmé
P(z) = 0 mod m,, (55)

P(z) = 0 mod m, (56)
v tomto smyslu:

a) Ka%dé fedent kongruence (54) je té£ fedenim obou kon-
gruenct (55) a (56).
b) Je-li x; libovolné Fedent kongruence (35) a z, libovolné
FeSent kongruence (56), je Cislo x definované vztahem
z = myux, — mwz, modm (52)
fedentm kongruence (54), tj. z libovolného Fedent soustavy
(55)—(56) mateme podle (52) zkonstruovat FeSeni kon-
gruence (54).
¢) Nechdme-li x, probthat mnofinou véech Fedent kongruen-
ce (55) vzdjemné inkongruentnich podle modulu m, a
nezdvisle na tom z, probihat mnoZinou vech Fedent
kongruence (56) vzdjemné inkongruentnich podle mo-
dulu m,, bude éislo x definované vztahem (52) probihat

mnoZinou vdech feSeni kongruence (54) vzdjemné in-
kongruentnich podle modulu m.

Dikaz. Je-li £ feSenfm kongruence (54), bude P(§) = 0
mod m. Ponévadi m = mm, a (m,, m,) = 1, bude podle
véty 20 téZ P(£) = 0 mod m, a P(§) = 0 mod m,, tj.
& bude téZ feSenim obou kongruenci (55) a (56). Tim
je dokdzano tvrzeni a).

58



Necht z, resp. z, jsou libovolnd FeSeni kongruenct
(55) resp. (56), tj. necht P(z,) = 0 mod m, a P(x,) =0
mod m,. Podle vety 32 plati pro kazdé &fslo x defino-
vané vztahem (52), Ze x = x, mod m, a * = x, mod m,.
Odtud podle véty 17 plyne, Ze bude téz P(x) = P(xl)
mod m, a P(x) = P(x,) mod m,, takZe podle (11) médme
dale P(x) = 0 mod m, a P(z) = 0 mod m,. Podle véty
20 plyne vsak z téchto vztahi, Ze P(x) =0 mod m,
tj. ¢islo x definované vztahem (52) bude FeSenim kon-
gruence (54). Tim jsme dokazali tvrzeni b).

Nechf koneé&né z,, z, a i, z; jsou libovolna dvé Fesenf
soustavy (55)—(56) a necht

xr = myuxr, — m,vz, mod m,
z' = myux; — mwr; mod m

jsou odpovidajici FeSeni kongruence (54). Jestlize x = '
mod m, bude podle (11)

x = myuxr, — m,vx, mod m,
T = myur; — mwx; mod m.
Odtud podle véty 32 plyne
x =z, mod m,, =z mod m,,
z = x; mod m,, z = x; mod m,.
Z téchto kongruenci dostaviame opét podle (11), Ze
z, = z; mod m,, z, = x; mod m,.

Neni-li tedy soudasné z, = x; mod m, a x, = 22 mod m,,
nemiZe byt ani x =" mod m, émZi jsme dokazali
1 tvrzeni c).

Vsimnéme si, Ze jsme ve vété 33 nedinili Zadnych
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pfedpokladi ani o stupni polynomu P(z), ani o jeho
koeficientech (pfirozené kromé toho, Ze jsou celé).
MozZnost uzitf této véty se tedy nebude tykat jenom
kongruenci linedrnich, nybrz i kongruenci libovolného
stupné. Déle vidime, Ze aplikujeme-li vétu 33 na linearni{
kongruenci (43), miZeme to uéinit, aniz by byl splnén
predpoklad o nesoudélnosti &isel @ a m. Tato skuteénost
nim umozni alespofi v nékterych piipadech snadno
Tedit kongruenci (43) i tehdy, je-li (a, m) > 1 (viz pii-
klad 27 a vlohu 17).

Piiklad 26. Reste lineirni kongruenci o jedné neznémé
71z = 32 mod 539.

Refeni. Ponévad? 539 = 11.49 = 11.7% a (11, 49) =
= 1, muZeme podle véty 33 danou kongruenci nahradit
soustavou dvou kongruenci 71z = 32 mod 11 a 7lz =
= 32 mod 49 neboli

5z = 10 mod 11,
22x = 32 mod 49.

Ponévadi (5, 11) = (22, 49) = 1, ma kaZdi z téchto
kongruenci v tplné soustavé zbytkt podle odpovidaji-
ciho modulu pravé jedno reSeni. Kratime-li kongruenci
5z = 10 mod 11 péti, dostaneme ihned jeji fesenf x =
= 2 mod 11. Kongruenci 22z = 32 mod 49 budeme
nejprve kratit dvéma a pak nasobit deviti. Dostaneme
tak 99z = 144 mod 49, odkud okamzité plyne x =
= 46 mod 49.

Mime tedy m, = 11, m, = 49, z, = 2 a ¥, = 46. Nyn{
najdeme celd &isla w a v podle véty 31, 49u — 11v» = 1.
K tomu budeme fesit kongruenci 49z = 1 mod 11
neboli 5 =1 mod 11. Nasobime-li tuto kongruenci
dvéma, dostaneme 10z =2 mod 11 neboli —u =2
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mod 11. Odtud mdme % = 9 mod 11. Snadno nahlédne-
me, Ze muZeme poloZit u = 9 a v = 40.
Podle (52) tedy dostaneme

r=49.9.2 —11.40.46 mod 539

a ponévadZ 49.9.2 — 11.40.46 = 882 — 20240 =
= —19 358 = —539.36 + 46, bude z = 46 mod 539.

Kongruence 7lx = 32 mod 539 ma tedy v kaZdé
uiplné soustavé zbytkd podle modulu 539 pravé jedno
FeSeni = 46 mod 539.

O spravnosti vysledku se miZeme piesvédéit zkous-
kou: 71.46 — 32 = 3266 — 32 = 3234 = 6.539.

Pro srovninf miZeme je§té naznadit feSen{ dané kon-
gruence primo pomocf vztahu (46). Podle (31) bude
®(539) = 7.6.10 = 420, takie podle (46) bude

z = 32.71%° mod 539.

Ctenal se miZe sam presvéddit, jak zdlouhavé a pracné
bude vyhledan{ vysledku pfimo z tohoto vztahu. Spo-
&ita-li tento priklad do konce, bude si moci udinit pred-
stavu o vyhodé postupu popsaného vétou 33.

Priklad 27. Reste linedrnf kongruenci o jedné neznimé
275z + 605 = 0 mod 1445.

ReSeni. Ponévad? 1445 = 5.289 = 5.172, vidime, Ze
(275, 1445) = 5. Proto nemuZeme uZft vztahu (46).
Ponévadz vsak je (5, 289) = 1, miZeme podle véty 33
nahradit danou kongruenci soustavou kongruenci

2752 4 605 = 0 mod 5,
2752 + 605 = 0 mod 289.

Prvni z téchto kongruenci je splnéna pro viechna celd z,
takZe v Uplné soustavé zbytka {0, 1, 2, 3, 4} podle mo-
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dulu 5 m4 za Feseni kazdé z &isel této soustavy. U druhé
kongruence 2752 4+ 605 = 0 mod 289 je v8ak uZ splnén
piedpoklad (275, 289) = 1, takZe tato kongruence bude
mit v kazdé uplné soustavé zbytki podle modulu 289
pravé jedno feseni. Snadno nahlédneme, Ze lze  tuto
kongruenci kratit éislem 55, éimZz dostaneme kongruenci
52 + 11 =0 mod 289. Odtud nasobenim d&islem 58
dostaneme 290z 4 638 = 0 mod 289 neboli z + 60 =
= 0 mod 289. Regeni druhé kongruence tedy bude z =
= —60 = 229 mod 289.

Nyni mizeme poloZit m, = 5, m, = 289; x, pak bude
kterékoliv z &fsel 0, 1, 2, 3, 4 a z, = 229. Podle véty 31
najdeme dale celd &isla » a v tak, aby platilo 289y —
— 5v = 1. Proto musime feSit kongruenci 289y =1
mod 5 neboli —u = 1 mod 5. Ponévadz jeji TeSeni je
v =—1 =4 mod 5, miZeme poloZit v = 4. Potom
snadno vypoéteme v = 231, takZe pro feSeni  kongruen-
ce 275z + 605 = 0 mod 1445 podle (52) dostaneme
x = 1156z, — 11552, mod 1445, tj. = —289z, +
+ 290x, mod 1445. Dosadime-li postupné za z, ¢&isla
0,1, 2, 3, 4 a za z, &islo 229, dostaneme pro Fesenf pu-
vodni kongruence postupné

z = 1385 mod 1445, x = 1096 mod 1445, x = 807 mod
1445, x = 518 mod 1445 a z = 229 mod 1445.

Kongruence 275z 4 605 = 0 mod 1445 ma tedy
v uplné soustavé zbytkd {0, 1, 2, ..., 1444} podle mo-
dulu 1445 pét feseni: 229, 518, 807, 1096 a 1385.

O spravnosti vysledku se miZeme piesvédéit zkous-
kou. Mimoto si na tomto piikladé mtuZeme ovéfit vysle-
dek dlohy 14b).

Pcstupem popsanym vétami 33 a 32 muZeme tedy
Fefit danou kongruenci tak, Ze ji nahradime ekvivalentni
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soustavou dvou kongruenci s rdznymi vzajemné ne-
soudélnymi moduly. Vzniklé kongruence pak Fesime.
Cely postup lze pfirozené matematickou indukef roz-
8frit i na pripady, kdy modul m je soudinem vice éiniteli,
které jsou po dvou nesoudélné. Naznadime si ted
struéneé, jak se to déla.

Necht m = p3pg: ... p", kde p,, p,, ..., p, jsou
vzijemné rizna prvodisla a ay, a,, ..., a plirozend
gisla. Ponévadz (p%, p3, p3 ... p.7) = 1, miZeme podle
véty 33 ilohu resit kongruenci o jedné nezndmé P(zx) =
= 0 mod m prevést na ilohu Fesit ekvivalentnf soustavu
kongruenci

P(z) =0mod p3» a P(x) =0 mod p3p3 ... p.".

Zcela obdobné se druha z téchto kongruenci rozpadne
na soustavu

P(x) =0mod p3* a P(xr) =0modp3: ... plr
atd., takZe misto kongruence
P(z) = 0 mod ppj: ... pi”
budeme fesit ekvivalentni soustavu r kongruenc{

P(z) = 0 mod p3,
P(z) = 0 mod p3,

P(z) = 0 mod p;".

Necht x'l, Z,, - .., T, je libovolné fedeni této soustavy.
Snadno nahlédneme, Ze YeSeni z kongruence P(x) =

= 0 mod p§:pj* ... p,* musi splilovat podminky
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z = x, mod p3,
z = z, mod pJ,

r = x, mod p".

Ponévadz prvotisla p,, p,, ..., P, jsou vzdjemné rizna,
uréime z &fsel x,, x,, ..., =, podle véty 33 postupné
feSeni kongruenci P(r) =0 mod p$p$, dile P(z) =
= 0 mod p{'pypss atd., aZ konedné dostaneme fesSeni
kongruence P(x) = 0 mod pypge ... pér.

r

Pifklad 28. ReSte kongruenci 23 941z — 915 =0
mod 3564.

Resenf. Pondvad? 3564 = 22,3411, rozpadne se dand
kongruence na soustavu tii kongruencf

23 941x — 915 = O0mod 4, 23 9412 — 9156 =0 mod 11 a
23 941x — 915 = 0 mod 81,

které miZeme piepsat ve tvaru
2 =3 mod 4, 52z = 2 mod 11 a 46z = 24 mod 81.

Ponévadz (1, 4) = (5, 11) = (46, 81) = 1, ma kaida
z téchto kongruenci v tplné soustavé zbytka podle od-
povidajictho modulu pravé jedno feseni.

Kongruence x = 3 mod 4 ma ziejmé TeSenf x, = 3.

Nasobfme-li druhou kongruenci 52 = 2 mod 11 dvéma,
dostaneme 10z = 4 mod 11 neboli —z = —7 mod 11,
takZe pro jeji feSenf dostaneme z = 7 mod 11. PoloZime
tedy z, = 7.

Nésobime-li tfetf kongruenci 46z = 24 mod 81 sedmi,
dostaneme 322z = 168 mod 81, tj. —2z = 6 mod 81.
Po zkricen{ dvéma pak bude —r = 3 mod 81, odkud
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z = —3 = 78 mod 81. MiZeme proto poloZit x; = 78.

Soustava kongruenci, jiZ jsme pivodni kongruenci
nahradili, ma tedy feSeni z, =3, z, =17, z, = 78.
Refeni » kongruence 23 941r — 915 =0 mod 3564
musf tedy spilovat podminky

z= 3mod 4,
z= T7mod]ll,
z = 78 mod 81.

Z prvnich dvou z téchto kongruenci muZeme nynf
podle vét 33 a 32 sestrojit feseni kongruence 23 941z —
— 915 = 0 mod 44. PoloZime-li m, = 4, m, = 11, mu-
sime nejprve najit cela &isla u, a v, podle véty 31. Snadno
zjistime, Ze rovnice 1llu, — 4v, = 1 bude splnéna pro
u, = 3 a v, = 8. Podle (52) tedy dostaneme z = 11.3.
.3—4.8.7 mod 44 a pondvadz 11.3.3 —4.8.7 =
=99 — 224 = —125, bude z = —125 =7 mod 44.

ReSeni z pavodnf kongruence tedy musf vyhovovat
podminkim

z = 7 mod 44,

x = 78 mod 81.

PoloZzime nyni m; = 44 'a m,; = 81. Budeme nejprve
hledat fesenf u, a v, rovnice 8lu, — 44v, = 1 podle véty
31. K tomu bude tfeba Fesit kongruenci 81z, = 1 mod 44
neboli —7u, = 1 mod 44. K feseni této kongruence by-
chom mohli opét pouZzit metody popsané v této kapitole.
MuZeme viak téZ pouizit pfimo vzorce (46) nebo se snazit
najit felenf piimo riznymi dovolenymi dpravami kon-
gruence. Tak napi. znasobime-li kongruenci —7u, =
=1 mod 44 péti, dostaneme —35u, = 5 mod 44, tj.
9u, = 5 mod 44. Snadno zjistime, Ze je vyhodné nasobit
tuto kongruenci opét péti, takZe dostaneme 45u, = 25
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mod 44, z dehoz ihned plyne u, =25 mod 44. PoloZime
tedy u, = 25 a ze vztahu 8lu, — 44y, = 1 vypodteme
v, = 46. PoloZime-li je5td ] = 7 a z; = 78, dostaneme
z kongruenci £ =7 mod 44 a z = 78 mod 81 podle
(52) x = 81.25.7 —44.46.78 mod 3564, a ponévadZ
81.25.7 —44.46.78 = 2025.7 — 2024.78 = 14 1756 —
— 157 872 = —143 697 = —3564.41 { 2427, bude ko-
neéné x = 2427 mod 3564.

Kongruence 23 941x — 9156 = 0 mod 3564 mé tedy
v tplné soustavé zbytka {0, 1, 2, ..., 3563} podle
modulu 3564 pravé jedno feSenf x = 2427. O spravnosti
tohoto vysledku se presvédéime zkouskou: 23 941.2427—
— 915 = 58104 807 — 915 = 58103 892 = 16 303.
. 3564. ,

Na prikladech 26 aZ 28 jsme vidéli, jak lze postupem
popsanym vétami 33 a 32 dosihnout toho, Ze ¢isla,
8 nimiz pracujeme, miZeme nahradit &isly menSimi.
. RovnéZ jsme si mohli poviimnout, Ze pfi fedeni linearn{
kongruence o jedné nezndmé miieme kombinovat
viechny metody, které jsme si dosud ukézali. Vhodnou
kombinaci zndmych metod muZeme &asto podstatnou
dast vypodtu provést zpaméti, im% se cely postup znaéné

urychlf.
Ulohy

15. Metodou popsanou v této kapitole feSte znovu tGlohu 11 ¢).

16. Reste linedrnf kongruence:

a) 692 — 6412 = 0 mod 1825;
b) 12 013z + 9877 = 0 mod 228 150.

17. Reite linedrni kongruence o jedné neznémé:

a) 8lz + 765 = 0 mod 1089;
b) 71564z — 64 337 = 0 mod 5859.
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6. kapitola

SOUSTAVY LINEARNICH KONGRUENCI
0 NEKOLIKA NEZNAMYCH.
NEURCITE ROVNICE

Zcela obdobnd jako u linedrnich rovnic muZeme mit
danu soustavu nékolika lineirnich kongruenci o vice
neznimych. Ukolem je pak vyhledat hodnoty nezné-
mych tak, aby po dosazenf téchto hodnot do kterékoliv
kongruence tvoiicf danou soustavu byla tato kongruence
splnéna. Pfi ° Fefenf soustavy linedrnich kongruenci
o vice neznimych se pfirozené ridime tymiz pravidly,
jakymi jsme se fidili v pfipadé jedné linearni kongruence
o jedné neznimé.

U lineirnfch rovnic se obydejné nejprve zabyvame
takovymi soustavami, u kterych je podet neznamych
roven poétu rovnic tvoifcich danou soustavu (napi.
soustavou dvou linedrnfch rovnic o dvou neznamych,
soustavou tff linedrnich rovnic o tiech neznamych
atd.). .Podobné si budeme poéinat i u soustav linearnich
kongruenci o vice neznamych. Budeme vysetfovat
soustavu dvou linedrnich kongruenci o dvou nezni-
mych, soustavu tif linedrnich kongruenci o tfech ne-
znamych apod.

V predchazejici kapitole jsme si ukdzali, jak lze Fesit
soustavu nékolika linedrnich kongruenci o jedné ne-
zndmé s ruznymi, po dvou nesoudélnymi moduly. Tato
situace nem4 u linearnich rovnic obdoby, nebot mame-li
napt. soustavu dvou linedrnich rovnic o jedné neznimé,
lze bud z jedné rovnice dostat dovolenymi tpravami
druhou, nebo si rovnice odporuji. V prvnim piipadd
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miZeme kteroukoliv z obou rovnic vyfesit a nalezené
feSeni bude i feSenim druhé rovnice, tj. bude reSenim
dané soustavy. Kteroukoliv z rovnic vySetfované sou-
stavy tedy muZeme vynechat, &mZ previdime tlohu
na TfeSeni jedné linedrni rovmnice o jedné neznamé.
Naproti tomu ve druhém pifpadd nema dand soustava
Z4dné reseni.

Na rozdil od soustav nékolika linearnich rovnic s vice
neznamymi miZeme tedy v analogické iloze pfi feSenf
soustavy nékolika linedrnich kongruenci o vice nezna-
mych obecné odekavat, Ze moduly jednotlivych kon-
gruenci soustavy nebudou stejné. Touto obecnou tdlohou
se zde nebudeme zabyvat; omezime se pouze na pifpad,
kdy budou mit viechny kongruence dané soustavy tyz
modul. Pri feSenf takovychto soustav miZeme pak pfi-
rozend u’fvat vSech metod, jichZ pouZivime pfi feSenf
soustav linedrnich rowvnic (metoda séitaci, vyludovaci,
srovnavaci, piipadné jejich kombinovanf).

V souhlasu s vétou 17 se opét miZeme pii FeSeni
téchto soustav linearnich kongruenci omezit na FeSeni
ze zvolené Yiplné soustavy zbytka podle daného modulu.

Pifklad 29. Reste soustavu dvou linedrnich kongruenc{
o dvou neznidmych

6z + 6y= 8 mod 35,
72z — 24y = 101 mod 35.
ReSenf. Nisobfme-li prvni kongruenci &islem 24 a
druhou éislem 5, dostaneme
144z 4 120y = 192 mod 35,
35z — 120y = 505 mod 35.

Sedtenim téchto kongruenci dostaneme dile 179z =
= 697 mod 35 neboli_4z = —3 mod 35. Z této kon-
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gruence nésobenim deviti plyne 36z = —27 mod 35,
tj. = 8 mod 35.

Nyni dosadime za vypoétené x do jedné z plsobnich
kongruenci a hledime pak hodnotu neznamé y. V nasem
piipadé k tomu vsak neni vhodni kongruence prvnf,
nebof pro neznamou y bychom dostali kongruenci
5y = —40 mod 35. Cisla 5 a 35 nejsou nesoudélni a my
jsme se takovymito kongruencemi obecné nezabyvali.

Dosadime tedy za vypodtené x do druhé z pivodnich

kongruenci. Tim dostaneme 56 — 24y = 101 mod 35,
odkud pak plyne 24y = —45 mod 35 neboli 24y =
= —10 mod 35. Kratime-li tuto kongruenci dvéma a
nasobime-li pak vzniklou kongruenci tfemi, dostdvame
36y = —15 mod 35, z ¢ehoZ y = 20 mod 35.
T Dané soustava dvou linedrnich kongruenci o dvou
nezndmych mé tedy v uplné soustavé zbytka {0, 1, 2,
..., 34} podle modulu 35 priavé jedno feSeni z = 8,
y = 20. O spravnosti nalezeného vysledku se muZeme
presvédéit zkouskou.

Jiné feSeni. Nasobime-li prvni z puvodnich kongruenc{
dislem 6, dostaneme 36z -+ 30y = 48 mod 35 neboli
z — 5y = 13 mod 35. Odtud pak =z = 5y 4 13 mod 35.
Dosadime-li za takto vyjidiené x do druhé z pivodnich
kongruenci, dostaneme 35y + 91 — 24y = 101 mod 35,
odkud plyne, %e 24y = —10 mod 35. Tuto kongruenci
vytesime stejné jako pfi prvnim zpisobu feSenf, takZe
dostaneme y = 20 mod 35. Ponévadi? z = 5y + 13
mod 35, dostaneme dosazenim za vypoétené y koneénd
z=5.20 + 13 =8 mod 35. Dochazime tedy jinym
zpisobem ke stejnému vysledku.

Piiklad 30. VySetite soustavu dvou linedrnich kon-
gruenci o dvou neznimych ‘
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192 + y =1 mod 35,
z— 11y = 6 mod 35.

Redeni. Predpoklidejme, %e celd &isla z, a y, tvoH
feSeni této soustavy. Bude tedy soudasné

192, + ¥, =1 mod 35,
z, — 11y, = 6 mod 35.

Pridteme-li ke druhé z téchto kongruenci jedenécti-
nasobek prvni kongruence, dostaneme

(11.19 + )z, + (11 — 11)y; = 11.1 + 6 mod 35

neboli
210z, = 17 mod 35,
tj.
0 = 17 mod 35,
coZ neplati.
Nalezeny spor dokazuje, Ze dand soustava linedrnich
kongruenci nemé %24dné fedenf.

Priklad 31. ResSte soustavu dvou linedrnich kongruenc{
o dvou neznamych
3z — by =1 mod 11,
z + 2y =4 mod 11.
Refeni. Vyjidifme-li ze druhé kongruence nezné-
mou z, dostaneme z = —2y + 4 mod 11. Dosazenim

za toto z do prvni kongruence dostaneme dale pro ne-
zndmou y kongruenci

3.(4—2y)— 5y =1mod 11
neboli
12— 11y = 1 mod 11.
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Tato kongruence je viak splnéna pro kazdé celé &fslo y.

V tomto piipads se miZeme snadno presvédéit, Zze obd
kongruence dané soustavy jsou v podstaté stejné. Vy-
nasobime-li tfeba prvnf z nich &tyfmi, dostaneme 12z —
— 20y = 4 mod 11 neboli z + 2y = 4 mod 11. To oviem
znamena, Ze zvolime-li si napf. libovolné celé &islo ¥,
muZeme z kterékoliv z danych kongruenci uréit zby-
vajici neznamou z a takto ziskana dvojice celych ¢&isel
z a y bude vidy predstavovat feSeni dané soustavy.

Ponévadz za y staéi zvolit libovolné celé éfslo z né-
teré iplné soustavy zbytki podle modulu 11, dostaneme,
%e dana soustava dvou linedrnich kongruenci o dvou
neznamych mé v kaZdé tplné soustavé zbytkd podle
modulu 11 pravé jedendct vzajemnd inkongruentnich
feSenf. Pomocf druhé z pivodnich kongruenci snadno
zjistime, Ze tato FeSenf jsou napf.: xy = 4,9, = 0; x, = 2,
h$=1L2,=0,y=223=9,y3 =3, 2, =7, 94 =4
Z, =0,y =52 =3,yg =6;2, = 1,9, = 7,23 = 10,
Yo = 8; 2y =8, Yy = 9; 239 = 6, yyp = 10.

Je-li modul m sloZené &slo, m = pyp3: ... p?r, kde
Py Doy - - -, Py jSOU vzdjemné riznd prvodisla a «;, ay,
..., a, pfirozena &isla, miteme zavéry plynouci z v&t
33 a 32 aplikovat i na soustavy nékolika linedrnich kon-
gruenci o vice nezndmych. Aniz bychom provadéli
podrobny teoreticky rozbor, ukdZeme si postup reSenf
na nékolika prikladech.

Pifklad 32. UZitim vét 33 a 32 feste znovu soustavu
dvou linedrnich kongruencf o dvou neznidmych

6x + by = 8 mod 35,
7z — 24y = 101 mod 35
(viz piiklad 29).
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Reseni. Ponévadz 35 — 5.7 a (5, 7T) = 1, musi reeni
dané soustavy kongruenc{ vyhovovat téZ soustavam

6r -- 5y = 8mod 5, 6x + by= 8mod?7,
Tx — 24y = 101 mod 5; 7z — 24y = 101 mod 7.

ZjednoduSenim téchto kongruenci dostaneme

T = 3 mod 5, —x + 5y = 1 mod 7,
2z + y = 1 mod 5; 4y = 3 mod 7.

Ihned snadno zjistime, Ze soustava kongruenci podle
modulu 5 mé v uplné soustavé zbytkd {0, 1, 2, 3, 4}
podle tohoto modulu jediné feseni z;, = 3, y, =

K urédeni FeSeni soustavy kongruenci podle modulu 7
znasobime nejprve druhou kongruenci 4y = 3 mod 7
dvéma, ¢im?Z dostaneme 8y = 6 mod 7, tj. y = 6 mod 7.
Dosadime-li za toto y do prvni kongruence —z + 5y =1
mod 7, dostaneme —z 4- 30 =1 mod 7, z &hoZ z =
= 29 = 1 mod 7. Soustava kongruenci podle modulu 7
bude mit tedy v diplné soustavé zbytkda {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}
podle tohoto modulu rovnéz jediné reseniz, = 1, y, = 6.

Polozme m, = 5, m, = 7 a hledejme podle véty 31
celad ¢&isla w a v tak, aby platily vztahy (51). Snadno
zjistime, Ze v naem piipadé bude v = 3 a v = 4.

Ponévadz feseni z a y puvodni soustavy kongruenci
s modulem 35 musi vyhovovat podminkim

z =z, mod m,, y =y, mod m,,
z =z, mod m,, y =y, mod m,,
dostaneme podle (52)
T = myur, — mz, mod m,
y = myuy, — mvy, mod m.



Dosadime-li do téchto vztah@ za nalezené hodnoty,
obdrZzime koneéné
z=17.3.3—5.4.1 mod 35,
y=17.3.0—5.4.6 mod 35,

tj. r =43 = 8 mod 35, y = —120 = 20 mod 35.

V 1plné soustavé zbytka {0, 1, 2, ..., 34} podle
modulu 35 m4 tedy dana soustava linedrnich kongruencf
jediné FeSenf x = 8, y = 20, coZ je vysledek shodny
8 vysledkem prikladu 29, ktery jsme fesili jinou metodou.

Priklad 33. Reste soustavu tfi linedrnich kongruenci
o tfech neznamych
27z — 613y — 49z = —215 mod 55,
—4lx + 79y + 451z = 139 mod 55,
6x— 17y + 29 z = 614 mod 55.
Reseni. PonévadZ 55 = 5.11 a (5, 11) = 1, budeme
danou soustavu Fesit postupné s moduly 5 a 11.
Resime-li danou soustavu nejprve podle modulu 5,
dostaneme po zjednoouseni soustavu
22 4+ 2y + z =0 mod 5,
4z + 4y + z =4 mod 5,
r—2y + 4z =4 mod 5.
Sedteme-li prvni a tieti z téchto kongruenci, dostaneme
3z + 52 =4 mod 5 neboli 3z =4 mod 5. Odtud po
ndsobeni dvéma plyne 6z = 8 mod 5, tj. = 3 mod 5.
Odeéteme-li dile od druhé kongruence dvojndsobek

prvai kongruence soustavy, mame ihned —z = 4 mod 5,
tj. z = 1 mod 5. Dosadime-li koneéné nalezené hodnoty
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z a 2z napf. do prvni kongruence vySetfované soustavy,
dostaneme pro posledni neznimou y podminku 7 -+
4+ 2y = 0 mod 5 neboli 2y = —2 mod 5. Po kracenf{
dvéma dostaneme y = —1 mod 5, tj. y = 4 mod 5.
Soustava kongruenci podle modulu 5 méd tedy v plné
soustavé zbytkd (0, 1, 2, 3, 4) podle tohoto modulu
FeSenfx, =3, y, =4,2 = 1.

Analogicky budeme Fesit danou soustavu kongruencf
podle modulu 11. Po tipravé opét dostaneme soustavu

5r — 8y — 5z = —6 mod 11,
—8x + 2y 7 mod 11,
6x—6y -7z = 9 modll.

Pridteme-li k sedminasobku prvni z téchto kongruenci
pétindsobek kongruence tieti, dostaneme

(1.5 4+ 5.6}z — (7.8 + 5.68)y = —17.6 + 5.9 mod 11,

tj. 652 — 86y = 3 mod 11 neboli —z + 2y = 3 mod 11.
Odtud pak plyne, Ze x = 2y — 3 mod 11. Dosadime-li
za takto vyjaddrené x do druhé kongruence soustavy,
dostaneme dale —16y + 24 + 2y = 7 mod 11. Odtud
pak po upravé obdriime —3y = —6 mod 11, z ¢ehoZ
po kriceni &islem —3 plyne y = 2 mod 11. Déle bude
z=2y—3 =4— 3 modll, tj. z = 1 mod 11. Dosa-
dime-li nynf nalezené hodnoty = a y napf. do prvni
kongruence soustavy, dostaneme pro neznamou z kon-
gruenci 5 — 16 — 5z = —6 mod 11, tj. —5z = 5 mod 11.
Po zkriceni péti pak mdme —z = 1 mod 11, z &ehoZ
z = 10 mod 11. Soustava kongruencf podle modulu 11
mé tedy v dplné soustavé zbytka {0, 1, 2, ..., 10}
podle modulu 11 fedenf z, = 1, y, = 2, z, = 10.

.Regeni z, Y, 2z puvodnf soustavy podle modulu 55
musf tedy vyhovovat podminkdm

fl
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z == 3 mod 5, y = 4 mod 5, z= 1mods5,
z=1mod1ll, y=2mod1ll, =z=10mod1ll.
Polozime-li m, = 5, m, = 11, zjistime ihned, Ze rov-
nice 1lu — 6v =1 m4 fefeni u = 1, » = 2. Podle (52)
tedy bude
z=11.3—10. 1 mod 55,
y =11.4—10. 2 mod 55,
z=11.1—10.10 mod 55,

tj. x = 23 mod 55, y = 24 mod 55 a z = —89 = 21
mod 55.

Puvodni soustava kongruenci{ s modulem 55 mé tedy
v uplné soustavé zbytku {0, 1, 2, ..., 54} podle modulu
55 pravé jedno feSeni x = 23, y = 24, z = 21. O sprav-
nosti nalezeného vysledku se midZeme presvédiit
zkouskou.

Priklad 34. Reste soustavu t¥i linedrnich kongruenci
o tfech neznamych

613z — 1821y + 64z = —811 mod 126,
—91z + 7105y + 2152 196 mod 126,
1503z + 208y — 782z = 1966 mod 126.

Reseni. Ponévad? 126 = 2.3%.7, budeme fedit danou
soustavu kongruenci postupné podle modulia 2, 9 a 7.
# ReSme nejprve danou soustavu kongruenci podle
modulu 2. Po jejim zjednoduSeni dostaneme

z+y = 1 mod 2,
z+y+z=0mod?2,
K~ = 0 mod 2.
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OkamZité zjistime, Ze FeSenfm této soustavy kongruencf
v 1plné soustavé zbytkia {0, 1} podle modulu 2 je z, = 0,
=12z =1

Resime-li danou soustavu kongruenci podle modulu 9,
dostaneme po jeji ipravé

r—3y+ z=—1mod?9,
—r + 4y + 8= Tmod?9,
y—8z= 4mod?9.

Seétenim prvnich dvou kongruenci této soustavy dosta-
neme ¥ + 92 = 6 mod 9, tj. ¥y = 6 mod 9. Dosazenim
za toto y do tfeti kongruence obdrzime pak 6 — 8z =
=4 mod 9 neboli z =-—2 =7 mod 9. Dosadime-li
koneéné za vypottena y a z do prvni kongruence, dosta-
neme x—18 + 7 =—1 mod 9, odkud pak plyne
z =1 mod 9. Soustava kongruenci podle modulu 9
mé tedy v diplné soustavé zbytka {0, 1, 2, ..., 8} pedle
tohoto modulu feSeniz, =1, y, = 6,2, = 7. L
Nakonec budeme fesit piivodni soustavu kongruenci
podle modulu 7. Jejim zjednodusenim dostaneme
soustavu
4r— y.+ z=—6mod7,
52= O0Omod?7,

52 + 5y — 5z = 6 mod 7.

Odtud ihned plyne z =0 mod 7. Dosazenim za toto z
do prvni a treti kongruence této soustavy dostaneme

4r — y =—6 mod 7,

520 +5y = 6mod?7.
Priéteme-li ke dvojnasobku druhé z téchto kongruenci
kongruenci prvnf, dostaneme 14x + 9y = 6 mod 7,
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tj. 2y = 6 mod 7, takZe po zkraceni dvéma bude y =
= 3 mod 7. Dosadime-li za toto y do prvni z téchto
kongruenci, dostaneme koneéné 4r — 3 = -—6 mod 7,
odkud 4z = —3 =4 mod 7. Odtud pak po kriceni
Styimi plyne # = 1 mod 7. Soustava kongruenci podle
modulu 7 mé tedy v dplné soustavé zbytka {0, 1, 2,
..., 6} podle tohoto modulu fefeni z3 =1, y, =3,
23 =0.

ReSeni z, y, z pivodni soustavy kongruenci podle
modulu 126 musi tedy spliiovat podmfinky

z =0mod 2, y =1mod 2, z =1 mod 2,
z=1mod9, y =6 mod 9, z2=7Tmod9,
z =1mod 7, y=3mod 7, z =0mod 7.

Abychom toto FeSeni nasli, sestrojime nejprve reSeni
pivodni soustavy kongruenci, aviak s modulem 2.9 =
= 18. K tomu je tfeba najit fesenf rovnice 9u, — 2v, =
= 1. Snadno nahlédneme, %e bude u, =1, v, = 4.
Ze vztahi

x =0 mod 2, y =1 mod 2, z =1 mod 2,

z=1mod9, y =6mod 9, z="Tmod 9
pak podle (52) dostaneme
z=9.0—8.1 =10mod 18,

¥y=9.1—8.6=15mod 18,
z2=9.1—8.7= 7 mod 18.

Redeni ptivodni soustavy kongruenci s modulem 126
tedy musf spliiovat podminky

z=10mod 18, y =15mod 18, 2z = 7 mod 18,
z= lmod 7, y= 3mod 7, z=0mod 7.
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Abychom toto FeSeni mohli sestrojit, budeme fesit
nejprve rovnici 18u, — 7v, = 1. Jejim fedenim je zfejmé
u, = 2, v, = 5, takZe podle (62) dostaneme konedné

z =36.1—35.10 = 64 mod 126,
y = 36.3 —35.15 = 87 mod 126,
2=236.0—35. 7= 7 mod 126.

Dan4 soustava kongruenci mé tedy v uplné soustavé
zbytka {0, 1, 2, ..., 125} podle modulu 126 Fefenf x =
= 64, y = 87, z = 7. O,sprdvnosti vysledku se miZeme
opét presvédéit zkouskou.

S linedrnimi kongruencemi velmi uzce souvisf tzv.
linedrnf neurdité (nebo téz diofantické) rovnice. Necht
n je pfirozené ¢islo, n = 2, anecht a,, a,, .. ., a, a b jsou
dana celd &isla, piidemz Z4dné z ¢&isel a,, a,, ..., a,
neni rovno nule. Piipustime-li, Ze nezndmé z,, =,, ...,
z, mohou nabyvat pouze celoéfselnych hodnot, nazyva-
me rovnici

ar, +ax, + ... +ax, =b (57)

linedrni neuréitou rovnicf o » nezndmych.

Resit neurditou rovnici (57) znamend pak najit
viechny n-tice celych ¢&fsel x,, z,, .. .,z, které dosazeny
do (57) déavaji identitu.

Budeme se zabyvat pouze nejjednodussim piipadem
linedrni neuréité rovnice o dvou nezndémych

axr + by =c, (58)

kde a # 0, b # 0 a ¢ jsou dand celd &fsla. Se specidlnim
pHipadem této neurdité rovnice jsme se jiZ setkali ve
vété 31.
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O koeficientech a, b a ¢ miiZeme bez omezeni obecnosti
predpokladat, Ze jejich nejvétdi spoledny délitel je
rovny jedné. Kdyby totiZ bylo (a, b, ¢) = d > 1, dostali
bychom délenim neuréité rovnice (58) celym ¢islem d
neuréitou rovnici a'z + by = ¢, kdea’' = Ti , 0 = i

a ¢’ = —-, pfitemZ nejvétsi spoleény délitel (a’, ¥, ¢') =1.

d

Nynf si ukdzeme, Ze plati-li soudasné (a, b, ¢c) = 1 a
(2, b) = d > 1, nema neurditd rovnice (58) Zadné fesenf.
V tomto piipadé je totiz d|a, d|b, takie podle véty 3
bude pro libovolnou dvojici celych &isel z a y té% d|(azx +
+ by); kdyby dvojice celych &isel z, y byla feSenim
neurdité rovnice (58), muselo by zfejmé byt i d|c, takie
by bylo (a, b, ¢) = d > 1. To je vS8ak proti pfedpokladu
o celych &islech a, b a c.

Nas bude pfirozené vice zajimat otdzka, kdy neuréitd
rovnice (58) Fesenf md a jak lze jeji fefeni najit. O tom
néas poudi

vita 34. Necht a, b, ¢ jsou dand celd &isla a necht (a,
b) = 1. Potom linedrnt neurfitd rovnice (58) o dvou
nezndmyjch md nekoneéné mnoho Fedeni. Je-li x,, y, libo-
volné zvolené fedent této rovnice, dostaneme viechna jejt
fedent ve tvaru x = xy + bk, y = y, — ak, kde k probihd
mmnoZinou vdech celych Cisel.

Diikaz. Nejprve ukédZeme, Ze rovnice (58) mé za udiné=~
nych predpokladd vidy alesponi jedno reSeni, které
zkonstruujeme.

Necht |b] = 1. Poloiime-li 2y =0, y, = be,” bude
az, + by, = b% = c, takZe dvojice celych Eisel Zo, Yo
bude skuteéné fefenim rovnice (58).

Necht |b| > 1. Ponévadz (a, |b]|) = (a, b) = 1, m4
podle véty 30 kongruence ax —¢ =0 mod |b| v kazdé
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lplné soustavé zbytka podle modulu |b| privé jedno
TeSeni. Zvolme za 7, libovolné feseni této kongruence

Bude tedy ar,—c¢ = 0 mod |b|, takie 220 —C | ] bude
az'ob——c , bude zfejmé
axr, + by, = c, takie sestrojend dvojice celych d&isel

Ty, Yo bude Fesenfm rovnice (58).

Pro libovolné celé &islo b'# 0 dovedeme tedy sestrojit
feSeni dané neurdité rovnice.

Predpoklidejme, Ze zndme né&jaké feSeni x,, y, rovnice
{68). Zvolme si libovolné celé &islo & a poloime z =
= x4y + bk, y = y, — ak. Pro takto sestrojenou dvojici
celych ¢&isel z, y pak bude platit ar + by = a(z, +
+ bk) + by, — ak) = ax, + by, = c, tj. dvojice celych
&fsel z, y bude opét fefenim neurdité rovnice (58). Tim
jsme dokazali, Ze tato rovnice ma nekonedné mnoho
feSeni.

Zbyva jesté dokéazat, Ze libovolné feSeni z,, y; neurdité
rovnice (58) lze psat ve tvaru x, = x5 + bk, y, = yo —
— ak, kde k je vhodné celé é&islo. Ponévadz ax, + by, =
=c¢ 1 az, + by, =c, dostaneme odeétenim téchto
rovnosti

celé &fislo. PoloZime-li ¢y, = —

a{z, — o) + by, — Yo) = 0. (59)

Je-li |b| =1, poloime &k = %%zo, takZe bude

z, = o + bk. Dosadime-li za z, od vztahu (59), dosta-
neme abk + by, —y,) =0, z &ehoZ plyne, Ze y, =
= 4y — ak.

Je-li |b|> 1, plyne ze vztahu (59), Ze plati a(z, —
—z) =0 mod |6|. PonévadZ vak (a, |b]) = 1, plyne
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z této kongruence dile z, — z, = 0 mod |b|, takZe &islo
x, — %,
0]
= i;—zl . Bude pak =z, ==z, + bk a po dosazenf
za toto z, do rovnosti (59) vypoéteme odtud y, = y, —

— ak.
Tim je dakaz véty 34 proveden.

Priklad 35. Stanovte vSechna FeSeni linedrn{ neuréité
rovnice o dvou neznamych

63z — 425y = 316. (60)

Refenf. PondvadZ nejvétsi spoledny délitel (63,
—425) = 1, m4 podle véty 34 neuréitd rovnice (60)
nekonedné mnoho feeni. Abychom naéli jedno z téchto
Fefenf, budeme Fesit kongruenci 63r = 316 mod 425.
Avdak 425 = 17.25, takZe tato kongruence se rozpadne
na soustavu dvou kongruencf o jedné nezndmé

bude jisté celé. MiZeme proto poloZit k =

63x = 316 mod 17,
63x = 316 mod 25.

Po zjednoduseni bude
— 5z = 10 mod 17,
—122 = 16 mod 25.

Kratime-li v prvnf kongruenci ¢&islem —5, dostaneme
z =—2 =15 mod 17. Nésobenim druhé kongruence
dvéma dostaneme —24x = 32 mod 25, tj. x = 7 mod 25.

Redeni z kongruence 63x = 316 mod 425 musi tedy
spliiovat podminky

z=15mod 17, z = 7 mod 25.
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Abychom mohli pouzit vztahu (52) z véty 33, musime
FeSit neurditou rovnici 254 — 17» = 1. To vsak vede
opét na TeSeni kongruence 25u = 1 mod 17, tj. 8u =
=1 mod 17. Nasobime-li tuto kongruenci dvéma,

dostaneme 16% = 2 mod 17 neboli —u = -—15 mod 17,
. oy " 25.156—1
tali’e muZeme poloZit u =15 a v = ———— =

374 17

= 22— 22
7 =2

Podle (52) mame tedy pro feSenf z kongruence 63z =
= 316 mod 425 vztah

x =25.15.16 — 17.22.7 mod 425,

.

tj. z = 3007 = 32 mod 425,
MuZeme proto poloZit z, = 32 a vypotitat y, ze
vztahu 63z, — 425y, = 316. Snadno zjistime, Ze y, = 4.
Podle véty 34 dostaneme vSechna reSeni neuréité
rovnice (60) ve tvaru

z = 32—425k, y =4—63Fk,

kde k probiha mnoZinou vsech celych &fsel. MiiZeme
jesté poloZit A = —Fk, takZe i &islo 2 bude probihat
mnozinou vSech celych &isel a FeSeni neuréité rovnice (60)
budou pak ddna ve tvaru

x =32 + 425h, y =4 + 63h.

Viimnéme si jesté postupu pii reSeni predchazejiciho
piikladu. ReSenf dané neurdité rovnice (60) vedlo
k fefen{ jisté kongruence. Modul této kongruence nebyl
viak mocninou prvodfsla, takZe jeji feSeni vedlo opét
k jisté neurdité rovnmici, kterd vsak uZz byla mnohem
jednodussf ne# neurditd rovnice pavodni. ReSeni této.
nové neuréité rovnice vedlo opét k feSenf kongruence,
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kterd méla uZ tentokrit prvodiselny modul. Tim byl
cely tento cyklus tuloh ,neurditd rovnice — kongruen-
ce — neurdita rovnice — kongruence‘ uzavien. i

~ D4 se patrné odekavat, Ze i v pripadech, kdy modul
kongruence uzavirajici naznadeny cyklus tGloh nebude
piirozenou mocninou prvoéisla, bude tfeba v tomto
cyklu pokradovat obdobnym postupem tak dlouho,
dokud nedospe]eme ke kongruenci, jejimZz modulem je
pfirozend mocnina néjakého prvodisla.

Pifklad 36. Kolika zplisoby muZeme vyplatit 74 Kés,
méme-li k dispozici pouze trikorunové a pétikorunové
mince?

ReSeni. Oznadime-li podet tiikorunovych mincf z a
podet pétikorunovych minef y, dojdeme k neuréité rov-
nici 3z + 5y = 74. Z formulace tlohy je zfejmé, Ze se
budeme zajimat jen o takovd feSeni z, y, pro kterd bude
z=0iy=0. '

Abychom na#li feSeni dané neurdité rovnice, budeme
nejprve Fedit kongruenci 3r = 74 mod 5, tj. 3z =4
mod 5. Vyndsobime-li tuto kongruenci dvéma, dostane-
me 62 = 8 mod 5 neboli x = 3 mod 5, takZe mtiZeme
35 —T4 - ™ _1s,

Podle véty 34 dostaneme vsechna feSeni neurdité
rovnice 3x + 65y = 74 ve tvaru

poloZit z, = 3 a vypoditat y, = —

z =345k, y=13—3k,
kde % probfh4 mnoZinou viech celych &sel. Abychom
jestd splnili dopliiujici podminky # ={0 a y = 0, musi-
me celé &slo k volit tak, aby soudasné platilo 3 + 5k =
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=0 a 13 —3k =0. Z téchto nerovnosti dostaneme,

Ze

celé &islo & musf vyhovovat nerovnostem —-2— =

k= —%3— , tj. miZe nabyvat pouze hodnot 0,1,2, 3 a 4.

Odpovéd. Céstku 74 K&s miZeme pomoci tifkoruno-

vych a pétikorunovych minef vyplatit pouze péti
zplsoby:

Podet tifkorun: 3, 8, 13, 18, 23,

Podet pétikorun: 13, 10, 7, 4, 1.

18.

19,

20.
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Re¥te soustavy kongruenc:
a) 16z— 23y + 4z = 12 mod 42,
9z + 86y — 95z = —61 mod 42,
—8z + 10y + 3z = 2 mod 42.
b) 93z + 105y — 69z = 156 mod 910,
—72z + 37y + 24z = 603 mod 910,
69z + 231y — 52z = —35 mod 910.

Urdete viechna FoSen! linedrnich neurditych rovnio:

a) 73lz — 625y = —T7;

b) 106z + 337y = 29.

UkaZte, Ze ka%dy obnos od 18 Kés vy#e lze vyplatit pomoci

ti{korun a desetikorun. Urete, které z niZdich obnosi
nelze tdmito platidly vyplatit.



7. kapitola

KONGRUENCE VYSSICH STUPNU
0 JEDNE NEZNAME.
KVADRATICKE KONGRUENCE 0 JEDNE
NEZNAME S PRVOCISELNYM MODULEM

Ve &tvrté kapitole jsme se seznamili s pojmy algebraickd
rovnice n-tého stupné o jedné neznamé a kongruence
n-tého stupné o jedné neznamé. V této kapitole budeme
nejprve zkoumat podet redlnych resenf algebraické rov-
nice n-tého stupné s redlnymi koeficienty a podet feden{
kongruence n-tého stupné o jedné neznamé ve zvolené
tiplné soustavé zbytkd podle daného modulu.

Vime, %e kaZd4 linedrnf rovnice s redlnymi koeficienty
mé pravé jedno realné feSeni. AvSak uz u kvadratickych
rovnic nastava situace slozitéjsf. Kazdd kvadratickéd
rovnice s realnymi koeficienty mé, jak zndmo, dva kote-
ny, které jsou viak obecné komplexni. Mohou nastat
z nasSeho hlediska celkem tfi kvalitativné riizné piipady.

1. Rovnice m4 dva realné kofeny vzajemné riazné. Tak
je tomu napf. u rovnice x* — 5z + 6 = 0,kde z, = 2,
z, = 3.

2. Rovnice m4 jeden dvojndsobny realny koien, jako je
tomu napf. urovnicez? — 4z + 4 = O, kde 2, =z, =
=2,

3. Rovnice ma dva komplexnf koreny, které jsou vzé-
jemns® rizné. Tak je tomu napf. urovnice 2* + 1 = 0,
kde 2, =i, z, = —i.

Shrneme-li tyto tfi piipady, muZeme Fici, Ze kaZdé
kvadraticks rovnice s redlnymi koeficienty mé nejvyse
dvé vzajemnd rizné realnd refeni.
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V algebre se dokazuje obecnd véta, Ze kaZdi rovnice
n-tého stupné s redlnymi koeficienty mé nejvyse =
navzajem riznych realnych feseni.

Podrobnéjsim studiem téchto otdzek se zabyvd napr.
udebnice [6].

Véta, kterou jsme pravé vyslovili, nem4 u kongruenc
o jedné neznadmé obecné platné obdoby. To jsme koneénd
uz poznali u linedrnich kongruencf (viz ptiklad 20) a
jesté se s tim setkime u kongruenci vysSich stupnd
(ptiklad 37). Presto vSak pro nékteré specialnf pfipady
moduld budeme moci pro kongruence vyslovit vétu
analogickou (viz vétu 36).

V dalsim textu budeme stdle pfedpokladat, Ze

Py(z) = apx” + a2 + ... + @y + a,

je polynom n-tého stupné s celodiselnymi koeficienty.

Necht m = p7p3 ... p*r, kde p, pp, ..., pr jsou
vzdjemné rizna prvolisla a «;, a,, ..., a plirozend
¢isla. V paté kapitole jsme zobecnénim véty 33 poznali,
Ze kongruence n-tého stupnd o jedné neznamé.

P,(x) =0mod m (61)

je ekvivalentni se soustavou kongruenci n-tého stupné
o jedné neznamé

Pyr) =0mod pi (: = 1,2, ...,7). (62)

Z tvrzenf a) véty 33 plyne, Ze nema-li néktera z kon-
gruenci (62) Feseni, nema Feeni ani kongruence (61).
Z tvrzeni c) této véty pak plyne, Ze oznaéime-li pisme-
nem » podet feSenf kongruence (61) vzijemné inkongru-
entnich podle modulu m a pismenem % podet FeSeni
kongruence P,(z) =0 mod p vzdjemné inkongruent-
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nich podle modulu pf (3 =1, 2, ..., 7), bude platit
Y=V ... V. (63)

Vét 33 a 32 lze tedy principidlnd vidy uiit jak ke
stanoven{ podtu feseni kongruence (61), tak i k nalezeni
téchto feSenif. Znamend to oviem, Ze dovedeme uréit
podet fedeni kazdé z r kongruenci soustavy (62), resp.
Ze dovedeme tato feSenf najit. Jak to lze nékdy provést
prakticky, ukdZeme na jednoduchém priklads.

Ptiklad 37. Reste kongruenci 6. stupné o jedné ne-
zZnidmé
28— 1 = 0 mod 35.

Reseni. PonévadZ 35 = 5.7 a (5, 7) = 1, rozpadne se
dand kongruence na soustavu dvou kongruencf o jedné
neznimé

2°—1 =0mod 5,

26— 1 =0mod 7.

Abychom nasli feSen{ kongruence z* — 1 = 0 mod 5,
uvazime, Ze podle (39) pro vsechna celd z plati z° =
= z mod 5. Bude tedy #® = 2% mod 5, takZe misto kon-
gruence 2® — 1 = 0 mod 5 budeme fedit ekvivalentni
kongruenci > — 1 = 0 mod 5. Snadno zjistime, Ze tato
kongruence mé v kaZdé tplné soustavé zbytkd podle
modulu 5 dvé vzijemné inkongruentn{ feSenf. V uplné
soustavé zbytkd {0, 1, 2, 3, 4} podle modulu 5 budou
témito feSenimi &isla 1 a 4.

Podobné podle (38) vidime, Ze FeSenim kongruence
2% — 1 = 0 mod 7 v 1dplné soustavé zbytka {0, 1, 2, 3,
4, 5, 6} podle modulu 7 bude kterékoliv z Sesti &fsel
1,2, 3,4, 5, 6.
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Podle (63) bude mit tedy kongruence z*—1 =0
mod 35 v kazdé tiplné soustavé zbytku podle modulu 35
celkem dvanact fesen{, ktera budou podle tohoto modulu
vzajemné inkongruentnf. Abychom tato FeSeni nasli,
urdime podle véty 31 FeSeni neurdité rovnice 7u — 5v =
= 1, Ziejmé bude # = 3 a v = 4, takZe pro feleni =
kongruence 2® — 1 = 0 mod 35 dostaneme podle (52)

z = 21z, — 20z, mod 35,

kde z, je nckteré z &isel 1 a 4 a nezdvisle na tom =z,
nékteré z &isel 1, 2, 3, 4, 5, 6. Postupné tedy bude

z=21.1—-20.1 = 1 mod 35,
z=21.1—20.2 = 16 mod 35,
r=21.1—20.3 = 31 mod 35,
T =21.1—20.4 = 11 mod 35,
x=21.1—20.5 = 26 mod 35,
r=21.1—20.6 = 6 mod 35,
z=21.4—20.1 = 29 mod 35,
r=21.4—20.2 = 9 mod 35,
z=21.4—20.3 =24 mod 35,
r=21.4—20.4 = 4 mod 35,
x=21.4—20.5 =19 mod 35,
r =21.4—20.6 = 34 mod 35.

Kongruence z° — 1 = 0 mod 35 ma tedy v kazdé
uplné soustavé zbytkd podle modulu 35 dvanact vza-
jemné inkongruentnich fedeni. V Gplné soustavé zbytki
{0, 1,2, ..., 34} podle modulu 35 jsou témito FeSenimi
Usla 1, 4, 6, 9, 11, 16, 19, 24, 26, 29, 31 a 34.

Ekvivalence kongruence (61) se soustavou kongruenci
(62) ndm dovoluje zabyvat se pouze kongruencemi se
specidlnim modulem m = p*, kde p je prvotislo a a pfi-
rozené &islo. Budeme proto chvili vénovat pozornost
kongruencim tohoto tvaru.

88



Piedpokladejme, Ze z, je libovolné feSeni kongruence
n-tého stupné o jedné neznamé

P,(x) = 0 mod p°, (64)

tj. Ze plati P,(x,) = 0 mod p°. Pro kazdé piirozené &islo
a> 1 je viak p|p*, takie podle véty 18 bude té%
Pz} = 0 mod p. Odtud vidime, Ze ka’dé feSeni kon-
gruence (64) bude téz fefenim kongruence

Py(z) = 0 mod p. (65)

ResSenf kongruence (64) miZeme proto hledat mezi
FeSenimi kongruence (65) Nema-li kongruence (65) Fe-
Senf, nemuZe mit FeSeni ani kongruence (64).

Di se viak dokazat, Ze z kazdého feSeni kongruence
(65) lze za uréitych predpokladii sestrojit Feseni kon-
gruence (64). Zname-li néjaké feSeni kongruence (65),
je t¥eba pro konstrukei feSeni kongruence (64) fesit jesté
« — 1 uz pouze linedrnich kongruenci tvaru az + b =
=0 mod pf, kde 1 <8 <a a ph|a, p?|b. Obecnou
teorif linedrnich kongruenci tohoto typu jsme se vSak
nezabyvali. Kromé toho zminénad konstrukce vyZaduje
hlubsich znalosti nékterych vlastnosti polynomi, které
v8ak uZ presahujf rdmec této publikace.

Proto se aZ do konce této knihy omezime pouze na
studium kongruenci vyssich stupné o jedné nezndmé
8 prvodiselnym modulem tvaru (65).

Viéta 35. Budif p prvolislo a nechf kongruence n-tého
stupné o jedné nezndmé

P.(x) =0mod p

md vice neZ n fedent, kierd jsou podle modulu p vzdjemné
inkongruentni.
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Potom vztah P,(x) = 0 mod p plati pro véechna celd
&lsla .

Dukaz provedeme matematickou indukef podle =.
Necht n = 1 a necht kongruence

a2z + a, = 0mod p

mé alesponi dvé feseni z, a z,, kterd jsou inkongruentnf
podle modulu p. Bude tedy

a,x, + a, = 0 mod p,

%, + a;, = 0 mod p.
Odeétenim t&chto kongruenci dostaneme

ay(r, — x,) = 0 mod p.

Ponévad? viak z, — z, &% 0 mod p, bude podle véty 13
a, = 0 mod p. Odtud a ze vztahu ayr; + @, = 0 mod p
pak plyne, Ze téz a, = 0 mod p. Jeito

a2, = 0 mod p,
a, = 0 mod p,
dostaneme podle véty 17, Ze pro kazdé celé éislo = plati
ayz + a;, = 0 mod p.

Tim jsme dokézali, Ze tvrzenf véty je sprdvné pron = 1.
Predpokladejme nyni, Ze véta 35 plati pro jisté pri-
rozené éislo n. DokaZeme, Ze z tohoto piedpokladu plyne
jeji spravnost i pro prirozené éislo n + 1.
Necht

Ppa(x) = agzertt + ax® + g™t + ... + @p 7 +

+ @ + Gnyy
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a necht kongruence (n + 1)-tého stupné o jedné ne-
znamé
Py(z) =0mod p (66)

mé alespoti n + 2 feSenf z,, x,, ..., Znyy, Znyg, Kterd
jsou vzajemné inkongruentni podle modulu p. Platf
tedy

Poz)=0modp(: =12, ...,n+1,n 4 2), (67)
plidemZ prot #k({,k =1,2,...,n + 1, n 4+ 2) bude

x, % x; mod p. (68)
Ponévadz tedy
Ppiy(%nye) = 0 mod p,

bude pro vSechna celd é&éfsla z platit

Pris(@) = Pris(@) — Pusy(@asg) mod p.  (69)
Avsak

Popy(®) — Ppyy(Znte) = ap(z™t — 23 tl) + ay(2*—a3y,) +
+ (@t —apid) + .+ G2 —2h ) +-
+ Gn 1 (32 — Th10) + CalT — Tnyy).

Ponévadi platf
2 — R = (T — Taps) (B + Tage™ ! + 2] 022 +
+ ...+ ARl + 7)),
" —afs = (T — Tuge) (@ + Ty + 25020 4
+ ...+ a2 + 23,
vt — 2l = (T — Zaya) (@ + itn+23;"":i + zh 40"t +
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+ ...+ apide + 253),

2 — 2y = (T — Zye) (T2 + TayoT + Tiyo),

2 — Thys = (T — Tnye) (T + Zays),
miZeme dédle psat

Py (%) — Pr1(Tars) = (T — Tuys) [Bo(T" + Tnyoz ! +

+ a2 22 + ...+ 2w 4 2hy,) + oa (vt -

+ Zapa®™? + 2™ + L+ 2R 4+ aRid) +

+ ay(@*? + 22 2l 1t L i
+ a3 + o+ G2 + TaaT + 2300) +
+ @as(T + Tnsz) + aa].
Avsak Z,,, je zndmé &islo. Proto vyraz v hranaté za-
vorce bude opét polynom v proménné z. V tomto poly-
nomu najdeme nejvyse m-tou mocninu proménné z,
piidemZ koeficient u z» je a,. Pijde tedy o polynom
n-tého stupné a oznatime-li jej P,(x), dostaneme koneéné
Ppiy(x) — Pats(@nre) = (¥ — nya) Pal®).

Po dosazeni tohoto vysledku do (69) tedy obdrifme

Ppii(%) = (2 — Zuys) Pa(z) mod p. (70)
Dosadime-li do tohoto vztahu za = postupné é&isla x,,
Xy, - .., Tnyqy, dostaneme vzhledem k (67)

(i — Zpp) Po(@) =0mod p (¢t =1,2,...,2n +1),

odkud vzhledem k (68) podle véty 13 plyne, Ze
Pyz) =0modp (t=1,2,...,n + 1).
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Z toho vidime, Ze kongruence n-tého stupné o jedné
neznamé P,(x) = 0 mod p mé alespoii » + 1 Fedeni
Ty, Ty ..., Tayy, kterd jsou vzajemnsé inkongruentni
podle modulu p. PonévadZ jsme predpokladali, Ze véta
35 plati pro ptirozené &fslo », bude tedy pro viechna
celd ¢&isla x platit P,(x) = 0 mod p. Ze vztahu (70) pak
plyne, Ze pro viechna celd d&isla = plati téZ

P, (z) = 0mod p,

coZ jsme chtéli dokazat.
UkéZeme si dva zajimavé dusledky véty 35. Prvnim
z nich bude

véta 36. Budif P.(x) polynom n-tého stupné a necht
existuje celé Cislo xy tak, Ze Pu(x,) # 0 mod p. Potom
kongruence n-tého stupné o jedné nezndmé s prvoéiselnyjm
modulem
P,(x) =0mod p

md nejvyde n fedent, kterd jsou vzdjemné inkongruentni
podle modulu p.

Dilkaz této véty provedeme nepiimo. Kdyby kon-
gruence n-tého stupné o jedné nezndmé P,(z) = 0 mod p
méla vice neZ n feSenf vzdjemné inkongruentnich podle
modulu p, platilo by podle véty 35 P,(x) =0 mod p
pro véechna celd é&isla z. To v8ak by byl spor s pied-
pokladem P,(r,) 0 mod p. Proto miZe dand kon-
gruence mit nejvyse n FeSen{ vzajemné inkongruentnich
podle modulu p, coZ jsme méli dokazat.

Druhym disledkem véty 35 je



véta 37. Pro katdé prvoéislo p plati
(p—1)! +1=0mod p. (71)

Dikaz. Pro p =2 je vztah (71) zfejmé spravny,
nebof (2— 1)l +1=2a 2 =0 mod 2.

Predpokladejme tedy, Ze p je liché prvodislo, a utvoi-
me polynom

Qz) =(=z—1).(x—2). ... . (x—p+1)—2a' + 1.

Snadno nahlédneme, Ze v tomto polynomu je koeficient
u 27! roven nule a koeficient u z?-2 roven &slu —

_rr—-) (p 1) . Stuperi polynomu @Q(z) je tedy p — 2.

Zvohme li za & kterékoliv z éfsel 1, 2, ..., p —

dostaneme @(§) = — &1 + 1. Pro tato £ je viak podlé
(38)
&1 =1 mod p,
takZe
Q(£) =0 mod p.
Cisla 1, 2, ..., p—1 tedy predstavuji p — 1 feSeni

kongruence @(z) = 0 mod p vzdjemné inkongruentnich
podle tohoto modulu. Ponévadi stupen kongruence
Q(z) = 0 mod p je p—2, plati podle véty 35 vztah
@(x) = 0 mod p pro kazdé celé &islo z. PoloZime-li nyn{i
x = 0, dostaneme

(—1).(=2). —(@—1) +1 =0mod p.

Ponévadz p je liché prvoéislo, plyne z posledniho vztahu
ihned vztah (71), coz jsme méli dokazat.

Vztah (71) byva v teorii éisel nazyvian Wilsonovou
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vétou. Poprvé byl uvefejnén ve Waringové pojednani
Meditationes Algebraicae v roce 1770,

Porovname-li véty 12 a 13 z kapitoly 2, dile piiklad
37 a vétu 36 a kone¢né dlohu 9 (kapitola 3) a vétu 37,
zjistime, Ze véty 13, 36 a 37 jsou charakteristickymi pro
kongruence s prvoéiselnymi moduly, nebot neplati pro
kongruence s moduly sloZzenymi. Z vét 14 a 36 je mimoto
ziejmé, Ze kongruence s prvodiselnymi moduly maji ve
srovnani s kongruencemi se sloZenymi moduly dalif
vlastnosti, které jsou analogické s vlastnostmi rovnostf
resp. algebraickych rovnic.

V dalsi dasti této kapitoly se budeme podrobnéji
zabyvat kvadratickymi kongruencemi o jedné nezndmé
s prvodiselnym modulem. Celkem jednoduchd a mélo
zajimava situace nastdva pro p = 2. Proto se budeme
vénovat pouze studiu kvadratickych kongruenci tvaru

a® + ax + a, = 0 mod p, (72)
kde p je liché prvoéislo, pridemz p + a,.

Nejprve budeme studovat specialnf kvadratické kon-
gruence tvaru
z?—a = 0 mod p, (73)

kde a je dané &fslo.

Priklad 38. Vysetite kvadratické kongruence o jedné
neznamé:

a)z>*— 5 = 0 mod 11;
b) 22— 7 = 0 mod 11.

Resenf. Probihé-li z dplnou soustavou zbytki {0, 1,
2, ..., 10} podle modulu 11, bude podle tohoto modulu

tislo z? postupné kongruentni s &isly 0, 1, 4, 9, 5, 3, 3,
5,9, 4, 1. Z toho je patrné, %e 42 —5 =0 mod 11,
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72— 5 = 0 mod 11. Dile vidime, Ze pro kazdé celé x
z dané tplné soustavy zbytkd je 22— 7 # 0 mod 11.

Odpoveéd.
a) Kongruence 22— 5 = 0 mod 11 m4 v dplné sou-
stavé zbytka {0, 1, 2, ..., 10} podle modulu 11 dvé

feSeniz, =4ax, =17
b) Kongruence 2*—7 =0 mod 11 nemd Zidné
Fedeni.

Predpokladejme, Ze p + @ a Ze x, je feSenim kongruence
(73). Poloime z, = p — z,. Protoze z} = p>— 2px, +
+ 2%, vidime, Ze 2} = 2} mod p a tedy téz 22 —a =
=} —a =0 mod p. Cislo z, je proto rovnd resenim
kongruence (73). DokdZeme si jeSté, Ze FeSeni z, a z,
jsou podle modulu p inkongruentni. Kdyby totiz bylo
z, =z, mod p, méli bychom po dosazeni za z, z; =
= p — x, mod p, z ¢ehoZ pak by plynulo 22, = 0 mod p.
ProtoZe p je liché prvodislo, dostali bychom z tohoto
vztahu koneéné z, = 0 mod p, takie by bylo téZ a =
=2} = 0 mod p. To by vSak bylo ve sporu s pfedpo-
kladem, Ze p + a. Proto feSeni z, a #, = p—x, jsou podle
modulu p inkongruentni.

Jestlize p|a, pfejde kongruence (73) v trividlni kon-
gruenci 2 = 0 mod p, jejiZ jediné fefeni v iplné soustavé
zbytkd {0, 1, 2, ..., p—1} je x = 0.

Z této dvahy a piiklada 38a) a b) tedy plyne, Ze
kvadratickd kongruence (73) nema budto Z4dné fesdeni,
nebo mé v ka?dé iplné soustavé zbytkd podle modulu p
jedno fedenf, nebo koneéné mé v ka%dé tiplné soustavé
zbytkd podle modulu p dvé feSeni vzdjemné inkongru-
entni podle tohoto modulu. Z véty 36 pak plyme, Ze
#4dnd jind moZnost nemiZe nastat.
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Zabyvejme se nyni otdzkou, kdy kongruence (73)
m4 TeSeni. Pritom neni tfeba vySetiovat piipady, kdy
p|a, nebot pro p|a ma zminéné kongruence vidy feSeni
z;, = 0 mod p.

Definice 11. Neckht (a, p) = 1. Ma-li kongruence (73)
fedent, nazgvdme Cislo a kvadratickym zbytkem podle mo-
dulu p. Nemd-li kongruence (73) feSent, nazyjvdme &islo a
kvadratickym nezbytkem podle modulu p.

Priklad 39. Najdéte vSechny kvadratické zbytky a
viechny kvadratické nezbytky podle modulu 17 z re-
dukované soustavy zbytkua {0, 1, 2, ..., 16} podle to-
hoto modulu.
 Reseni. Nechdme-li # probihat redukovanou soustavou
zbytki {1, 2, 3, ..., 16} podle modulu 17, bude z* kon-
gruentni podle modulu 17 postupné s é&isly 1, 4, 9, 16,
8, 2, 15, 13, 13, 15, 2, 8, 16, 9, 4, 1. Kvadratickymi
zbytky podle modulu 17 budou tedy é&isla 1, 2, 4, 8, 9,
13, 15, 16, kvadratickymi nezbytky pak ¢&fsla 3, 5, 6, 7,
10, 11, 12 a 14.

Véta 38. Necht p je liché prvofislo. Potom v kaidé
redukované soustavé zbytkd podle modulu p je prdvé
P ; ! kvadratickych 2bytkd a P ; 1 kvadratickyjch
nezbytki podle modulu p.

Dukaz. Budeme hledat kvadratické zbytky lezici
v redukované soustavé zbytka {1, 2, 3, ..., p—1}
podle modulu p. Probfha-li &islo z touto redukovanou
soustavou, budou kvadratické zbytky podle modulu p
lezet v téch zbytkovych tfidich podle tohoto modulu,
ve kterych le#i &isla 12, 22, 32, ..., (p — 1)2 Libovolny
reprezentant kterékoliv z téchto tifd bude tedy kvadra-
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tickym zbytkem podle modulu p, takie pro stanoveni
podtu kvadratickych zbytki stadf urdit, kolik z téchto
tiid je navzajem rdznych.

Snadno nahlédneme, %e probfha-li z postupné &fsly

1,2,3, ..., p;—l , bude vyraz p — x probihat aZ na

poradi zbyvajicimi &sly redukované soustavy zbytka
{1,2,3, ...,p— 1}. Ponévadz dile (p — z)? = 22 mod p,
lezi &isla z2 a (p — z)? vidy ve stejné zbytkové tiids
podle modulu p (srovnej s piikladem 39), takie se mi-
%eme omezit na stanoveni podtu vzajemné riaznych
zbytkovych t¥id podle modulu p, ve kterych lei éisla

2 92 92 p—-l)z
1,2,3,...,( 3 .

DokéZeme si, Ze tyto tfidy jsou vzajemné rizné.
Piedpokladejme, Ze existuji piirozend &isla z, a =z,
tak, Ze
zZ =z mod p, (74)
pfidemz platf
p—1

1=z = CE

(75)

—1
1sz, s 2.

Z kongruence (74) plyne, %e 27 — 25 = 0 mod p, tj. Ze
(@, + =) (x4, — x) = 0 mod p. (76)
Se&tenim obou nerovnosti (75) dostaneme déle
28,4+, Sp—1 <p,
takZe podle vysledku tlohy 2 bude p }+ (z, + 2,). Z kon-
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gruence (76) pak podle véty 13 plyne, Ze z, = x, mod p.

Odtud pak vzhledem k nerovnostem (75) dostaneme
podle véty 14 rovnost z, = z,.

Jestlize tedy ¢isla z; a z, vyhovujf nerovnostem (75)

a je z, # x,, nemize byt zf = 2% mod p, takie zbytkové

ti{dy podle modulu p, ve kterych lezf éisla 12, 22, 32,

p—1Y

ces 3

kych zbytkd podle modulu p je roven poétu téchto tiid,

tj. &isla P ; ! . V redukované soustavé zbytki {1, 2,

3, ... ,p—1}je tedy p ; ! kvadratickych zbytka

, jsou vzajemné rizné. Podet kvadratic-

podle modulu p. Zbyvajici &isla této soustavy, kterych
je p—1— p;l = p;l , jsou tudiZ kvadratic-
kymi nezbytky podle modulu p, ¢imZz mame vétu 38
dokézanu.

Pifi poéitdni s kvadratickymi kongruencemi je tfeba
umét rychle rozhodnout, zda dané &islo je kvadratickym
zbytkem nebo nezbytkem podle modulu p. Existuje
fada kritérif, podle kterych lze toto rozhodnuti udinit.
DokéZeme si nékterd z nich.

Véta 39, Budif p liché prvoéislo a necht p + a. Potom
platt:

a) Cislo a je kvadratickym zbytkem podle modulu p pravé
tehdy, je-li

=1
a2 =1modp. (77)

b) Cislo a je kvadratickym nezbytkem- podle modulu p
prdvé tehdy, je-li ‘
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7—1

a2 =-—lmodp. (78)
Dikaz. VySetfme nejprve kongruenci
w1l—1=0mod p. (79)

PonévadZ pro 4, = 0 je —1 = 0 mod p, mé tato kon-
gruence podle véty 36 nejvyse p — 1 Fedeni, kterd jsou
vzajeruné inkongruentni podle modulu p. Aviak podle
(38) bude fesenim kongruence (79) ka#dé z &isel 1, 2,
3, ..., p—1, takie kongruence (79) ma pravé p — 1
FeSeni, kterd jsou vzijemnd inkongruentni podle mo-
dulu p.

Pondvadz p je liché prvoéislo, je é&islo p _2— 1 celé,

takZe kongruenci (79) miZeme pfepsat ve tvaru

—17 7—1

(w 2'—1)(w 2 + 1) =0mod p.

Podle véty 13 tedy pro kazdé celé éislo u, které vyhovuje
tomuto vztahu, plati budto
el
“ 2 —1=0modp, (80)
nebo
—1

u ¢ 4+ 1=0modp. (81)
Vztahy (80) a (81) nemohou platit soudasné, nebot
v opa¢ném piipadé bychom jejich odedtenim dostali
—2 = 0 mod p, coz nenf moZné.

Ka?dé fe$eni kongruence (79) je tedy reSenim priveé
jedné z kongruenci (80) a (81). To znamend, %e kazdd
p—1

2

z téchto kongruencf ma prive - fefeni, ktera

jsou vzdjemné inkongruentni podle modulu p.

100



Necht nyni éfslo a je kvadratickym zbytkem' podle
modulu p. Potom podle definice 11 ma kongruence
(73) feSenf x,. PonévadZ p + a, plati téZ p + =x,, takZe
podle (38) bude x?' =1 mod p. Ze vztahu z} =a

e} Lol
mod p pak podle (18) dostaneme (z}) 2 =a 2 mod p.
7—1

Shrnutim t&chto vysledk@i obdriime konednéa 2 =
=z,! = 1 mod p. Tim jeme dokizali, Ze pro kazdy
kvadraticky zbytek podle modulu p plati vztah (77),
tj. kazdy kvadraticky zbytek podle modulu p je feSenfm
kongruence (80). Avsak kongruence (80) mé pravé tolik
fedenf, kolik je v dané redukované soustavé kvadratic-
kych zbytkt podle modulu p (viz vétu 38). Z toho plyne,
ze ¢islo a je kvadratickym zbytkem podle modulu p
pravé tehdy, je-li fefenim kongruence (80), tj. plati-li
vztah” (77). Tim jsme dokizali tvrzeni a).

DokaZme jesté tvrzeni b). Protoze kazdy kvadraticky
nezbytek podle modulu p je feSenim kongruence (79),
bude feSenim pravé jedné z kongruenci (80) a (81).
Z dokazaného tvrzeni a) plyne, %e éislo a je kvadratic-
kym nezbytkem podle modulu p privé tehdy, neplati-li
vztah'(77), tj. neni-li feSenfm kongruence (80). To je
viak moZné pravé tehdy, je-li feSenim kongruence (81),
tj. plati-li vztah (78). Tim mime dokézano i tvrzeni b).

Priklad 40. Uréete, kterd z &isel 5, 20, 26 a 30 jsou
kvadratickymi zbytky a ktera jsou kvadratickymi ne-
zbytky podle modulu 41.

Resenf. Uzitim zndmych pravidel pro pogitani s kon-
gruencemi, piipadné i uZitim vztahu (38) dostaneme
postupné:

a) 5% = 251, 25 = —16 mod 41, takie 5% = (—2¢)10

mod 41, tj. 52 = 2% = 1 mod 41;
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b) 202 = 210 520, 21 — ] mod 41, 5% =1 mod 41, tedy
2020 = 1 mod 41;

c) 2620 = 220 13% = 2%0,169'°, 169 = 5 mod 41, 1691
= 5 mod 41, 5% = (—16)® mod 41, takZe 262
= 220, (—16) mod 41, tj. 26% = —21 = ] mod 41;

d) 302 = (—11)° mod 41, (—I11)® = 12110 g 121 =
= —2 mod 41, takZe 30*° = (—2)!° mod 41; aviak
(—2)1° = 1024 a 1024 = —1 mod 41, takZe 30® =
= —1 mod 41.

Odpovéd. Cisla 5 a 20 jsou kvadratickymi zbytky a
&isla 26 a 30 kvadratickymi nezbytky podle modulu 41.

Abychom nemuseli obsirné vypisovat , kvadraticky
zbytek podle modulu p“ nebo ,kvadraticky nezbytek
podle modulu p‘“, zavadime v teorii kvadratickych
kongruencf tzv. Legendretiv symbol.

Deflnice 12, Budif p liché prvoéislo a necht (a, p) = 1.
Potom definujeme Legendretw symbol [%] takto: Je-li a

kvadratickim zbytkem podie modulu p, klademe [%] -1
Je-li a kvadratickym nezbytkem podle modulu p, klademe

[i] - —1.

D
Z vty 39 a definice 12 plyne okam?ité

vita 40. BudiZ p liché prvolislo a mecht (a, p) = 1.
Potom

a”—Tl = [%] mod p. (82)
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Zavedenim Legendreova symbolu miZeme tedy shr-
nout vzoree (77) a (78) do jediného vztahu (82). Pomoci
tohoto vztahu si nyni dokdZeme ndktera pravidla pro
poéitini s Legendreovym symbolem.

Vita 41. Budifip liché prvolislo a necht (a, p) =
= (b, p) = 1. Potom platt:

o ()= (s 53] - (2)

b) Je-lia =b mod p, je [%] = [2-] .

P
N AR
D

["‘Tl) ey (85)

Dikaz tvrzenf a). Ponévadz [—:TJ = [%] mod p, bude

prvodislo p délitelem vyrazu [%] — [%] Absolutn{ hod-

nota tohoto vyrazu je vSak nejvysSe rovna dvéma a
protoZe p > 2, plyne z vysledku tdlohy 2 a véty 2 (ka-

pitola 1), Ze (%] — [%) = 0. Tim jsme dokézali tvrze-
nf a).

Diikaz tvrzeni b). Z kongruence ¢ = b mod p podle

—1 7—1

(18) plyne, Jetéta 2 =5 2 mod p. Podle (82) je viak
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—1 a
a ? E(—] mod p,
» P
P—1
b
b 2 E(—] mod p.
» ?

Podle (11) tedy dostaneme (%) = [%] mod p, z ¢ehoZ

uzitim tvrzeni a) plyne sprivnost tvrzeni b).
Dikaz tvrzeni c). Ponévad? (a, ») = (b, p) = 1, bude
i (ab, p) = 1, takie podle (82) bude
—1
(ab) ® = (%] mod p.

= =1 1 L a
AvSak (ab) 2 =a 2 b %2 aa® = [;] mod p,
p—1

b * = [?] mod p, takze podle (17) dostaneme téz

!

(ab) T —[ ] ]modp

Shrnutim nalezenych vysledki obdrzime pak podle

(11), Ze plati [ Z? ] = [%] . [%] mod p. Odtud zcela stej-
né, jako pfi dukazu tvrzeni a), plyne vztah (83).

Polozime-li v (83) specialné b = a, dostaneme (84),

2 al (a a )
)-8 (- o
p P r p (1)
Vztah (85) dokdZeme konednd ze vztahu (82) zcela
stejné, jako jsme dokazovali tvrzen{ a).

UkdZeme si nyni na piiklad8, jak lze véty 41 u%it
k uréenf hodnoty Legendreova symbolu.
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2 35
Piiklad 41. Urdete a) ( 139 ] b) [m] .
Reseni.

o (mg)= () = () = () -
~ (] (75) = — (9] — — ) -
:—[139]'[129]'[12359]2_(%]'[li%)’tj'
(155 = —(ss)- (559

Z tohoto vztahu tedy vypodteme [ 12 9 ] = —1. Déle
pak bude

(55) = (9] (w5) = (339 ) = (3] =
[139) (139] [129]=—1-
o (25) - (22 (ri) - (22) - (o) -+

Odpovéd. a) [1§9] —1; b) [ 13359] =1

DokéZeme si jedté jedno kritérium, podle néhoz lze
principidlné velmi jednoduse rozhodnout, zda é&islo a
z redukované soustavy zbytku podle modulu p je kva-
dratickym zbytkem ¢&i kvadratickym nezbytkem podle
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tohoto modulu. Pii zépisu opét s vyhodou pouZijeme
Legendreova symbolu.

Vita 42, BudiZ p liché prvolislo a necht (a, p) = 1.
Budte ddle g,, 05, 03, - - -, @ p—1 "absolutné nejmendi zbytky

2
prt délent prvolislem p utvofené postupné k &slim 1.a,

2.a, 3.a, ..., p—;i.a. Necht koneéné v znalt polet
zdpornych Eisel leZicich v systému o,, 05, 035 - - -, 0@ _,;1 .
2
Potom
(%) = v (86)
» .

Dikaz. Necht k je nékteré z &isel 1, 2, 3, ..., P _2— 1 .

Podle véty 5 existuji k danému &slu k celd &isla & a g;
tak, Ze platf

k.a = &p + ok,
p p
Bude tedy
ak = o, mod p [k: 1,23, ..., pgl]. (87)
PonévadZz p je liché prvolislo, budou celd &sla g
spliiovat dokonce ostré nerovnosti — % <o < %,
takze
? (5 _ p—1
|e;|<?[k—-l,2,3,..., - ] (88)
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Predpoklidejme,ze 1 < h < p—2—l , 1=k < p;l

a %e |on] = |ox]. Z této rovnosti plyne, Ze téZ g; = ¢,
takZe vzhledem ke vztahim (87) dostaneme dale
a*h? = a*k?* mod p. Jeito p + @, miZeme podle véty 11
v této kongruenci kratit &islem a2, takZe dostaneme
h? = k* mod p, tj. 2 — k* = 0 mod p. Aviak posledni
kongruenci maZeme psat ve tvaru
(B + k)(P—k) =0mod p. (89)
Seéteme-li dale nerovnosti pro ¢&isla b a k, dostaneme
2<h+k=p—1<p,
takZe musi platit p + (2 + k). Podle véty 13 pak z kon-
gruence (89) plyne, Ze h —k = 0 mod p neboli A =
=k mod p. Odtud podle véty 14 dostaneme h = k.
Jestlize tedy |os| = |o«|, je nutné b = k. Z toho pak

plyne, Ze pro k # k bude téz |g,.| # |gk| Proto ¢&isla
|91| ezl lesl, - |9,,_1 | budou vzdjemné rizni. Zadné

z nich nebude rovno nule nebot v opaéném piipadsd
bychom podle (87) dostali, Ze budto p|a, nebo p|k%,
coz by odporovalo predpokla.du o éislech a a k. Vzhle-

dem k nerovnostem (88) bude tedy gisel |p,|,
{@l, |es|, ---; |ep—1]| nabyvat aZ na pomdi hodnot
. 2
1,2,3, ..., p;l , takZe bude
—1
eees -0 = D{EGE) (o0
2

Znasobime-li nyn{ mezi sebou viechny kongruence (87),
dostaneme
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( .

a 2

]! = 01003 - - - 0p—1 Mod p;
2

dosadime-li do této kongruence podle (90), obdriime
—1
P—1),_ (ypf2=1
a 2 -[—T—]! = ( 1)[ 3 ]!modp.

Ponévadi p+ [p ; ! ] !, miZeme podle véty 11 v této

kongruenci kratit &fslem [p ; 1 ] !, takZze dostaneme

=1 .
a 2 = (—1Y mod p.

Odtud vzhledem k (82) plyne, Ze
a
— | = (—1) mod p,
(5] = (—2rmodyp

z &ehoZ stejnym postupem, jako pfi diikazu tvrzeni a)
véty 41, dostaneme dokazovany vztah (86).

Vétu, kterou jsme pravé dokazali, nazyvame v teorii
disel Gaussovym lematem.

Priklad 42. UzZitim Gaussova lematu urdete a) [4—51] ;
26
b) [ﬁ].

Reseni. a) Pro a = 5 budeme hledat absolutnd nej-
mensi zbytky pfi délenf &islem 41 postupné k éislam 5, 10,
15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85,
90, 95, 100. Tyto zbytky budou rovny éislam 5, 10, 15,
20, —16, —11, —6, —1, 4, 9, 14, 19, —17, —12, —7,
—2, 3, 8,13 a 18. Je tedy » = 8, takZe podle (86) bude

(-
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b) Podobné pro a = 26 budeme hledat absolutné nej-
mensi zbytky pifi déleni éislem 41 postupné pro é&isla
26, 52, 78, 104, 130, 156, 182, 208, 234, 260, 286, 312,
338, 364, 390, 416, 442, 468, 494, 520. Tyto zbytky
budou rovny é&islim —15, 11, —4, —19, 7, —8, 18,
3, —12, 14, —1, —16, 10, —5, —20, 6, —9, 17, 2 a —183.
V tomto pifipadé je » = 11, takZe podle (86) dostaneme

26
()=
« 5 ) 26)
Odpovéd. a) [ﬁ] =1; b) (—‘LT] = —1.

Doposud jsme se zabyvali otizkou, kdy m4 kon-
gruence (73) feSeni. Tuto otdzku dovedeme dplné zod-
povédét, nebot pro p + @ umime uréit hodnotu Legen-

dreova symbolu (i;)—] a tim i rozhodnout o existenci fe-

deni kongruence (73), a pro p|a umime dokonce toto
Fefeni primo napsat.

Obratme nyni pozornost k otézce, jak v piipadé, kdy
kongruence (73) ma Fedenf, lze toto Fesenf zkonstruovat.
Na rozdil od kvadratickych rovnic je u kvadratickych
kongruenci tento problém v obecném piipadé mnohem
komplikovanéj$f. Aviak v nékterych specidlnich pri-
padech uZ ndm vyloZend teorie sta¢i k tomu, abychom
FeSenf kongruence (73) sestrojili.

Jeden dosti obecny pripad, ve kterém devedeme FeSeni
kongruence (73) sestrojit, popisuje

vita 43. Nech? p = 3 mod 4 a necht (%] — 1. Potom
pro fedent x, kvadratické kongruence (73) plati

ptl

z,=a * modp. (91)
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Dikaz. Exponent P +

je celé éislc, nebot z pied-
pokladu » =3 mod 4 plyne, 7% p+1=0 mod 4.

»+1
Podle (91) je dile 22— =a 2 —a mod p. Aviak
P41 P+l p—1
a2 —a=—a ? (a, 2 —l):

il 21 a
=-—a [a 2 —[;—]] Ponévadz z (82) plyne, %e

p—1

a 2 —[%] =0 mod p, dostaneme shrnutim téchto

vysledktt 2 —a = 0 mod p. Vidime, Ze &islo z, defi-
nované vztahem (91) je skutedné fedenim kongruence (73).
Druhé feSeni z, kongruence (73) uréime pak snadno
ze vztahu z, = p — 2, mod p.
Priklad 43. Vysetite kvadratickou kongruenci
22— 35 = 0 mod 59.

Reseni. Pfedevsfm zjistime, zda dana kongruence mé
feSenf. K tomu musime urdit hodnotu Legendreova

symbolu [gg] Podle véty 41 postupné dostaneme

(3)-(3)-(5) (3)-(5)-
{5 (- G (-

Dané kongruence mé tedy v kazdé redukované soustavé
zbytki podle modulu 59 dvé feeni.
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Ponévadz 59 = 3 mod 4, bude podle (91)
z, = 35!" mod 59.

Avsak 358 = 515, 715 53 = 7 mod 59, 5'°* = 7° mod 59,
takZe z, = 35'% = 72° mod 59. Déle je 72 = —10 mod 59
a tedy 72° = 10'° mod 59. Ponévadz 10° = —3 mod 59,
dostaneme koneéné z, =7 = 10° = 10.(—3) =
= 25 mod 59.

Pro druhé feseni dané kongruence pak dostaneme
Z, = 59 — 25 mod 59, tj. z, = 34 mod 59.

Odpovéd. Kvadratickd kongruence 2z — 35 =0
mod 59 mé v redukované soustavé zbytka {1, 2, 3,
, 58} podle modulu 59 dvé fesen{, z, = 25 a z, = 34.

Véta 43 nidm umoZiiuje konstruovat fefeni kvadra-
tické kongruence (73) pro prvoéiselné moduly tvaru
p = 4m + 3 (m celé). Postupu, jehoZ jsme pii konstrukei
FeSeni uZili, 1ze viak nékdy uzit i v piipads, Ze prvodislo p
ma tvar p = 4m + 1.

Nechf p = 1 mod 4 a necht (—i = 1. Hledejme nej-

r?
mensi prlrozene gislo k, pro které plati a* = 1 mod p
Vime uz, Ze takové ¢&islo jisté ezustu]e Podle véty 29
bude dokonce k|(p—1).
Je-li éislo k liché, bude & + 1 sudé a poloZime-li

Eaat
z, =a 2 modp, (92)

dostaneme 7} — @ = a**! — @ mod p. Aviak a*t! —g =
=a(a* — 1) a a* — 1 = 0 mod p, takZe koneéné obdr-
%ime 2 — a = 0 mod p. Vidime-li, Ze &islo #, definované
vztahem (92) je opét feSenim kongruence (73).

Je-li viak éislo & sudé, nelze tohoto postupu uZit.
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Nicméné i pro tyto pripady lze feseni kongruence (73)
zkonstruovat | pfirozené za predpokladu, Ze (—;—] = 1].

Konstrukee je vsak pifli§ komplikovand a presahuje
rdmec této knihy. Proto se ji nebudeme zabyvat a ome-
zime se v téchto pfipadech na stanoveni feSeni dané
kvadratické kongruence jen zkusmo.

Obecné tedy dovedeme zkonstruovat reSeni kvadra-
tické kongruence (73) jen v téch pfipadech, kdy budto
p = 3 mod 4, nebo mezi lichymi déliteli &isla p —1
existuje takové &islo k, pro které je a* = 1 mod p.

Priklad 44. VySetite kvadratickou kongruenci
22— 28 = 0 mod 53.

Reseni. Nejprve budeme zkoumat, zda danid kon-
gruence ma feSeni. Zfejmé bude

28 81 1
[53] N (3'3] -
takZe kongruence mé v kazdé redukované soustavé zbyt-
ki podle modulu 53 dvé feseni.
PonévadZ 53 = 1 mod 4, budeme hledat mezi lichymi
déliteli &isla 53 — 1 = 52 ¢&islo k& takové, Ze 28t =1

mod 53. Lichymi déliteli &isla 52 jsou viak pouze é&isla
1 a 13. Postupné uré¢ime

282 = —11 mod 53,
284 = 121 = 15 mod 53,
286 =-—11.15 = —6 mod 55,

2812 = 36 mod 53,
281 = 36.28 = 1 mod 53.
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Podle (92) tedy bude
x, = 287 = —6.28 = 6.25 = 44 mod 53.

Polozime-li jesté x, = 53 — 44 = 9, vidime, Zc dana
kongruence ma v redukované soustavé zbytku {1, 2,
3, ..., 52} podle modulu 53 dvé feSeni, z, = 44ax, = 9.

Priklad 45. Najdéte vSechna reSeni kvadratické kon-
gruence x? =20 mod 41 v uplné soustavé zbytki
{0, 1, 2, ..., 40} podle modulu 41.

Reseni. V piikladu 40 jsme zjistili, Ze [%) -1

Dana kongruence bude proto mit ve zvolené tplné
soustavé zbytku dvé inkongruentni feseni. (Tato feseni
budou dokonce z odpovidajici redukované soustavy.)

PonévadZ 41 = 1 mod 4, nelze ke konstrukei téchto
feSeni uzit véty 43. Lichymi déliteli disla 41 — 1 = 40
jsou pouze éisla 1 a 5. Pritom

202 = —10 mod 41,

20% = 100 = 18 mod 41,
205 = 18.20 = —9 mod 41,
2010 = 81 = —1 mod 41,

202 = 1 mod 41.

Vidime, Ze 205 £ 1 mod 41. Ponévadz prirozenymi
déliteli &isla 40 jsou pouze éisla 1, 2, 4, 5, 8, 10 a 20
a ponévadZ 20° = 324 = —4 mod 41, je &islo k = 20
nejmensim plirozenym &islem, pro které plati 20% =
= 1 mod 41.

Nelze tedy uzit ani vztahu (92) a feSeni dané kon-
gruence bude proto tfeba hledat zkusmo. Studujmc
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prvky zbytkové tiidy podle modulu 41, ve které leii
dislo 20. Ziejmé bude

20 = 61 = 102 = 143 = 184 = 225 mod 41,

takZze bude téZ x® = 225 mod 41, tj. 2 = 152 mod 41.
Jedno fedeni vysetfované kongruence bude tedy x;, = 15,
druhé pak dostaneme ze vztahu z, = 41 — 15 = 26.

Odpovéd. Hledana feSeni kongruence 2 = 20 mod 41
jsou z, = 15, x, = 26.

Ke konstrukei fefeni nékterych specidlnich kvadra-
tickych kongruencf lze nékdy uZit i jinych vét, které
jsme si vyloZili. Jako ukédzku si uvedeme piiklad, kde
ke konstrukci feSeni vyuZijeme Wilsonovy véty (vé-
ta 37).

Priklad 46. Necht p je prvotislo tvaru p = 4m + 1.
Uzitim Wilsonovy véty dokazte, Ze kongruence 2® 4 1 =
= 0 mod p ma fedeni

Xy, = 4(2m)! mod p.
Reseni. ProtoZe

(2m)! = 1.2.3. ... .2m = (—1).(—2).(—3).
.(—2m)aprok =1,2,3, ..., 2m plati

—k =p—k mod p,
dostaneme vyniasobenim vsech téchto kongruenci
2m)! = — 1.(p —2).(p—3). ... .(p— 2m)
mod p.

Znasobime-li tuto kongruenci éislem (p — 2m — 1)!,
dostaneme

2m)!.(p — 2m — 1)! = (p — 1)! mod p.
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Aviak p—2m —1 =4m 4+ 1 —2m — 1 = 2m, takie
bude
((2m)!)2 = (p — 1)! mod p.

Odtud uzitim vztahu (71) dostaneme

((2m)1)2 = —1 mod p
neboli
((2m)!)2 + 1 = 0 mod p.

Ponévad? x} == 23 = ((2m)!)? mod p, obdrZime koneéné
x4+ 1 =0 mod p,
25 + 1 =0 mod p.

Cisla x, a x, budou tedy skute&né fesenimi kongruence
2?2 4 1 =0 mod p, coZ jsme méli dokizat.
Zavérem této kapitoly se jeSté struéné zminime
o obecné kvadratické kongruenci s prvotiselnym mo-
dulem
agx? 4+ a,x + a, = 0 mod p, (72)

kde p je liché prvotislo, p + a,. Postup, jehoz pfi studiu
takovéto kongruence uZivame, je zcela obdobny s po-
stupem uZivanym pii Feseni kvadratickych rovnic.

Ponévadz p je liché prvoéislo a p+ a,, plati téz, Ze
P+ 4a,. Vynasobime-li tedy kongruenci (72) éfslem 4a,,
dostaneme ekvivalentni kongruenci

40,:',1:2 + 4a0alx + 4(1,0(1,2 = 0 mod P.

Doplnime-li levou stranu této kongruence na tplny
dtverec a oznaéime-li D = aj — 4a,a, diskriminant kva-
dratického trOJélenu agx? + ax + a,, dostaneme po
jednoduché tipraveé kongruenm

(2002 + a,)* — D = 0 mod p,
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kterd je rovnéz ckvivalentni s kongruenei (72). PoloZime
jeste
2a4x + @, =2z mod p. (93)

PDostaneme tak kvadratickou kongruenci

22— D = 0mod p, (94)

kterd uz ma tvar (73). Ze vztahu (93) plyne, %e kazdému
reseni kongruence (72) odpovida pravé jedno feseni
kongruence (94). Ponévadz vsak p+ 2a,, lze i obricenc
z lincarni kongruence (93) ke kazdému teSeni kongruence
(94) najit pravé jedno feSeni kongruence (72).

Necht dvéma fesenim z; a x, kongruence (72) odpo-
vidaji feseni z, a z, kongruence (94). Bude tedy

2a4z, + a, =z, mod p,
242, + @, = z, mod p.

Je-li z, = x, mod p, plyne z téchto vztahi, 7e iz, ==z,
mod p. Je-li obricené z, = 2z, mod p, bude 2a,x, + «, =
1 2u4%, - @, mod p, takZe 2a,x, = 2a,x, mod p. Po-
névadz (2a,, p) = 1, plyne z této kongruence podle
véty 11, Ze x; = z, mod p. Tim jsme dokdzali, Ze FeSeni
2, a x, kongruence (72) jsou kongruentni podle modulu p
pravé tehdy, jsou-li podle tohoto modulu kongruentni
odpovidajici feSenf 2, a z, kongruence (94).

Z provedenych uvah vyplyva, Ze kvadratické kon-
gruence (72) a (94) jsou ekvivalentni. Postup, ktery
jsme si pravé popsali, nam tedy vidy umozni rozhod-
nout o existenci feseni kongruence (72) a uréit podet
inkongruentnich feSeni této kongruence. V téch pii-
padech, kdy dovedeme najit feSeni kongruence (94),
jim dokonce dostaneme feseni kongruence (72). V né-
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kterych konkrétnich piipadech vsak muZeme tento po-
stup jesté znaéné zjednodusit.

Priklad 47. Vysetite kvadratickou kongruenci
5722 4+ 149z - 362 = 0 mod 211,

teseni. Pro diskriminant D kvadratického trojélenu
57x% 4- 1492 + 362 dostaneme D = 1492 — 4.57.362.
Snadno zjistime, Ze 1492 — 4.57.362 = (—62)* |
-+ 17.60 mod 211, tj. D == 3844 + 1020 = 11 mod 211.
Dostaneme tcdy ekvivalentni kongruenci

— 11 = 0 mod 211.
Abychom rozhodli o existenci feSenf této kongruence,
11
urdéime hodnotu Legendrcova symbolu [ 21]] Padle

znamych pravidel bude
1 ]_ —200 ] _(—2Y (100 —2
[’2’1"1" e )21 (211 211]
_[—2 [ 81 _]_ —162]_ 9 _,
o 211] 211 ) (—W' _[§IT ] o
takZe kongruence z* — 11 = 0 mod 211 bude mit dv¢

feSeni inkongruentni podle modulu 211, Ponévadz
211 == 3 mod 4 bude podle véty 43

2, = 11" mod 211,

Postupné vypoéteme

112 = —90 mod 211,
11* == 8100 : - 82 mod 211,
118 = 6724 = —28 mod 211,
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111 = 784 = —60 mod 211,

1148 = —216 000 = 64 mod 211,

1152 = 64.82 = —27 mod 211 a

1183 = —27.11 = 125 mod 211.

ReSeni kongruence z2 — 11 = 0 mod 211 tedy budou
2z =125 mod 211 a z, =211 — 125 == 86 mod 211.
Podle (93) dostaneme pro feeni pivodni kongruence

1142, + 149 = 125 mod 211,
114z, + 149 = 86 mod 211.

Po tpravé a zkricenf Sesti resp. tfemi dostaneme dile
192, = —4 mod 211, 38z, = —21 mod 211.

Znasobime-li prvni kongruenci jedendcti, dostaneme
209x, = —44 mod 211 neboli —2x, = —44 mod 211,
z &ehoZ po zkraceni éislem —2 plyne ihned 2, = 22
mod 211. Druhou kongruenci muzeme prepsat ve tvaru
38z, = 190 mod 211, z ¢&ehoZ po zkriceni ¢&islem 38
plyne z, = 5 mod 211.

Odpovéd. Kongruence 57z + 149z + 362 = 0 mod
211 mé v uplné soustavé zbytka {0, 1, 2, ..., 210} podle
modulu 211 dvé feSeni, x, = 22az, =5

UkéZeme si je§té jiny zpuisob feSeni této kongruence.
Resme nejprve linearni kongruenci 574 = 1 mod 211.
Podle (46) dostaneme pro jeji feseni u, = 572 mod 211.
Postupné vypodteme

570 = 84 mod 211,

57* = 7056 = 93 mod 211,

57% = 8649 = —2 mod 211,

571 = —32 mod 211,
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57180 = 961 = —94 mod 211,

57900 = (—32).(—94) = 54 mod 211,
57200 = 2 54 = 103 mod 211 a
57209 = 57,103 = —37 mod 211.

Regeni linedrni kongruence 57u = 1 mod 211 bude
tedy 4, = —37 mod 211.

Znisobme nyni pivodni kvadratickou kongruenci
57x% 4 1492 + 362 = 0 mod 211 é&islem —37. Dosta-
neme tak kvadratickou kongruenci s ni ekvivalentni

—21092% — 5513z — 13 394 = 0 mod 211.

Tuto kongruenci mizeme podle véty 17 psat v ekvi-
valentnim tvaru

x2?— 27 — 101 = 0 mod 211
nebo jesté vyhodnéji ve tvaru
x% + 184z — 101 = 0 mod 211,

nebof v této kongruenci miZeme bez dalsich wprav
doplnit jeji levou stranu na iplny &tverec. Dostaneme
tak

(x + 92)2 — 922 — 101 = 0 mod 211

nebo po upravé
(z + 92)2— 125 = 0 mod 211.

Tato kongruence je zfejmé ekvivalentni s kongruenci
pavodni, a poloZime-li jesté x 4+ 92 = v, dostaneme opét
kvadratickou kongruenci tvaru (73)

92— 125 = 0 mod 211.
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. v . 125
Pro Legendre(v symbol [-?ﬁ-],dostaucmc sniudno

125 5 Y} 5 5 9
(’*2 n—] = [‘ziT] = (ﬁf] = [‘u] ' [m] =
_[ 45 )_[»256]_( 16 ]zk_ .
211 211 211 ’

takZc kongruence v2— 125 =0 mod 211 mi dvé in-
kongruentni feseni. Podle véty 43 dostancme jedno
z téchto Feseni ve tvaru

vy = 125% mod 211.

Postupné vypodteme

1252 = 11 mod 211,

125¢ = 121 = —90 mod 211,
125% = 8100 = 82 mod 211,
1252 = —90.82 = 5 mod 211,

12548 = 625 == —8 mod 211,

1255 = (—8).(—90) = 87 mod 211 a

1255 = 125.87 = 114 mod 211.

Bude tedy v, = 114 mod 211 a v, = 211 — 114 =: 97
mod 211, Ze vztahu = + 92 = » uréime nyni uz snadno

feSenf puvodni kvadratické kongruence =z, = 114 —
— 92 =22 mod 211 a z, = 97 — 92 = 5 mod 211.

Piiklad 48. Vysetite kvadratickou kongruenci
6x2 — 5z + 21 = 0 mod 97.

Regenf. Diskriminant kvadratického trojéclnu 622 —
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—5z 421 joe D =25-—4.6.21 ——479, tedy D = 6
mod 97. Snadno zjistime, Ze

8Y (6) (18 %) _(—=1)_,

(97]‘[97] [97]‘[97]_( 97 ] o
Kongruence z? — 6 = 0 mod 97 i kongruence ptvodni
budou tedy mit dvé inkongruentnf{ feSenf.

PonévadZ 97 =1 mod 4, nemiZeme ke konstrukei
Tefonf kvadratické kongruence 22 — 6 = 0 mod 97 uiit
véty 43. Nelze viak uZit ani vztahu (92), nebof 62 = 36
mod 97, 6® = 22 mod 97, 64 = 35 mod 97, G® = —
mod 97, 68 =-—36 mod 97 a 612 =1 mod 97, tak7e
nejmens{ pfirozené &islo k&, pro které platf 6¢ = 1 mod 97,
je sudé.

Znésobfme-li kongruenci z2—6 =0 mod 97 &est-
nicti, dostaneme ekvivalentni kongruenci 1622 — 96 =
= 0 mod 97, kterou miZeme napsat ve tvaru (4z)? =
= —1 mod 97. ProtoZe jsme zjistili, Ze 6 = —1 mod 97,
miZeme déle psit

(42)* = (6°)2 mod 97,

z %ehoZ dostaneme 4z, = 216 mod 97, 4z, = —216 mod
97. Po zkricen{ étyimi tedy bude z, = 54 mod 97, z, =
= —54 = 43 mod 97. Tim jsme nasli obé inkongruentnf{
feSeni kongruence z2 — 6 = 0 mod 97.

Abychom urdili feSenf x, a z, pivodn{ kvadratické
kongruence, budeme fesit jedté dvé linedrni kongruence.
Podle (93) bude

12z, — 5 = 54 mod 97, 12z, — 5 = 43 mod 97,
tj.
122, = 59 mod 97, 12z, = 48 mod 97.
Nésobfme-li prvni kongruenci osmi, dostaneme 96z, =
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= 472 mod 97 neboli —z;, = —13 mod 97, takZe bude
z; == 13 mod 97. Kratime-li ve druhé kongruenci dva-
nacti, dostaneme ihned z, = 4 mod 97.

Odpovéd. Kvadratickd kongruence 622 — 5z + 21 =
== 0 mod 97 ma v 1iplné soustavé zbytku {0, 1, 2, ...,
96} podle modulu 97 dvé fefenf, x, = 13 a. 2z, = 4.

Priklad 49. VySetite kvadratickou kongruenci

7322 — 1156z + 48 = 0 mod 113.

Reseni. Diskriminant daného kvadratického trojélenu
bude D = 1152 — 4.73.48. Snadno zjistime, Ze D =
= 22 4 47.48 =0 mod 113, takZe kvadraticki kon-
gruence (94) ma v kaZdé uplné soustavé zbytka podle
modulu 113 jediné feSenf z, = 0 mod 113. Kongruence
(93) ma v tomto piipadé tvar 146z, — 115 = 0 mod 113
neboli 33z, = 2 mod 113. Podle (46) dostaneme feSenf
této linedrni kongruence ve tvaru z, = 2.33'! mod 113.
Postupné tedy vypolteme

332 = —41 mod 113,
33¢ = 1681"= —14 mod 113,
338 =196 = —30 mod 113,
331 =900 = —4 mod 113,
3332 = 16 mod 113,
3384 = 256 = 30 mod 113,
339 = 16.30 = 28 mod 113,
331904 = __30.28 = —49 mod 113,
3318 = (—14).(—49) = 8 mod 113,
3310 = __4].8 = 11 mod 113,
3311 ="33.11 = 24 mod 113,
7. dehoZ dostaneme z, = 2.33" = 48 mod 113.
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Odpovéd. VySetiovand kongruence ma v dplné son-
stavé zbytka {0, 1, 2, ..., 112} podle modulu 113
jediné Fedenf z, = 48.. ‘

Pifklad 50. VySetite kvadratickou kongruenci

682> — 291z — 50 = 0 mod 53.

Reseni. Podle véty 17 vysettime ekvivalentnf kvadra~
tickou kongruenci

1522 — 26z + 3 = 0 mod 53.

Diskriminant kvadratického trojélenu 15z% — 26x + 3
je D =26 — 4.15.3 = 676 — 180 = 496, takie D =

= 19 mod 53. Podle (82) je (—;%] = 19% mod 63 a

ponévadZ 19?0 = (19%)13 = 361'® a 361 = —10 mod 53,
uréime postupné

10*° = —7 mod 53,

10° = 49 = —4 mod 53,

102 = 16 mod 53 a -

10® = 160 = 1 mod 53.

Dostaneme tedy
[%g_] = 36118 = (—10)® = —10%¥ = —1 mod 53.

Vidime, %e diskriminant D je kvadratickym nezbytkem
podle modulu 53.

Odpovéd. Kvadratickd kongruence 68z — 291z —
— 50 = 0 mod 53 nem4 Z4dné Fesenf.
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21.

22.

23. *

24.
25.
20.
27.
28.

29.

124

Ulohy

322
Uréete hodnoty Legendreovych symboli: a) [——]

[333] °’( J [659] "

V nésledujfofch pf{kladech vySetite kvadratické kon-
gruence:

z' = 43 mod 109.

— 90 = 0 mod 83.

z* + 48 = 0 mod 59.

67z* — 91z + 35 = 0 mod 71.

177z* — 472 + 928 = 0 mod 353.
196z* + 1456z + 2753 = 0 mod 571.

Uzitim Gaussova lematu dokaZte, Ze pro liché prvoéislo p
platf

2 »—1
(-
P
Necht p > 2 je prvoédislo a necht p | m. DokaZte,%e kon-
gruence (p — 1)-tého stupnd o jedné nozndmé
221+ 1 =0modm
nemd Z4dné fedeni.



VYSLEDKY ULOH

l.a)z=—86; r=861l; &{=-—5; o= —4.
b)z= 22; r= 6, {= 22; o= 8.
cyz= O0; =12; &= 0; o= 12,
djz=—1; r=23; &= 0; p=—12.

2. Podle definice 2 existuje celé &islo z # 0 tak, e ¢ = ma.
Ponévad: |z| = 1, bude |a| = |z|.m = m.

3. Plyne z definice nejvétitho spoledného délitele a dlohy 2.

4. Pondvadz 2156 = 5 mod 21 a 79 = —5 mod 21, bude podle
(18) 215% = 5% mod 21 a 79% = (—5)* mod 21, takZe
podle (17) a (18) dostaneme 5.216% — 79 = 5% — (—5)*
mod 21. Aviak 5% — (—5)* = 6% (1 — 6°) = 6% (1 —
— 125%). ProtoZe 125 = —1mod 21,bude opét podle (18)
125 = (—1)? mod 21, z %ehoZ dostaneme 1 — 125* =0
mod 21. Podle (17) tedy bude 5% (1 — 125?) = 0 mod 21.
Shrnutim nalezenych vysledki dostaneme pak podle (11)
5.215% — 79% = 0 mod 21, tj. dané &islo je ddlitelno
&islem 21.

b.a)r = 38.

b) r = 25.

8. Pro kazdé celé ¥ =1 je 10* =0 mod 2, 10* =0 mod 5 a
10¥ = 0 mod 10. Podobns pro kazdé celé & = 2 bude 10¢¥ =
=0 mod 4 a 10 = 0 mod 25 a koneénd pro kazdé celé
k = 3 bude 10¥ = 0 mod 8. Uzitimm dekadického zdpisu
(19) ptirozeného &fsla n plyne z poslednich kongruenc{
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podle (17) a (16) n =@, mod 2, n =a, mod 5, n = a,
mod 10, n = (10a, + a,) mod 4, n = (10a, + ¢,) mod 25
an = (10%a, + 10a, + a,) mod 8. Z toho vidime, Ze o d8li-
telnosti pfirozeného &islan dvéma, péti nebo desiti miiZzeme
rozhodnout podle posledni cifry, o délitelnosti 4 nebo
25 pomoci posledniho dvojéisli a o délitelnosti 8 pomocf
poslednfho trojéisli dekadického rozvoje tohoto &isla.
7.a)Pro n =2k +1 je n* =4k* +- 4k + 1, tedy n* =1
mod 4, tj. n* € A",
b) Pondvadz 3 } n», bude budto n =1 mod 3, nebo
n = 2 mod 3. Podle (18) bude tedy v prvnim p#ipads
n?* =1 mod 3 a ve druhém pak n* =4 =1 mod 3.
V obou pipadech médme nt = 1 mod 3, tj. n* € AP\
8.a)e=1,5,17 11, 13, 17.
k=163, 6 3, 2
b)e =1, 5, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 37, 41.
k=1,6, 6, 2, 6, 6, 6, 3, 2, 6, 3, 2.
9. Necht 1ze sloZené éislo m psédt ve tvaru soudinu m = O™
kde m, > 1, my>>1 a (m,, m;) = 1. Ponévadz m, > 1,

bude m, — % < m. Obdobnd bude i m, < m. Mezi

disly 1, 2, 3, ..., m — 1 bude tedy jistd lezet &islo m,

i &islo m,. Pondvadz (m —1)! =1.2.3. ... .(m— 1),
vidime, Ze bude platit (m — 1)! =0 mod m, i (m — 1)! =
= 0 mod m,. Jezto (m,, m;) = 1, bude podle vdty 20 téZ
(m — 1)1 = 0 mod m.

Necht slozené &islo i nemiZeme psét ve tvaru soudinu
dvou nesoudélnych &isel vétsich neZz jedna. V tomto pFi-
padé bude &fslo m alespofi druhou mocninou jistého prvo-
éisla p, tj. m = p*, kde a = 2. Na ni bude tfeba rozlisit
dva pfipady..
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a) Necht pfednd p = 2. PondvadZ m > 4, bude v tomto
ptipadd « = 3, takZe mezi ¢&isly 1, 2, 3, ..., 2*— 1
lezf jistd &isla 2*—? & 2%, MiZeme proto psit (2 — 1)1=
= 20-3 2a-1 g = 2243 g = 2% .2¢-3 g, kde a je jisté
celé &fslo. Protoze a = 3, je i 2%-% celé ¢&islo, takZe
z poslednf rovnosti plyne (2 — 1)1 = 0 mod 24.

b) Necht nakonec p = 3. PondvadZ a = 2, budou mezi
tisly 1, 2, 3, ..., p* — 1 jistd leZet &isla p*-1 a 2p*-1,
takze muiZeme najit opdt celé &fslo a tak, Ze plati
(p* — 1)1 = p*1.2p%-1.a = p*.p*~2.2a. Pondvadz a =
= 2, bude é&islo p*—? rovné% c¢elé, takie z posledni rov-
nosti ihned plyne, Ze (p* — 1)1 = 0 mod p*.

10. PoloZme a = 11...1, b = 123 458 789.

e, —
p cifer

Utzijeme-li dekadického zdpisu, dostaneme

a=1071 4+ 10°* + ... +10* +10 + 1,

b=10 4+ 2.107 + 3.10° + 4.10° + 5.10¢* + 6.10° -+
+ 7.10° + 8.10 + 9.

Dédle snadno zjistime, Ze platf

n=a. (10 4 2.107 4+ 3.10% + 4.10% + 5.10® |

+ 6.10°® 4 7.10% 4 8.10%  9) — b,

Podle (39) viak bude 10? = 10 mod p, takZe podle (18)

dostaneme, %e pro kaZzdé ptirozené k plat{ 10¢? = 10* mod p.

Bude tedy

n=a.(10° + 2.10" + 3.10* + 4.10* + 5.10* + 6.10° +

+ 7.10° + 8.10 4 9) — b mod p
neboli
= ab — b mod p.
Podle pi. 7 je &falo b délitelno deviti, nebot s(b) = 45.
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Je tedy b = 9¢, takZe dostaneme kone&nd
n = 8(a — 1)c mod p.
Pro ¢&islo a déle obdrzime vzteh

10a + 1 =107 4 1071 + 102—* + ... + 10" + 10 + 1,
o 10a + 1 = 10? + a.
Odtud pak plyne, Ze 9¢ =_10? — 1 neboli_8(¢ — 1) =
= 10? — 10. Bude tedy
n = (10 — 10).¢ mod p.
Podle (39) je viak 10 — 10 == 0 mod p, tak¥e dostdvéme
koneénd n = 0 mod p, tj. p | n.
11. a) z = 209 mod 311;
b) z 26 mod 243;
c) z = 406 mod 420.

12.k = 8; z = 51 mod 85.
13. 5 = 6; x = 14 mod 65.

14. a) Necht ¢ je FeSenfm kongruence (43), tj. necht af + b =
= 0 mod m. PondvadZ d|m,, bude podle véty 18 téz
aé + b =0 mod d. Jeito viak téz d|a, bude a&
=0 mod d. Z téchto kongruenei pak plyne, Ze b
= 0 mod d, coZ je proti pfedpokladu o &fslu b.

b) Bez Gjmy na obecnosti se miZeme omezit na Gplnou

soustavu zbytkd {0, 1, 2, ..., m — 1} podle modulu m.

Z piedpokladi o éfslech m, a, b a d plyne, Ze d|m, d|a
. . m a b

a d|b. Poloifme-li m, = - a, = T a b = rE bu-

de zfejmé (a;, m,) =1, takie kongruence a,z + b, = 0
mod m, mé v uplné soustavd zbytka {0, 1, 2, ... ,
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m, — 1} pravd jedno feSeni . KaZdé feden{ této kon-
gruence muzeme pak psit ve tvaru z = & + km,, kde
ar + b _ e+ b,
. m,
viak ddle plyne, Ze kaidé Feleni kongruence (43) je
té% feSenim kongruence ¢,z + b, = 0 mod m, a obrécend.
Proto kaidé fefeni kongruence (43) mé tvar = = ¢ +
+ km,. Abychom dostali fedeni kongruence (43) z Gplné
soustavy zbytkd {0, 1, 2, ... , m — 1} podle modulu m,
musf byt 0 < & + km, < m. Piitom je 0 < & < m,,
tak¥e —m, < —& < 0. Se&tenim nerovnosti 0 < & +
+ km, < ma—m, < —& < 0 dostaneme dédle —m, <
< km, < m = dm,, tj. —1 < k < d. Celé &islo &k muzZe
nabyvat pouze d hodnot 0, 1, 2, ... ,d — 1, coZ jsme
chtdli dokézat.

16. 2 = 406 mod 420.

k je libovolné celé &islo. Z rovnosti

16. a) z = 1098 mod 1825;
b) # = 61 571 mod 228 150.

17. a) V tplné soustavs zbytku {0, 1, 2, ... , 1088} podle mo-
dulu 1089 mé kongruence devét vzdjemnd inkongruent-
nich feSeni. TEmito FeSenfmi jsou &isla 4, 125, 246, 367,
488, 609, 730, 851 a 972.

b) V tplné soustavd zbytka {0, 1, 2, ... , 6858} podle mo-
dulu 5859 mé kongruence sedm fefen{ vzdjemnd inkon-
gruentnich podle tohoto modulu. Témito feSenimi jsou
&isla 760, 1597, 2434, 3271, 4108, 4945 a 5782.

18.a) z = 21 mod 42, ¥y = 14 mod 42, z = 10mod 42;

b) z = 690 mod 910, y = 507 mod 910, z = 631 mod 910.

19.a) z = 53 + 6256k, y = 62 + 731k, k celé;
b) z = —111 + 337k, y = 35 — 106k, X celé.
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20. Oznadime-li a obnos, ktery mime vyplatit, z podet tifkorun
& y polet desetikorun, dostaneme neuréitou rovnici

3z + 10y = a,
pfitemz hleddme celd nezdpornd &fsla z & y, kterd této
rovnici vyhovuji. Pondvadzi je (3, 10) = 1, miZeme najit

reden{ kongruence 10y = e mod 3. Jedno z feSeni této
kongruence je zfejmé y, = a. Polozime-li jedtd =z, =

— 10
= “_3_ﬂ — —3a, budou mft viechna FeSenf vyBetfo-
vané neurdité rovnice tvar £ = —3a + 10k, y = a — 3k,

kde k probihd mnoZinou vSech celych &isel. Ke splnénf
podminek z = 0 a ¥ = 0 je tfeba volit k tak, aby platilo
soudasnd

—3a + 10k =0, a—3k = 0.

Pro celé &islo & tedy budeme mit nerovnosti

3a a
— =k =—.
10 3
Snadno nahlédneme, ze pro a = 18, 19 nebo 20 vyho-
vuje tdmto nerovnostem jediné é&islo X = 6, pro a = 21,
22 nebo 23 pouze k = 7, pro a = 24, 25 nebo 26 pouze
k = 8 a koneénd pro a = 27, 28 nebo 29 pouze k = 9.
Pro a = 30 dostaneme % = 9 nebo k = 10, takZe dané
neurditd rovnice s dopliiujictmi podminkami £ =0,y = 0
bude mit v tomto pfipadd dvé feeni.

3
Jolia > 30, joo — —— — 25 1, takZe mezi dfsly
a0 ; 3 10 30

To a %— vietnd bude lezet vidy alespoii jedno celé &islo k.

Pro tato &isla @ md tedy vySetfovand neurditd rovnice

vidy alesponi jedno feSeni pozadovanych vlastnosti.
Jednoduchym vypoltem se muzeme plesvédiit, Ze pro

a=1,2 4,5 7, 8 11, 14 nebo 17 nem4 tloha Zddné
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feSeni, nebot neexistuje celé:éislo k vyhovujief poZzadova-
nym nerovnost.\em. NapF. pro ¢ = 17 bychom pro celé

51" <717
&fslo dostali podmin.kyl—OJ <k §—3—-, tj.6 < k < 6, cok

nelze splnit.

322 623 62
21. a) [—] =1; b) [-—] = —1; o) [_) = —1;
307 179 83
d) (—_10 =1
659

22, 2, = 32 mod 109, =z, = 77 mod 109.

23. 2, = 16 mod 83, =z, = 67 mod 83.

24. Kvadratickd kongruence nem4 Feseni.

25.D =37mod 71; =z, =12mod 71; z; = 54 mod 71.

268. D = 0 mod 353; existuje jediné FeSeni{ 2z, = 47 mod 353.
27. D = 412 mod 571; kongruence nem4 Z4dné fedeni.
28. Sestrojime absolutnd nejmensi zbytky p#i déleni prvo-

—1
¢islem p postupnd k &fslim 2, 4, 6, ... , 2. Lid . Nech$

prvodislo p mé tvar p = 4m + 8, kde s = 1 nebo 8 = 3.

Potom prok =1, 2, ... , m bude zfejm8 &, == 0, g = 2k.

p—1
2

Aviak prok =m + 1, m + 2, ..., bude § =1

8 op=2k—p, tedy 2m +2—p < g <—1. Snadno

zjistime, Zze 2m + 2 —p =2m + 2 —4m —s = —2m +
pP—s P 8 P

2—g=— 22— =—"F 22— > ——
+ 8 — + 8 ) + 2 > 2

takze pro tato k bude skuteénd — % < 93 < 0.Bude proto

131



29.
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—1 —1 s—1
i —m=2m+a —m=m + ) .

Y=

Aviak
pr—1 16m? 4 8ms + 82 — 1 s —1
—_—y = _—— ==
8 8 - 2
om® + m( l)+8’_1 8—1
= 8 — f—
8 2
. . 8t—1 s—1
a pondvadZz pros = lipros = 3 je s 3 =0

a 8 — 1 je v obou pfipadech sudé &islo, bude

p'—1

(—1) & =1.

Odtud a ze vztahu (86) plyne
p*—1

P i
(_] =(—1y=(—1) 8 .
P
coz bylo dokézat.

Dikaz provedeme nepiimy. Predpokldédejme, Ze dand
kongruence mé FeSen{ z,. Bude tedy z?~! + 1 = 0 mod m.
Ponédvadz viak p|m, bude podle véty 18 téz

z%1' 4+ 1 = 0 mod p. (95)

Je-li z, = 0 mod p, plyne z této kongruence 1 = 0 mod p,
coz nenf mozné. Jestlize viak z; £ 0 mod p, bude podle
(38) 27-' + 1 =1 + 1 mod p, takZe z kongruence (95)
plyne 2 = 0 mod p. To rovnéZ neni moiné, nebot p > 2.

V obou piipadech tedy dochézime ke sporu, &mZ je
tvrzen{ dlohy 29 dokédzéno.
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