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PREDMLUVA

Tato knizka je vénovina algebfe, jeZ je na polest irského
matematika a logika George Boolea (1815—1864) nazy-
véana Booleova (&ti ,,bilova‘) algebra.

Booleova algebra je uZiteéna v mnoha matematickych
disciplinach: v teorii pravdépodobnosti, ve statistice,
ve funkeionélnf analyze, v teorii miry a integralu, v topo-
logii atd. M4 velmi $iroké uplatnéni v technickych apli-
kacich. Tvofi teoreticky zaklad pro navrhovani elek-
trickych poéditacich stroji, telefonnich systému, hlaso-
vacich a zkusebnich stroji, obecné rozmanitych regulu-
jicich systémi a mechanismai.

Hlavnim cilem této knizky je ilustrovat uZiteénost
Booleovy algebry na fad& riznych typi tloh. UkdZeme
si, jak je moZno ,,booleovskym vypodtem* fedit priklady
z logiky a s tématikou mnoZinovou. Uvedeme také
fefeni nékterych jednoduchych tvloh z oblasti fyziky
a techniky.






1. kapitola

MNOZINY
A VENNOVY DIAGRAMY

V této kapitole si struéné piipomeneme nékteré zakladni
poznatky o mnozinach a znazoriiovani mnoZinovych
situaci Vennovymi diagramy.

Je-li néjaky objekt m prvkem mnoziny 3, piSeme
»m € M. Neni-li m prvkem M, zapisujeme ,,m ¢ M.

ikame, Ze mnoZina je urdena, jestliZe o kaZdém
objektu umime jednoznaéné rozhodnout, zda je jejim
prvkem é&i nikoliv. MnoZiny lze uréovat tzv. charakte-
ristickou vlastnosti (nap¥. ,,F' je mnoZina viech prvo-
tisel mendich neZ &islo 8*); v ptipadé koneénych mnozin
také vydtem, tj. vypsanim vSech jejich prvku (,,.F =
= {2, 3, 5, T}%).

Prdzdnou mnofinou nazyvame mnoZinu, jeZ neobsa-
huje Zadny prvek. Oznatujeme ji symbolem g.

MnoZinu 4 nazyvéme podmnoZinow mnoZiny B, pravé
kdyz plati: kazdy prvek mnoiiny 4 je také prvkem
mnoziny B. Za,p1su]eme A CB.

Rikime, %e mnofiny A, B jsow si rovny, pravé kdy%
plati4 C 'B a zéroveis B C A. K zapisu rovnosti mnoZin
pouZivime oby&ejného rovnitka; piSeme A = B.

Nejsou-li splnény obé podminky ve shora uvedené
definici, fikdme, Ze mnofiny A, B jsou rizné, a zapisu-
jeme A # B.

Omezme v dalim rdmec svych dvah na néjakou ne-
prazdnou (jinak zcela libovolnou) mnoZinu M. Pismeny
4, B, C, D oznatujme podmnoZiny mnoZiny M.



Skuteénost, Ze 4 je podmnoZinou mnoziny M, miZeme
znazornit graficky tzv. Vennovym diagramem (obr. 1).
Obdobné ilustrujeme Vennovym diagramem skuteénost,
Ze mnoZziny 4, B jsou podmnoZinami mno#Ziny M (obr. 2).

M M
A A B
Obr. 1 Obr. 2
M
1 M
A B B
(o
C D
Obr. 3 Obr. 4

Na obrazcich 3 a 4 jsou jesté sestrojeny Vennovy dia-
gramy pro t¥i mnoZiny A, B, C a &ty¥i mnoZiny A, B, C,
D

Ovily na obrazku 2 zndzorfiujici mnoZiny 4, B rozdéii
obdélnik, jenZ je obrazem mnoZiny M, na &éty¥i édsti,
kterym Fikdme pole Vennova diagramu. Cisti obdélnika,
které vznikaji ,,skladénim‘‘ poli, nazyvame oblasti Ven-



nova diagramu. Piitom pole poditdme také mezi ob-
lasti.

Ve stejném smyslu budeme mluvit-o polich a oblas-
tech Vennovych diagrama pro jednu, tfi a &tyfi mno-
Ziny.

Ke kaidym dvéma mnoZindm A4, B existuje jedno-
znaénd urdend mnozina, kterou nazyvime sjednocent
mnoZin A, B a oznadujeme A () B. Je to mnoZina viech
téch prvka z M, které patii mnoZiné A nebo patii
mnozing B. Pfitom slivko ,,nebo‘‘ chipeme ve smyslu

M M

Obr. 5 Obr. 6

nevyludovacim (tj. do 4 () B patfi i prvky, které
jsou z A i z B). Na obrazku 5 je vysrafoviana oblast
Vennova diagramu, jeZ je obrazem mnoZiny A4 (J B.
“ Ke kazdym dvéma mnoZindm A, B existuje jedno-
znadénd urdend mnozina, kterou nazyvame printk mnoéin
A, B a oznatujeme A () B. Je to mnoZina vech téch
prvki z M, jez patii A a zaroveii patii B. Na obrazku 6
je vySrafovano pole, jeZ znidzorfiuje mnoZinu 4 (N} B.

Ke kaZdé mnoZiné A4 existuje jednoznatné uréend
mnozina, jeZ se nazyva doplnék mnoZiny A vzhledem
k mnoZing& M (stru¥ndji ,,doplnék mnoZiny 4°). Ozna-
tujeme ji 4'. Je to mnoZina viech takovych prvki
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z M, jeZ nepatii mnoziné 4. Lze ji charakterizovat
témito dvéma podminkami:

ANA =g, AUAd' =M
Obraz mnoziny 4’ je vysrafovan na obriazku 7.

al
i

Aplikujme nyni pripomenuté definice na nékolika
piikladech, zvlasté si ukazme uZiti Vennovych diagrami.

Obr. 7

Pfiklad 1: Necht je P, mnoZina viech reidlnych kofeni
rovnice % + 5z 4+ 6 = 0, P, mnoZina viech realnych
koteni rovnice 22 + 4x + 3 = 0. Urlete P, P,
P, U P, P

Redeni: Podle definice priniku mnozin je x € P, () P,,
pravé kdyz z € P, a zaroveih x € P,, tj. pravé kdyz
plati 2452z +6 = 0 a ziroveh x2+4x+3 = 0. MnoZina
P, N P, je tedy rovna mnoziné viech redlnych kofeni
soustavy rovnic

x22+52+6 =0

2+4x+3 =0
Vytesite-li ji, zjistite, Ze P; ) P, je jednoprvkovi mno-
Zina, jejimZ prvkem je ¢islo —3, &ili P, ) P, = {—3}.
Ovéite, zda jsou spravné i nasledujici zdvéryo P, J P,



a Py: Mnozina P, {J P, je rovna mnoziné viech realnych
kotenit rovmice (z2-+ 52+ 6).(x2+ 4x+3) = 0, neboli
P, P, ={—1,—2,—3)}.

P1 je mnozina vech realnych ¢&isel x, pro n&Z plati
a:"-—l— S5x4+6 £ 0.

Priklad 2: Zjednoduste zapis mnoziny
[(AUB) N NB)YUMANB)

tak, aby obsahoval co nejméné symboli.

Regent: Piiklad vyfe$ime uzitim Vennova diagramu pro
mnoziny 4, B (viz obrazek 8). Svislymi darami vysrafu-

M

Obr. 8

jeme oblast, jeZ je obrazem mnoziny A {J B, vodorov-
nymi ¢arami oblast znazorliujici A () B’ a darami 8ik-
mymi obraz mnoziny A () B. Obrazem uvaZované mno-
ziny je potom oblast, ktera se sklada ze vSech téch poli
Vennova diagramu, jeZ jsou vysrafovana svisle a zdroven
vodorovné, a ddle ze v8ech poli vydrafovanych Sikmymi
Sarami. Ohrani¢ime tuto oblast siln&jsi &arou. Pak je
ihned vidét, Ze zkoumanéd mnoZina [(4 U B) N (4 N
0 B’)] U (4 N B) je rovna mnoZing 4



Priklad 3: Rozhodnéte, zda pro vsechny podmnoZiny
A, B mnoziny M plati:

(A’ NBy=A4AUB

Refeni: Sestrojme ve Vennové diagramu pro mnoZiny
A, B (obr. 9) postupné obrazy mnoZin 4’, B’, A’ () B'.
Pole, jeZ je na obrazku 9 vysrafovéno svislymii vodorov-
nymi ¢arami, znazoriiuje mnoZinu 4’ () B’; oblast dia-
gramu, jez je ohranidena siln&jsi darou, je potom obrazem
mnoziny (4’ () B')’ a zfejmé také znazorfiuje mnoZinu

T T ITT T T H
||||||||||||||||||||||

||||||||||||||||||

A us S SnAmAr

A | B (srovnej s obrazkem 5). Plati tedy (4’ (} B')’ =
= A | B pro viechny podmnoziny 4, B mnoZiny M.

PFiklad 4: Dokazte, Ze pro viéechny podmnoziny 4, B, C
mnoZiny M plati:

a)(AUBUC =4 (BUO0O)
b)([ANBNC=4N(BNC)
Redent: VyteSme dany tikol u¥itim Vennova diagramu.

Sestrojme dvakrit Venniv diagram pro mnoziny 4, B, C
(obr. 10a, 10b). Na obrazku 10a je silnéjsf darou ohrani-
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dena oblast, jeZ je obrazem mnoziny (4 {J B) U C, na
obrézku 10b oblast, jeZ zndzortiuje mno%inu 4 Y (B U
U C). Porovnanim té&chto oblasti zjisfujeme, Ze se skla-
daji z tychZ poli, znizoriiujf tedy sob® rovné mnoziny.

Druhou é&ast pfikladu vyteSte uZz ka?dy samostatns.
Z teSeni prikladu 4 plyne, Ze pfi tvofeni sjednoceni
a priniku t¥1 mnoZin nezile%i na uzédvorkovani. MiZeme

tedy psat ,, 4 U B U C*, ,A N B N C“

M M

Obr. 10a, b

Pozndmka: Vennovy diagramy ndzorné ilustruji rizné
mnozinové situace a jsou vhodnym prostfedkem pro
fe$eni mnoZinovych iloh. Tyto diagramy zde chipeme
ale pouze intuitivng, v podstaté jako jisté ,obrazky*,
je% znézorfiuji mnoZiny. To s sebou p¥inasi fadu problé-
mi. MiZete naptiklad pravem namitnout, Ze dukazy vét
z ptikladid 3 a 4 nejsou dikazy v pfesném matematickém
smyslu. Lze oviem provést tivahy, z nichz plyne, Ze
Vennovy diagramy muZeme pouZivat skutedné oprav-
néné a bez jakychkoliv obav. Tyto dvahy jsou viak
znaéné komplikované a nebudeme se jimi zde zabyvat.
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Priklad 5: Necht jsou 4, B, C podmnoZiny mnoZiny M.
Urtete nutnou a postadujici podminku pro to, aby platilo
(ANBUC =4}

Regeni: Sestrojme tiikrat Venntv diagram pro mnoziny
4, B, C (obr. 11a, 11b, 11¢). Na obrazku 11a znazornime
mnozinu (4 () B) U C’, na obrazku 11b mnoZinu 4. Na
obrizku 1lc vyznadime néjakym znakem, napiiklad A,
viechna ta pole Vennova diagramu, jeZ jsou &asti
obrazu pravé jedné ze zkoumanych mnozin. Je-li

nékteré z takto vyznaéenych poli obrazem neprazdné
mnoZiny, pak jsou mnoziny (4 \ B) U C’' a 4 razné.

M M

Obr. 11a, b, ¢
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Jeding v tom piipadé, kdy kazdé z téchto poli znazoriiuje
priazdnou mnoZinu, jsou uvazZované mnoziny sobé rovny.
Vyznadena pole jsou postupné obrazy mnoZzin A (Y B’ N
NC, A NBNC, A4 NNB NC.

Jsou tedy mnoziny (4 N\B) J C’, A sobé rovny pravé
tehdy, kdyZz zaroven plati: A N B' NC = g, 4’ ()
NBNC =9, ANBNC =g2.

Cvideni

1. Zvolme za rdmec svych Gvah mnoZinu vSech &tyidhelnikd
v roviné. Pismenem A oznadme mnoZinu viech rovnostrannych
étyiihelniki, pismenem B mnozinu vSech étyfihelniki, které
maji vSechny vnitini Ghly pravé. Rozhodnéte, zda plati:

a) A () B je mnoZina viech &tvercii.

b) A U B je mno%ina viech &tyfihelniki, které maji aspoi dvd
osy soumnérnosti.

c) B’ je mnozina viech &tyFdhelnikii, které maji aspoii jeden
vnit¥ni Ghel ostry nebo tupy.

Urdete déle mnoziny 4 ) B', A' U B'.

2. Zjednoduste zdpisy téchto mnozin:

) AaNB)VANBIUBNA)

b)4Uoc)NBIUB

g ANBOADHYUDNBNAYVANBND)U (BN
NnD N4y

8. Rozhodnéte, zda pro viechny podmnoziny A, B, C, D mno-
ziny M plati:

a)AUANB) =4

b)(4'UBY=A4ANB

) AaNDVEAUD) =40D

13



aBN4HYU D NA)=BU 4N D)
ey dNBUccAaUBUC

4. A, B, C jsou podmnoZiny mnoziny M. Urdete nutnou a po-
stadujfof podminku pro to, aby platilo:

a)ANB =4 bpyAUB=4UC
[(aUBNEecUAyIVA4ANe) =" NBUA

14



2. kapitola

VYROKY,
PRAVDIVOSTNI HODNOTY
VYROKU

Zopakujme &i v této kapitole nejprve nékteré zakladni
pojmy z vyrokové logiky.

Z tady konkrétnich prikladi jste si vytvofili pfedstavu
o tom, co je vyrok. Vite, Ze pro kazdy vyrok P z dané
mnoziny vyrokil nastdva pravé jedna z téchto moZnosti:
bud je pravdivy, nebo je nepravdivy. Rikdme také, Ze ke
kaidému vyroku P je piifazena jeho pravdivosini hod-
nota, kterou oznatujeme ,,ph(P)“. Je-li vyrok P prav-
divy, budeme psat ,,ph(P) = 1“ a ¢&ist ,,pravdivostni
hodnota vyroku P je rovna jedné*. Je-li vyrok P neprav-
divy, zapifeme tuto skuteénost ,,ph(P)=0 a &teme
»spravdivostni hodnota vyroku P je rovna nule‘.

K danym vyrokim P, Q z mnoZiny ¥ umime vytvofit
jejich alternativu, konjunkei, implikaci a ekvivalenci;
dale ke kazdému vyroku jeho negaci.*)

Struéné si pfipomeiime, jak tyto sloZené vyroky symbo-
licky zapisujeme, jak je &teme, a popisme, kdy jsou
pravdivé (popiipadé nepravdivé):

elternativa vyroka P, Q PV Q P nebo Q

*) Pledpoklddejme, Ze jsme zvolili mnoZinu V tak ,,rozsdhlou‘,
Ze spolu s vyroky P a Q do ni patfi i jejich konjunkee, alterna-
tiva, implikace, ekvivalence a negace.
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Tento vyrok je pravdivy ve v3ech téch pfipadech, kdy
aspoii jeden z vyroka P, Q je pravdivy.
konjunkce vyroka P, Q PAQ PaQ

Vyrok je pravdivy jenom v tom pf#ipadé, kdy oba
vyroky P, Q jsou zaroveii pravdivé.

implikace vyroku Q vyrokem P**)
P=Q jestlize P, pak Q
Vyrok je nepravdivy jediné v tom ptipadé, kdy je P
pravdivy vyrok a zaroveii je Q vyrok nepravdivy.
ekvivalence vyroka P, Q P=Q P, pravé kdyz Q
(nebo ,,P pravé tehdy, kdyZz Q)

Vyrok je pravdivy v téchto dvou prfipadech: oba
vyroky P, Q jsou zaroveii pravdivé; oba vyroky jsou
zaroveil nepravdivé.

negace vyroku P P’ neni pravda, ze P
Vyrok P’ je pravdivy, pravé kdyZ je P nepravdivy.

Poznatky o pravdivostnich hodnotidch téchto sloze-
nych vyroki muZeme zapsat pfehledné v tabulkéch:

ph(X) | ph(Y) | ph(X V Y) ph(X) | ph(Y) |ph{(X A Y)
1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 0 0
tab. 1 tab. 2

**) Vyrok P obvykle nazyvime predpoklad implikace
P = Q, vyrok Q zdvér této implikace.
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Ph(X) | ph(Y) | ph(X = Y) Ph(X) | ph(Y) | ph(X & Y)

1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 0 0

0 1 1 0 1 0

0 0 1 0 0 1
tab. 3 tab. 4

ph(X) | ph(X’)

tab. 5

Pismena X, Y v jednotlivych tabulkich znaéi vijrokové
proménné s oborem V. Jsou-li P, Q vyroky z V, jejichz
pravdivostni hodnoty jsou znamy, miZeme z t&chto ta-
bulek pohodlnd uréit ph (P V Q), ph (P A Q), ph(P = Q),
ph (P = Q), ph (P’).

Piiklad 6: Jsou dany vyroky P, Q, R, proné% je ph (P) =
= 1, ph (Q) = 0, ph (R) = 0. Uréete pravdivostni hod-
notu vyroku

(P AQ)=R]=P

Redent: Pomoci tabulek 1 a% 5 postupné zjistime, Ze je
ph(P A Q) =0, ph[(P A Q)]—l Ph[(P A Q) = R]=
=0 a ph([(PAQ)Y=R]=P) =

¥ Vyrazy, které sestavujeme podle uréitych pravidel
z vyrokovych promé&nnych, symbola V, A, =, <, a za-
vorek, nazyvame obvykle vijrokové formule.

2 Booleova algebra 17



Piiklad 7: Je ddna vyrokova formule (X A Y) = (X V
V Y’). Dosadte do této formule viude za X vyrok P,
pro ngjz je ph(P) =0, zaY vyrok Q,pro néjZ je ph(Q) =1.
Urdete pravdivostni hodnotu takto vzniklého vyroku.
Reseni: Na¥im tkolem je urdit pravdivostni hodnotu
vyroku (P A Q)' = (P V Q), kde je ph(P) = 0, ph(Q) =
= 1. Sami snadno zjistite, Ze tato pravdivostni hodnota
je rovna 0.

KdyZ dosadime za kaidou proménnou do vyrokové
formule vyrok z mnoZiny V, jehoZ pravdivostni hodnota
je dana (tj. dosadime za kazdou vyrokovou proménnou
jistou hodnotu této proménné z V), dospéjeme k vyroku,
jehoZ pravdivostni hodnotu umime uréit.

Pritom pravdivostni hodnota tohoto vyroku zavisi
ziejmé pii dané vyrokové formuli pouze na pravdi-
vostnich hodnotiach dosazovanych vyrokd, ni-
koliv na jejich konkrétni ,,podobé*. Jestlize na-
piiklad do vyrokové formule z ptikladu 7 dosadime za X
misto P libovolny vyrok T, pro néjz je ph(T) = 0,aza Y
namisto Q libovolny vyrok U, pro né&jz je ph(U) =1,
pak pravdivostni hodnota vyroku (T A U) = (T V U)
bude opét rovna 0.

Abychom zjistili, jakych pravdivostnich hodnot na-
byva vyrokova formule z piikladu 7 pro vSechny mozné
uspotadané dvojice pravdivostnich hodnot vyroku, jez
dosazujeme za proménné X, Y, stadi zfejmé& probrat
jesté t¥i ptipady. Redeni obvykle uspotddévime pre-
hledné v tabulce:*)

*) Davodem neobvyklého tvaru zdpisi ”(p)}(l)“ , ,,?‘?)“ atd.

je pouze nedostatek mista.
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ph_ |ph[XAY)=
XVvY) | =2XVvY)]

T
=
kel
=~
=]
<2

~

) [Ph(XAY)lph((XAY)']

¥
2

[=N-=N N ]
OO
COO -
bt O
—
[y ey -
ot O et

Priklad 8: Uréete pravdivostni hodnoty, jichz nabyva
vyrokova formule

(X=Y)= (Y =X)
pti viech pravdivostnich hodnotdch vyroki, které dosa-
zujeme za X a Y.
Redent:

B 1R ph(X:Y)!ph(Y') ph(X)|ph(y'=>X")| PLICES 302

OO
OO
bt D el
—_0 O
——0 S
ot O i
ot

Vidime, %e pro tuto vyrokovou formuli plati: Dosadi-
me-li za vyrokové proménné X, Y libovolné zvolené
vyroky P, Q, pak vyrok (P= Q)< (Q' = P’) je prav-
divy. Jde o pfiklad vyrokové formule, kterou nazyvame
tautologicky pravdiva &ili tautologie.

Priklad 9: Dokazte, Ze vyrokové formule

a)(X=2Y)e(X'VY)
b(XeY)e[(XAY)V(X'AY')]

jsou tautologie.

19



Redent:

ph(X)|ph (Y)| ph(X=Y) [ph(X')[ph (X' V Y)|phi(X=Y)= X'V Y)]

QO
OO
Pt (D) et
——0 0
)
ottt

Prosim, abyste diikaz éasti b) provedli uZ samostatnd.

Viimnéme si piikladu 9 jeSté trochu podrobnéji. Pro
kazdou dvojici vyroku P, Q, které dosazujeme napiiklad
v &asti a) do prisludné vyrokové formule za X a Y, plati
ph(P=Q) = ph (P’ V Q). Obdobné v piipadé b) je
ph (P=Q) =ph[(PAQ)V (F' A Q)]

Jestlize tedy FeSime dlohy, jeZz se tykaji urdovani
pravdivostnich hodnot vyrokii, mi%eme viude namisto
»P = Q“ psat ,, P’V Q, obdobn& ,Pe Q“ miZeme
v3ude nahradit ,,(P A Q) V (P’ A Q). Vyskytuje-li se
ve vyrokové formuli ,, X = Y*, miZeme tento vyraz
nahradit ,, X'V Y, obdobné , X « Y lze zaménit
HXAY)V (XA Y')“ PH tfeleni uloh, jejichZz typy
jsme doposud v této kapitole uvedli, vystadime tedy
s tabulkami 1,2 a 5.

Resime-li piiklady, jez se tykaji urdovani pravdivost-
nich hodnot vyroki, omezujeme se v podstaté na ,,praci*
sprvky 0 al, tj. na prici v dvouprvkové mnoZiné
pravdivostnich hodnot vyrokd. Oznadujme ji
viude v daldim pismenem H. Viimnéme si této mnoZiny
ponékud bliZe.

Pro symbolicky zipis rovnosti prvka r, s mnoZiny H
budeme uZivat obyé¢ejného rovnitka. Nejsou-li prvky
7, 8 sobé rovny, budeme psat ,,r 5% s,

20



Ke kazdé usporddané dvojici [ph (P), ph (Q)] prvki
z mnoziny H existujf jednoznadné uréené prvky ph (P V
vV Q), ph (P A Q) z H. Dile ke kazdému prvku ph (P)
z mnoziny H existuje jednoznaéné urdeny prvek ph (P’)
z H.

Jinak feteno: Ke kazdym dvéma prvkdm r, s z mno-
Ziny H existuji jednoznaéné uréené prvky ¢ a ¥ mnoZiny
H, pro n&% plati: jsou-li P, Q vyroky z mnoZiny V, pro
né% je ph(P) =r, ph(Q) = s, pak je ¢t =ph(P V Q),
u = ph(P A Q). Nazyvejme tytoprvky postupné,,mc‘,'et
r, 8, ,,80uéin r, 8 a oznadujme ]e ,,r+ 8¢, ,,r.8

Dile ke ka?dému prvku r mnoziny H existuje ]edno-

znadné uréeny prvek r’ € H, ktery nazveme ,,doplnék
k 7 a pro néj% plati: Je-li P vyrok z mnoZiny V, pro
ktery ph (P) = r, pak je r' = ph (P’).
Pozndmka: Nézvy ,soudet”, ,soudin* a symboly ,,+*,
»- ¢ jsmesi,,vyptjéili“ z éiselné algebry, ,,doplnék“a ,,”
z teorie mnozin. Pozd&ji sami uvidite vhodnost této
volby nazvi a znaku.

Na zikladé shora uvedenych definic miiZete uZ sami
provétit, Ze plati:

04+0=0 0.0=0 =1
0+1=1 0.1=0 1’=20
140=1 1.0=0
1+41 =1 1.1=1

Pro vétsi prehlednost 1ze sestavit tyto tabulky pro uréo-
vani ,,souétu’, ,,soudinu“ a,,doplitku‘‘ prvkid mnoziny H:

\,.\i 01 \,.\i 01 r | r

r -+ 8: 0 01 r.8: 00 0 1
1 11 1 01 110

tab. 6 tab. 7 tab. 8

21



V mnoZiné H, na ni% je definovano ,,séitdni*, ,,ndso-
benf{* a ,,dopln&k‘ tabulkami 6 a% 8, miizeme provadét
vypotty, obdobng jako v ,,&iselné algebie*’. Stejné jako
Pii poéitdni s ¢isly budeme i zde napiiklad namisto
»(0.1)4(0".0)* psat strudnéji pouze ,,0.1+0'.0% na-
misto ,,r 4 (s.¢)* pouze ,,r +- 5.t atd. Méjme viak pFitom
stdle na mysli, Ze ndsobeni md ,pfednost’ pted
séitdnim.

Pifklad 10: Rozhodnéte, zda prvek
((0+1)'+(0°+1)).((1+0.1)+0.1")

z mnoziny H je roven 0 nebo 1.

Redent: Na zaklad® tabulek 6 a% 8 dostaneme postupné
((0+1) +(0'+1)).((1+0.1)+0".1) = (I'+(1+1)).
{(140.0)41.0) = (041).((1+0)+0) = 1.(1+0) =

= 1. =

Priklad 11: Rozhodnéte, zda prvky
(0'+1).(140)+(0'+1).0" a (041" .(1'+0

z mnoZiny H jsou sobé rovny.

Redent: (0'+17).(14+0)+(0+1).0' = (14+0).(1+1)+

+(14+1).1=1.14+1.1=1+1=1

(O41).(I'+0) = (0+0).(0+1) = 0'.1' =1.0 =0

UvaZované prvky jsou razné.

UkaZme si nyni, jak lze provedené ivahy o mnoziné I
uzit pfi FeSeni dloh o pravdivostnich hodnotach vyroki
a vyrokovych formuli.

P¥iklad 12: Urdete pravdivostni hodnotu vyroku
[(GAH)V (L AK) A (G VL),
je-li ph(G) = 1, ph(H) = 0, ph(K) = 0, ph(Ll) = 1.
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Regeni: ph ((GAH)V (L' ANK)] A (G’ VL) =

= [ph(G). (ph(H))’ + (ph(L))'. (ph(K))']. [(ph(G))" +

+ph(L)] = (L.0'+17.0°).(I'+1) = (1.140.1).

(0+1) =(140).1 =1.1=1

Pravdivostni hodnota zkoumaného vyroku je rovna 1.

Piiklad 13: Urdete pravdivostni hodnotu vyroku
[(P=QARPAQIV R =Q),

je-li ph(P) = 1, ph(Q) = 0, ph(R) = 1.

Refent: ph ((P=Q A (P AQ)]V (R =2Q)) =

=ph ([(FPVQAPAQ]IV(R) VQ)) =

= ((ph(P))"+ph(Q)). (ph(P).ph(Q)) + (ph(R) + ph(Q)) =

= (1'40).(1.0)+(1+0) = 0.0+1 =1

Pravdivostni hodnota uvazovaného vyroku je rovna 1.

Priklad 14: Rozhodnéte, zda vyrokova formule
(X=Y)AX]V(Y=X)
je tautologie.
Redeni: Nadim tkolem je prozkoumat postupné viechny
dvojice pravdivostnich hodnot vyroki, tj. tyto uspofa-
dané dvojice prvkd z mnoziny H: [0,0], [0,1], [1,0], [1,1].
Namisto vyrokové formule v textu piikladu miiZeme
zkoumat vyrokovou formuli
(X*VY)AXTV (Y VX)

a) Urdeme pravdivostni hodnotu, kterou dostaneme
v ptipadé dvojice [0,0]:

(0'+0).0'+(0'+0) = (1+0).1+(1+0) =1
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b) Uvazujme dvojici [0,1]:
(0'+1).0'+(1'40) = (14+1).14(040) = 1
¢) Pro dvojici [1,0] dostaneme postupné:
(1'+0).1"4+(0'+1) = (0+0).0+(1+1) =1
d) Zbyva jesté dvojice [1,1]:
U+1).V4+(1'+1)=1.04+1=1

Ve viech étytech pripadech jsme dospéli k pravdivostnf
hodnot$ 1, je tedy nafe vyrokova formule tautologie.

Cviceni

1. Rozhodnéte, zda ndsledujicf prvky z mnoZiny H jsou rovny
0 nebo 1:

a) (0'+ 1) .(I'+ 1)+ 0.1

b) (0'.1'+ 0.1)'.((0+ 1)’ + (1 + 0°)')

) [(0+ 1). (1 + 0 + [(0'+ 1')Y.(0+ 1)]

2, Rozhodnéte, zda ndsledujici prvky z mnoZiny H jsou sobd
rovay:
a) (0+ 1').(0.1)' + (0'+ 1)'.(1.0"); (0.1').((0' + 1')")’
b) [(0+ 1)+ [(0.1)' + (17.0911"; [(0.1'+ 1.0) 4 (0".0"+
+ 1.1+ 1.0

8. Urdete pravdivostni hodnoty, jichZ nabyvaji tyto vyrokové
formule p#i viech pravdivostnich hodnotéch vyroku, které
dosazujeme za proménné X, Y, Z:
((XeY)AZ)=2((X'vY')AZ)
b)(X=XY)=Z)A(Z'vY)

AN{XAY)VIZ)A (Y =Z)
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4. Dokazte, %e ndsledujiei vyrokové formule jsou tautologie:
a) (X' A Y)Y & (XvY) P)(X'vYY)Y e (XAY)

5. Rozhodnéte, zda ndsledujici vyrokové formule jsou tauto-
logie:

a)(XAY)=(XvY) )X'=Y)e(XvY)
(X=Z)=Y)e (XAr2Z2)=Y)
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3. kapitola

OPERACE
A JEJICH VLASTNOSTI

V této kapitole se seznamime § pojmy bindrni a unarni
operace a uvedeme jejich nékteré vlastnosti. Nejprve
plipomeifime dva pojmy, které mnozi znite z udiva
stfedoSkolské matematiky.

Kartézskym souinem mnoZin K, L nazyvame mnoZinu
viech uspofiddanych dvojic [z,y], kde x € K a y € L.
Kartézsky soudin mnozin K, L oznad¢ujeme K X L.
Je-li naptiklad C = {1, 2, 7}, D = {}/2, 0}, pak je
C x D = {[L,)/2), [1,0], [2,)/2], [2,00, [7.}2), [7.00}.

Zobrazenim mnofiny K do mnofiny L (stru¢né ,,K do
L) nazyvame kaZdou podmnozinu 7' kartézského sou-
¢inu K x L, pro niZ plati: ke kazdému =z € K existuje
praveé jedno y € L takové, Ze [zy]e T.

Mnoziny T, = {(1,}2], [2,/2], [7,0}, T. = {[1,0], [7,0],
[2,0]} jsou ptiklady zobrazeni C do D. B
Mnoziny Ty = {[1,J2], [7.0}, T, = {[1,'2], [2.}/2], [L,0}}
jsou ptiklady podmnozin C x D, jeZ nejsou zobrazenim:
C do D.

UvaZujme nyni specidlni pfipad zobrazeni K do L,
kdy je K =L X L. Zobrazenim L X L do L je pak
(v souladu se shora uvedenou definici zobrazeni K do L)
ka%d4 podmnoZina U kartézského soudinu (L x L) x L,
pro niZ plati: ke kaZdé uspotddané dvojici [z,y] € L X L
existuje pravé jedno z € L takové, Ze [[z,y],z]e U.
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Zobrazeni L x L do L obvykle nazyvime bindrni
operace na mnoZiné L (strudné ,,na L) a symbolicky
oznadujeme napiiklad ,2 =2 %k y na L“, ,z =2 O y na
L atd. (znaky ,,%k‘, ,,0“ &té&te ,hvézditka*, ,koled-
ko*). Pokud bude z kontextu jasné, Ze jde o bindrni
operaci, budeme &asto psit pouze ,,operace’’.

Pro nés béinymi piiklady binarnich operaci jsou na-
pfiklad operace s¢itdni a ndsobeni na mnoZiné vsech
realnych &isel R. Ke kaidé dvojici &isel [z,y] existuje
jednoznadné urdené reilné islo z+y, které nazyvame
soudet &isel z, ¥, a jednozna¢né urdené &islo ,,z.y“ (nebo
struéngji ,,xy*‘), jex nazyvame soudin &isel z, y.

V 1. kapitole jsme si pfipomnéli, Ze ke kazdym dvéma
podmnozindm 4, B dané neprizdné mnoZiny M existuje
jednak jednoznatn& urlend podmnoZina mnoimwa ,
zvané sjednoceni mnoZin A4, B, jednak podmnoZina,
kterou nazyvdme prinik mnozin 4, B. Podivejme se na
tuto skutednost z hlediska mnoziny M (Ctéte ,m se
sttiSkou*) viech podmnozin mnoziny M: Ke kazdym
dvéma prvkim A, B mnoziny M existuje pravé jeden
prvek mnoziny 7, ktery je roven A {) B, a déle pravé
jeden prvek mnoziny M, rovny A (y B. Na mnoZ%ing
M jsou tedy definovdny dvé bindrni operace
»sjednoceni a ,,pranik®,

Ve 2. kapitole jsme tabulkami 6 a 7 definovali bindr-
ni operace ,,s8it4ni“ a ,,ndsobeni“ na mnoziné H
pravdivostnich hodnot vyroku.

Zabyvejme se nyni nékterymi vlastnostmi bindrnich
operacf. Pfipomeiime si dilezité vlastnosti operaci sdi-
tanf a ndsobeni na mnoZind R, kterych b&Zn& a zcela
mechanicky pfi poditini s realnymi &isly pouzivime:
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Pro viechna realns éisla «, ¥, z plati:

a)z+y =y+=x b) zy = yx
) (+y)+z==z+(y+2) d)(zy).2z =x.(y2)

Jde o vlastnosti, kterym postupné fikdme komutativnost
s¢itani, komutativnost ndsobeni, asociativnost s&ftani
a asociativnost ndsobeni.

Obecné nazyvdme operaci ,,u =z y na L* komutdtivnt,
prdvé kdyZ pro vdechny preky x, y mnoZiny L plati

rXky=yxkzx

Operaci ,,u =z %k y na L nazijvdme asociativni, prdvé
kdyt pro viechny proky z, y, z mnofiny L plati

(T x y)kz==z% (¥ % 2)

Je-li operace ,,u = 2k y na L‘ asociativni, pak ziejmé
muZeme psatb ,.x Xk ¥ >k z° bez zavorek.

Zkoumejme nyni, které z uvedenych vlastnosti maji
operace zavedené na M a na H.

Operace sjednoceni i prianik na mnoZing M
jsou ziejmé obé komutativni. Komutativnost
operaoi s¢itdini a ndsobeni na H plyne ihned

z tabulek 6 a 7 (zde stadi uvazit, e plati 04+1 = 1-+0,
0.1 =1.0).

V ptikladé 4, ktery byl uveden v 1. kapitole, jsme
dokdzali, Ze operace prunik i sjednoceni na mno-
2in& M jsou asociativni.

Zabyvejme se problémem, zda také operace ,,u = 2+ y

na H* je asociativni. Provéfme postupné véechny uspo-
tadané trojice prvki z H,



I
z |y |z | zt+y (z+y)+= y+z z+(y+2)
0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 (1} 1
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

Z uvedené tabulky je vidét, Ze operace séitdni na H
je asociativni.
Pozndmka: ,,Tabulkova‘ metoda, kterou jsme pro spl-
nén{ naleho tdkolu zvolili, ma vyhodu v tom, Ze je zcela
mechanicka, na druhé strané je v3ak znadné zdlouhava.
Proto hledame obvykle efektivnéjsi metodu feeni.
V na3em piipadé si napiiklad stadi uvédomit, Ze plati
(#+y)+2z =0 a zirovell z+(y+2z) = 0 pravé tehdy,
kdyZ je # = y =z = 0. Ve viech ostatnich p#ipadech
je tedy (z+¥)+2 = z+ (y+2) = 1. Proto pro viechna
%, y, z mnoZiny H plati (x+y)+2z = z+ (y+2).
Prosim, abyste uz samostatné provéfili, Ze i operace
nasobenina H je asociativni.

Pripomeiime si je§t8 jednu dileZitou vlastnost, kterou
maji operace séitdni a ndsobeni na mnoZind vSech redl-
nych &isel R.

Pro viechna redlna éisla z, y, 2z plati:

z.(Yy+z2)=2y+zx.2

Rikdme, %e operace nisobeni je distributivni vzhledem
k operaci s&itani.
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Obecné nazyjvdme operam »t =20y na L' distribu-
tivni vzhledem k operact ,,u = zxXy na LY, pravé kdyz
pro kaZdé tii proky x, y, z mnofiny L plati

20 (yk2) = (2O y) k (x O 2) a zdrovesi (Y k2) O z =
—(¥Ox) % (z02)

Pozndmka: Je-li operace ,,u =2 O y na L‘“ komutativni,
pak stadi ve shora uvedené definici psit pouze jednu
z podminek, tj. bud ,,z O (y % z) = (x O y) %k (x O 2)%,
nebo ,,(y x 2) Ox = (y O &) x (z O z)*“.

Vime, Ze operace nasobeni na R je distributivni vzhle-
dem k operaci séitani. Jestlipak je také operace sé¢itni
na R distributivni vzhledem k operaci nasobeni, tj.
jestlipak plati pro viechna reilna &isla z, y, z

zt+yz = (x+y).(x+2)?
Najdéte aspoti jeden protipfiklad!

Zkoumejme nyni operace sjednoceni a primnik na M.
Rozhodnéme nejprve, zda je operace prinik distribu-
tivni vzhledem k operaci sjednoceni. Nasim ikolem je
tedy provétit, zda pro viechny prvky 4, B, C z M plati

ANBUO=ANBUMANO

(Vzhledem k tomu, Ze operace prinik je komutativni,
stadi podle pfedchozi poznidmky ovéfovat skutedné
jenom tuto rovnost.)

Ukol vytesime uZitim Vennova diagramu pro mnoZiny
A, B, C (obrazky 12a, 12b). Porovnanim oblasti ohrani-
éenych silngjSimi darami, jez jsou obrazy mnoZin
ANBUC) aAlANDB) UM NC), dospivame k zé-
véru, Ze operace prunik jedistributivnivzhledem
k operaci sjednoceni.
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Obr. 12a, b

Obdobné mizete pomoci Vennova diagramu rozhod-
nout, zda operace sjednoceni je distributivni
vzhledem k operaci prinik, tj. zda pro viechny

prvky A, B, C mnoziny M plati
AUBNCO)=AUB NMAUC0)

Srovnejte své zavéry s obrazky 13a, 13b.

M M
y/// B
NHe
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Zabyvejme se z hlediska ,,distributivnosti* operacemi
s¢itani a ndsobeni na mnoziné H pravdivostnich hodnot
vyrokili. Rozhodnéme nejprve, zda operace ,,u = z+y
na H je distributivni vzhledem k operaci ,,u = 2.y
na H*. Ukolem je tedy provéfit, zda pro viechny prvky
7, 8, t mnoZziny H plati

r+s.t = (r+8).(r+t)

(Opé&t vzhledem k tomu, %e operace séitani na H je komu-
tativni, stadi ovéfovat pouze tuto rovnost.)
Prozkoumejme postupné viech osm uspofidanych dvo-
jic prvki z H:

r|s|t|s.t] ri+s.¢ ris r+t (r+8).(r+1)
0j]0]0( O 0 0 0 0
0(011 0 0 0 1 0
oj1[{0]| O 0 1 0 0
0]1]1f 1 1 1 1 1
11]0|0] O 1 1 1 1
1{0|11] 0 1 1 1 1
1]1(10( O 1 1 1 1
1]1(1] 1 1 1 1 1

Z tabulky ihned vidime, Ze operace séitdnf na H je
distributivni vzhledem k operaci ndsobeni na H.
MizZete se pokusit, obdobn& jako p¥i zkouméni asociativ-
nosti operaoce séitani na H, najit efektivnéjii metodu
vedouci k cili.

Prosim, abyste uZ kazdy samostatnd dokézal, Ze také
operace ,u = %.y na H' je distributivni vzhle-
dem k operaci ,,u = x+y na H“, tj. Ze pro viechny
prvky r, s, t mnoziny H plati

r.(s+8t) =r.s4+r.t
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Pri séitani redlnych &isel hraje vyznaénou roli ¢islo 0;
je totiz x4+0 =042 =2z pro ka¥dé reilné é&islo =.
Obdobné pfi ndsobeni redlnych &isel je jistym vyznaé-
nym prvkem é&islo 1; pro ka?dé realné &islo x plati
z.1 = 1.z = . Rikdme, Ze &islo 0 je neutrilni prvek
operace sé¢itani, éislo 1 neutralni prvek operace nasobeni.

Obecné nazyvdme neutrdlnim prokem vzhledem k operaci
»u=xzXy ne L (struénéji ,neutrdinim prvkem operace
u==xxy na L") prveke e L, pro néjZ plati: Pro viechna
xze L je

rxe=ekzx==x

Pozndmka: Je-li operace ,,u = 2 % ¥ na L‘“komutativni,
pak ve shora uvedené definici stadi zfejmé psat pouze
bud ,,z % e = z*, nebo ,,e k x = z*.

V mnoziné M je ziejmé jednim z neutrdlnich prvki
vzhledem k operaci sjednoceni mnoZina prazdna — pro
kaidé A e Mplatid |J o = o |J A = A. DokidZieme
dale, %e Zzadny prvek B € M, B # @, nemiZe byt
neutralnim prvkem operace sjednoceni: Necht je B € M
neutrélni prvek operace sjednoceni na i. Pak pro kazdé
AeMijeAUB=A, tedy specidndi o UB = 0.
Soudasneé ale téZ plati g (J B = B.Odtud plyne B = &.
Existuje tedy v M pravé jeden neutralni prvek
operace sjednoceni — prazdna mnoZina.

Obdobné uz sami dokaite, Ze v M existuje pravé
jeden neutralni prvek vzhledem k operaci pra-
nik, a to mnoZina M.

Zabyvejme se nyni otazkou existence neutralnich
prvkid jednotlivych operaci na H. Uvédomime-li si,
Ze plati 1+0=0+1 =1, 040 =0, pak je ihned
ziejmé, Ze 0 je neutralni prvek vzhledem k s¢itani
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na H. Doka%te samostatné, Ze 1 nenf neutralnfm prvkem
této operace.

Déile ovéite, Ze neutridlnim prvkem operace
s =2z.y na H“jeprdvé prvek 1.

Uvazujme daldi specialni pfipad zobrazeni K do L,
kdy je K = L. Zobrazenim L do L (v souladu s definici
zobrazeni K do L) je kaZd4 podmnozina V kartézského
soudinu L x L, pro niZ plati: ke kadému 2 € L existuje
pravé jedno y € L takové, Ze je [x,y] € V.

Zobrazeni L do L budeme v daldim nazyvat undrni
operace na L a symbolicky oznalovat naptiklad ,y =2
na L%, ,,y = x* na L atd.

Piikladem unéarni operace na mnoziné viech redlnych
¢isel R je operace ,tvofeni opadného ¢sla k danému
¢islu®, ,,y = —= na R“.

V neprizdné mnozing M existuje ke kazdé jeji pod-
mnozing A pravé jedna podmnoZina A’ mnoiiny M,
zvana doplnék mno¥iny A. Na mnozin M viech pod-
mnoZin mnoZiny M je tedy definovéna ungrni operace;
nazyvejme ji ,tvofeni dopliiku®“ nebo struénéji
,,doplnék .

Na mnozing¢ H pravdivostnich hodnot vyroka jsme
zavedli tabulkou 8 dal§i undrni operaci ,,doplnék®

UkaZme si, co maji tyto undrni operace zavedené na M
a na H spoletného. Vyslovme nejprve definici unarni
operace ,doplnék‘“namnoZiné L.

Predpoklidejme, Ze na mnofing L jsou definovdny dvé
komutativni bindrni operace ,u =z * y* a ,,u = xO0y*,
ke kadé z michZ existuje pravé jedem neulrdini prvek.
Oznaéme tyto proky postupné e*, e°.

Undrni oplraci ,,y = x'*‘ definovanou na L nazveme
»-doplnék’ prdvé tehdy, kdyZ pro viechna x € L plati

2k o' =€ azdrovefi xOa = e*
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Vritime-li se k definici undrni operace zavedené na M,
je z¥ejmé, Ze je v souladu s definici operace ,,doplnék*
pravé uvedenou. Stadf si pouze uvédomit, Ze pro kazdé
Ae M plati A YA =M a zéroveit A N4’ = o;
pfitom mnoZiny M, @ jsou postupné neutralni prvky
operaci prunik a sjednocent.

Privé tak i undrni operace na H definovana tabulkou 8
spliiuje v8echny pozadavky definice operace ,,doplnék*
na L, Uvédomme si, %e je 04+ 1 = 1 (1 je neutrdlni prvek
operace nasobenina H) a zdroveii 0.1 = 0 (0 je neutralni
prvek operace séitani na H).

Rozhodnéme jests, zda také unarni operace ,,y = —x
na R je operaci ,,doplnék‘‘. V tom piipadé by muselo
pro viechna z € R platit

x+(—x) =1 azaroveh «.(—x) =0,
coZ ziejmé splnéno neni.

Cviten{

1. Zkoumejte u nésledujicich operaci, zda jsou komutativni;
asociativni. Urdujte viechny neutrélnf prvky.

a) u=z—yna R

b) u= z1+2y na R

c)u=2z+y*na R

d) u = 2¥ na mnoZind viech pfirozenych &fsel

2. Na mnozind C= {2, 3} jeou definovédny bindrn{ operace
témito tabulkami:

Y23 AR E
x X Y ! :
TV s 32 FOU '23
3 |32 3 33
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Rozhodnéte, které z nich jsou komutativni; asociativni; urdujte
viechny neutrdlni prvky jednotlivych operaci. Rozhodndte,
zda operace ,u=z X y na C je distributivni vzhledem
k operaci ,,u=x Oy na C*.

3. Definujme na mnoziné vSech redlnych &isel R dvé bindrni
operace:

a) Operaci ,,u = max (r, ¥)* (¢téte ,,u je rovno maximu z, y*‘)
takto:

Pro viechna redlné éisla x, y je max (z, y) = x, pravé kdyz je
z 2y, a max (z, y) = y, pravé kdyz je z < y.

b) Operaci ,,u = min (z, ¥)** (étdte ,,u je rovno minimu x, y**)
takto:

Pro vSechna redlnd &isla z, y je min (x, y) = x, prdvé kdyz je
r =¥y, amin (z, y) = y, pravé kdyz jex = y.

Rozhodujte, které z tdchto operaci jsou komutativni; asocia-
tivni. Zkoumejte, zda operace ,,u = max (z,y) na R* je distri-
butivni vzhledem k operaci ,,u= min (z, ¥) na R*; dédle, zda
i operace ,,u=min (z, y) na R* je distributivni vzhledem
k operaci ,,u = max (z, ¥) na R‘. Rozhodujte o existenci
neutrdlnich prvki jednotlivych operaci.

4. Uvazujte bindrni operace ,,u = max (z, y) na D“, ,,u =
=2 min (z, y) na D% kde D = {0, 1, 2, 3, 4}. Reite tytéz ukoly
jako v piiklad® 3. Pokuste se déle Fesit tento problém: Lze defi-
novat na mnozind D unérni operaci tak, aby spliiovala vlast-
nosti operace ,,doplnék‘‘?
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4. kapitola

BOOLEOVA ALGEBRA
A JEJI MODELY

Shriime pifehledné viechny zavéry o vlastnostech operaci
definovanych na mnoZinach M a H, k nimz jsme dospéli

ve 3. kapitole.

Je déna mnozina M viech
podmnoZin neprazdné
mnoziny M.

Na M jsou definovany bi-
narni operace sjednoceni
a prunik.

Kazda z téchto operaci je
-komutativni a asociativ-
ni.

Operace prunik je distri-
butivni vzhledem k ope-
raci sjednoceni a také
operace sjednoceni je
distributivni vzhledem
k operaci prinik.
Vzhledem k operaci sjed-
noceni existuje praveé je-
denneutralni prvek — o.
Vzhledem k operaci pri-
nik existuje pravé jeden
neutralni prvek — M.

Je dina mnoZina H =
= {0,1} pravdivostnich
hodnot vyrokii.

Na H jsou definovany
binarni operace — ,,séi-
tani‘‘ a ,,nasobeni.
Kazda z téchto operaci je
komutativni a asociativ-
ni.

Operace nasobeni je dis-
tributivni vzhledem k o-
peraci séitani a také ope-
race séitani je distribu-
tivni vzhledem k operaci
ndsobeni.

Vzhledem k operaci séi-
tani existuje pravé jeden
neutralni prvek — 0.
Vzhledem k operaci naso-
beni existuje pravé jeden
neutralni prvek — 1.
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Plati: M # o Plati: 1 £ 0
Na M je definovana unar- Na H je definovana unar-
ni operace ,,dopln&k*‘. ni operace ,,dopln&k*‘.

Z na¥eho piehledu je vidét, Ze uvaZované mnozZiny
s pkisluSnymi operacemi maji mnoho podstatného spo-
le¢né. Na obou jsou definovany dvé binadrni ope-
race a jedna operace unirni, které maji,stejné”
vlastnosti, ke kazdé binirni operaci existuje
pravé jeden neutralni prvek.

Mno%inu M spolu s ptislusnymi bindrnimi operacemi
a unarni operaci oznac¢ujme v dalsim (M, U, N}, ) a na-
zyvejme mnofinovd algebra.

Mnozinu H spolu s operacemi séitdni, nisobeni a do-
plngk budeme oznadovat (H, +, ., ') a nazyvat algebra
pravdivostnich hodnot vyroks, struénéji jenom algebra
pravdivostnich hodnot.

Vytvofme nyni jistou abstraktni nadstavbu nad
obéma algebrami, definujme tzv. Booleovu algebru.

Méjme ddnu neprdzdnow, jinak zcela libovolnou, mno-
Zinu B, v niZ je definovdna rovnost jejich prvks a na které
js0u zavedeny dvé bindrn{ operace, ,,s&itdni* a ,,ndsobeni™,
a jedna undrnt operace ,,doplnék. Mnofinu B spolu
8 piisludngms operacemt budeme nazyjvat Booleova algebra
prdvé tehdy, kdyt platt:
KaZdd z bindrnich operaci je komutativni a asociativni.
Ddle je operace ,,ndsobent® distributivni vzhledem k ope-
ract ,,88itdnt” a také operace ,,8ltdni* je distributivnt
vzhledem k operact ,,ndsobent”. Ke kaZdé z bindrnich
operact existuje prdvé jeden neutrdlni prvek,; pritom jsou
tylo neutrdini proky vzdjemné rizné. Undrni operace
spliiuje vdechny pozZadavky definice operace ,,doplnék
z 3. kapitoly.
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Prvky Booleovy algebry budeme oznafovat malymi
pismeny @, b, ¢, ..., x, y, z. Pro rovnost prvkd budeme
uZivat obydejného rovnitka. Symboly pro jednotlivé
bindrni operace si ,,vypuij¢ime‘ z &iselné algebry. Ope-
raci séftdnt budeme symbolicky oznadovat ,u = x+y
na B (struénéji ,,u = z+y*), operaci ndsobent ., u =
=2z.y na B“nebo,u =xy na B“ (struénéji.u =z.y*
nebo ,,u = zy“). Jsou-li #, y prvky mnoziny B, budeme
»T+ Yy nazyvat soudet prvki xz, y, ,,2y" soufin prvki
x, y. Operact doplnék budeme oznatovat ,,u = 2’ na B“
(struénéji ,,u = x'*), doplnék k prvku x symbolem z’.
Neutrilni prvek operace séitani oznaéime 0 (¢t&te nula),
neutrdlni prvek operace ndsobeni symbolem 1 (&téte
»,jedna’‘). Takto zvolena symbolika se ukaZe pfi,,boole-
ovskych vypodtech® nejvhodnéjsi.

Musfme mit oviem stéile na paméti, Ze v na§em ptipadé
nejde o b&iné sditadni a nasobeni redlnych &isel;
neutralni prvky 0 a 1 jsou prvky mnoiiny B
a obvykle nejsou rovny é&islim 0 a 1.

Na zdklads pfedchozich imluv miZeme definici Boole-
ovy algebry vyslovit také takto:

Méjme ddnu neprdzdnou mnofinu B, v nif je definovdna
rovnost, existujt v ni vzdjemné rizné proky 0,1 a jsou na
nt definovdny bindrni operace ,u = z+y“, ,u = zy*
a undrnt operace ,,% = &' “. Mnofinu B spolu s pHslus‘-
ngmi operacemi budeme nazyvat Booleova algebra, prdvé
kdyz pro vdechny proky z, y, z mnofiny B plati:

MNDz+y=y+=x .Yy =9y.x (2)

B) @+y)+z=2+(y+2) (.y)z=x.(y.2) (4)

(6) z.(y+2) = (z.9)+ z+(y.2) = (x+y). (6)
+ (z.2) (z+2)
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(x40 =2 r.l=zx (8)
9 zt+a =1 z.x' =0 - (10)

Takto zavedemou Booleovu algebru budeme oznalovat
(B, +’ b ,)'

O rovnosti definované v B budeme piedpokladat, Ze je
.,rovnosti vaéi booleovskym operacim‘; to zmamend, %e
pro véechny proky z, y, z mnofiny B plati: je-li x = y, pak
platt x+2z =y+z, .z =y.2, 2’ =y’

Poznamka: Pozorny étenat si jist® viiml, Ze druha z defi-
nic Booleovy algebry je ,,slab§i neZz prvni. V systému
axiomu*), ktery jsme uvedli, se sice zaruduje existence
neutralnich prvkid jednotlivych bindrnich operaci,
nikoliv v8ak jejich jednoznaénost (axiémy (7),
(8)). Tu lze ale velmi snadno z axiémt (1)—(10) do-
kazat. Nazna¢me dikaz pro neutralni prvek operace
séitani.

Piedpokladejme, Ze existuje 0, € B takovy, pro né&jz
plati: pro kazdé x € B je z+ 0, = z. Pak je tedy speci-
alné

040, =0 a zdroven

0+0, =0,4+0=0, (podle (1)a (7))

Odsud plyne 0, = 0.

Obdobné lze provést dikaz jednoznaénosti neutralniho
prvku operace nasobeni.

O ,,povaze’ prvki mnoziny B se v definici Booleovy

*) Volné fedeno, axioémy uréitého oboru (systému) jsou véty,
které se v tomto oboru nedokazuji z jinych vét, povazuji se za
pravdivé. Podrobnd se miiZzete s problematikou tykajici se
pojmu axiém seznémit napiiklad v knizce ,,M. Katétov: Jakd
je_logickd vystavba matematiky?‘ (edice Cesta k vé&déni,
JCMF, II. vydani 1950).
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algebry (B, +, ., ') nic bliziiho netikd, pravé tak ab-
straktné pojaté jsou vSechny operace i oba neutridlni
prvky. Zname ale uz dva konkrétni ptiklady Booleovy
algebry.

Zvolme za B konkrétn® mnozinu M viech pod-
mnozin neprdzdné mnoziny M. Operace ,,séitani*,
,,ndsobeni* a ,,doplnék* konkretizujme postupné jako
operace sjednoceni, prinik a doplnék na M. Pak pro
viechny prvky mnoZiny M axiémy (1)—(10) zfejmé
plati. Rikime, Ze mnofinovd algebra (M, U, N, ') je
modelem Booleovy algebry. Roli neutralnich prvka 0,1
hraji mnoZiny @ a M.

Piedstavme si dale namisto mnoZiny B konkrétnd
mnoZinu H pravdivostnich hodnot vyroki, ope-
race séitani, nasobeni a doplnék na B konkretizujme
jako operace séitani, nasobeni a dopln&k definované
na H., Pak opét pro viechny prvky mnoZiny H jsou
axiémy (1)—(10) splnény. 1flhkéme, ze algebra prav-
divostnich hodnot (H, -+, ., ') je modelem Booleovy
algebry.

Ve cvidenich budete mit piileZitost seznamit se s fadou
dalsich modeld Booleovy algebry (B, +, ., ‘). Pii ove-
Fovéni, zda n&jakd neprazdna mnozZina s dvéma binar-
nimi a jednou undrni operaci je modelem Booleovy
algebry, musite postupné prozkoumat platnost axiémi
(1)—(10) pro vSechny jeji prvky.

Na zakladé definice Booleovy algebry miZeme nyni
vyslovit a dokdzat celou fadu vét, které budou pii,,boo-
leovském poéitani’‘ velmi dualezité. Piedtim viak jesté
provedme jednu tvahu, jez se ukiZe pii dukazech t&chto
vét uZitedna.
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Uvazujeme-li libovolny z axiémua (1)—(10) a prove-
deme-li v ném zdmény

+ — .

—_— L
0 ——> 1
1 ——> 0

dospéjeme opét k nékterému z axiémi, a to k tomu, jenz
je zapsan ve stejném fadku jako plvodni. Odsud plyne
tento dllezity zavér: JestliZe na zdklad& axiémii (1)—(10)
a z nich odvozenych vét dokédZeme néjakou dalsi vétu
a prepiSeme-li ji zcela formdlné pomoci naseho ,,seznamu
zamén‘, ziskime opét pravdivou vitu, tzv. dudlni vétu
k dané vété. V tomto smyslu mluvime o tzv. principu
duality v Booleové algebi‘e.

Obdobns¥ jako v ,,¢iselné algebie’’ a v algebie pravdi-
vostnich hodnot umluvime ge i zde psat misto ,,(xy)+
+(xz)“ jenom ,zy-+ax2*, misto x4 (yz)* struéndji
pouze ,,z+yz atd. JestliZe viak chceme k dané v&té
vytvolit v&tu dualni, musi byt jeji zapis uveden v ne-
zkrdcené formé, se viemi zavorkami (promyslete toto
konstatovini napf. na axiémech (5) a (8)).

Uvedme a dokaZme nynf n&které dileZité véty o prv-
cich Booleovy algebry (B, +, ., ).

Yéta: Pro kafdy prvek x e B platf:
(11) z+x == r.x=2x (12)

Dakaz (11): z+2 = (z+2).1 = (x+2).(x+2') =
=z+z.8 =24+0=2x

Pfi dikazu jsme postupné pouZili axiémy (8), (9), (6),
(10), (7).

42



Platnost druhé &isti véty plyne z principu duality Boo-
leovy algebry a z (11). MuZete si v8ak pfesto provést.
podrobny dikaz. Porovnejte pak jednotlivé kroky da-
kazi (11) a (12).

Pozndmky:

1. Z uvedené véty plyne, Ze v Booleové algebie nema
vyznam zavidét pfirozené ndsobky prvku ani
mocniny s pfirozenym exponentem, coz v ,,¢iselné
algebfe” jsou naopak pojmy znaénd duleZité.

2. Na tomto mistd uZ miZeme ilustrovat uZitednost
uvedené definice Booleovy algebry. Z tvah o modelech
Booleovy algebry a shora dokazané véty plynou ihned
tyto zavéry:

a)Pro kazdy prvek 4 € M plati: 4 J 4 = A4 a zaro-
veh 4 N A = A.

b) Pro kaZdy prvek A e H plati: A+h = h a zaroveil
h.h =h.

Plati-li néjakd véta v Booleovdalgebie (B, +, .,)
pak platiivkaZdém jejim modelu.

V ditkazech dalSich vét uz nebudeme obvykle zdtvod-
novat jednotlivé kroky. Provéfujte je podrobné sami!

Yita: Pro kaidy prvek xz € B plati:
(13) 2.0 =0 z4+1 =1 (14)

Dikaz (13): 2.0 = 2.0+0 =2.0+z.2' =2.(04-2') =
=z.2 =0

Druhé $ast véty plyne ihned z principu duality a z (13).
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V&ta: Pro kaZdy prvek x € B plati
(15) (@) ==

Dikaz: Podle definice operace doplnék a podle axiomit
(1) a (2) lze psat z'+z = 1 a zdrovei 2’.z = 0. Odtud
ihned plyne, Ze = je dopliikkem k #’, tj. z = (z')".

Véta: Pro vdechny prvky z, y mnoZiny B plati:
(16) (z+y) =2y (.y) =z'+y  (17)
Dakaz (16): Nasim ukolem je dokazat, Ze z'.y’
doplitkkem k prvku z-+y, tj. musime ovéfit, Ze plati
1) ('.¥).(x+y) = 0 a zaroven
?) &y +(@+y) =1
Nejprve dokazme 1):

@'.y).(z+y) = (=.¥).z+ @ y)y—(xx)y+z
(yy%—0y+x0 0+0

Dokazme dale 2):

.y +@+y)=@@+@x+y). ¥+ @+y)
+y) (¥ +y)+2) =(1+y).(1+2) =1.1
Tim je ditkaz (16) proveden.

Pozndmka: Mnozi z véas jisté znate (16) a (17) v modelu

mnozinové algebry pod nazvem ,de Morganovy
zékony*,

((@"+2) +
1

Véta: Pro viechny proky x, y mnofiny B plati:
(18) z+zy == z.(x+y) == (19)
Dikaz (18): z+axy =z. 14y =2z.(1+y)=2z.1 =z
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Véta: Pro vdechny proky z, y mnoZiny B plati:
(20) z4+-2'.y =x+y z.(¥'+y) =2y (21)

Dikaz (20): z+2'.y = (x+2).(x+y) =1l.(x+y) =

Vita: Nechf x, y jsou libovolné prvky mnofiny B. Pak
platt:

(22) x+y = 0, prdvé kdyZ je x = 0 a zdroveii y = 0
(23) z.y = 1, prdvé kdyZ jex = 1 a zdrovefi y = 1

Ditkaz (22): a) Necht je x = 0 a zaroveil y = 0. Pak je
podle (7) x+y = 0.

b) Necht jex+y = 0. Pakjex+ (z+9y) = (z+a)+y =
=z+y = 0 a zarovell z+(x+y) = 2+ 0 = z. Odtud
plyne ¢ = 0. Zcela obdobné zjistime, Ze je také y = 0.
Tim je dikaz (22) proveden.

Véta: Necht jsou x, y libovolné prvky mnofiny B. Pak
platt:

(24) x = y, pravé kdyZ je zy’'+x'y = 0

(25) = =y, pravé kdy% je (x+y').(x'+y) =1

Dikaz (24): a) Necht je x =y. Pak zy’ = yy’, &ili
xzy' = 0, a zarovell také 2'.y = 0. Podle (22) je tedy
zy' +x'y = 0.

b) Necht je nyni # # y. Cheeme dokazat, Ze potom plati

zy' +x'y # 0. Predpokladejme, Ze existuji prvky =z, y
mnoZiny B, x # y, pro néZ je xzy’'+x'y = 0. Podle (22)

je pak zy' =0 (a)
azaroveih z'y =0 (b)
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Z (a) plyne déle 2y’ 4y = y a podle (20) je z+y = y.
Z (b) obdobnym postupem dostaneme z+y = z. Odtud
Plyne = y, coz je spor s piedpokladem 2 # y.

Tim je dukaz (24) proveden.

Uzijme nyni dokizanych vét k Fefeni nékolika p¥i-
kladd, naudme se ,,booleovsky poéitat’. Ve vlech
piikladech znadi a, b, ¢, d, e prvky Booleovy algebry
(B, +, ., ’). Vidy si podrobné zdivodiiujte jednotlivé
kroky feSeni podle axiémi a vét (1)—(25).

Pfiklad 15: Dokaite, Ze pro viechny prvky a, b, ¢, d plati
(a+b).(c+d) = ac+bc+ad+bd

EBeseni: (a+b).(c+-d) = (a+b).c + (a+b).d =
= ac+bc+ad -+ bd

Pifklad 16: Zjednoduste zapis prvku

abc+[b'.(a’"+ )]

tak, aby obsahoval co nejméné symbold.
Redeni: abe+[b'.(a'+¢)} = abe+(b') +(a’+c¢) =
= abc+b+(a') .¢' = b+ac’

Pitklad 17: Zjednoduste zdpis prvku
(ab+de) .(d-}¢e).ca.(¢'-+b')
tak, aby obsahoval co nejméng symbold.
Redent: (ab+de)’ .(d+e).ca.(c'+b') = (ab) .(de) .
(d+e).ca.(¢’+b)=a.(a'+b).(d +-¢).(d+e).c.

(e’ D) = (a@ +ab’) . (d'd+ed+de+ee).(cc’+¢cb') =
= ab’.(e'd+d'e).cb’ = ab’c.(de’ +d'e)
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Pozndmka: V 1. kapitole (piklad 3) jsme ukazali, Ze pro
viechny prvky A, B mnoziny M plati (4’ () B) =
= A |J B. Ve cviteni 4a) ke kapitole 2 jste méli moZnost
dokizat, %e pro véechny prvky X, Y z dané mnoZiny
vyrokit plati (X’ A Y') < (X V Y); z toho také vyply-
vé, Ze pro viechny prvky r, 8 mnoZiny H pravdivostnich
hodnot vyroki je (r'.8") = r+s.

Odsud plyne, Ze Booleovu algebru je moZno zavést
ijinym zpusobem, neZ jsme uvedli zde. MaZeme
vyjit z neprdzdné mnoZiny B, na niZ jsou definoviny
operace nasobeni a doplnék, uvedeme vhodny systém
axiémi pro tuto ,,algebru* a teprve poté definujeme
operaci soudet na zikladé zavedenych operaci nidsobenf
a doplnék.

Mé-li étendt chut, miZe se timto problémem zabyvat
hloubéji.

Cvident

1. Je ddna mnozine K, jejimi% prvky jsou uzaviené intervaly
(;, 3) a €2, 3). Definujme na K bindrni operace sjednocenf
8 priunik a unérnf operaci ,,u = 2’* tabulkou:

z <%, 3 2,3

|
e | @ <§. 3>

Rozhodnéte, zda (K, U, (,’) je modelem Booleovy algebry.

2. Je ddna isetka AB, A # B. UvaZfujme mnoZinu @, jejimi
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prvky jsou prédzdnd &dst tseéky O, body A, B a tsetka AB.
Definujme na G operace tabulkami takto:

S~Yl0o, A BAB S~Y/0, A B AB

0,/ O, A B AB 0, |0, 0, O, O,

zky: A| A AABAB z0y:A |0, A O, A
B| BAB B AB B |0,0, B B

AB |AB AB AB AB AB |0, A B AB

8

O, A B AB
AB B A O,

g1

Dokazte, ze (@, %k, O, ) je modelem Booleovy algebry.

8. Pokuste se sami konstruovat daldi modely Booleovy algebry
obdobné jako v ptedchozim piikladé. Vyjdéte napiiklad
z téchto geometrickych utvari: trojihelnik; &tverec; ¢ty¥stén;
krychle. Volte pfisludné mnoziny analogicky jako mnozZinu G
v piikladu 2.

4. Zvolme mnozinu C = {1, 2, 3, 6}. Definujme na C binérn{
operace ,,tvofeni nejmensiho spoleé¢ného nésobku‘, ,,tvofeni

6
nejvétdiho spoleéného délitele a undrni operaci ,,u= —.

x
Dokazte, ze C s takto definovanymi operacemi je modelem
Booleovy algebry.

5. UvaZujme mnozinu T = {2, 3} a definujme na ni bindrni
operace ,,u = max (z, ¥)*, ,,4 = min (z, ¥)* (viz cvideni 3,
3. kapitola) a undrni operaci ,,u = Z‘‘ takto:

x

‘23
| 3 2

T
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DokaZte, Ze mnoina T’ spolu s uvedenymi operacemi je mode-
lem Booleovy algebry.

6. Zvolme mnozinu U viech uspofddanych dvojic {z,y], kde «
a y patfi mnoziné {2, 3}. Definujme na U rovnost & bindrni
operace ,,u =z X ¥, ,,u= x O y* takto:

Pro vlechny prvky [z, #,], [#s,¥,] mnoziny U je

[2y, Y1) = (%4, Y] Prévé tehdy, kdyz =, = =, a zdrovenl y, = y,;
[z1, 1] XK [®s ¥:] = [max (x,, 2;), max (¥, ¥2)]; '

[#1 %] O [24, ¥2] = [min (z,, 2,), min (y,, ¥:)].

Déle definujme na U undrni operaci ,,u = z* takto:

Pro kaZdou dvojiei (%, z5] € U je [z,, %3] = [z, T,], kde pro
1= 1, 2 je I = 2 prévé tehdy, kdyz z; = 3 (a tedy ;= 3 prévé
tehdy, kdyz je z;= 2).

Dokazte, ze (U, >k, O, ~) je modelem Booleovy algebry.

7. Necht n je libovolné ptirozené &islo. UvaZujme mnozinu V
viech uspofddangoh n-tic {z;, ;, ..., 2,], kde z;, zs, ..., @,
patii do mnoziny {2, 3}.

Definujte na V rovnost, bindrni operace ,,u = z Xk y*, ,,u =
= z O y** a undrni operaci,,u = Z‘ obdobnd jako v piiklads 6.
Rozhodnéte pak, zda (V, >k, O, =) je modelem Booleovy
algebry.

8. UvaZujme mnoZinu F v8ech redlnych funkei jedné redlné
proménné, jejichZ definiéni obor je mnoZina viech reédlnych
disel R a pro néZ platf: pro ka?dé f € F a kaidé z € R je
J(z) = 2 nebo f{z) = 3.

Definujme v F rovnost funkef takto: pro viechny prvky f, g
mnoziny F je f rovno g (symbolicky ,,f = g*') prdvé tehdy, kdyz
pro kazdé z € R je f(z) = g(z).

Zavedme déle na F bindrni operace ,,u = >k y‘“ a,,u=zOy‘:
Pro viechny prvky f, g z mnozZiny F je
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f %k g rovno funkei h, pro niz plati: prokazdé z € R je h(z) =
= max (/(2), 9(2));

f O g rovno funkei k, pro niz plati: pro kazdéz € R je k(z) =
=min (f(2), 9(2)).

Definujme na F unérni operaci ,,u = Z* takto: Pro vechna
| € F je f funkce, pro niZ plati: pro kazdé z € R je J(z) = 2
pravé tehdy, kdy? f(z) = 3 (a tedy J(z) = 3, prévé kdyZ }(z) = 2).
Dokazte, ze (F, %, O, =) je modelem Booleovy algebry.

9. Dokazte, Ze pro viechny prvky a, b, ¢, d Booleovy algebry
(B, +, ., ') plati:

a) a.(b+ctd)= ab+ac+ad b) a+bed = (a+d).(a+¢).(a+d)
¢) (a+btc) = a'b'e d) (abe)’ = a'+b'+c’

10. Zjednoduste zépisy prvkia Booleovy algebry tak, aby obsa-
hovaly co nejméné symboli:

a) a+a'b+ab'4-a’d’ b) (a+bd'4-¢’).(a+b'c)
¢) abe’'4-a'b’c'+a'be’+abe d) a+c'+b.(at+c')'+(atc’).(a+b+c')
e) ((ab+c)'+ab+-d)’ f) (abc+ab'+be')’

g) b.(a+ct+d).(ate).b.(e+d).(bd) . (e+c+d)
h) (a+c).(dg)’'. (ab)’ .(d+a’).(f+g).c . (ad) . (dc)

11, Rikdme, e systém axiémii je nezavisly, kdyZ 2ddny
z axiému tohoto systému nelze dokdzat z ostatnich.

Pokuste se ukdzat, Zze systém axiému Booleovy algebry, uve-
deny v této kapitole, je zdvisly. MaZete napiiklad dokdzat, ze
axiéomy (3) a (4) 1ze odvodit pomoci axiému (1), (2), (5)—(10)
a vét, jez byly v této kapitole dokdzdny bez pouziti axiémi
(3) a (4).



5. kapitola

DYOUPRVKOVA BOOLEOVA.
ALGEBRA

V definici Booleovy algebry (B, 4-, ., ') je zarudena
existence neutrdlnich prvki 0 a 1 vzhledem k jednotli-
vym binirnim operacim. Odtud plyne, Ze Booleova
algebra musi obsahovat aspoh dva prvky vzajemné
rizné.

Uréujte nyni podle axiému a vét (1)—(25) soudty
a soudiny prvki O a 1, utvoite k 0 a 1 jejich do-
pliiky.

Jestlize jste podcitali sprdvné, musi vale vypoéty
formalné souhlasit s vysledky, k nimZz jsme dospéli ve
2. kapitole (tabulky 6 aZz 8). Odtud ale ihned plyne, Ze
mnozina D = {0,1} spolu s operacemi definovanymi
tabulkami 6, 7 a 8 je Booleova algebra. Nazyvame ji
dvouprvkovd Booleova algebra a oznadujeme (D, 4-, .,’).

Jestlize prvky 0,1 konkretizujeme jako pravdivostni
hodnoty vyrokit, dospéjeme zpét k algebie pravdivost-
nich hodnot, jakoZto modelu dvouprvkové Booleovy
algebry.

V ,.éiselné algebfe’ umite jisté fedit fadu typt rovnic
a jejich soustav. Definovali jste také pojem funkce,
seznamili jste se s ruznymi piiklady funkei, jeZz jsou
uréeny rovnici nebo tabulkou. V této kapitole ukazeme,
jak lze zavést pojmy rovnice a funkce v Booleové
algebfe, a uz1]eme ]lch pHi fefeni dloh v (D, +, ., ).

Nejprve si ptipomefime nékolik pojma z logiky. Na
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ptikladech jste se mmnozi seznamili s tzv. vyrokovymi
formamsi. Vyrazy ,,Va: = 2¢ ,x+1 =z jsou piiklady
vyrokovych forem o jedné proméunné z, ,,trojahelnik p
je shodny s trojihelnfkem r“ je vyrokovou formou
o dvou proménnych p, r, ,,(xy+x2°).¢ = 2% je vy-
rokové forma o tfech proménnych %, y, z. Vyrokové
formy lze v podstaté charakterizovat jako vyrazy obsa-
hujici jednu nebo vice promé&nnych s touto vlastnosti:
dosadime-li za viechny prom&nné vhodné konstanty
(pevnd zvolené objekty), dostaneme vyrok.

Viimnéme si nyni bliZze vyrokové formy ,,l/a: = 2%,
Zvolme néjakou mnoZinu, naptiklad mnoZinu vSech
redlnych éisel R. Dosazujeme-li za proménnou z jednot-
livé prvky mnoZiny R, dostaneme bud vyraz, ktery nema
smysl (napfiklad po dosazeni &isla —2), nebo vyrok —
a to bud pravdivy (napf. po dosazeni &isla 7,6), nebo
nepravdivy (nap¥. po dosazeni &isla 1).

Uréeme mnoZinu P viech téch realnych &isel, pro
ka%dé z nich% plati: dosadime-li je za # do uvaZované
vyrokové formy, dostaneme pravdivy vyrok. Lehce
zjistime, %e P je rovno mnoZing v¥ech reilnych &fsel, jez
jsou v&t8i nebo rovna &islu 4. Mno%inu P nazveme obor
pravdivosti vyrokové formy |/z = 2 v mnoZing B.

Obecné definujeme obor pravdivosti dané vyro-
kové formy o jedné prom&nné v mnoziné 4 takto:
Je ddna vijrokovd forma V(z) o jedné proménné x a ne-
prizdnd mnofina A. Oborem pravdivosti vyrokové formy
V(z) v mnoZing A nazyvdme mnofinu P vdech téch prvka
z mnofiny A, pro kaidy z nichi plati: dosadime-li jej do
V(x) za proménnou x, dostaneme pravdivy vijrok.

Pokuste se nyni samostatné zformulovat pojmy ,,obor
pravdivosti vyrokové formy o dvou promé&nnych z,, z,
v mnoziné 4, x A,"; ..obor pravdivosti vyrokové formy
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o tfech proménnych @, x,, 2, v mnozin& 4, X 4, X A,‘*).

Zabyvejme se nynf vyrokovou formou ,z+1 = z*.
Dosazujme za = postupné jednotlivé prvky z mnoZiny
D ={0,1}.

Dosadime-li za # prvek 0, dostaneme vyrok ,,0+1 =
= 0 o rovnosti prvki z mnoZiny D, ktery je neprav-
divy.

Dosadime-li vSude za « prvek 1, dospéjeme opét
k vyroku o rovnosti prvka z D ,,14+1 = 1%, ktery je
v tomto pfipadé pravdivy.

UvaZovand vyrokova forma je piikladem tzv. boole-
ovskérovnice o jedné promé&nné z.

Necht je ddna Booleova algebra (B, +, ., ). Virokovou
formu o jedné proménné z mazveme booleovskd rovnmice
(struénéji ,,rovnice‘) o jedné proménné =z, prdvé kdyk
platt: dosadime-li do této virokové formy véude za x libo-
vogzy prvek mnotiny B, dostaneme vijrok o rovnosti prokd
z B.

Termin ,,fedte rovnict o jedné proménné x v mnofiné B
budeme chapat jako kol uréit obor pravdivosti dané
rovnice v mnoZiné B — a to pokud moZno vyétem (tj.
vypsianfm v8ech prvki). KaZdy prvek z oboru pravdi-
vosti dané rovnice v mnoZiné B budeme nazyvat ,,fefeni
rovnice*. Ve stejném smyslu jako v ¢&iselné algebie
budeme uZivat také termint ,,pravd strana rovnice,
,,levd strana rovnice’.

Zkuste sami vyslovit definici booleovské rovnice na-
piiklad o dvou (tfech) promé&nnych.

*) Ve 3. kapitole jsme definovali kartézsky soudin K x L
mnozin K, L. Obdobné lze definovat kartézsky souéin t#
mno%in K, L, M takto: K x L x M = (K x L) x M. Ana-
logicky tomu je i v pfipad8 &tyf mnoZin, obecnd » mnozin, kde
n je libovolné pfirozené &fslo, n = 2.
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Co budeme rozumét pod terminem ,fedte soustavu
rovnic o dvou proménnyjch x, y v mnoZiné B x B?

Uvedme nékolik ukazek feeni rovnic a jejich soustav
v dvouprvkové Booleové algebie (D, +, ., ’). Na
misté mnoZiny B v definici booleovské rovnice uvazu-
jeme tedy specidlné mnozinu D.

Priklad 18: Reste rovnici ((2'4 1)’ + (+0))'= 0 ojedné
proménné 2 v mnoziné D,

Redeni: Nagim tkolem je urdit viechny prvky z mnoZiny
D, pro néz po dosazeni za proménnou z dostaneme prav-
divy vyrok. Vzhledem k tomu, Ze D je pouze dvouprv-
kovd mnoZina, miZeme zvolit metodu postupného
,»provéfovani jednotlivych prvka mnoZiny D. UZijeme
k tomuto udelu tabulek 6 az 8 z 2. kapitoly.

Ozna¢me levou stranu dané rovnice pismenem L
a dosadme do ni nejprve za proménnou x prvek 0.
Dostaneme pak postupné:

L=(0+1)+(0+0) = (1+1)'+0) =(1'+0) =
=(0+0) =1

Pravé strana rovnice je rovna 0. Vyrok 1 = 0 neni
pravdivy, proto prvek O neni feSenim rovnice.

Dale dosadme do levé strany rovnice za = prvek 1.
Postupné ziskivime L = ((1'+1)'+(140)) = ((0+
+1) 4 1) = (04+1) = 1’ = 0. Vyrok 0 = 0 je pravdivy,
prvek 1 je feSenim dané rovnice.

Mno#ina v3ech feSeni na8i rovnice v mnoZiné D je

tedy {1}.
Rovnici miZzeme felit je$té jinym zphsobem. Upra-
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vime nejprve pomoci axiomu a vét (1)—(25) jeji levou
stranu. Dostaneme

L=(@"+1y+(@+0)) =(1"+2) =(0+2) =2’

Piechdzime tedy k tGkolu urdit viechna x € D, pro néz
plati ' = 0. Ziejmé je ' = 0, pravé kdyZz = = 1. Mno-
Zina viech FeSeni uvaZované rovnice je {1}. Tento zavér
je v souladu s vysledkem, k némuz jsme dospéli pfi
feSeni prvni metodou.

Ptiklad 19: Reste soustavu rovnic

@+y).(@+y) == (26)
Tty =2 (27)

0 dvou proménnych z, ¥y v mnoZiné D x D.

Eedeni: Nakim iikolem je urdit vechny uspotddané dvo-
jice z mnoziny D x D = {[0,0], [1,0], [0,1], [1,1]}, pro
kazdou z nichZ plati: dosadime-li jeji prvni slozku za x
a druhou slozku za y do rovnic soustavy, budou oba
ziskané vyroky pravdivé. '

Opét jako v pirededlém piikladé bychom mohli po-
stupné ,,provéfit* kazdy ze ¢ty¥ prvkt mnoziny D x D.
Reseni touto metodou ponechivam vali vlastni inicia-
tivé.

Zde vyte§ime soustavu rovnic uzitim axiomu a vét (1)
a% (25). Zabyvejme se nejprve rovnici (26). Upravujme
jeji levou stranu:

(@+y).('+y) ==
'ty +rytyy =«
zyt+zy ==z

55



Nyni pouzijeme vétu (24); dospéjeme k rovnici
(xy+2'y). 2+ (xy+2'y).2=0
Zjednodusujme postupné jeji levou stranu takto:

xyr'+xys’ + (@' +y).(x+y)ez =0
2y +(@+y)xe=0

xlyl_I_xy/ — 0
y.(x+2)=0
y =0

Pfitom g’ = 0, pravé kdy? y = 1. Dosadme za y do
rovnice (27) prvek 1; dostaneme

z+1=x

Piitom x4 1 = « plati, pravé kdyz z = 1.

Z dosud provedenych tvah plyne tento zavér: Je-li
dvojice [z, y] FeSenim nadf soustavy, pak musi byt z = 1
a zaroveii y = 1.

Provéime zkouskou dosazenim, zda dvojice [1,1] ]e
skutedn feSenim soustavy.

L = (1+1)(I'+1) = (1+0).(0+ 1) =1 _
L= (DD = 000+ D =1y _p

1 =

Ly =1+1=1 _
P:=l }L2__'P2

Mnozina v¥ech feSeni dané soustavy rovnic je rovma

{{L1]}1.%)

*) Uvddime-li feSeni rovnice nebo soustavy rovnic o n pro-
ménnych (n = 2) ve tvaru uspofdidané n-tice, je ,,uspofdddni‘
provedeno tak, Ze jednotlivé slozky odpovidaji hodnotdm
proménnych sefazenych abecednsd.
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Piiklad 20: Reste rovnici (zy’)’.(zz')’.(y2')'=1 o t¥ech
proménnych z, ¥, 2 v mnoZiné D x D x D.

Redent: 1) MiZeme postupnd provéfovat viechny prvky
z D x D x D, tj. viechny uspofddané trojice prvka
z mnoziny D.

2) K feen{ Pﬁkla.du miiZzeme také pouiit ,,tabulkové
metody*‘, kterou jsme se zabyvali ve 2. kapitole p¥i
uréovani pravdivostnich hodnot vyroka:

7\? \?
z|y|z|a |y |2 | =y |(ay')| 2’| (2a')| y2' | (y2")' (wy()y'z(é?)'
1/1{1({0]0;0} 0 1 0 1 0 1 1
1j1|0{0(0j1) 0 1 0 1 1 0 0
1010101 0|0 1 0 1 0
1{0{0{0}1(1]1 0|0 1 0 1 0
ofrji1jryo{ojof 11, 0 0] 1 0
o(rjo0j1y0y1j0( 1 (0] 1 11 0 0
0({0|1j1{10,0; 1 110 (0] 1 0
ojofofr'1j1)0 1 0 1 0 1 1

Z tabulky je ihned vidét, Ze mnozina viech fefeni dané
rovnice je rovna {[0, 0, 0], [1, 1, 1]}.

3) Uzijme axiéml a vét (1)—(25) k tipravé levé strany
rovnice:

(ey') . (zx') . (yz') = @'+9).('+2).(y+2) = (@2'+
+yz'+z'z+-yx). (v’ ’—I-’zl) = 22y +yzy +yxy + 2’2’z 4

yz'ztyrz = xyz+a'y'z

Prechazime tak k Fefeni rovnice zyz4z'y'2’=1 o tfech
proménnych @, ¥, z v mnoZiné D x D X D.
Z tabulky 6 pro séitani plyne

zyz =1 nebo z'y'z’ =1
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Z véty (23) dile dostavame
z=lay=1laz=1 nebo '  =lay =laz =1
&ili
r=lay=1laz=1 nebo xr=0ay=0az=0

Dospivame ke stejnému vysledku jako pfi pfedchozi
metodé FeSeni.

Priklad 21: Reste rovnici z-+a = 1

o proménné x € D a parametrua € D.

ERedeni: Pro @ = 0 je mnozina viech Fedeni rovna {1}.
Pro @ = 1 je mnoZina v8ech Fefeni rovna {0,1}.

Piiklad 22: Redte rovnici az+bz’ = 1
o proménné x € D a parametrech a, b z mnoziny D.
Regeni: Dosazujme za a, b jednotlivé prvky z mnoziny D

a fe§me vidy rovnici pro takto zvolené hodnoty para-
metri.

lL.a=1b=1: l.xz+1.2" =1
rt+x' =1

z=0neboz =1

2.a =1,b=0: l.z+0.2" =1
z=1

3.a=0,b=1: 0.z4+1l.2' =1
z =1

=0

4.a =0,b=0: 0.2z4+0.2° =1
0=1
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Shriime si na zaveér ziskané vysledky piehledné v tabulce:

Parametry a, b Mnozina vSech Fedeni
a=10b=1 {0,1}
a=1>5b=0 {1}
a=0b=1 {0}
a=00b=0 | o1

Zkuste jeSté vyfedit tento piiklad ,,tabulkkovou meto-
dou*.

Zabyvejme se nyni tzv. booleovskymi funkcemi.

Uvaéujme Booleovu algebru (B, -+, ., ’); necht C je
neprdzdnd podmmnofina mnoZiny B.

Booleovskow funkci (struénéji ,,funkci®) o jedné pro-
ménné budeme nazjvat kaZdé zobrazeni mnoZiny C do
mnofiny B.

Booleovské funkce budeme oznadovat f, g, h....Uva-
fujme funkei f o jedné proménné z. Jestlize dvojice
[0, ¥o] € f, nazveme z, hodnotou proménné x, y, hodno-
tou funkce f (funkéni hodnotow f) pro hodnotu x, pro-
ménné x. Namisto ,,[z,, y,] € [ budeme dastéji uZivat
zapisu .y = f(xo)".

Funkece miiZe byt uréena tak, Ze jsou vypsany viechny
jeji prvky. Ptikladem je ttebas funkce ¢ = {[1,0], [0,1]}.
Tuto funkci lze zapsat také takto:

x g(z)
1 ]
0 1

Rikédme pak, e g je uréena tabulkou.
Funkeci ¢ miZeme také definovat jako obor pravdi-
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vosti rovnice ¥ = &’ v mno%ing€ D x D. Presvéddte se
o tom! Rikdme pak struénd, Ze g je uréena rovnict y = ',
kde prom&nna z je prvkem mnozZiny D, a zapisujeme
g:y=2c',kdex € D.

Formulujte sami definici booleovské funkce o dvou
(tFech, ¢tyTech atd.) proménnych.

V dal$im se omezme jenom na piipady funkei v dvou-
prvkové Booleové algebie. Budeme zkoumat zobra-
zeni D do D (funkce jedné proménné), zobrazeni D X D
do D (funkce dvou proménnych), obecné zobrazeni
DxDx ... xD do D (funkce n proménnych).

n-krét
Smluvme se, Ze namisto zdpisu ,,g : ¥y = z’, kde x € D"
budeme psit struénéji jenom ,,g : y = z’*‘; obdobnd
budeme uvidét takto zkricené zapisy funkei i v dalsich
ptipadech.

Piiklad 23: Je ddna funkce f:y = (xz+2').2". Urdete
jejf funkéni hodnotu f(z, z) pro z = 1, z = 0, tj. najdéte

1.(1,0).
Redent: §(1,0) = (1.0+1).0' = (0+0).1 =0

Piiklad 24: Je dina funkce h:y = z+4uv’. Urlete ji
tabulkou!

Redent: x| u I v v | wv’ h(x, u, v)
1 1 1 0 0 1.
1 1 (1] 1 1 1 .
1 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 0 0
0 1 0 1 1 1
0] 0 1 0 0 0
ol 0 0 1 0 0

60



Budeme Ffikat, %e funkce f, g o jedné proménmé (tj.
zobrazeni D do D) jsou sob& rovny, pravé kdyz pro kazdé
z € D.je f(x) = g(z). Zapisujeme ,,f = g“. Nejsou-li
funkce f, g sobd rovny, budeme fikat, Ze jsou rizné,
a pséb ,.f # g

Vyslovte obdobné definici pro funkee o dvou (tfech
atd.) proménnych,

Priklad 25: Urdete tabulkami a rovnicemi vSechny vza-
jemnd razné funkece o jedné proménné x.

Redent: Zapiste kardou z funkei vypisem viech jejich
prvku a srovnejte své zavéry s dile uvedenou tabulkon.

z|h@ | (@) | L@@ | L@
1| 1 0 1 0
of o 1 1 0

Urdeme ka%dou z t&chto &tyf funkei rovnief:

hiy==x
fery=2
hiy=1
fa:y=0

Presvéddte se sami o spravnosti téchto vysledkd dosazo-
vanim do p¥isludnych rovnio a porovnanim s tabulkovym
vyjadienim funkei.

Priklad 26: Urdete tabulkami a rovnicemi vSechny vza-
jemné rizné funkece o dvou proménnych x, y.
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Redeni:*)

X 1 1 0 O .

Y 1 0 1 0
h(z, y) 0O 0 0 0
f2 (=, y) o 0 0 1
falz, y) ;0.0 1 0
fo (@, ) 10 1 0 0
fimy) |1 0 0 0
Je (z, @) i 0 0 1 1
f2 {2 y) 0 1 0 1
fo (z, ) o1 1 0O
fo (2, ) 1 0 0 1
ho (x5 ¥) 1 0 1 0
fu(z, y) N | 1 0 O
he (2, y) 011 1
hs (=, y) b1 0 1 1
e (@5 y) 1 1 0 1
fis (=, ) 1 1 1 0
he (2, ¥) 1 1 1 1

Presvedite se, ze vBechny uvedené funkce f, aZ f,4 jsoun
skutedné vzdjemné rizné a Ze jsme na Zadnou funkei
o dvou proménnych nezapomnéli.

Uréujme postupné jednotlivé funkece rovnicemi. Snad-
no zjistime, Ze je f, : z = 0. Uréit rovnici funkei f, ndm
da uZ asi vice price. Po uréité namaze a hledani dospé-
jeme k zavéru, e je f, : 2 = 2'y’. Neexistuje n&jaka
véta, kterd by nasdi praciurychlila?

Dd se dokdzat, Ze pro kadou funkci f o dvou proménnyjch
z, y platl:

Fiz=Ff QD) .ay+f(1,0). 2y’ 1 (0,1). 'y+f (0,0). 2y’

Piesvédéme se, zda vysledky, k nimZ jsme dospéli

*) Uprava tabulky je pondkud neobvykld; divod tkvi v ma-
Iém formédtu publikace.

62



u funkef f1 a f;, jsou v souladu s pravé uvedenym tvrze-
nim.

Dosadme za f(1,1), ..., f(0,0) funkéni hodnoty funkce
}, ze shora uvedené tabulky. Dostaneme

fiiz=0.2y+0.2y’"+0.2'y+ 0.2y’

a po upraveé
h:2=0

Aplikujeme-li vétu na funkei f,, ziskdvame

[i:2=0xy4+ 0.2y +0.2'y+ 1.2y

a po upravé
hiz=ay

Tento zavér opét souhlasi s diive uvedenym vyjadfenim
funkce f, rovnici.

Pomoci shora uvedené véty mizZeme déle snadno uréit
naptiiklad

faiz=ay, fyiz=uay, [s:z=umy fo:z=2y+ay
(a po tipraveé fg : z = z').

Zbyvajicich deset funkei urdete rovnicemi ui kaidy
samostatné.

Tvrzeni uvedené v pfedchozim prikladé lze zobecnit
pro funkce o » proménnych, kde n je libovolné ptirozené
¢islo. D4 se dokazat, Ze pro kafdou funkci g o n promén-
nych z,, x,, ..., 2, plati:

g: wu=g(1, ..., ).oyw,. ... .xy+g(1,1, ..., 1,0).
T oo Xpy¥Tnt ... +9(0,0, ..., 0,]1).2'x,.
X'y +9(0,0, ..., 0,0).25x,. ... &2
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Odtud napifklad plyne, ze kaZdou funkci b o tiech pro-
ménnych x, y, z lze vyjddFit takto:
h:u=h(1,1,1).zyz+R(1, 1, 0). 22"+ A(1, O, 1).
xy'z+h(0,1,1).2'yz+k(1,0,0).2y'2' + h (0,1,0).2'yz" +
k(0, 0, 1).2'y’2+ A(0, 0, 0).z'y'2’

Piiklad 27: Funkce % o tfech proménnych z, y, z je
urdena touto tabulkou:

z Yy z k(= 9,2
1 1 1 1
1 1 0 1
1 0 1 0
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

Urdete ji rovnici.
Redent: Pro funkei k plati

k:u=zyz+tay’+2'yz+-2'y'2
Po tpravé pravé strany rovnice dostaneme
k:u=xyta.(y2+y?)

Cvileni

1. Redte rovnici 42’ = z.x'+ o jedné promsénné z € D.
2. Reste soustavu rovnic z+1==x

z.1=0
o jedné proménné z v mno%ind D.
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8. Redte soustavu rovnic z+ Y4y ==
oy = x'+y
o proménnych x, y v mnoziné D x D.
4. Redte rovnici (xyz)' + (zz+u') = £'+u o proménnych z, y,
2z, u vmnozind D x Dx D x D.

5. Reste rovnice o proménné z € D a parametrech a, b, ¢
z mnoziny D.
a) ax'+-br+c = b))zt .a=1
¢) ard-bx’' = ¢ d) (z'+b).(x'+a).x+a'z=0
6. Re’te soustavu rovnic az+by’ = 1
ay+bz’' = 1
o proménnych z, y z mnoZiny D a parametrech a, b z D.

7. *) Urdete tabulkami tyto funkce:
a) f: y= (xz'+2'2).u
b) fa : y = (w24 y2)+uv'. (z'+2")

8. Urtete rovnici kazdou z funkei f,, fs, f;, jez jsou definovény
ta.bulka.mi.»

z y 2z /l (27, Y, 2) f:! (I, Y, Z) /:I (x’ yv Z)
1 1 1 1 1 0
1 1 0 1 0 0
1 0 1 1 1
1 ) 0 | 0
0 1 1 0 1
0 1 0 0 1
0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 1 0

*) V piikladech 7—10 uvaZujeme vSechny funkce v dvou-
prvkové Booleové algebie.
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9. Rozhodné&te, zda jsou sobé rovny funkce
9 Y= zutz'. (ut+v)
G y=z.(v+u)t+z'u

10. Kolik existuje vzéjemnné raznych funkei jedné; dvou; tif;
&tyt proménnych? Vyslovte hypotézu o poétu viech vzdjemnéd
riznych funkef o » proménnych pro libovolné pfirozené &islo n
& potom ji dokazte!
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6. kapitola

NEKOLIK ULOH
Z MNOZINOVE ALGEBRY
A ALGEBRY PRAVDIVOSTNICH
HODNOT

Ilustrujme v této kapitole uziteénost zavedené Booleovy
algebry na nékolika piikladech o mnozinich a z logiky.

Priklad 28: Zjednoduste zapis mnoZiny
ANENCOUDNAUB UENCNAU

U(BUD)NA

tak, aby obsahoval co nejméné symbola. Pritom 4, B, C,
D, E jsou podmnoziny dané neprazdné mnoziny M.
Redeni: V zapise uvaZované mnoziny se vyskytuje celkem
pét pismen oznatujicich podmnoziny mnoZiny M. V této
kniZee jsme uvedli Vennovy diagramy nejvyse pro
¢tyfi mnoziny, nemuazeme tedy této grafické metody
pro FeSeni nadeho piikladu pouzit.*)

Vyuzijme té skutednosti, Ze mnozinova algebra (M\,
U. N. ') je modelem Booleovy algebry. Piepisme zapis
dané¢ mnoziny do symboliky uzivané v Booleové algebie
(B. +..."). Pijde o tyto zdmény: A —a, B —»b,C —c,
D >d E >e ) ~>., U~ +. Dospéjeme pak k prvku

aec+ ((da) +b) +ec'at (b+d) .a

mnoZiny B.

*) Mnozinové diagramy lze sice sesirojovat i pro vice nez &tyFi
mnoziny, feSeni uloh pomoci nich jo vSak uZz nepfehledné
a komplikované.
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(Vsimnéte si, Ze jsme na zikladé dmluvy o zapisech
prvki Booleovy algebry vynechali také nékteré ,,zby-
tetné‘‘ zavorky.)

Pouzijeme-li nyni ke zjednoduseni zapisu tohoto prvku
axiomu a vét (1) az (23), dostaneme postupné
aec+ ((da)’ +b) +ec'a+4- (b+d) .a = aec+ec’'a+
+ ((da)’yb’' -+ b'd’'a = ae.(c+c')+dab’ +b'd'a =
=ae. l+ab'.(d+d) =aetab =a.(e+b)
Posledni vyraz opét zcela formalné piepiseme do symbo-
liky uzivané v (M. (. (), ). Dospivime k zavéru ...
AN (E U B).

Né§ priklad lze Fedit také takto: Picpiseme-li kazdy
z axiémi a vét (1)—(25) do symboliky pouZivané v (M,
U, N, '), bude pravdivou vétou o prveich z M. Pouii-

jeme-li jich pak k dpravé zapisu uvaZované mnoZiny,
dostaneme

ANENOCOUD N4 UBUENCNAUY
VBUDNAH=(A4nBE)nO VA NEN
NCYU@NA)Y NBYUB ND' N4 =
=@ANENCUCHUMANBENDUMAN
NBND)=ANENMHUANB)NDU
UD)=ANEUANB)NM) =4 NE)U
VANB)=4N(E U B)

Sami posudte, ktery z obou zpisobu Feseni se jevi
pohodInéjsi a elegantnéjsi.
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Priklad 29: Uréete pravdivostni hodnoty, jichZz nabyva

vyrokova formule
(X=Y)A(X'=Z) V(Y AZ)

pii vSech pravdivostnich hodnotich vyroki, které dosa-
zujeme za X, Y, Z.

Redent: Prejdéme od nadeho p¥ikladu k tomuto tikolu:
Urdit vSechny uspofadané trojice pravdivostnich hodnot
vyrokta dosazovanych za X, Y, Z, pro néz plati

ph [(X = Y) A (X' =Z) V (Y A Z)] =0

Jestlize rozie§ime tento iikol, bude uz v podstaté vytesen
i cely ptiklad.

Z Gvah provedenych ve 2. kapitole plyne, Ze miZeme
bez obav ., X =Y zaménit ,X'VY* a . X'=2'“
nahradit ,,(X’)’V Z’“. Oznaéme dale ph(X) =z,
ph(Y) — y. ph(Z) = =.

N4s vikol lze potom pfeformulovat jesté takto:

Reste rovnici (2’ +y). (@) +2)+y2 =0 (28)

o tiech proménnych z, y, z v mnoziné H x H x H.
Vzhledem k tomu, Ze algebra pravdivostnich hodnot
(H, +, .. ") je modelem dvouprvkové Booleovy algebry
(D, +, ., '), miZeme piejit k FeSeni rovnice (28) v mno-
ziné D x D x D.¥)
Pouzijme axiomi a vét (1)—(25) k dpravé jeji levé
strany:
@ +y). () +2)+y2 =@ +y). (@+2)+y2 =

=grtyr+ 2’2ty +y' =yr+xZ4+2 . (y+y') =
= yz+ (2’2’ +2') = yx+2

*) Po formaélni stranco hude zdpis celého postupu feseni v obou
pfipadech zieyjmé zeela shodny.
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Ptechdzime tedy k FeSeni rovnice yz+z' = 0 o pro-
ménnych z, ¥, z z mnoziny D.

Podle (22) je yx+2z' = 0 pravé tehdy, kdyZ plati
yx = 0 a zarovelh 2z’ = 0. Z tabulky 7 v kapitole 2 je
vidét, Ze yx = 0, praveé kdyz je y = 0 nebo z = 0.

Dospivame k zadvéru, Ze mnoZina viech feseni rovnice
(28) je rovna {[0, 0, 1], [0, 1, 1], [1, O, 1]}.

Odtud uz miZete sami formulovat odpovéd, jezi je
poiadovana v textu ptikladu. Zkouskou dosazenim do
zkoumané vyrokové formule se muZete piesvédéit, Ze
jsme poéitali spravné.

Zkuste jesté pro srovnani vytedit nas piiklad ,,tabul-
kovou metodou‘‘.

Dalsi dloha je slovni, podminky v textu nejsou mate-
matizovany. UkdZeme na ni dva rizné zpasoby mate-
matizace a nékolik riznych metod FeSeni.

Piiklad 30: Z mésta H do mésta K povede trat nové
dalkové autobusové linky. Komise odbornikit rozhoduje,
ve kterych z mést A, B, C, D, ktera lezi na této trati, ma
byt ziizena zastavka. Byly podany tyto navrhy:

1. 8len komise: Neni vhodné zfizovat zastivku v obou
z mést B a C, ale je nutné, aby autobus stavél v B nebo
v D.

2. 8len komise: Autobusova zastavka by méla byt uréité
v C nebo v B; jsem dile proti tomu, aby byla soudasné
v méstech A a C.

3. ¢len komise: Neni mozné, aby byla zastivka ziizena
v B a pfitom nebyla zfizena v A. Jsem také proti tomu,
aby autobus stavél ve viech tiech méstech B. C a D.
Ve kterych z mést A, B, C, D byly zbudovany zastavky
této autobusové linky, vime-li, Ze viechny navrhy byly
respektovany a Zadny dalsi navrh nebyl podan?
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Redeni: 1. Pokusme se nejprve viechny podminky z textu
tlohy matematizovat tak, abychom dospéli k mnozi-
novym situacim.

Zvolme za riamec na8ich tivah mnoZinu vsech auto-
busovych linek vedoucich z mésta H do mésta K
a oznaéme )i pismenem Z. Pismeny A4, B, C, D oznaé¢me
postupné tyto podmnoZiny mnoziny Z:

A ... mnozina vSech autobusovych linek, které stavi v A
B ... mnoZina viech autobusovych linek, které stavi v B
C ... mnoZina viech autobusovych linek, které stavi v C
D ... mnozina v3ech autobusovych linek, které stavi v D

Nasim akolem je uréit takovou podmnoZinu mnoziny
Z, do ni7 patifi ,,naSe’ autobusovi linka. Vyjadieme
viechny podminky z textu tlohy pomoci podmnozin
A, B, C, D a operaci s nimi:

1. ¢len komise navrhuje, aby linka patfila do mnoZiny
(BNC) 0 (BU D).

2, élen komise zastava nazor, Ze autobusova linka ma
patiit do mnoZiny (C J B) N (4 N C)'.

3. tlen komise poZaduje, aby tato linka patiila do
muoziny (B N 4A')Y (B NC (D). Promyslete du-
kladné vSechna tii tvrzeni!

Vzhledem k tomu, Ze v8echny tii navrhy byly schva-
leny, musi nové zavadéna linka patkit do priniku v3ech
t¥i uvedenych mnozin, tj. do mnoZiny

BN NBUDNCUBNMANG NBN
NAY N (B NCNDY

Jenom na zakladé tolioto pomérné slozitého zipisu
mnoziny ddme asi téZko ihned odpovéd. Pokusme se
proto tento zapis co nejvice zjednodusit.
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a) VyfeSme nejprve dany dkol uzZitim Vennova dia-
gramu pro ¢tyfi mnoziny 4, B, €, D. Na obrazku 14a
je sestrojen obraz mnoziny (B NC)Y N (B UD) N
N (C U B), na obrazku 14b je znazornéna mnoZina
Aney nNnBsBnay NnBNC ND)y. Na obrazku
14c¢ je potom sestrojen obraz priniku téchto dvou mno-
Zin.

Z obrazku l4c¢ mlZeme vytist tyto zavéry: Nové
zavadéna autobusova linka patii bud do mnoZiny

4 Z

7 7
YUY

Obr. I4a, b, ¢
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ANBNC ND nebo do mnoziny A N B NC' -\ D
nebo do mnoZiny 4’ (Y B’ () C () D. Po schvaleni viech
tfi navrhu zustavaji tedy tyto moznosti pro ziizeni za-
stavek:

Autobus bude stavét jenom ve méstech A, B;
autobus bude stavét jenom ve méstech A, B, D;
autobus bude stavét jenom ve méstech C, D.

Zkouskou dosazenim do textu ulohy se picsvédéte
o spravnosti uvedenych zavéra.

Nemohli bychom vyiesit na§ piiklad Vennovym dia-
gramem néjak elegantnéji a jednoduseji nez jsme pro-
vedli zde ? Co kdybyste pfedem ,,vyskrtali* viechna pole
Vennova diagramu, jeZ jsou obrazy téch podmnozin
mnoziny Z, do nichZ autobusova linka nemtzZe patiit
(tj. napiiklad B N C, A N C atd.) a pracovali uz jenom
se zbyvajicimi poli diagramu? Porovnejte své vysledky
s obrazkem 15.

X
X | X | X |X

Obr. 15

73



b) Pro srovnani s metodou Vennova diagramu ukaZme
zjednoduleni zapisu nasi mnoziny booleovskym vy-
poétem. Piejdéme k zapisu v symbolice Booleovy
algebry a pouzijme pfi dpravach axiomu a vét (1)—(25):
(be) . (0+d).(c+b).(ac) . (ba') . (bed) =

=[(b'+¢). (] +¢)+d)].(c+Db).(a +¢). (b+d).
.(b'+a) = (" +c).(c+b).(a’+¢).(bb"+db" + ba+
+da) = (b'c+¢'d).(a'+¢').(db 4 ba+da) = (a'b'c+
+a’be’ +be’). (db' 4+ ba+da) = (a’b’c+be’).(db’ -+ ba—+
+da) = a’b’cd+ be'db’ + a’b’'cba -+ be’ba+ a'b’cda -
+bc'da = a’b'ed+abe’ - abc’'d = a’b’cd+abe’ . (d+d')+
+abe'd = a’b’'cd+abe'd + abe’d’

Vratime-li se zpét k zapisu v mnoZinové algebie,dosta-
neme
da@nBncnnuAansenenbyuEn
NBNC A D)

Dospivame ke stejnému vysledku jako pii predchozi
metodé Feseni.

II. Matematizujme podminky z textu ulohy tak, aby-
chom dospéli k problému z logiky.

Vyhledejme nejprve v textu viechny ,,jednoduché™
vyroky a oznadme je pismeny:

S ... autobus bude stavét v mésté A,
T ... autobus bude stavét v mésté B,
U ... autobus bude stavét v mésté C,
V ... autobus bude stavét v mésté D.

Zapisme symbolicky pomoci pismen S, T, U, V a znaka
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SV LAS L vBechny vyroky jednotlivyeh  élent
komise.

Lélen...(TAUYA(TVY)
2.8len...(UVT)A (SAUY
3.8len ... (TASYA(TAUAVY -

Nasim tkolem je urdit vSechny uspotddané &tverice
pravdivostnich hodnot vyroka 8, T, U, V, pro néz je
pravdiva konjunkee vSech téchto tii vyrokt. Mame tedy
uré¢it vSechny uspofadané dtvetice pravdivostnich hod-
not vyroka S, T, U, V, pro které jsou zirover pravdivé
vyroky (TAU)Y, TVV, UVT, (S8ATUYy, (TASY,
(TAUAV).

a) Vyfedme tento tkol nejprve ,tabulkovou meto-
dou‘. Provéite, zda FeSeni uvedené v nasledujici tabulce
je spravné.

ph (8) 11111111000000°00
ph (T) 1111000011110000
ph (U) 11001106011001100
ph (V) 1010101010101010
ph (T A TU) 1100000011000000
ph ((T A U)) 001111110011 1111
ph (T v V) 111010 111010
ph(T‘v'U) i 11110 111 ();
ph (S A U) | 1001 | 000

ph ({8 A U)") 110 | 111 ‘!
ph (S) 00 l L1

ph (T A 87) 00 e H
ph ((T ~ 8%)) RN EEE RN
ph(TAUAV) {1 (oo | 11| RK R
ph(T UV [l vn ] 1

Z tabulky zjistujeme, Ze poZzadované vlastnosti maji
tyto dtvetice pravdivostnich hodnot: [1, 1, 0, 1], [1, 1,
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0, 0], [0, 0, 1, 1]. Odtud dospéjeme k tymz tiem moz-
nostem pro ziizeni autobusovych zastavek jako p¥i pfed-
chozich metodich Feseni.

b) Vyie§me tkol urdit vSechny étvefice pravdivostnich
hodnot vyroka S, T, U, V, pro které je
Ph(TAUYA(TVV)A(UVT)ABSAUYA(TA

ASYA(TMAUAV)Y] =1,
booleovskym vypocltem.

Po prepisu do symboliky dvouprvkové Booleovy
algebry (D, +, ., ') dochdzime k problému fesit rovniei
(tu) . (t+v).(u4¢t).(su) . (t8') . (tuv)’ =1

o &tyfech proménnych s, ¢, u, v v mnoZiné D x D x D x
x D. .

Po upravé levé strany rovnice (v8imnéte si metody
Lb) dostavame

stuv + stu'v + stu'v’ =1

Z tabulky 6 z 2. kapitoly je vidét, Ze étvetice (s, ¢, u, v]
patfi do mnoziny v8ech feSeni této rovnice, praveé kdyz

plati s't'uv = 1 nebo stu'v = 1 nebo stu'v’ = 1.

Podle (23) je s't'uv = 1 pravé tehdy, kdy?Z zaroveii plati
¢ =1,t=1u=1,v=1, ¢l
8§ =0,t =0,u=1v=1,

Obdobné dostaneme dalsi dvé feSeni rovnice:

1
0

s =1,¢
s=1,t

l,u=0,v
1, u=0,2

Mnozina v8ech FeSeni dané rovnice je tedy rovna {[0, 0,
I, 1), (1, 1, 0, 1]. [1, 1, O, 0]}). Odtud uZ snadno dojdeme
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k tymz ,,kombinacim* zastavek jako pii vSech piedcho-
zich zpusobech Fedeni ulohy.

Pozndmka: Néktefi z vas jisté umite Fesit tyto typy dloh
pomoci uzlovych diagrami. Zkuste i tento zplsob feseni!

Piiklad 31: Reste rovnici
XN{468 =X U357 NX (29)

o jedné prominné X v mnozing K vech podmnozin mno-
Ziny K ={1,2,3,4,5,6,7, 8}.

Redeni: 1. Priklad vyfeSme nejprve uzitim Vennova
diagramu. Predpoklidejme, Ze mnoZina v3ech feSeni
rovnice (29) v K je neprazdna mnoZina, tj. existuje
asponi jedna podmnozZina X, mnoZiny K, pro niZ je
XO n {41 6’ 8} = (Xl; U {33 5’ 7}) ﬂ XO

pravdivy vyrok.

Sestrojme tfikrat Vennuv diagram pro mnoZiny X,,
{4, 6, 8}, {3, 5, 7} (obrazky 16a, b, ¢). Na obrazku 16a je
sestrojen obraz mnoziny X, () {4, 6, 8}, na obrazku 16b
je zndzornéna mnozina (Xg UJ {3, 5, 7}) N X,.

K %
{«6.8) 27 {4.6,8}

X

25

Obr. 16a, b
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Mnoziny X, () {4, 6, 8} a (X, U {3, 5, 7}) ) X, jsou
si rovny, musi tedy kazdé pole diagramu, jez je éasti
obrazu pré.vé jedné z téchto mnozin, znazornovat prazd-
nou mnozinu (vzpometime na uvahy pfi feSeni ptikladu 5
v 1. kapitole). Vyhlede]me v8echna takova pole a na
obrazku 16¢ do nich vepi$me znak pro prazdnou mno-
zinu. Vzhledem k tomu, Ze prunik mnoZin {4, 6, 8}
a {3, 5, 7} je prazdnd mnozina, lze znak o \'opsat do

dalsich dvou poli.
K

Obr. 16¢

Nyni se na tomto obrazku pokusme obraz kaZdého
prvku mnoiiny K umistit” do nékterého z poli dia-
gramu, jeZ neni oznaéeno znakem . Ziejmé lzc Je(lno-
znadné zakreslit kazdy z obrazu prvkid 4, 6. 8. 3, 5, 7.
Obrazy disel 1 a 2 nelze jednoznaéné umistit, mohou se
nalézat v kterémkoliv ze dvou zbyvajicich poli, v némz
dosud neni zakreslen obraz zadného prvku mnoziny K.
Tuto skuteénost vyznalime na obrazku l6c oblontkem
spojujicim ptisluénd pole a nad néj piipiSeme Cislice
la2.

Z obrizku uZ snadno nahlédneme, Ze plati: je-li X,
feSenim rovnice (29), pak je X, C (1, 2}. Vypidme viech-
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ny podmnoziny mnoZiny K, pro néz plati tato podminka:
@, {1}, {2}, {1, 2}.

Zkouskou dosazenim do dané rovnice ,,provéite’’ po-
stupné kaZdou z téchto mnozin. Zjistite, Ze mnozina
viech Feseni je { o, {1}, {2}, {1, 2}}.

II. Ukazme feSeni rovnice (29) booleovskym vypo-
étem. Piejdémek zapisu v Booleové algebie ({4, 6, 8} —
a, {3, 5, 7} —~ b) a pouzijme axiémua a vét (1) az (25):

ar = (z'+b).x
ar = 2’z bx
ar = bx “(30)
(ax) .bx+azx.(bx) =0 (31)
(a’+2').bx+ax.(b'+x') =0
a'bx+ab'z =0
(eb+ab’).x =0 (32)

Piejdéme zpét k symbolice mnozinové algebry:

[((4,6.8) N {3,57) U {468 NG5 NX = o

Po tprave levé strany této rovnice dostaneme (provéite!)
3,456 7.8 NX = ¢ (33)

Pfitom (33) plati pravé tehdy, kdyz je X C {1, 2}.
Tento zivér je shodny s vysledkem pfedchozi metody
FeSeni; mnozina vSech feeni je { o, {1}. {2}. {1, 2}}.

Jisté jste si vsimli, Ze pfi fedeni booleovskych
rovnic jsme nijak nezdiraziovali, Ze je t¥eba
provadét zkousku. Zabyvejme se hloubé&ji timto pro-
blémem. Vyjdéme z konkrétniho piikladu; zkoumejme
z tohoto hlediska postup fefeni rovnice (29).

79



Predstavme si, Ze rovnice (30) az (32) jsou pfepsany
do symboliky mnozinové algebry (pfipadné si je do této
symboliky ptepiste). Oznadme mnoziny viech ¥eSeni
rovnic (29)—(33) postupné pismeny P, P,, P,, P, P,.

Snadno nahlédneme, Ze plati P = P, (upravovali jsme
pouze pravou stranu rovnice (29); pfitom pro vSechna
b, x mnoiiny B je (' +b).xz = bx). Od rovnice (30) jsme
dospéli k rovnici (31) uzitim véty (24). Jestlize si ji
znovu pfripomenete, je ihned ziejmé, Ze plati P, = P,.
Sami provéite, ze je také P, = P,, P, = P,. Odtud plyne
P =P,

Z této ivahy vyplyva, Ze v naSem piipadé neni tfeba
zkousku provadét; je pro nas nejvyse kontrolou sprav-
nosti vypodti.

Tento zavér je mozino zobecnit na viechny
pitipady booleovskych rovnic a jejich soustav,
pfi jejichZ feSeni pouzivime jenom axiomu
avet (1)—(25).

Nékterym z vis sc¢ moznd zda dprava rovnic uZitim
véty (24) zbytedné komplikovani. MiZete namitat, Ze
po této apravé (tj. po ,,anulovani‘ rovnice) dostaneme
obvykle na levé strané dané rovnice slozitéjsi vyraz,
ktery pak éasto zjednoduSujeme dosti pracné. Pritom
pfi fedeni ,,éiselnych’ rovnic pouzivame ekvivalentni*)
dpravy, jez jsou daleko ,.jednodussi‘:

Ndsobime obé strany rovnice stejngm Cislem razngm od
nuly,; pFicitdme k obéma strandm rovnice stejné éislo.

Nebylo by vhodngj$i namisto véty (24) (respektive

*) Volné fe¢eno, o ekvivalentni apravé hovofime tehdy,
kdyz plati: upravime-li pomoci ni n&jakou rovniei, pak mno-
ziny vsech feSeni této rovnice a rovnice upravensé jsou si rovny.
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(25)) pti FeSeni booleovskych rovnic uzivat takovychto
jednoduchych tiprav?

‘Vratme se k rovnici (30) z ptikladu 31 a vynasobme obd
jeji strany napiiklad prvkem &' (b # 1, tedy b = 0):

axb’ = bxb’
ab'z =0

Po piepisu do symboliky mnozinové algebry (K, U, 0, )
dostivame

46,8 N3,57T NX =u
a po Gpravich levé strany této rovnice

4,68 NX =

Odtud plyne X C{1,2,3,5,7}.

Porovname-li tento zavér s mnozinou vsech Fedeni
rovnice (29), miizeme konstatovat, Ze ndsobeni obou
stran booleovské rovnice danym prvkem neni ekvivalentni
dpravow. Sice jsme tedy ,,vyteSili” rovnici (29) timto
zpisobem rychleji, ale musime nyni provést jesté zkous-
ku, kterd bude dosti zdlouhavé — je nutno ,pro-
vérit' 32 podmnozin mnoziny K.

Obdobné zjistime, Ze ani #dprava , pfifteni stejného
proku k obéma strandm rovnice’’ nent ekvivalentni. Jestlize
napfiiklad pfi¢tete k obéma stranam rovnice (30) prvek 1,
dostanete nakonec X C K.

V ¢em tkvi pfi¢ina naseho ,,nedspéchu‘’?

Jisté vite, Ze pro vdechna redlnd &isla a, b, ¢ plati véty:
Je-li a+c = b+c, pak je a = b; je-lt ac = bc a zdrover:
¢ # 0, pak jea = b.

Tyto véty v Booleové algebie neplati. V modelu
(K, U, N, ') z piikladu 31 je napiiklad {1, 2} U {3, 4,
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6} ={1,2,31U (3,4 5),{LL2 N{4 5} ={L 2,3 N
N {4, 5} a ptitom je {1, 2} # {1, 2, 3}.

Pozndmka: V piikladé 31 jsme uzitim véty (24) dospéli
k ,,anulovanému‘‘ tvaru rovnice. D4 se obecné dokézat,
Ze v (B, +, ., ') plati: Kaédou rovnict o jedné proménné x
lze prevést na tvar

ar+bx'+c¢c =0,

kde a, b, ¢ jsou konstanty z mnoZiny B.

Na zavér této kapitoly uvedme jesté jednu slovni
tlohu vedoueci k feleni booleovské rovnice.

Piiklad 32: Ve tiech pavilénech A, B, C vystavniho
aredlu jsou umistény exponaty z éeského skla a biZute-
rie. Detektivové Ping a Pong vySetfuji kradez vzacné
kiiftdlové vazy, jez byla vystavena v pavilénu A. Je jiz
ziejmé, Ze pachatelé jsou mezi osmi nav3tévniky, které
si zde pro struénost oznadime a, b, ¢, d, ¢, f, g, k. Zkuse-
néjsi Ping uz zna jednoho z pachatelt kradeze. SnaZi se
i Ponga dovést k feSeni ukolu.

Pong: ,,Zjistil jsem, Ze v pavilénu A byli a, ¢, 2 a s nimi
nebo mezi nimi v8ichni pachatelé.

Ping: ,,Mohu vam prozradit, Ze nikdo dalsi z podezie-
lych tam uz nebyl.*

Pong: ,,V pavilénu B byli viichni kromé b a ¢. V pavilénu
C byli uréité d, f, g, b.“

Ping: ,,J4 jsem navic zjistil, Ze v C byli také v8ichni ti,
ktefi nepatii mezi zlodéje. Ale uz nikdo vice.*

Pong: ,,Ve viech tfech pavilénech byli jenom a, A.*

Ping: ,,Spravné. A ted uz miiZete uréit jednoho pachatele
a rozhodnout, ktefi dalsi z ndvitévnika ptipadaji
v tdvahu jako jeho spoleénici.*
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Reseni: Matematizujme text nasf tlohy tak, abychom
dospéli k mnoZinovym situacim.

Zvolme za rdmec nafich Gvah mnozinu v&ech pode-
zielych navstévnika a oznaéme ji pismenem V; je tedy
V ={a,b,c, d, e, f, g, k}. MnoZinu zlodéji oznaéme X.
Podminky uvedené v textu ulohy mitizeme pak zapsat
takto:

Mnozina vSech navstévnikia
v pavilbnu A ... {a,e, R} U X
v pavilénu B ... {b, ¢}’
v pavilénu C ... {d,f. g,k U X’
MnoZina navitévnika, ktefi byli ve viech pavilénech
je jednak ... ({a,e,h} U X) N {b,c} N ({d, 1, 9.k} U X')
a jednak ... {a, b} '

Odtud dospivame k rovnici
({a, e, B} U X) N {b, ¢} N ({d, [. 9.k} U X’) = {a, k} (34)
o jedné proménné X.

Nasim tkolem je urdit mnoZinu viech jejich FeSeni
v mnoziné V viech podmnozin mnoziny V.

Resme tento vikol booleovskym vypoétem pomoci
axioma a vét (1)—(25). Prejdéme k zapisu v Booleové
algebic ({a, ¢, B} 4, {d, [, g, B} =k, {a, B} - m).
Viimnéte si jeste, Ze je {b, ¢} ={a, e, B} U {d, f, g, k}.

Sledujte pozorné jednotlivé kroky feSeni a vidy si je
odivodnéte podle ptisludného axidomu ¢&i véty!
Gt+x).+k).(k+2')=m
((7+x)((7+k) (k+2)) .m+(G+z).(j+ k). (k+2).

m' —

(j'x'+ 7k + Ez).m+ 5+ kx).(km' +2'm’) = 0
jg'm+ 7 k'm+ kE'zm+ jem’ + kxm’ + jz'm’ = 0
(km’ + k'm).x+ (jm’ +j'm). 2"+ (jem' + j'k'm) = 0
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Podle (22) je dale

(km’'+k'm).x = 0 a zaroveil (jm’'+j'm).x’ = 0 a zaro-
ven jkm'+43'k'm = 0.

Prejddme zpét k symbolice mnoZinové algebry; dosta-
neme '

[{d. f. 9. B Nia, B}) U, [. 9, B} N {a, AD] NX =
=02 (35)

[({a, e, 1N {a, )V (@, &, B} N {a, APIN X' = = (36)

({a, e, B} N{d. f.9. 2 N{a, k) U ({a ey N{d [ g
Y N{a b)) = o (37)

Nejprve rozhodnéte, zda vyrok (37) je pravdivy &i
nikoliv. Pravdivost tohoto vyroku je zfejmé
nutnou podminkou pro to, aby mnoZina v8ech
FeSenirovnice (34) byla neprazdna.

Zjistite, Ze (37) je vyrok pravdivy.

Upravte dale levé strany rovnic (35) a (36); porovnejte
pak své zavéry s nadimi:

ladfggNX =2
@NY ~ o
Odsud postupné dostdvame
X Cfbceh
fefC X

Nyni vz maze Pong podat teseni akolu (zkouskou
dosazenim do textu pifkladu se ptesvédéte, Ze nasledujici
zavéry jsou spravné): Jednim z pachatelid kriadeie je
uréité podeziely e. Dalsi, ktefi pfipadaji v nvahu jako
jeho spoleénici, jsou b, ¢, k. Z podezieni jsou vyloudeni
a,df g
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Obr. 17a, b, ¢

Na obrazcich 17a, b, ¢ je jeSté provedeno TeSeni pfi-
kladu uZitim Vennova diagramu pro mnoZiny X,,
{a, e, b}, {d, f, g, h}. {a, B}.

Cviéeni

1. Reste cviteni 2 a 3 » 1. kapitoly a cvideni 3 a 5 z.2. kapitoly
booleovskym vypodétem.
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2. Zjednoduste zépisy téchto mnozin:

a)(DNANBUECH AUEHU DN UB)Y)U
Uwa' NEyYNo

BUALN@NNNUAUONBNDUENFUHNC N
N@nbyn@dney

8. Reite rovnice o jedné promdnné X v mnoziné viech pod-
mnoZin mnoziny U = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}:

8) (X N{467HUB5 =X

by (XU {1,450 N(XVU(23=

) (XU{1,45HN X U{L,23)= 2

d) 2,4, N X)H)0UXNOA(, 2 5)={3, 4, 5, 6)

4. Necht I j je mnozina vSech podmnozZin nepriazdné mnoziny

M. Rete rovnici (A N XYUBNXHYUC=go o proménné
XzMa parametrech 4, B, Cz M.

5. Vratte se k modelu Booleovy algebry, ktery byl uveden
ve eviteni 4 ze 4. kapitoly. Oznadte nejmensi spoleény néasobek
(nejvtai spoleény délitel) prvka 7, s mnoZiny C symbolicky
n (r, 8) (D (r, 8)).

Reite pak rovnice
a) n(D(z, 2), 3) = D(n (3, z'), x)
b) D(n(z' D(l, z)), 6)=n (D(:U’, 3),2

o jedné proménné x v mnoziné C.
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6. UvaZujme model Booleovy algebry (V, %, O, =) ze oviteni 7
ke 4. kapitole. Zvolte konkrétnd n = 3. Redte palf rovnici

([I‘, Tay -"f'a] * [27 3, 2]) * [zlo Tay :B.] = [2’ 2, 3]

o jedné proménné [z,, 2., T,] v mnozind V.

7. Tkida II. b jistého gymnasia se chystd na vylet. Je pFed-
bézné dohodnuto, Ze navstivi nékterd z péti vyletnich mist,
kterd zde pro struénost oznaéime A, B, C, D, E. Pozdéji byly
podédny jestdé tyto upiesiujici ndvrhy: Navativit zdroveit A i B
nebo se podivat do Ci D. Vynechat névitévu C. NenavitSvovat
soudasnd C a D. Vynechat aspoii jedno z mist E, A nebo nena-
vitdvovat zdroveii B a E. Kterd vyletni mista z uvedenych
péti tiida navstivi,  pfedpokldddme-li, ze viSechny ndvrhy
,»prodly‘‘ a jiné poddny nebyly?
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7. kapitola

BOOLEOVA ALGEBRA
V ELEKTROTECHNICE

V této a nasledujici kapitole budeme ilustrovat uZiti
Booleovy algebry pfi feSeni nékterych jednoduchych
dloh z technické praxe. Zvlasté vyuzijeme poznatkt
o booleovskych funkcich, s nimiZz jsme se seznamili
v 5. kapitole. Pljde zde pouze o informativni seznameni
se s danou problematikou; k hlubsimu studiu vam mohou
slouzit nékteré publikace z doporutené literatury uve-
dené v zavéru knizky.

Uva,au]me elektricky obvod, v ném# je zapojeno
zafizeni, které podle nasich pokym“l proud bud pro
pousti nebo nepropousti. Nejjednodussim takovym zati-
zenim je kontakt (spinac). Predstavte si jej naptiklad
jako zcela obyéejny vypina¢ (kli¢) nebo jako spina¢
elektromagnetického relé. Zabyvejme se elektrickymi
sitémi, v nichZ jsou zafazeny kontakty; v dal§im hovoi-
me o tzv. kontaktnich sitich.

Kontakt se mate nachdzet ve dvou stavech: bud jim
prochdzi proud (,,raménko‘‘ spinaée je sklopeno) nebo jim
proud neprochdzi (,,raménko’’ spinade je odklopeno).
Oznacéme tyto stavy postupné 1 a 0. Prave tak jako jednot-
livé kontakty i kontaktni sit miZe nabyvat pouze dvou
riznych stava: ,,proud siti prochdzi* — stav 1, ,,proud
sitt neprochdzi' — stav 0. Stav sité bude ziejmé zdviset
na stavech kontaktd v ni zafazenych a také na tom, jak
jsou tvto kontakty v siti ,.zZkombinovany‘. Je-li v siti
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zafazen jediny kontakt, pak stav sité a stav pFislusného
kontaktu jsou sobé rovny.

Sif, v niZ je zafazen jediny kontakt o stavu z (z je
proménna, oborem je dvouprvkova mnoZina stavil), se
oznaduje schematicky tak, jak je uvedeno na obrazku 18.

X

_ 7

Obr. 18

Této siti miZzeme pFifadit sit s jednim kontak-
tem o stavu z', ktery bude vidy v opaéném stavu nei
kontakt o stavu x (promyslete technickou realizaci).
V tabulce 9 jsou uvedeny dvojice stavi [z, 2], jeZ mohou
nastat, a na obrazku 19 je nadrtnuto schéma této nové
sité.

x! x| o
7 ol 1
1 0

Obr. 19 tab. 9

Uvazujme nyni kontaktni sif, v niZ jsou zapojeny
paralelné dva kontakty o stavech z, y (schéma na obrazku
20). Dosazujme za z a y postupné jednotlivé prvky
z mnoziny stava a uréujme vysledny stav sité(viz
tabulka 10).

X
. A T¥ 0
o | o1
/2 11
Obr. 20 tab. 10
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Siti prochdzi proud, pravé kdyZ je aspoit jeden z kontakti
ve stavu 1.

Obdobné zkoumejme vysledné stavy sité pii sériovém
zapojeni kontakti (obrazek 21, tabulka 11).

x Y :\i' o
—/‘-—/‘— 0 0 0
1 0 1

Obr. 21 tab. 11

Touto siti prochdzi proud pravé tehdy, kdyZ oba kontakty
jsou ve stavu 1 (tj. proud prochazi obéma).

Odmyslime-li si fyzikalni interpretaci symbola 0 a 1,
pak tabulky 9, 10 a 11 jsou vlastné definiénimi
tabulkami operaci doplnék, sé¢itani a nasobeni
na dvouprvkové mnoziné D [(D, +, .,’) — dvou-
prvkova Booleova algebra/. Doplnék k prvkux € D
lze realizovat siti na obrdzku 19; soudet prvki
z Dsitiskontaktyzapojenymiparalelné;soudin
prvki z D siti s kontakty zapojenymi sériové.
Jinak Yeéeno, uvedenymi kontaktnimi sitémi lze rea-
lizovat*) booleovské funkece f:y =2, g:u =z+y,
h:u = zy, kde =, y jsou proménné o oboru D.

Z nasich uvah je ztejmé, Ze kontaktnimisitémi budeme
moci realizovat i dalsi, sloZitéj8i booleovské funkce.
Tlustrujme zavéry, k nimz jsme dospéli, na nékolika
ptikladech.

*) Réenim ,,kontakint sit realizuje booleovskou funkei** budeme
rozumét v podstaté toto: siti prochdzi proud, pravé kdyz hod-
nota piislusné booleovské funkee je rovna 1.
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Priklad 33: Je diano schéma kontaktni sité (obr. 22).
Uréete booleovskou funkei f o proménnych z, y, z, u, v,
kterd je touto siti realizovéna.

e S
1 ]

Obr, 22

Reseni: Funkei f lze uréit rovnici takto (provéite!):
f:w=(xy' +u).z.(v+u)
Po zjednoduseni pravé strany rovnice mazeme psat
frw = (zy'v+u).z

Priklad 34: Jsou dina schémata kontaktnich siti (obraz-
ky 23, 24).

t
f

+—

>

| v
—_— x! u ‘._./I__.1

L
%

Obr. 23
X Y, u
——/I—/I—/l—— v
3 y r

Obr. 24
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Rozhodnéte, zda booleovské funkce f,, f,, jeZ jsou pii-
sludnymi sitémi realizovany, jsou sobé rovny.
Redeni: Urtime nejprve kazdou z funkei rovnici. Dosta-
neme:

hiw=(zy+zu).v.(y +x)

fo:w = (xyu+2’).0

Kazdou z nich mazZete uréit tabulkou. Odtud uz potom
snadno dospéjete k zavéru. Provedte tuto ¢ast feSeni
tkolu samostatné.

Pfiklad 35: Je dana booleovska funkee f o t¥ech pro-
ménnych z, y, z definovana tabulkou takto:

zly | 2z | Fz,y2)
1|11 1
1|10 0
1|01 1
100 1
ol 11 0
ol 170 0
0 01 1)
0101 0 1

Nadrtnéte schéma kontaktni sité, ktera tuto funkei reali-
zuje.

Redeni: Uréime nejprve funkei f rovnici.
fru=ayzi ay'zt+ayz +x'y'z
Po upravach dostaneme
fru=uxzz4yz
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Schéma kontaktni sité je na obrazku 25.

A

_1. [

Obr. 25

Priklad 36: Je dana kontaktni sif, jeZ realizuje jistou
booleovskou funkei f (schéma na obriazku 26). Rozhod-
néte, zda existuje kontaktni sif s nejvySe &tyfmi kon-
takty. jeZ realizuje funkei rovnou f.

Sy, Y
2 >—/‘— ¥
%J_l JL y

AR

Obr. 26

Refeni: Urdime funkei f rovnicf.
f:u=(ez +yz').z.(x+zy)+ay
Po dpravich pravé strany rovnice dostaneme
fru=z.(2+y) Provéite!
Existuje tedy sit s tfemi kontakty, jeZ realizuje funkei f

(tj. sit, jez ,,funguje‘ stejné jako sit vychozi). Natrtnéte
si jeji schémal!
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Priklad 37: Lampa je ovlidina tfemi vypinadi. Sviti
pravé tehdy, kdyz aspon dva z nich jsou zapnuty. Naért-
néte schéma piisludné sité (o co nejmensim podtu kon-
taktu).

Redeni: Oznadme vypinade postupné pismeny A, B, C;
jejich stavy a, b, c. Stav vypinaée A oznadme 1, pravé
kdy? je zapnut; 0, pravé kdyZ je vypnut. Stejné tak pro
stavy vypinadia B a C.

Uréeme tabulkou funkei g o tiech proménnych a, b, ¢
z mnoziny D, jejiz realizaci bude hledana elektricka sif.
Provéite tuto tabulku! '

a | b ¢ g (a, b, ¢)
1 1 1 1
1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 0 0
0 1 1 1
0 1 0 0
0|0 1 0
0 0 0 0

Uréeme funkei g rovnici. Lze psat
g :y = abc+ abc’ +ab’c-+ a’be
a po upravé pravé strany rovnice
g:ry=ab+tc.(a+1)

Schéma piislusné kontaktni sité si uz naértnéte sami!

Pfi feeni tohoto piikladu miZeme postupovat také
takto:
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Ozna¢me pismeny «, f, ¥ postupné vyroky

& ... vypinaé A je zapnut
p ... vypina¢ B je zapnut
y ... vypina¢ C je zapnut

Z podminek textu tdlohy pak dospéjeme k zavéru, Ze
lampa sviti (t]. siti prochdzi proud) pravé tehdy, kdyz je
pravdivy vyrok

(xABYV(aAy)V(BAY)

Piejdéme k dvouprvkové Booleové algebie (D, +, ., ')
(x > a, B — b,y —c). Potom lze pfedchozi zavér formu-
lovat takto: Siti prochazi proud, pravé kdyz je ab+ac+
+be = 1. Jesté jinak Fedeno, siti prochazi proud, pravé
kdyZ hodnota funkce ¢ : y = ab+ac+ be (a po upravé
g:y = ab+c.(a+ b)) je rovna-1.

Dospivame ke stejnému vysledku jako p¥i pfedchozi
metodé feSeni.

Booleovské funkee lze realizovat i jinymi zpisoby nez
pomoci kontaktnich siti. Namisto rtznych kombinaci
kontaktd mohou byt v siti zafazeny elektronické elementy
(diody, triody, tranzistory). Mezi zakladni, elementdrni
¢asti takovychto obvodi patii tzv. souétovij élen, souls-
novy Elen a doplitkovy Elen (invertor).

Césti, z nich? se sklida soudtovy &¢len, miZeme pii-
blizné popsat takto:

1. Dva nebo vice vstupd, z nichZ kazdy se miZe nachizet
v jednom ze dvou stavi 0,1.*) Na obrdzku 27 je schéma

*) Jde obvykle o dvé tirovné napéti; znakem 1 se oznaduje
vy8&i napéti, znakem 0 napéti niZsi.
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souétového élenu se dvéma vstupy ve stavech x a y, na
obrazku 28 schéma souttového ¢lenu se tfemi vstupy
ve stavech z, y, 2.

X
X o
S X+y b X+)y+2Z
+ + -0
Y
r | 1)
Obr. 27 Obr. 28

2. Jeden vystup, ktery sc opét maze nachazet v jednom
ze dvou stavi 0 nebo 1.
3. Zatizeni, které pracuje tak, Ze na vystupu je
stav 1, pravé kdyZ aspon jeden ze vstupu je ve
stavu 1.

Souétovy dlen tedy v jistém smyslu nahrazuje funkci
paralelné zapojenych kontakt v kontaktni siti.

Souéinovy élen nahrazuje v podstaté funkci sériové
zapojenych kontaktt v siti. Ma vidy aspon dva vstupy,
jeden vystup a zafizeni, které zpisobuje, Ze vystup je
ve stavu 1, pravé kdyz viechny vstupy jsou ve
stavu 1. Na obrazku 29 je schéma souéinového &lenn
se dvéma vstupy ve stavech x, .

Xy

|

Obr. 29

‘Doplitkovy ¢len (invertor) ma vzdy jeden vstup,
jeden vystup a zafizeni, které pracuje takto: je-li
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vstupvestavul, jevystup vestavu 9, je-livstup
ve stavu 0, je vystup ve stavu 1. Schéma invertoru
se vstupem o stavu & je na obrazku 30.

X | ) x!

Obr. 30

Pomoei soudtovych, souéinovych a doplikovych
Slentt mizeme funkei g z piikladu 37 realizovat tak, jak
je uvedeno na obrizku 31. Pro va3e pohodli jsou popsany
stavy u jednotlivych vystupu.

a

o_r-l—l ab

J ]— +) ab + c{a+b)
— 1+ a:b ) c(a+b) |
i ®

Obr. 31

D O~

Piiklad 38: Vybor &tyr ¢lend K, L, M, N rozhoduje
vétsinou hlast. Pouze v pfipadé rovnosti hlasa ma pied-
seda K rozhodujici hlas. Hlasovani se provadi timto
systémem: Kazdy élen vyboru stiskne tlaéitko umisténé
pfed sebou, privé kdyz ndvrh schvaluje. Jestlie byl
navrh ptijat, rozsviti se Zdrovka, jinak zlstane zhasnuta.
Navrhnéte piislusny obvod!
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Redeni: Oznaéme stavy tladitek (vypinaéd) u jednotli-
vych élentt vyboru K, L, M, N postupné £k, I, m, n. Stav
vypinade oznadéme 1, pravé kdyZ je ptislusnym d&lenem
vyboru zapojen (stisknut). Vysledny stav sité bude roven
1, pravé kdyz zarovka sviti. 7

Zkuste samostatné uréit funkei A, jejiz realizaci bude
hledany obvod. Srovnejte pak své zavéry s na8im vy-
sledkem:

h:y=Imn+k.(l4+m-+n)

(Pouzijte nékterou z metod, jez byly uvedeny pfi Feseni
pitikladu 37).

Na obrazku 32 je schéma obvodu se soudtovymi,
soudinovymi a doplitkovymi ¢leny. Provéite, Ze schéma
je nakresleno spravné!*)

l
m
+ +}—o

)
L/

0

B 4

QObr. 32
*) NaSe zafizeni bude ,,fungovat’ spréavné jenom v tom pfi-
padd, kdyz vSichni &lenové vyboru, ktefi hlasuji ,,pro*,
ptisknou tladitka souéasnd. Lze viak také do obvodu zapojit
zaFizeni, které zarudi, Ze si ,,obvod pamatuje’, zda néjaké
tlagftko bylo stisknuto (tuto funkci miiZe plnit napfiklad
tzv. klopny obvod).
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Dalsi piiklad je malou ukazkou navrhu konstrukce
elektrického obvodu miniaturniho ,,zkouseciho* stroje.

Priklad 39: Student obdrZi tfi otdzky, na néZ mi odpo-
védét .,ano’‘ nebo ,,ne. Navrhnéte obvod ,,zkouseciho
stroje’, s nimi student pracuje takto: Chece-li na danou
otdzku odpovédét ,.ano“, stiskne pfisludné tladitko;
v opaéném piipadé tlagitko nestiskne (ptedpoklédime,
Ze tlacitka jsou opatiena zafizenim ,,na zapamatovani).
Pozadujeme, aby stroj po skonéeni zkousky udal podet
spravnych odpovédi.

Predpokladejme. e pii této zkousce ma byt spravna
odpovéd na otazky A a C ,,ano, na otazku B ,,ne".
Redeni: Necht jsou tlagitka popsdna pismeny A, B, C;
jejich stavy oznaéme postupné a, b, ¢. Oznaéme stav
piislusného tladitka 1, pravé kdyz je stisknuto. V nasle-
dujici tabulee jsou uvedeny viechny mozné kombinace
téchto tii stavi; v poslednim sloupei je uveden podet
spravnvceh odpovédi. A -

T
| Pocet spravnych
@b odpovadi-
|
111 2
1il1: 0 1
1 i 01 3
110w 2
o1 1
0 lf 0 0
ol o1 2
0l ol o 1
|

Urteme rovnicemi funkce f;, fo. fi1, fo, které budou
realizovany témi ¢dstmi hledaného obvodu, jimZz odpo-
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vidd postupné 3, 2, 1, 0 spravnych odpovédi. Pak je

iy =abc
fs:y =a.(be+b'c’)+abc
Lty = abe’+a’ . (bc+b'c)
fo:y = a’be’

Schéma piislusného obvodu je na obrazku 33. MiZete si
ho ptekreslit a u jednotlivych vystupi nadepsat vidy
prisludny stav. Tak provétite, zda je schéma nakresleno
spravné.

Cvideni

1. Pro kazdou z funkei ¢, : y = zz4uz'+z'2'v’,

gs: ¥ = (zuvtuz').(v'+2)
nadrtndte sohéma kontaktni sitd a obvodu s elektronickymi
elementy, jeZz tuto funkei realizuji.

2. S8itd na obrézcich 34, 35, 36 realizuji jisté funkce hy, h,,
hy. Nadrtndte sohémata siti o co nejmendim podtu kontakta
(elementdrnich &lenu), jez realizuji opdt funkce h,, hy a h,.

sy %

] u, v',j u',l yL 2
Obr. 34
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Obr. 34
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—DF

X
s
y ° / ° /
. /

Obr. 35
u

Dabd
. Dab D)D)
z

Obr. 36

3. Lampa je ovldddna tfemi vypina¢i. Sviti, pravé kdyz je
zapnuty lichy podet vypinadu. Nakreslete schéma prislusného
obvodu!

4. Bezpedny chod stroje je kontrolovéan péti vypinaéi A, BB, C,
D, E. Kazdy z vypinacu se vypne, jestlize odpovidajici ¢dst
stroje selze. Bezpednostni zafizeni zastavi stroj, praveé kdyz se
vypne vypinaé B nebo kdy?Z se vypnou aspon dva z ostatnich
vypinaéi. Nakreslete schéma p#islusného obvodu!

5. Relte tyZ kol jako v piikladé 4 pro piipad, %e bevpednostni
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zafizeni zastavi stroj, pravé kdyz je splnéna aspon jedna
z podminek a), b), ¢):

a) A je vypnut a zdroven aspon jeden z B, C se vypne.

b) D se vypne a zdroven aspon jeden z C, E se vypne.

c) Aspon t¥i z A, B,‘C, D, E se vypnou.

G. Vybor péti &élena K, L, M, N, O se rozhoduje vétdinou hlasi.
Navic ale navrh neni pfijat v tom pFipad8, kdyZ pfedseda K
a zdroven mistopiedseda L jsou oba ,,proti‘. Systém hlasovéni{
je tyZz jako v piiklad® 38. Navrhnéte pFisludny obvod!

7. Redte ty2 ukol jako v piiklads 39 pro ,,zkouSeci‘* stroj se

&ty¥Fmi tladitky. Sprdavné odpovédi na otdzky A a B jsou ,,ano,
na otdzky C a D ,,ne‘.
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8. kapitola

ELEKTRICKE OBVODY
POCITACU

V této zavéredné kapitole se na nékolika jednoduchych
prikladech seznimime s principem navrhovani
elektrickych obvodd poditadu (poéitacich stroju).
Potitade obvykle pracuji ve dvojkové &iselné soustave.
Je proto nezbytné, abychom o ni uvedli aspoii velmi
struéné poudeni.

V teorii éisel plati tato véta:
Necht je n libovolné prirozené Cislo, z libovolné piirozené
Gislo vét§t neZ 1. Pak kaZdé prirozené &islo b, pro nés plati
2 < b <z, lze vyjddrit ve tvaru

b=0byz"+by 214 ... +b,2 + b ; (38)

pFitom je b, jednoznaéné uréené piirozené Cislo mendi nef z;
bo—1s Bums, ..., by, Do jSOU jednoznaéné uréend celd mezd-
pornd &isla mensi nes z.

Zvolme pro ilustraci napfiklad é&islo 6 = 51 (chdpeme
je zapsané v obvykle pouZivané desitkové soustavé). Lze
pak psat

proz =10 b =5.10141.10°

proz =15 b = 3.15'4-6.15°

proz=8 b=6.843.8

proz =15 b =2.5240.514+1.5°

proz=3 b=1.342.3242.3140.3°

proz = 2 b=1.2641.2410.2340.2241.214+1.2°
Vyjadifme-li &islo b ve tvaru (38), Fikdme, Ze jsme je
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uréili v soustavé o zdkladu z. Je-li z = 10, mluvime o sou-
stavé desitkové (dekadické), pro z = 9 o _soustaveé devit-
kové, pro z = 2 o soustavé dvojkové atd. Piirozené &islo
2> 1 nazyvame zdklad soustavy,; symboly, kterymi se
zapisuji &isla b,, b.-y, . . ., by, nazyvame éslice nebo cifry
(dale namisto ,,gislice, kterou je zapsano é&fslo ,, pisme
struénéji ,,dislice b;°‘). O &islici b;, u niZ je z v ¢-té moeniné
(¢! =0,1, ..., n), fikdme, Ze je Ffddu i-tého.

Skuteénost, Ze &islo b je uréeno v soustaveé o zdkladu z,
zapiSeme struéné

| b = (babuy . .. bybo),
V nadem ilustradnim piikladé Ize tedy psat

b = (51)10 = (36)15 = (63)0 = (201)5 = (1220)3 =
= (110011),

Zabyvejme se nyni pouze dvojkovou soustavou,
v niZ pracujeme jenom s ¢&islicemi 0 a 1. Smluvme se, Ze
v této kapitole budeme namisto ,,(b,ba-y ... bbo)y’* psét
struénéji jenom ,,b.b,—, ... bby'".

Podivejme se na zikladni operace — séitdni a naso-
beni — v této soustavé. Uréeme nejprve viechny mozné
soulty a soudiny é&isel o jedné &islici (tzv. zakladni
spoje s&¢itani a ndsobeni). Plati

04+0= 0 0.0=0
0+1 =1 0.1 =0
140 =1 1.0 =0
1+1 =10 1.1 =1
Uspotadejme tyto vysledky piehledné v tabulkach:
PR a2 o1
a + b: 0 i 0 1 a.b: 0 0 0
1 110 1 0 1
tab. 12 tab. 13
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Vzpomefime na dvouprvkovou Booleovu algebru (D,
+, ., "), kterou jsme zavedli v 5. kapitole. Viimnéme si,
Z%e tabulka 13 je formalné zcela shodna s definiéni tabul-
kou operace nasobeni na D. Tabulka 12 se li$i od tabulky
definujici operaci séitdni na D pouze v jednom ,,soudtu*‘.

Obdobné jako v desitkové soustavé miZeme i v sou-
stavé dvojkové séitat a nasobit viceciferna &isla. Pro-
véite, Ze dale uvedené vypodty jsou spravné! (Vyuzijte
tabulek 12 a 13.)

110 11111 110 11111
+111 410010 -111 .10010
1101 110001 110 111110
110 11111
110 1000101110
101010

Zavedme je$té jednu umluvu, jez bude v dalsim uzi-
teénd. Jestlize pred &islo b zapsané ve dvojkové soustavé
pripiSeme koneény pocet nul, chapeme i tento novy zapis
jako zapis ¢isla b. Naptiklad misto 11 mizeme psat 011,
00011 atd.

Priklad 40: Navrhnéte elektricky obvod poéitade, ktery
,umi‘ séitat dvé libovolna jednociferna nezdporna &isla
zapsand ve dvojkové soustaveé.

Reseni: Prepidme tabulku 12 takto:

a b 8 8
o | o 0
0o 1 1
1 0 1
1 1 1 0
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V tabulce jsou vidy v piislusném fadku v prvnim
a druhém sloupeci jednotlivi séitanci; ve tietim sloupci
je pak dislice prvniho Fidu soudtu. ve &étvrtém sloupei
gislice nultého *adu souétu.

Divejme se nyni na tuto tabulku formalné jako na
tabulku, jiZ jsou uréeny funkce s, 80 dvou pro-
ménnych a, b z mnoziny D. Obé funkce lze urdit
rovnici:

8y =ab
S:y =ab +a'b (39)

Funkei s, lze zapsat talké takto:

801y = (ab).(a+b) (40)
Schéma elektrického obvodu piisludného potitade je na
obrazku 37; pPitom jsme zvolili funkei s, ve tvaru (40).

Zarovka Z, (Z,) sviti, pravé kdy% je hodnota funkce
8, (8p) rovna 1.

a

8 + D_®Z°

Obr. 37

Sestrojte sami schéma obvodu, v némz je realizovana
funkee s, ve tvaru (39). Ktery z obou obvoda obsahuje
méné elementarnich ¢dsti?

107



Pitklad 41: Navrhnéte elektricky obvod poditaée, ktery
,umi nasobit dvé libovolna celd nezaporna &isla nej-
vyse dvojcifernd (rozumi se ve dvojkové soustavé).

edeni: Sestavme obdobnou tabulku jako v pfikladé 40
pro nasobeni dvou nezapornych nejvyse dvojcifernych
tisel a,ay, bby; soudin miZe byt ziejmé nejvyke &tyi-
ciferné é&islo (provéite!).

a | a0 | b b, Ny Tog Lo ny
1 1 l 1 1 1.1 0 0 1
1 1 1 0 0 1 1 0
1 1 0 1 0 0 1 1
1 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 1 1 0
1 0 1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 1 1
0 1 1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1] 0 1
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 (]
0 0 0 0 0 0 0 0

Pismeny n,, n,. n,, 74 jsou oznateny proménné odpovida-
jiel éfislicfm tfetiho, druhého, prvniho a nultého ¥Fadu
soudinu.

Provéite viechny rddky tabulky, zda jsou soudiny
ur¢eny spravné!

Divejme se na tuto tabulku formalné jako na
tabulku, jiZz jsou urdeny funkce ny 7, 7, 7
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o 8tyfech proménnych a,, ay, b, by z mnoziny D.
Uréeme kaZdou z t&chto funkei rovnici:

Ny Y = ayaohybo

Ny 1 Y = ayaebbo + a1a0b,b0 + a,a0by o

a po upravach

Tyt Y = ayby. (@obo)’

Ty 1 Y = Gya0bybo + @1a6b100 + a1a0b, b + a,a0biby +
+ a;aoblbo + a;aoblblll »

po upravach

My 1Y = ybo. (aeby)’ + aob . (a100)

Ny 1 Y = ayaeby by + a,a0b1bo +araeb,bo + ara0biby

a po tpravach pravé strany rovnice

Ny : Y = aoby

- Schéma prisludného elektrického obvodu sestrojte uz
samostatné!

Priklad 42: Navrhnéte elektricky obvod, pomoci néhoz
bychom mohli srovnavat podle velikosti dvé celd neza-
porné nejvyde dvojcifernd disla z dvojkové soustavy!
Reseni: Necht jsou dana dvé &isla A = a,ay, B = b,b,
a mame rozhodnout, zda plati A < B nebo A > B.V né-
sledujici tabulee jsou v prvnich étyfech sloupcich zapsany
éislice jednotlivych &isel. V poslednim sloupei piSeme 1,
pravé kdyz je A < B, a 0, pravé kdyz je A > B.
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[ @y ! bl \’ bn I (ap Qq, bu bo)
H |
11 1
1110 0
1,101 0
1 1] 00 0
S R S T 1
Lioj1lo 1
1;0;0{1 0
10 0,0 0
0|1i111 1
0o: 11! 0 1
01011 1
O: 1 (00 -0
0.0 1 i1 1
0‘0‘:110 1
0! 0 0l 1
0:0!010 1

. |

Na tuto tabulku se mizeme divat jako na booleovskou
funkei f o ttyfech proménnych a,, a,. b, b, z mnoziny D.
Funkei f lze urdit rovnici naptiklad ve tvaru

[y =aib + aiaq + ab; + aiby + b
nebo ve tvaru f 1 y = ab, + (a7 +b,). (aa+by)

Nakreslete sechéma prislusného obvodu!

Priklad 43: Urlete rovnicemi funkce, pomocf nichi je
mozno realizovat elektricky obvod poéitade na séitani
dvou nejvyse wn-cifernych celyech nezapornych &isel
z dvojkové soustavy (n je pFirozené ¢islo).

Redeni: Necht jsOu A =y oL @@y, B =0,y o0 bibe
dvé libovolnd nejvyse n-cifernd éisla. Jejich soudet S je
pak vidy &islo nejvyse (n- 1)-ciferné, 8 = s, ... 88.
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Oznaéme pismenem c¢; cifru, kterou ,,pfenadime‘‘ p¥i
séitant disel A, B z (¢ — 1)-niho sloupce do sloupce ¢-tého
(¢ =12, ...,n). Zkoumejme v8echny moZnosti pro
ci, a;, b; (zfejmé je a, = b, = 0) a urdeme odtud jednak
¢y, jednak s. Provéite detailné nésledujici tabulku.

< a; } b; Cint $;
1 1 [ 1 1 1
1 1 l 0 1 0
1 0o |1 1 0
1 0o |1 0 0 1
0 1 ‘ 1 1 0
0 1 0 0 1
0 o | 1 0 1
0 o | o 0 0
i

Divejme se nyni na ¢;,; a s; jako na funkcee o tiech pro-
ménnych ¢;, @;, b; z mnoziny D. Odtud pak dospivime
k témto zdvéram:

Ciy1 Y = aib;—!—c,'. (a;+ b,)

S Y = ¢, (a,'b,’ + a:bf) + C,{ . (a,,b: + a‘fb‘.)

Uvédomme si jesté, Ze plati

¢ Y = ugby

8y : Yy = aobo+agby

Na zakladé ziskanych ,,rekurentnich vzorci* je uz moz-
no navrhnout obvod pfisluiného poditate. Pokuste se
o to!

Pozndmka: Podrobnou informaci o realizaci poditatd —
»séitadek’ — najdete napfiklad v 3. publikaci seznamu
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literatury na str. 117. Tam se doétete o tzv. paralel-
nich sé¢itaékach (zaklad tvoii dvahy z ptikladu 43)
i o tzv. sditatkach sériovych (s ,pamétovym*
obvodem).

Cvideni

1. Navrhnéte elektricky obvod pro poéitaé, ktery by ,,umdl‘
ndsobit dvé libovolnd jednocifernd nezdporné éisla z dvojkové
soustavy.

2, Urdete rovnici funkei, pomoci niz je mozno realizovat elek-

tricky obvod pro porovndvéni celyth nezdpornych nejvyse
t¥cifernych &isel podle velikosti.
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"YYSLEDKY CVICENT

1. kapitola

1. Viechna tvrzeni a), b), ¢) jsou pravdivd; mnozina v8ech
rovnostrannych &tyfihelniki, jejichz aspoii jeden vnitfn{ tihel
je ostry nebo tupy (tj. mnoZzina vSech kosoétverct); mnoZina
viech &tyfahelniki, které nejsou rovnostranné nebo maji
asponi jeden vnitfni dhel ostry nebo tupy (tj. mnozina vSech
&tyFahelnfkl, jes nejsou &tverce) 2. a) A UBb) AU BUC
¢) D' 3. a) ano b) ano ¢) ne d) ne e)ano 4. a) AN B= g
A NBNC = gazédroven A'(NB' NC= @c)ANC=
= @

2, kapitola

1. a) 0 b) 1 ¢) 0 2. a) ano b) ano 5. u) ano b) ano ¢) no

3. kapitola

1. a) Noni komutativni ani asociativni [(z—y) —z; a— (y—2)/,
neexistuje neutrélni prvek b) neni komutativni jz+4 2y; y+ 2z/,
neni asociativni /(x4 2y) + 2z; 2+ 2(y+ 22)/, neexistuje neutrdlni
prvek c¢) je komutativni, neni asoociativni [(z?4 y?)2+ z%;
M+ (y3+z%)?/, neexistuje neutrdlni prvek d) neni komutativni
Jzv; yZ[ ani asociativni [(2%)' & 23/, deexistuje neutrélni prvek
2. Operace v = 2 >k y: neni komutativni ani asociativni, neexis-
tuje neutrdln{ prvek; operace u = zOy: je komutativni i asocia-
tivni, neutrdlnim prvkem je 2. Operace u = z > y nen{ distri-
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butivni vzhledem k operaciu= zOy [2k (203)= 2% 3= 2;
(23 2)0(2% 3) = 302 = 3/ 8. Ukolem je postupnd provéfit,
zda pro v8echny prvky z, ¥, z mnoZiny R plati: I. max (z, y) =
= max (y, ), II. min (z, y) = min (y, z), III. max (max (z, ¥),
z) = max (z, max (y,2)), IV. min (min (z, y), z) = min (z,
min (y, 2)), V. mex (x, min (y, z)) = min (max (z, ¥), max (z, 2)),
VI. min (x, max (y, z)) = max (min (%, ¥), min (x, 2)); déle je
tfeba uréit vldechny takové prvky e, € R, pro néz je max
(z, ¢,) = max (¢, z) = z pro kazdé z € R; viechny prvky
e, € R, pro ndz je min (z, ¢,) = min (e,, ) = = pro kazdé
z € R. I.—-VI. plati. MiZete pti dikazech uvazovat piipady:
TLYy=sz,r=Sz5YY,yYysr =2z Yy <t =2 25y,
z <y = z. Neexistuje neutrdlni prvek vzhledem k Zzdédné
z obou operaci. 4. Plati zfejmé I.—VI. (viz pf. 3); neutrdln{
prvek operace ,,u = max (z, y) na D" je 0, neutrdlni prvek
operace ,,4 = min (z, ¥) na D* je 4. Undrni operaci s pozado-
vanymi vlastnostmi nelze na D definovat (napfiklad k prvku
1 € D neexistuje zédny prvek z € D, pro ndjZ je max (1, z) =
= 4 a zdroveil min (1, ) = 0/.

4. kapitola

5
1. Je modelem; neutrilni prvek operace sjednoceni je (72—, 3.

operace priniku<2, 3y 2. Neutrdlni prvky O,; AB 4. Neutrdlni
prvky 1; 6 5. VyuiZijte zdvéra cviteni 3 a 4 z 3. kapitoly 6. Neu-
trdlni prvky [2,2] a [3,3] 8. Neutrdlni prvky: funkce f;, pro niz
plati:fo(z) = 2 pro kaidé z € R; funkce f,, pro niZ plati:
/i(z)= 3 prokaidéz€ R 10.a) 1 b)a+bd'c c¢)ab+a’c’ d)a+b+
+c' o) (ab)'.cd' f) a'.(b'+c) g) bed’.(a+e) h) 0 11. Dikaz [3/
pomoci axiémi [1/, [2/, /6] az [10] a v8t z tdchto axiému ply-
noucich lze provést napiiklad takto: ({z+y)+2z).x= (z+y).
2t zz=z+zz="=2, (T+ (y+2)).z=xx+ (y+2).z2=24+ (y+z2).x=
= z. Jo tedy ((x+-y)+z).x = (x+ (y+2)).2. Obdobné lze dokd-
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zat, Zo je také ((z+y)+2z).4' = (z+(y+2)).2'. Plati tedy ddle
i ((+y)rt2) . (2+3) = (zt+(y+2).(z+2'), &li (z4+y)+z =
=z + (y+2). Analogicky lze dokdzat i [4/.

b. kapitola

1. {1} 2. Prézdnd mnozina Feseni 8. {1, 0], [1, 1]} 4. Pofadi
hodnot proménnych ve &tvetficich je z, y, 2z, u — {[0, 0, 0, 0],
[0, 0, 1, 0], [0, 1, O, 0}, [0, 1, 1, 0}, [0, O, O, 1], [0, O, 1, 1],
o, 1,0,1], [0, 1, 1, 1], [1, 0, 0, 1], [1, 0, 1, 1], 1, 1, O, 1],
[1, 1, 1, 1]} 6. a) je-li ¢c= 1 nebo plati-li a= 1 a zdroven
b=1: g;a=1,b=0,¢=0:{1};2=0,b=1,¢c= 0:{0};
a=0,b=0,c=0:{01}b)a=0:{l};a=1:{0,1}6)a= 0,
b=0,¢c=0 nebo a=1, b=1, ¢=1:{0,1}; a=0, b=1
¢c=0neboa=1,b=0¢c=1:{(1};a=1,b= 0, ¢c= 0 nebo
a=0,b=1,¢c=1:{0;a=0,b=0,¢c= 1lneboa=1,b=1,
¢c=0: g dya=1, b= 0:{0,1}; v ostatnich piipadech {0}.
6.a=0,b=0: g;a=0,b=1:{0,0))};a=1,b=0: {[1,1]};
a=1, b=1:{0,0],[1,11} 8. fi:u=1y; [s:u= z2z+y'z’;
fo:u=x'y+y'z 9. Nejsou si rovny 10. 26) 20" 2u" ga"
atd.; 20™ .

6. kapitola

28 (ANBUCDHANBNCONDNEN(FUG) 3. a)
3,6, 7), (3, 4,5,7), {3, 5, 6,7}, (3, 4, 5, 6, T} b) {{2, 3}, {2, 3, 6),
{2,3,7),{2,3,6, 7)) o)z d) {1, 4}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {1, 4, 6},
{1, 2,3, 4}, {1, 2, 4, 6}, {1, 3, 4, 6}, {1, 2, 3, 4, 6}} 4. MnoZina viech
feSeni je prazdnd, prdvdkdyZ je C # @ nebo kdyZ je A’ C B
a zéroven A’ # B. MnoZina viech tefeni je neprdzdné, prévd
kdyz je C= @ a zédroveh B (C A’ (pfitom je jednoprvkovéd
préavé tehdy, kdyz C = @ a zdroveir A’ = B). 5. a) {3} b) {1}
6. @ 7. Dvé moznosti: navitivi jenom A a B; navstivi jenom
A,BaD
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7. kapitola

2. hiz2=2uv; h:z=2+y; hy:y=2z+tuv 3. [:u=1=z.
Ayz+y'z' )2’ . (yz'+y'z) 4. a, b, ¢, d, e stavy vypinaéa A, B, C,
D, E; stav a roven 1, prdvé kdyzZ se vypina¢ A vypne (obdobné
ostatni stavy); f:y= bta.(c+dterHcdte.(c+d) 6. [: y=
= a.(b+c)+d.(ct+e)t+bce 6. f:y= k.{Im+indlo+mn+t+mot
+no}t+-l. (mn4-mo+-no) 7. }t,, 1y, fo s Jy funkoe odpovidajiei po
fadé tdstem obvodu, které realizuji 4, 3, 2, 1, 0 sprdvnyoh
odpovédi; f, : y = abe'd’; fy : y = ab.(cd'+c'd) 4 ¢'d’. (ab'+a'b)
13 : y= abed+a’b'c'd'+ (ab’+a’b).(o¢i’+c’d); h:y=cd.(ab'4+
+a'byt-a’b’ . (c'd+cd'); fo: y= a'bed

8. kapitola

1. f 2=y 2. A= Q3343 B= bﬂblbo; A = B; f ry= aéb._l_
+ (agt+by). (a1, + (aj+by) . (ag+By))
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