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PREDMLUVA

Motivem k napsini této knizky byla moje tydenni
pfednaSka na letnim soustfedéni fesitela MO v &ervnu
1970 v Martiné. Je urdena pfevainé fesitelim MO
a zajemcim o hlub3i studium matematiky a jejich
aplikaci z ¥ad st¥edofkolskych studentii, aviak nevylu-
duje se ani Sirsi okruh &tenafi, kteti chtéji ziskat prvni
pfedstavu o dynamickém programovani, a pfitom nemaji
chuf zadinat s obSirmymi publikacemi.

Na rozmanitych tlohich na nalezeni maxima nebo
minima (pfevazné pro d&fselné funkce definované na
koneénych mnoZinich) se J&tenaf seznami s ideou
dynamického programovanf, zdleZejici v jistém rozkladu
piivodni tlohy na nékolik tloh jednodussich.

Vyvoj metod dynamického programovani byl ve
znatné mife ovlivnén potfebami matematiky v jinych
védnich a technickych oborech, jako naptf. pfi optimal-
nim fizeni ekonomickych a technologickych procesi,
pfi vypodtu drah raket, druzic aj. Tato skutelnost
uréila i vybér litky pro nadi knizku: pro vétSinu uvazo-
vanych tloh na urdenf maxima nebo minima jsou uve-
deny konkrétni, i kdyZ samoziejmé zjednodusené, prak-

tické aplikace. Autor






1. kapitola

POJEM EXTREMALNIHO
PROBLEMU

Cilem této knfzky je ukézat jednu elementdrnf metodu
pro FeSeni jisté tiidy extremélnich problémi. S pojmem
extremdintho problému (tj. dlohy na uréent maxima nebo
minima) se Stenal asi setkal jiz na st¥ednf kole. Uvedme
nékolik pifkladd extremalnich dloh.

1. Mime nalézt nejmendi hodnotu kvadratického
trojélenu 2® + = 4 1, kde z je libovolné realné &fslo.

2. Z mnoziny vBech obdéinfki dané délky obvodu
méme nalézt obdélniky s nejvétsim obsahem.

3. Z mnoziny viech obdélnikd daného obsahu mame
nalézt obdélniky s nejmensi délkou obvodu.

4. V prostoru jsou dany dvé mimobézky p a ¢. Mame
urdit viechny dvojice bodu P a  takové, ze P lezi na p,
Q lezf na g a vzdalenost mezi P a @ je miniméln{.

5. Na Sachovnici mdme umfistit nejmensi podet kra-
loven tak, aby kazdé pole bylo ,,ohrozeno‘.

Viechny uvedené ptiklady lze zahrnout do obecného
schématu extreméinfho problému. V extremalnim pro-
blému jde o tuto situaci: kazdému prvku néjaké pevné
zvolené mnoZiny je pfifazeno néjaké realné &fslo;
tkolem je nalézt nejmensi (popfip. nejvétsi) z takto
prifazenych ¢&isel a piisluiné prvky, kterym je toto nej-
mensf (poptip. nejvétsf) &islo pfitfazeno.

Pii vysSetfovani extremdlnich problémi budeme pra-
covat 8 pojmem mmoZiny a s pojmem funkce na této
mnozing definované. Mno#inou rozumime soubor (sou-
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hrn) vSech objektl, charakterizovanych néjakou vlast-
nostf, poptip. nékolika vlastnostmi. MnoZiny oznaédu-
jeme obvykle velkymi pismeny, napi. A, A;, B, M
apod. Fakt, Ze A je mnozina vSech objektii mnoZiny B,
majicich vlastnost ¥, budeme symbolicky zapisovat

A = {xe B | x mé vlastnost V}

(V ptipadé, Ze mnozina B bude znidma z kontextu,
budeme pouzivat téZ struén&jiftho zdpisu A = {r|r mi
vlastnost V3}.)

Objekty néleZejici dané mnoZin& se nazyvaji jejimi
prvky, zapis x€ A znamena ,,x je prokem A, zipis
z ¢ A—  x neni prokem A“. Rikime, %e mnoZiny A
a B se sobé rovnaji, coz zapisujeme symbolem A = B,
jestlize kazdy prvek mnoZiny A je prvkem mnoziny B,
a obriceng, kazdy prvek mnozZiny B je prvkem mnoziny
A. Negaci vztahu A = B zapisujeme pomoci A # B
a ¢teme ,,A je razné od B, nebo ,,A se merovnd B,
Rikéme, Ze mnozina A je édsti mnoziny B (t62 A je
podmnoZinou B), jestlize kazdy prvek A je prvkem B.

Mnotzina se nazyva koneénd, jestlize obsahuje koneéng
mnoho prvku. MnoZina, kterd neni konena, se nazyvi
nekoneénd. Piikladem nekonedné mnoZiny je mnoZina
viech pfirozenych ¢isel, nebo mnoZina vSech redlnych
¢isel. Posledni mnozinu budeme oznadovat v celé kniZce
symbolem R. Pfitom mfsto vyrazu ,,redlné é&islo* bude-
me pouzivat vétiinou strudnéjsfho ,,éislo*".

Mezi kone¢né mnoZiny zahrnujeme i prdzdnou mno-
Zinu, definovanou tim, %e neobsahuje Zadny prvek.
Prizdnou mnozZinu oznadujeme symbolem @#. MnoZina
se nazyva neprdzdnd, obsahuje-li alespoii jeden prvek.
Konednou neprizdnou mnozinu obsahujicf prvky z;, z,,
.+, ¥, kde n oznatuje potet jejich prvki, oznadujeme
symbolem {x,, z,, ..., z,}. V poslednim zapisu nezaleZzf
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na pofadi prvku z,, z,, ..., ,. VS&imndme si viak, Ze
v uvazovaném zépisu jsou viechny prvky z,, ..., z, na-
vzajem ruzné.

Pro mnozZiny se definuje fada operaci, jako napt.
sjednoceni, prunik, rozdil, kartézsky soudin aj. Pro né%
vyklad budeme potiebovat pojem sjednoceni mnoZin.
Nejprve si pfipomeneme definici sjednocent dvou mnoZin,
znamou asi uz ze koly. Necht jsou diny mnoziny A, B.
Sjednocentm mnozin A, B budeme rozumét mnozinu
oznadovanou A () B a definovanou takto: ze AU B
pravé tehdy, jestlize je splnéna alespori jedna z podmi-
nek: z € A nebo x € B. Pojem sjednoceni rozifiime déle
na piipad libovolného koneéného poétu mnozin. Necht
jsou dany mnoziny A;, A,, ..., A,. Sjednocentm mnoZin
A, A, ..., A, budeme rozumét mnozinu C defino-
vanou takto: vztah z e Ciplati privé tehdy, jestliZe
existuje j (j =1, 2, ..., n) tak, ze 2z € A,. Sjednoceni
mnozin A,;, A,, ..., A, oznadujeme symbolem A; |J

UA,U... UA, nebo U A;nebo ) A.,.(Specialns
j=1 j=1,....n

1 2
tedy dostdvime Y A; = U A, =A,aJA; = UA; =
i=1 i=1 i=1

=12
= A, U Ay)

Dale se budeme zabyvat pojmem funkce. Ve 8kole
jste se asi setkali s pojmem funkce, jakoZto zobrazeni
z Rdo R*). Pro né% vyklad pojem funkce ponékud rozsf-
fime. Nechf je déna libovolnéd neprizdna mnoZina A.
Funkct definovanow na mnofiné A budeme rozumét
jakykoliv pfedpis, podle kterého je kazdému z e A pfi-
fazeno jediné redlné é&islo. Funkce budeme oznadovat

*) Pripomefime si, 26 R oznaduje mnoZinu vech redlnych
éisel.



malymi tudnymi typy, napf. f, g, h apod. Necht f je
funkce definovand na A a necht x € A. Symbolem f(x)
oznadime ¢&islo pFifazené prvku z funkef f, ve smyslu
vyslovené definice. Cislo f(x) budeme nazyvat hodnotou
funkce fv x, nebo strudnéji hodnotou f(x). Mnozinu A
nazyvame definiénim oborem funkce f. Ve smyslu
naéf definice je tedy kazdé funkce uréena dvéma ,,véc-
mi‘“: 1) svym definidnim oborem A, 2) pfedpisem, podle
kterého je kazdému z e A prifazeno jediné f(z).

Pro funkei f definovanou na mnoziné A, zavedeme
déle toto oznadeni: Symbolem f(A) oznadime mnoZinu
viech hodnot f(z), kde z € A. V souhlasu s diive zave-
denym zapisem mnoZiny pomoci charakteristické vlast-
nosti pro jeji prvky muzeme psit

f(A) = {f(z) |z e A}
Mnozinu f(A) nazyvame oborem hodnot funkce f.

Zminime se dile o jednom specidlnim p¥ipadu, kdy
prvek z defininitho oboru né&jaké funkce f mé sdm
sloZitou strukturu v tom smyslu, Ze je uspofddanou
n-tict néjakych objektd =z,, x,, ..., T, coZ zapisujeme
z= (%, 5 ..., ¥,)*). V tomto pipad® nazyvime
ptislusnou funkei f funkci n proménngch (jestlize n > 1,
mluvime téZ o funkci vice proménnych) a jeji hodnotu
VZ = (T, Xy, ..., Z,) oznadujeme f(z;, Z,, ..., 2,;). V této
souvislosti poznamenejme, Ze budeme mluvit vyhradné
o uspotadanych n-ticich, takZe ptivlastek ,,usporadany*
budeme vétsinou vynechavat.

K oznalovani funkcf se kromé strudného zpisobu f,
g, h apod., pouZiva téz obiirndjstho zipisu y = f(x),

*) Srovnej se zdpisem {z,, Z,, ..., T,} konedné neprézdné
mnoziny, ve kterém na pofadf x,, z,, ..., T, nezdlezi.
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y = g(x), y = h(z), apod. Obdobny zpiisob zdpisu bude-
me pouZivat v piipad®, Ze funkce bude definovéna po-
moci néjakého ,,vzorce*. Napf. symbolem y = z? + = -}
+ 1 budeme v souhlasu s béZnou zvyklosti rozumat
funkei, jejimZz definiénim oborem je R, poptfipadg libo-
volné neprizdnd podmnoZina R, a kterd kazdému &islu x
z definiéntho oboru pfifazuje &islo 2 4 x 4 1. Pfednosti
tohoto zpusobu zapisu konkrétni funkce je jednak jeho
nizornost, jednak to, Ze odpad4d nutnost zavidét novy
symbol. Podobnd zédpisem y =z, 4+ 2, + ... + 2, bu-
deme oznadovat funkeci, kterd uspofidanym n-ticim
(®y, %3, ..., T,) redlnych d&fsel pfifazuje jejich soudet
z, + 2, + ... + z,. (Definiénim oborem takové funkce
je mnoZina viech uspofidanych n-tic &fsel, nebo jeji
libovoln4 neprizdni podmnozina.)

Nyni zavedeme pojmy maxima a minima mnoZiny
&fsel a maxima a minima funkce. Necht je ddna neprazd-
né mnozina &sel M. Cislo a, nazveme minimdinim
prokem (minimem) mnoziny M, jestlize plati

l.a,e M, 2.ay <a pro viechnace M

Cislo a, nazveme maximdinim prokem (maximem ) mno-
ziny M, jestlize plati

l.a,€ M,‘\2.a, = a'pro viechnaae M

Poznamenejme, %e ani minimum ani maximum mno-
ziny &isel nemusi obecné existovat; ndkteré piiklady
ukédZeme v piisti kapitole.

Pojmy minima a maxima funkce se definujf pomocf
pojmi minima a maxima mnoZiny d&isel. Necht f je
funkce definovand na neprizdné mnozing A. Obor
hodnot f(A) je rovn&z neprizdnd mnoZina. Minimum
mnoziny f(A) potom nazyvame minimem (nebo mini-
mdint hodnotou) funkce f na mnoziné A a maximum
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mnozZiny f(A) nazyvame maximem (nebo mazimdini
hodnotou) funkce f na mnozing A. V piipads, Ze definidni
obor A je zndm z kontextu, mluvime struén& pouze
o minimu (minimalnf hodnot&), resp. maximu (maxi-
maln{i hodnot&) funkce f.

Z uvedené definice vyplyvd bezprostfedné, Ze mini-
mum funkce f na A je takové &islo f,, pro které

1. existuje z, € A tak, Ze f, = f(x,)
2. pro viechna xz € A plati f(z) = f(z,)

Analogicky platf, Ze maximum funkece f na A je takové
¢islo f,, pro které

1. existuje z; € A tak, Ze f, = f(z,)
2. pro viechna z e A plati f(z) < f(z,)
Pritom o &fslech z, resp. z, ikime, Ze f nabyvd v z,
(nebo pro z,) svého minima, a f nabyvd v z, (nebo pro z,)
svého maxima.

Podobné jako v pfipadé mnoZin &fsel, nemusi obecné

existovat ani minimum ani maximum funkce. Minimum
funkce f na A budeme oznaéovat symbolem

min f(x)
ceA
a maximum f na A
max f(z)
zEA
V ptipadé, Ze minimum (resp. maximum) funkce f na A
existuje, platf podle nasich definic vztahy
min f(z) = min f(A) = min {f(z) | xe A}
z€EA
resp.
max f(z) = max f(A) = max {f(z) | z € A}
eEA
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Minimum a maximum funkce se souhrnn® nazyvajf
jejimi extrémy.

Nyni, kdyz jsme zavedli pojem extrému funkce a Fadu
pojmu 8 nfm souvisejicich, budeme schopni pFesnéji nez
na zatatku kapitoly zformulovat, co rozumime extre-
méalnim problémem.

Nechf je dédna funkce f definovanid na neprazdné
mnozind A. Ulohou wuréent minima funkce f se obvykle
rozumi problém urdeni min {f(x)[x € A} a dale alesponi
jednoho prvku z, pro ktery nabyvi f svého minima
(popf. viech prvki, pro néz f nabyvi svého minima).
Analogicky #lohou uréent mazima funkce f se rozumi
problém urdeni max {f(z)|x € A}, a dale alespon jednohe
prvku z,, pro ktery nabyvd f svého maxima (popf.
viech prvki, pro néz nabyva f svého maxima). V tomto
ne zcela jednoznaéné vymezeném smyslu budeme chapat
dlohu urdenf minima i dlohu urdenf maxima téZ v nasi
knfZce. Pfitom nidm zpravidla plijde o nalezenf pouze
jednoho prvku (libovolného), pro ktery funkce nabyva
svého extrému, pokud ovSem nebude vyslovné fedeno
néco jiného.

Obé zformulované dGlohy zahrnujeme spolednym na-
zvem — extremdlni problém (extremdini «loha). Piitom
prvek, ve kterém funkce nabyva svého extrému, se na-
zyva fedenim extremdlntho problému.

Pristi kapitola md rovnéz jesté pomocny charakter.
Uvédime v nf nékteré elementarni vlastnosti &éiselnych
mnoZin a funkei, které budeme pfi vykladu metody
dynamického programovéan{ potiebovat.
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2. kapitola

VLASTNOSTI MINIM
A MAXIM

v prv-ni kapitole ]sme se zmifiovali o tom, Ze neprazdné
mnozina ¢isel nemusi mit ani minimum ani maximum,
Vezmé&me napf. tyto mnoZiny: M, = R, M, = {ze R|
[0 <z < 1}, My = {xe R|z je ptirozené}, (tj. M, je
mnozina vSech pfkirozenych ¢&fsel), M, = {x e R|

—)2 <2 <)2 a « je racionilni}, M; = {xe R|0 <
<z = 1}. Snadno lze ovétit nésledujici jednoduchd
fakta:
a) muoziny M;, M, a M, nemaji ani miniméIn{ ani maxi-
maln{ prvek
b) M; mé minimilni, ale nemd maximélnf prvek
c) M; mé maximaln{, ale nemé minimalni prvek
Jako pifklad ové&fime tvrzeni c). Skuteéné, ¢islo 1 je
maximalnim prvkem M;, protoZe 1€ M; a pro véechna
ze M; plati x < 1. Na druhé strané pfipustme, 7e M,
m4 minimalni prvek z,. Potom vSak mus{ platit 1 =
=z, > 0 (protoze z,€ M;), a tedy rovnéz plati 1 =

g‘%‘ > 0, odkud pfichdzime k zavéru, Ze %’ rovnéz

nilezf mnoziné M;. Z ptedpokladu z, = min M; viak
nynf vyplyva, Ze musi platit z, < x,/2, coz odporuje
z, > 0. Dikaz tvrzeni ¢) je dokonéen. Doporuéujeme
étenafi aby samostatné dokazal tvrzenf a) a b).
Existuje-li v8ak minimum (resp. maximum) neprizdné
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mnoziny &sel, existuje pravé jedno, jak vyplyva z dalsi
véty.

V&ta 1: Neprazdnid mnoZina é&isel mé nejvyse jedno
minimum a nejvyse jedno maximum.

Diikaz: Oznaéime uvazovanou mnozinu M a dokéZe-
me pouze prvni éast tvrzeni, pojedndvajici o minimu,
nebof druha &ist se dokazuje zcela analogicky. Diikaz
provedeme sporem: Pripusfme, Ze M mé dvé navzijem
riznd minima a, a b,. Z toho, Ze a, je minimum M a b,
prvkem M vyplyva a, < b,, a obricens, z toho, Ze b,
je minimum M a g, prvkem M vyplyva b, < a,. Dosta-
vame tedy nakonec a, = by, coZ dokazuje naSe tvrzeni.

Nésledujfci vé&ta ukazuje jeden systém*) mnozin,
majicich vidycky minimum a maximum.

Vita 2: Nechf M je kone&n4d neprazdna mnoZina &sel.
Potom existuje min M a max M.

Dukaz této véty budeme provadét metodou 1plné
(ve Bkole se iikd téZ ,,matematické’‘) indukce. Nebude
na Skodu pfipomenout si ji. Necht V(n) oznaduje n&jaké
tvrzeni o pfirozeném ¢&isle 7 a nechf n, je n&jaké pevné
zvolené plirozené ¢&islo. Nasim cflem je ovéfit, zdali
tvrzeni V(n) plati pro vSechna pfirozens é&isla n = n,.
Posledni tvrzenf se dasto dokazuje podle tohoto sché-
matu:

(i) nejprve se ové&ii platnost V(n,)
(ii) ddle se ovéfi, Ze pro libovolné n = n, z platnosti

V(n) vyplyva platnost V(n + 1)

*) Misto ,,mnoZina mnoZin‘ se ¢asto z jazykovych duvodt
pouzivé hezéiho slovniho spojeni ,,systém mnoZin‘.
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Uvedené schéma dikazu se nazyvé #dplnow (nebo mate-
matickou) indukct.*) Krok (i) se pfitom nazyva bdzi
indukce, krok (ii) indukénim krokem, n se nazyva para-
metrem indukce.

Pristoupime k dikazu véty.
Dikaz véty 2: Mnozinu M mtZeme zapsat ve tvaru
M = {zl, xz, .o .,$n}

kde z,, x,, ..., ®, jsou jejf prvky. Vétu dokdZeme
iplnou indukef vzhledem k », jakoZto parametru induk-
ce, & pro ny = 1. Piitom se omezime pouze na dikaz
existence minima; dikaz existence maxima se provadi
zcela analogicky a doporudujeme jej étendfi jako lehké
cvideni.

(i) V ptipadé n =1 mame jednoprvkovou mnoZinu
M = {z,}. ProtoZe z,€ M a pro Zadné y € M neplati
y < 2,, jo £, = min M, takZe tvrzenf je v tomto pfipadé
dokazano.

(ii) Ptedpoklddejme, Ze tvrzeni je dokdzidno pro pfiro-
zené &islo » a uvaZujme libovolnou (n + 1)-prvkovou
mnoZinu

M= {z,2, ..., %, Zp+}

Mnozina M, = {z,, 25, ..., %,} je m-prvkovd, a tedy
podle indukénfho predpokladu existuje min M, = z;,
kde 1 < i, < n. Rozlisime nynf dva piipady:

(@) &, < Tnty (B) iy > Tupy
(P¥ipad x;, = z,,, nemtize nastat, nebof pii zapisu
mnoziny ve tvaru {...} zapisujeme pouze jeji navza-
jem ruzné prvky.)

*) Jde vlastné o jeden z axiému Peanovy axiomatiky pfiro-
zenych &isel.
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V ptipadd (a) dostivime jednak z;,€ M,, a tedy
z;, € M, jednak x;, < x pro véechna z€ M. Odtud p¥i-
chézime k zdvéru, Ze z; = min M.

V ptipads (B) dostévame obdobné Z,€Maz,, <
< z pro viechna z€ M a tedy z,,; = min M.

V obou ptipadech (a), (B) tedy existuje min M, coz
dokonduje dikaz indulkef.

Poznimka: VyloZeného dikazu lze pouzit i jako meto-
dy pro skute¢né nalezenf minima kone&né neprézdné
mnoziny &fsel.

Dilezitym dikazovym néstrojem v nasi knfZce bude
daldf véta, jejiz odvozeni provede ¢tenaf lehce sdm
8 pouzitim metody tiplné indukce.

Véta 3: Necht M,, M,, ..., M, jsou dané neprizdné
mnoZiny &isel a polozme

M=M,UMU...UM,

a) Jestlize existuje min M; proj =1, 2, ..., n, potom
existuje rovnéz min M a platf

min M = min {min M}}jj = 1,2, ..., n}
b) JestliZze existuje max M; proj =1, 2, ..., n, potom
existuje rovnéz max M a plati

max M = max {max My|j = 1,2, ..., %}

Problém nalezeni minima mnoZiny é&isel lze pievést
na problém nalezeni maxima, a obracené. Plati totiz
nasledujici véta, jejiZ snadny dikaz rovné&Zz prenecha-
véime &tenafi.

V&ta 4: Necht M je neprazdnd mnozina &fsel. PoloZme
={re Rl —zec M}
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a) JestliZe existuje min M,, existuje rovnéz max M
a platif max M = —min M,.
b) Jestlie existuje max M,, existuje rovnéz min M

a plati min M = —max M,.

Je-li napiiklad M koneéna a neprazdnd, maZeme psat
M = {(m®, m®, ..., m"}, kde m®, m®, ... m" jsou
viechny prvky M, a z véty 4 dostdvame

max {m®, ..., m"} = —min {— ¥, ..., —m"}
a
min {m®, ..., m®} = —max {—mW, ..., —m"}

Véty1—4 se tykaly minim a maxim mnoZin &sel.
Uvedeme nyni analogické v&ty pro extrémy funkef.

Minimum (resp. maximum) funkce bylo definovéno
jako minimum (resp. maximum) jejiho oboru hodnot.
Odtud vyplyvaji bezprostfedné nasledujici tvrzeni.

Véta 5:7Kazdd funkce mé nejvyse jedno minimum
a nejvyse jedno maximum.

I Vita 6: Necht funkce f je definovidna na kone&né ne-
priazdné mnoziné A. Potom existuje min f(x) a max f(x).
ceA z€A

Ukdzeme nyni jeden postup, pomoci kterého Ize
skute®né nalézt extrémy funkce definované na kone¥né
neprazdné mnoziné. Misto slova ,,postup® budeme po-
uzivat, jak je v soudasné matematice b&Zné, vyrazu
»algoritmus®. Pod algoritmem rozumime — nazorné,
ale dosti nepfesné feéeno — postup pii konkrétnim
TeSeni n&jakého problému, ktery je moZno pfesné po-
psat ukdzanim pofadi jednotlivych krokd p#i FeSeni
a ktery po konedn® mnoha krocich konéi. Na zakladé
algoritmu muze tlohu Yedit vypoétif, kterému stadf
ge algoritmu ,,naudit’’, aniz by rozumél hlubsim mate-
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matickym diivodiim, pro& algoritmus tdlohu fe¥i. (Algo-
ritmus lze naprogramovat i na samodinny poéditad.)
Uvedeme nékolik pifkladd algoritmii v&tSinou dobte
znamych ze 8koly, i kdyZ se tam ne vidy timto ndzvem
oznaduji.

1. Eukleidiiv algoritmus pro urdenf nejvétifho spoled-
ného délitele dvou celych &isel.

2. Znamé tradini postupy pro provadénf zikladnich
aritmetickych operaci nad &isly zapsanymi v desitkové
soustavé.

3. Eratosthenovo sito pro nalezeni viech prvodisel ne-
presahujicich dané pfirozené n.

4. Postup pfi konstrukei trojahelniku ze t¥ stran.

5. Znamy postup pfi zjistovani d&litelnosti tfemi celého
¢isla zapsaného v desftkové soustavs.

Nyni popifeme jednoduchy algoritmus pro nalezeni
minima a maxima funkce definované na koneéné ne-
prézdné mnozing. Pfitom se op& omezime pouze na
hledani minima a analogickou otazku hledéni maxima
ponechiavame &tenafi. Necht f je funkce definovana na
konedné neprizdné mnozing A. Prvky mnoZiny A
uspofdddme v ndjakém pevné zvoleném pofadi a,, a,,

., Gr, pti¢emZ na volb& pofadi nezilezf, a pro zjedno-
dufeni zdpisu polozime f;, =f(a;) (=1, 2, ..., 7).
(Pismenem r jsme oznatili podet prvkd mnozZiny A.)
Nalezeni minima funkce f na A je nyni totéz, jako nale-
zeni min {f;|j =1, ...,r}, protoZe min {f(z)|ze A} =
= min {f;|j = 1, ..., r}. Zavedeme si dile toto oznade-
ni: Minimem r-tice (f,, fs. ..., f) budeme rozumét
Sislo®*min {f;/j =1, ...,7} a budeme je oznafovat
min (f,, fs, ..., fr). V8imnéme si dobfe rozdilu mezi
oznadenfm pra.vé deﬁnovanymaoznaéenim min {f,, ..
f,} které ma smysl pouze v tom pripadé, Ze &fsla fl, fz,

., fr jsou navzajem rizné, a tvofi tedy jistou mnoZinu
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¢isel. Naproti tomu v oznadenf min (f,, f,, . . ., f,) nemusi
byt éisla f,, f,, ..., fr navzdjem razna, nebot (f,, f,, ...,
f:) neoznafuje mnoZinu, ale uspofidanou r-tici &isel.
Algoritmus, ktery popiSeme, bude hledat
f* =min (}, f5, ..., f) a nejmensi hodnotu indexu j,
pro kterou f* = f;. Algoritmus konstruuje rekurentné
dvé r-tice (b, by, -.-, br) & (Jy, Ja, - - -» J») podle t&chto
rekurentnich pravidel:
(i) PoloZime b, = f, a j, = 1.
(i) Necht je jiz urdeno b, a ji, kde 1 <k <.
PoloZime
bk+1 = min (bk, fk+1)
a
. _ 7.k jestliie bk+1 = bk
Pewr = {k + 1 jestliZe by, < by
(iii) Ur¢enim dvojice &fsel b, a 4, je prace algoritmu skon-
tena.
Nyni plati nésledujici tvrzeni, jehoz snadny dikaz

pfenechavame &tenafi.

Yéta 7: O éislech b, a j, plati:
b, =min (f,, fs, ..., f+) a j, je nejmensf hodnota indexu
f, pro ktery plati f; = min (f,, fa, ..., f;)-

Pouziti vyloZeného algoritmu budeme ilustrovat na
nésledujicim pifkladu.

Piiklad 1: Chceme urdit minimélni &slo v 5-tici
(fis fas - - <5 f5) = (1; 0,9; 3; 0,9; 1,2). Pomoci vyloZeného
algoritmu dostdvame postupnd

bl = 1 7-1 == 1
by = min (b,, f,) = min (1;0,9) = 0,9 i3 =
ba =min(b2’fa) =mln(019; 3) =09 j! =2
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b4 = min (ba, f‘) = mjn (0’9; 059) = 0’9 j4 = 2
b; = min (b,, f;) = min (0,9; 1,2) = 0,9 Js =2

Dochézime k zivéru, Ze minimilni é&islo v uvaZované
5-tici je 0,9 a jeho prvni vyskyt zleva v 5-tici je na dru-
hém misté. Cislo 0,9 se véak rovnéz vyskytuje i na &tvr-
tém misté zleva.

Poznimka 1: Ctena#i by se uvedeny algoritmus mohl
zd4t zbytedny, protoZze tlohu urdenf nejmensfho (nej-
vétsiho) z nékolika danych d&sel fesf bézné bez premysle-
nf, ,,jednim pohledem‘‘. Je nutné si vSak uvédomit, Ze
v pfipadé ,,velkych* soubori &isel nelze vSechna ,,pfe-
hlédnout*‘ zrakem a nadi inteligentné-vizudlni schopnost
musime nahradit systematickym algoritmickym postu-
pem. Tato okolnost jest& vice vynikne v pipadé pouziti
samotinnych poditadi, které se ,,neuméji divat.

Poznimka 2: Viimn&me si déle, Ze popsany algoritmus
pro urdeni min (f,, fs, ..., f,) vyZaduje r — 1 operaci
srovnini &¢isel podle velikosti; jde o srovnini &sel b,
afrgaprok=12...,r—1L

Pokrodime dile ve zkoumdnf vlastnostf extrémi
funkei. Nechf je dédna funkee f na mnoZing A a nechf
A, A,, ..., A, jsouneprizdné podmnoZiny A, pro néZ

ALUA U...UA =A
Definujme funkei f; na mnoZiné A, pomoci funkce f
takto: PoloZime
[(x) = f(z) pro ze A*)
G=0L12...,8)

*) Rikdme, %e funkce f; vznikle z funkee f parcializaci
(zGZenfm) na mnoZinu Ay.
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Bezprosttednim pouZitim v&ty 3 dostdvdme nynf nésle-
dujici tvrzeni, jehoZ podrobny dikaz pfenechivime
rovnéz &tendfi.

Véta 8: Nechf existuje min fi(z) [resp. max fi(z)] pro

ceA,- . zeA,-
j=1,2,...,8 Potom existuje rovnéz min f(x) [resp.
oA

max f(x)] a plati
aEA

min f(z) = min {minf,-(a:)]j =12 ..., s}

cEA ZEA;

(resp. max f(x) = max {maxf,-(x) li=12, ..., 3}
zeA z€A;

Pro ilustraci posledni v8ty uvedeme jednoduchy
piiklad.

Piiklad 2: Chceme nalézt nejmensf ¢islo v tabulce 1.

6| 4 | —3 2|1

—1 3 0| —1 0

—4 5 10 [ —4 1

Tabulka 1

Tabulku Ize pfirozenym zplsobem chipat jako funkei
definovanou na mnoziné vech jejich poliéek, tj. na mno-
Zin& v¥ech usporddanych dvojic (r,s), kde r =1, 2,3
(index ¥4dku), a s =1,2,...,5 (index sloupce). Pfi
fefeni tdlohy lze tabulku zkoumat ,,vcelku‘, ale ve
smyslu v&ty 8 lze téZ nalézt ,,8éstend’‘ minima v jed-
notlivych fidcich (nebo sloupcich) a z t&chto ,,é4sted-
nych minim urdit nejmens{ é&islo.
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O extrémech funkei plati déle tvrzeni analogické véte
4, pomoci které je téZ lze snadno dokézat.

Véta 9: Necht f je funkce definovand na mnoZing A.
Definujme funkci f, na A takto: f,(x) = —f(x) pro
ze A.

a) JestliZe existuje min f,(z), potom existuje max f(x)
zeA seA
a platf ma,x flx) = —mm fi(z).
b) Jestlize emstu]e ma,x fl(:v ), potom existuje min f(z)
z€A
a plati min f(x) = —max f(x).
z€A zeA

Kapitolu ukonéime nasledujici vétou, jejiz snadny di-
kaz rovnéz pfenechivame &tenafi.

Vita 10: Necht f je funkce definovand na neprdzdné
mno#ind A, a necht ¢ je dané &fslo. Definujme funkei g na

A takto:
Polozime g(z) = f(x) + ¢ pro viechna z€ A.

a) JestliZe existuje min f(z), existuje téZ min g(z) a plati
zEA €A
min g(z) = ¢ 4+ min f(z) .
zEA zeA
b) Jestlize existuje max f(x), existuje téZz max g(z)
z€EA zZEA

a plati
max g(z) = ¢ + max f(z) .
zeA ceA

{ Smysl v&ty ukdZeme na nasledujicim piiklads.

Piiklad 3: PoloZme ve vét¢10A = {ze R|0 =z <
1), f(x) =%z € A)ac = V2. V souhlasu s vitou 10
plati
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min (z* 4 |/2) ={}/2 + min 2* ;
tEA 2€A

max (z3 + VE) = V§ + max z?
z€A cEA

O spravnosti poslednich dvou vztaht se lze ptesvédé&it
bezprostfedns.

Cvileni

Cviteni 1: UkaZte, Ze mnoZiny M,, M, a M, zavedené na za-
&4tku kapitoly nemaji ani minimum ani maximum, & mnoZina
M; mé minimum, ale neméd maximum.

Cvideni 2: Dokazte, Ze kazdé neprdzdnéd mnozZina &isel md
nejvyse jedno maximum.

Cvideni 8: Dokaite vity 3—10.

Cvifeni 4: Znézorndte si na &iselné ose néjakou mnoZinu
&fsel a ukaZte geometricky vyznam véty 4.

Cvillenf 5: V pravoihlé soustavé soutadnic si nakreslete
graf n&jaké redlné funkce redlné promdnng a pokuste se
ukézat ndzorny geometricky vyznam vét 9 a 10.

Cvilenf 6: Popiste a zdivodnéte algoritmus pro urdovédni
maxima funkee definované na kone¥né neprézdné mnoing
é&fsel, analogicky algoritmu pro urdovdni minima.

Cvifeni 7: Pro neprézdné mnoziny &fsel vyslovte a dokaZte
vétu analogickou vétd 10.
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3. kapitola

METODA DYNAMICKEHO
PROGRAMOVANI

Myslenku dynamického programovéini vysvétlime na
jedné extremalni dloze, ktera se jiz tradiéné povazuje za
dosti typicky piiklad pouZiti této metody. Nechf jsou
dény funkce g,, &5, ..., £n, definované na mnoziné
{0, 1, ..., a}*), kde a je dané celé nezdporné &islo. Po-

moci funkef g,, ..., g, utvofime nynf novou funkei
Y = &%) + 8al@2) + ... 1 8ulwn) (1)
definovanou na mnozing

Zy, ..., Ty celd, nezdpornd }

{(a:l,:cz,...,:v,.) 2t ..+ 2 —a

[Jinymi slovy: (2) je mnozina vSech uspofaddanych n-tic
(%1, 25, ..., ®,) celych nezépornych &fsel, spliiujicich
podminku z, + 2, 4+ ... + z, = a.]

V této kapitole se budeme zabyvat ilohou nalezeni
maxima funkce (1) na mnoZiné (2). VE&imné&me si nejprve,
Ze maximum funkee (1) na mnoZing (2) skuteéné existu-
je, jak vyplyva z véty 6. Metoda, kterou chceme pouzit
pro skutedné fefeni zformulované extremalnf ilohy,
bude metoda dynamického programovani.

(2

*) Ve shod& s dfive zavedenym zdpisem kone&nych ne-
prdzdnych mnozin znamend ,,{0, 1, ..., a}* mnoZinu, jejimiz
prvky jsou celd é&isla 0, 1, ..., a; v zdpisu Je zvoleno ,,pfiroze-
né*‘ potadi &isel, podle velikosti.

23



Nejprve viak ukiZeme jedno pouZiti zformulované
extremilni tlohy na problém nejefektivnéjstho rozdélent
zdroji, vyskytujici se v ekonomii. P¥edpoklidejme, Ze
v néjakém zivodd pracuje celkem a délniki a vyrobni
proces probfha v = ruznych dilndch. Pfedpokladejme
déle, Ze jednotlivé dilny vyribéji produkei samostatng
od zagitku aZ do konce, tj. Zddna neni zdvisld na ostat-
nich. Dale pfedpokliddme, 7e pruimérny vytézek z mé-
sitn{ produkece j-té dilny, méfeny v penézich, je zndmou
funkef y = g;(z;) poétu z; d&Iniku, kteH v dilné pracuji.
Vedeni zavodu chce rozdélit délnfky do jedmotlivych
dilen takovym zpisobem, aby prumérny mésiéni vyts-
Zek z celé produkce zdvodu byl maximaln{. Je zfejmé, Ze
zformulovany problém vede na extremalni dlohu (1), (2).
V piipadd nadi ekonomické aplikace budou mit grafy
funkei g; pravdépodobné typicky tvar, znazornény
schematicky na obr. 1.

'ﬁ 9;(%)

Q-
&

Obr. 1
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Tvar: kiivky odpovidd¥tomu, Ze p¥ilnedostatedném

podtu pracovnich sil vyroba v dilng prakticky ,,stoji*
a pii jejich nadbytku dochéz{ k jistému efektu nasyceni
a v jeho dusledku k stagnaci dalsiho rastu vyroby (napt.
délnfkd je vice nez techniky, navzijem si prekaZejf
apod.). Poznamenejme viak, Ze algoritmus, ktery nyni
vylozime, nevyzaduje splnénf Zidnych specidlnich pied-
pokladi o funkeich g;.
+ PouZiti metody dynamjckého programovani zilez
v tom, Ze se fedi celd mnoZina extremilnich problémi,
do nfz patri i problém (1), (2). Obecny problém této mno-
Ziny je ptifazen uspora,da,né dvojici (j, =), kde je {1,
2,...,n}aze{0,1,...,a}, a zaleZ{ v urdeni maxima
funkce § proménnjrch

Yy = &%) + Zu(ze) + ... + &)

na mnozind
\ | Z1, %s, ..., @; celd a nezdpornd
{(xllxas"w a:,) $1+x2+ _*_x”_x }
Tyto jednodusi extremdln{ problémy se nyni Fesi postup-
néproy:l z=0,1,...,8,j=2,2=0,1, a;
f=nx=0,1, .. ,a, Phtomprechododyky-}- 1

se provédi pomoci ]lstého rekurentntho vztahu, jak
ukazuje nisledujicf véta.

Vétall:Pro j=1,2,...,2 a 2=0,1,...,a po-
loZme

Z,, ...,x;celda nezé.p.}

fiz) = max{gl(xl)_i_ +g,(m,) T, 4 ...+ =2

Potom plati
a) fi(x) = gi(x) pro z=0,1,...,a

o
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b) f,.11(z) = max {f(z — 2;,1) + £141(2i 1) [T =
=0,1,...,1}
proj=12 ..., n—1;2=0,1,...,a
Dikaz: a) f,(x) = max {g,(z,) |z, = 2} =
= max {g(z)} = g ()
b) Podle definice plati

fin(x) =
_max[g}(xl)—{- +g1(x7)+g1+1(x7+1)|

Ty ooy Ty Ty
celdanezap.;x,+

et T =2
tj. fi1(z) je maximem funkce

y = gi(z) + ... + 8i@) + £i11(Zis1) (3)
na mnoziné
o Zy, o5 Xj, Tjyy celd a nezap. }

{(xlx ""z1:x7+1) x1+ +Zj+1=$ (4)
MnoZinu (4) vyjddfime jako sjednocenf z + 1 mnoZin
takto:

Zy, ..., % celd a nezép.}

{(zl,...,Z;,O) x1+---+xj=z—0 U
. a:l,...,a:;celé,a.nezé,p.}“
U{(‘”‘""’x”l) 24 . tz—z—1f Y

_ Tyy ooes Ty celé.a.nezé,p.}_
U{(zly"wxﬂz) 21+..-+21,'=1=—2= -
z;, ..., z;cela a nezap. }
Zyy ooy Xjy T
U{(l i J+1) x1+---+zj=x—zj+1
I,+1=0,1,...,$
Maximum funkece (3) na mnoZing (4) urdime nynf pomoc{
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véty 8 takto: Urdime maximilni hodnoty funkof defino-
vanych pfedpisem (3) na mnoZindch

Zy, ..., %; celd a nezip. }
T+ ... +E = —2y,
pro z;,, =0, 1, ..., », a z takto ziskanych hodnot
urdime maximélni. Dostdvime tedy

{(171, < Ty, xa’+1)

'1'+1(z) =
= mMmax max {31(‘”1) + ..o+ gi+1(zi+1);
2,6 0..... 3} (5)
%y, ..., %; celd a nezip.; }
z,+ ...t =2—x,

Na druhé strand dostdvime pomoci véty 10

., ..., Z; celd
a nezap.; x, +

max)g(2,)+ . . . + 8i(2;) + gi41(Zis1) + .t =(=

=T — &y

=&mma+m4ym+u.+mm

Zy, ..., Z; celd a nezap. }
B4 .. Fr = —,

= ZinlZin) + filz — 254) .
Dosazenim posledniho vyrazu do (5) dostdvame nakonec

fin(2) = max [fa’(x_xin) + gi+1(-"’1+1)) =

%, € ©...., z}

= max {fi(z — %) + 8isa(@in) | 2142 = 0,1, ..., 2}
Diikaz véty je dokonden.
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Véta 11 umoznuje spotitat maximum funkece (1) na
mnozing (2), nebot toto maximum je pfi naSem oznadeni
rovno f,(a); podrobné ukaZeme za chvili vypodetni
postup na &iselném ptikladu. Oteviend vSak zatim zd-
stdvd otazka, jak nalézt n-tici (x,, z,, - .., z,) z mnoZi-
ny (2), pro kterou nabyva funkce (1) své maximilni
hodnoty (popf. nalézt vSechny takové n-tice). Jinymi
slovy, jde o nalezeni n&jakého feseni (popt. viech feseni)
extremalniho problému (1), (2). Popiseme nyni takovy
postup. Hledana =n-tice se bude konstruovat pomoci

jistych funkei y = Py(z), y = Py(z), ..., y = P,(x)
definovanych na mnozZiné {0, 1, . . ., a} takto:

Polozime Py(x) =« pro x =0, 1, ..., a a déle pro
j=12,...,n—1L;2=0,1, ..., apoloZiime P; ,(z) =

= z}.1, kde z}, je libovolné &islo z mnoziny {0, 1, ...,
x}, spliujici vztah

fin(@) = filx — z¥y) + Gipa(@y)

Existence alespon jednoho takového é&fsla z;,, vyplyva
z faktu, Ze f;,,(x) je maximem mnoziny

{filx — 2i41) + 8ina(®ia) | %isy = 0,1, ..., 2}

Na druhé strand je nutné poznamenat, Ze ani z},, a tedy
ani funkoe P;., nejsou urleny obecné jednoznaéng;
posledni fakt souvisf tzce s tim, Ze funkce (1) muZe
nabyvat svého maxima ve vice nez v jedné n-tici mno-
Ziny (2).

Funkece P; se konstruuji paralelné s vypodtem hodnot
funkef f{5 = 1, 2, ..., n). Z nasledujici véty vyplyva
metoda nalezeni feSeni extremdlniho problému (1), (2)
pomoci funkef P;.

Vita 12: PoloZme z{® = Py(z), =2, = P (z — z!)
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a:;ﬂ =P z—zd —aP), ..., 20 =Pz —2 —
— ... —2z)
Potom pla,ti

Lz, ..., 2! jsou celd a nezdporns

2.2 4 ... +x§°) =z

3. &) + ... + 8i(=) = fi(x)

Dikaz: Tvrzeni 1. a 2. jsou bezprostfednim disled-
kem definice funkei P,, ..., P,. Tvrzeni 3. se lehce
dostane seétenim vztaht

(@) = fralz — 2) + giaP)

fi—l(x - xg‘))) = ff—z(x - x;'O) - x;g)_l) + g?—l(xfﬂl

folz—z—. .. — 2P =fi(x— a2 —...—20) 1 gs(2])
file — &t — ... —al) = gi(z)

vyplyvajicich ze zavedeni funkei P,, P,, ..., P,. Dikaz
véty 12 je dokondéen.

Z dokizané véty je patrné, Ze konstrukce FeSeni
(2, ..., 29) zdvisi na funkefch P;. ProtoZe viak funkce
P; lze obecnd definovat riznym zpisobem, budeme
metodou véty 12 dostivat riznd Fefeni naSeho problé-
mu. Lze vSak ukéazat, Ze zkonstruujeme-li funkce P;
,,viemi moZnymi zpiisoby®, dostaneme vSechna FeSenf
naSeho extremdlniho problému (viz cvidenf 6 na konci
této kapitoly).

Pouziti vyloZené teorie nyni ilustrujeme na ndsledu-
jicim &fselném pifkladu.

Priklad 4: ReSme extremalni problém (1), (2) pro
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n="17 a=6 a pro funkce g,, g, ..., g, jejichi
hodnoty jsou uvedeny v levé &asti tabulky 2. Hodnoty
funkei f; a P;, vypodtené na zakladé véty 11 a definice
funkei P;, jsou zapsiny v pravé &isti tabulky. Prava
84st tabulky se zapliiuje po jednotlivych sloupeich,
zleva doprava, pfidem? sloupec pro f, vznikne opsinim
sloupce pro g&,. Pro vypotet hodnot ve sloupci nade-
psaném f;, se pouzivé hodnot lezicich ve sloupcich pro
fi a pro g;,,. UkaZme si podrobn& postup pfi vypodtu
fo(3) a Py(3):

fo(3) = max {f(3 — z,) + Zo(®e) | 24 =0, 1, 2, 3} =

= max (f5(3) + gu(0), f5(2) + gs(l): fs(l) =+ ge(2) fs(o) +
+ 84(3)) = max (—3,—2, 5, —b) = 5; P4(3) = 2, nebot
[s(3—2) + 84(2) =5 = fe(3

Hledand maximdilnf hodnota funkece (1) na mnoZin&
(2) je tedy f-(6) = 12 a chceme je&t& nalézt n&jaké fefent
naseho extremalnfho problému. K tomu pouZijeme vétv
12:

) = P.(a) = P,(6) =0

29 = Py(a — ) = Py(6 — 0) = 2|

zy) = Py(a — 2 — x)) = Ps(4) =0

P = Pya—zP — a0 —a) = Py4) =0

T = Pyla — 0 — ... —z®) = Py(4) =1
20 — Pz(a,—m,‘,") —_—. —a:§,°’) =Py(3) =1
2 =Pa—a— ... —20) =Py(2) =2

(Rekenf lze té% hledat ptmo pomoci tabulky, jak je
ukézéno silnou Sarou.) Dostdvime tedy FeSeni

(0,20, ..., 29) =(2,1,1,0,0,2,0)
MizZeme jestd provést zkousku sprivnosti dosa.zenim,
skutednd plati s

£1(2) + ga(1) + Zs(1) + £4(0) + g5(0) + go(2)] +
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+80)=5+1+44+1+1+4+0+0=12=
= f7(6) .

Analogicky, jako jsme Fedili problém uréenif maxima
funkce (1) na mnozing (2), lze Yedit i odpovidajicf mi-
nimalizaéni problém. PoloZzme

. Y 71 1’, ezap.
hy@) = minfgy(@) + ... + g |77 T P
proj=1,2 ...,n,2=0,1, ..., a. Plati tvrzeni
analogické véts 11.

Viéta 13: Plati
a) hy(x) = g.(z)

b) hjy(x) = min bz — 2i41) + &ina(@in) | Tinn =
=0,1,...,z}prox=0,1,...,a -

Dikaz posledni v&ty, jakoz i odvozeni metody pro
konstrukei feSenf minimaliza¢ntho problému pienecha-
vame &tenafi.

Cvideni

Cvidenf 1: DokaZte vétu 13 dvéma zplsoby:
a) z véty 11 pomoci véty 9
b) samostatné, analogicky jako vétu 11

Cvideni 2: UkaZte a odivodnéte metodu nalezeni n-tice,
kterd je FeSenim minimalizadnfho problému z véty 13.
CviZeni 8: Reste minimaliza¥ni problém v situaci pifkladu 4.
Cvideni 4: Nalezndte metodu pro uréeni
Ty, ..., %, celd nezdp.
max {gl(zx) + ..+ galza) @ <z 4. 4z < a,,}

kde a’, a’’ jsou danéd celd, nezdpornd &isla, a’ < a’’.
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Cvifeni 5: Naleznéte maximum a minimum funkce

2 s o 3
y=10z, +z; +x,+2 —5:«:3—-158111[39:.] + z; — 14z
na mno#ind vSech pdtic (z,, %, ..., %) celych nezdpornych
disel, spliujicich podminku

a) z; +xg+ ... + 25 =3

b))z, +z3+ ... +35=1T7

e) 2=z, +zy+ ... +z5, 56
(Doporuden{: Nejprve sestavte tabulku vyrazi 10z,, 2} + 2,
2% _ bz,, 15 sin (% z.] , @8 — 14z, pro =, ..., z; = 0,1,
..., 7, analogickou levé &4sti tabulky 2.)

Cvileni 6: Necht (z7, 23, ..., 23) je libovolné felenf maxi-
malizadniho problému (1), (2). Dokazte, Ze funkce P,, P,, ...,
P, lze zvolit tak, abychom metodou v&ty 12 dostali prdvé
Fedeni («f, 3, ..., #p). Jinymi slovy: volime-li funkce P,,

Py, ..., P, ve v8té 12 vS8emi moZnymi zpdsoby, dostaneame
tak vSechna Fefenf{ maximalizaniho problému (1), (2).
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4. kapitola

0 EFEKTIVNOSTI DYNAMICKEHO
PROGRAMOVANT

Pojedndme nyni o efektivnosti algoritmu dynamického
programovani z pfedeslé kapitoly. Efektivnosti algo-
ritmu zde budeme rozumé&t asi tolik, jako rychlost, se
kterou algoritmus Fe8f na§ problém. Pro jednoduchost
se budeme zabyvat pouze problémem urdenf maximalni
hodnoty -

Ty, .oy Xn celéa.nezé,p.}

f* = max {gl(w1)+ - + 8n(Tn) T+ ...tz =a

a otdzku nalezeni fefeni ponechéme stranou.
Algoritmus dynamického programovini vyZaduje
urdenf hodnot fi(x) proj =1,2,...,na2z =0, 1,
a, tj. celkem n(a 4+ 1) hodnot. Abychom ziskali pred-
stavu o znadné efektivnosti tohoto algoritmu, srovnejme
jej 8 tak zvanym trividlnim algoritmem pro Feleni
stejného problému. Trividlnim algoritmem pro nalezeni
extrému funkce, definované na koneéné neprazdné
mnoziné, budeme rozumét, v souhlasu s bézné uzfvanou
terminologif, metodu, zileZejici v postupném ,,vyéis-
leni“ viech hodnot funkece (tj. pro viechny prvky jejiho
definintho oboru) a v urdeni extremalni hodnoty
z nich vzijemnym srovnanim, tj. pomoci algoritmu
popsaného v kapitole 2. Jinymi slovy lze ¥ici, Ze trividln{
algoritmus je zcela téZkopadny, mechanicky postup
uréeni extrému, nepouzivajicf zZddné netrivialni mate-
matické myslenky.
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V naSem pifpadd bude pak trividlni algoritmus zaleZet
v tom, Ze se prozkoumaji v n&jakém libovolné zvoleném

pofadi véechny n-tice (z,, z,, ..., ;) z mnozZiny
%y, ..., Z, celd a nezé,p.}
{(a:l,...,a:,,) 4+ ... +z,=a (2)

pro kazdou z nich se uréf soudet g,(x,) + ... + ga.(zn)
a ze viech takto urdenych souéti se nalezne maximalni
K posouzeni efektivnosti trividlnfho algoritmu uréime
podet prvki mnoziny (2).

Lemma 1:*) Poget viech prvkd mnoZiny (2) je

V+a—1rﬂ
n—1

Dikaz: Piifadme ka7dé n-tici (z,, x,, ..., ;) z mno-
ziny (2) (n — 1)-tici ptirozenych &isel (y;, ¥z, ..., Yn-1)
takto:

y1=1+x1’y2=2+x1+x2’~--9
yﬂ—1=n—1+xl+ +xn1
Ztejmé& plati 1§y1<y,<...<y,,_ =n—1—a.
Obrécené, kazdé (n — 1)-tici phrozenych ¢isel (y,,
Ys, -« s Yn_,) spliujicich nerovnosti

1Sy << ... <Yy <n—1+a

*) Slovo ,,Lemma‘‘ je starofeckého pivodu a oznaduje po-
mocnou vétu.

**) Pripomenme si definici symbolu (;’:) (&ti ,,m nad p*):

[m) _mm—1)... (m—p 4 1) pro viechny dvojice pfi-

P 1.2. ... .p rozenych &isel m a p, kde
P=Em
m pro viechna celd nezd-
( 0] =1 pornéd m
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odpovidé jedind n-tice (z,, z,, ..., Z,) z mnoZiny (2),
spliiujicf vztahy
ph=14+z,9,=24+2+4=, ...,
Yyoy=n—142,+ ... + 2,4

Odtud vyplyva, Ze podet prvki mnoZiny (2) je roven
podtu vSech (n — 1)-tic (¥1, ¥s, ..., Y1) POpPsaného
tvaru. AvSak t&chto (m — 1)-tic je pravé tolik, kolik
je viech (n — 1)-prvkovych podmnozin mnoziny {1, 2,
.oy — 1 + a}, tj. [n :i—{l— a] , coz dokonduje di-
kaz lemmatu.

Trivialni algoritmus tedy vyzaduje k urdenf f* vy-
”:i’f “] soudtd g,(,) + ... +
4+ g.(z,), zatimco netrividlni algoritmus dynamického
programovéani potfebuje k dosazeni stejného cile urdit
tabulku obsahujici n(a + 1) &fsel.

Jedté jasn&jsi pohled na srovnani efektivmosti obou
algoritmu ziskdme, urdime-li jimi poZadovany podet
operaci séitani a srovnini. V piipadé trividlnftho algo-

ritmu je to (n — 1) [n— 1+ a]sc‘,ﬁté.nia, [’n— 1+ a,]
n—1 n—1
— 1 srovnani. Pfi vypoétu

[in(@) = max {fix — z;y,) + £i1(@is) |22 =0, ..., 2}
v netrividlnfm algoritmu potfebujeme z 4 1 séitdnf a

srovnini, takZe vypodet viech hodnot f;,(z) ( =1, ...,
n—1;2=0,1, ..., a) vyZaduje celkem

(n—1)(1 + 24 ... + @+ 1) =BDeFDETD

sdfitand, a
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m—1)0+14 ... +a) = (”_1)‘;(“+ Y erovnénd.

Vysledek provedeného vydetfovédni shrmeme v tabul-
ce 3

. odet
algoritmus s&itani P srovnén{
netrividln{ AL ; ez, b ; a—
o n—1+4+a n—l+a)
trividlni (n—1) ( n—1 ] ( n—1 1

Tabulka 3

Jebtdé konkrétnéjsi predstavu o srovnéni efektivnosti
obou algoritmt ziskd étena¥, dosadi-li si za » a @ n&kolik
¢iselnych hodnot, viz napf. cvideni 1.

Cvileni

Cviteni 1: Porovnejte podet operaci s&itdni a srovndni
v obou algoritmech pro tyto hodnoty a, n:

a)a=058, n=25 ¢c)a=10, n=10
b)ea=17 n=17 d)a=10, n=18

Cvilenf 2: Uréete podet viech uspofddanych n-tic (z,, ...,
z,) celych nezdpornych &isel, spliujicich vztah z, + ... +
+ z, < a, kde a je dané celé é&islo.

Cviteni 8: Pokuste se Fedit cvifenf 5a) a 6¢) z kapitoly 3
trividlnim algoritmem.
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5. kapitole

CELOCISELNE INTERVALY
S MINIMALNIM OHODNOCENIM

Necht je didna posloupnost n redlnych &fsel a,, a,, ...,
a,. UvaZujme vSechny mozZné soudty tvaru

a+ a4+ ... +a (6)
kdei=1,2,...,n;7=1,2,...,n;1=7j. (Vyraz (6)
piedstavuje skuteénd soudet j — ¢ + 1 (= 2) ¢isel v pii-
padé § > ¢; v pfipadé ¢ = j je jeho hodnota a;.)

Budeme se zabyvat timto extremalnim problémem:
Mime nalézt nejmensi ze soudta (6), popt. jeden z nej-
mensich, ma-li problém vice nez jedno feSeni.

Vyrazem (6) je definovana funkece, jejimZ definiénim
oborem je mnozina vSech usporadanych dvojic (¢, 9),
kde ¢ =1, 2, ...,n,7_1 2, ..., n; 1 =7, a ktera
kadé takové dvojici pritazuje &slo a; + ... + a;. Tuto
funkci budeme pro struénost nazyvat funkei (6). Nas
extreméalni problém je tedy problémem uréenf minima
funkce (6).

Ve specialnim piipadé¥, Ze v8echna éisla a,, a,, ..., a,
jsou neziporna, je minimalni hodnotou funkce (6)
zfejmé min {a; |j = 1, 2, ..., n}. V obecném pifpadé je
viak problém obtiin&jsf. K jeho FeSeni lze uZit nisledu-
jictho trividlnfho algoritmu (srov. kapitolu 4): Uréi se

n(n+1)
2

vBechny soudty (6) (tj. celkem [Z] + n = &isel)
a z mnoziny téchto &isel se nalezne nejmensi pomoci
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algoritmu z kapitoly 2. Popsany trividlni algoritmus
musi tedy urdit a prozkoumat celkem n(n_;—l_)_ disel.

Vylozime nyni algoritmus dynamického programo-
vani pro feSenf naSeho problému, ktery vystaéi s uréenim
a prozkoumanim pouhych » é¢isel. Oznadme symbolem f*
hodnotu nejmenstho ze viech soudtii (6) a symbolem f;
(j =1, 2, ..., n) hodnotu nejmensfho ze soudtt (6) pfi
pevném § a pro ¢+ =1, 2, ..., j. Algoritmus je zaloZen
na rekurentnim vypoétu éisel f,, fs, ..., fa f*, Vyply-
vajicim z dalsf véty.

Véta 14: Cisla f,, fo, ..., f. a f* sphiuji tyto vztahy
a) h=ua
b) fixa = @4, + min (0, ;)
¢) f*=min{f;|j=12,...,n}

Diikaz: Cést a) je ztejma4.
b)
f,-+1=m.in{a,-+...+a,-+a,~+1|i=1,2,...,j-|— 1}=
= min (min {@; + ... +a; + a4, |1 =5 + 1},
min{a,,-+ e +a7‘+a'i+1|1: = 1521 -’7}) =
= min (@;;,min{a; +... +a; |t = 1,2,...,5} + a;3) =
) = min (@,; + 0, @;4; + f;) = @4, + min (0, ;)
c
f*=min{a; + ... +a;|¢,jceld, 1 £t <j <n} =
=min{min{a; + ... +a; |t =1,..,5}|j=1,..,0} =
=min{f;|j=12,...,n}
Dikaz véty 14 je dokonéen.
Pro dalsi vyklad zavedeme jeitd jinou, nézorné&jsf
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interpretaci soudtd (6). MnozZiny tvaru {i,+ + 1, ..., j},
kde 1 < ¢ < j < n, budeme nazyvat celociselnyms inter-
valy (mnoziny {1, 2, .... n}). KaZdy celodiselny interval
je tedy mnozinou viech celych &isel z, spliujicich ne-
rovnosti ¢ < x < j (vSimnéte si analogie s ,,obydejnym*
intervalem, znamym ze stfedni 3koly). V dalsim textu
budeme pro ,,celodiselny interval® pouzivat zkratky CI.
Soudet a; + a;,, + ... + a; nazveme dale ohodnocenim
CI i, :+ + 1, ..., j}. Kazdému CI je tedy piifazeno
jisté reilné &islo — jeho ohodnoceni. Na§ problém zalez{
v urdeni CI s minimilnim ohodnocenim. Ve vété 14
jsme jiz ukazali metodu pro nalezenf nejmensfho ohod-
noceni; v dalsi v&té je popsan zphsob nalezeni odpovi-
dajictho CI.

Yéta 15: Necht joe {1, 2, ..., n} je plirozené &islo,
pro které plati f;, = f*.
a) Jestlize f* = 0, potom je {j;} CI s minimalnim ohod-
nocenfm,
b) Jestlize f* < 0, zvolme za 7, nejmensf pfirozené &fslo
z mnoziny {1, 2, ..., jo}, pro které platf f;, < 0, f‘,.,_l <
<0, ..., fj4 <0, f, < 0. Potom jo {is, tg + 1, - .-, jo)
CI s nejmeniim ohodnocenim.

Dikaz: a) V piipadd j, = 1 plati f*]= f, = a,. V{pii
padd j, > 1 dostavame f* = f; = a; + min (0, f; ),
kde f;,, = f;, = 0. Odtud vyplyvé

ming(0, f;,_,) = 0.a tedy f* = f;’= a;,
V obou piipadech’je tedy {jo} CI s minimalnim ohodno-
cenim.
b) Podle ptedpokladu®plati f* = f; <0, f;,., <O, ...,
fisr <O, fi, <0, ale f, , =0, nebo 4,"= 1._Odtud do-
stdvime na zdkladé véty 14;;
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fr, = Gy, + fro1s froo1 = Gty + Fromns <o s froor = Gy +
+ fis fio =, .
Z posledntho fetdzce vztahil vyplyva
F=f=a,+ au+ ... +a;

je tedy {ig, %9 + 1, - . ., o} CI 8 minimalnim ohodnocenim
a dikaz véty 15 je dokonden.

Poznimka: Ctend¥ snadno sém ukize, 7e v p¥ipadd
a) platia; =0proj =1, 2, ..., n, zatimco v pfipadé
b) je alesponi jedno z é&fsel a,, a,, ..., a, ziporné.

Pouzitf vyloZzené metody dynamického programovani
ilustrujeme na nésledujicim numerickém ptikladu.

Piiklad 6: Madme nalézt minimum funkce (6) pro n =
= 10 a pro &isla a; uvedend ve druhém fadku nésledu-

jicf tabulky.

] 1 2] 3 4| b 6 7 8 9| 10

a; | —1 0} 1|—2(3|—4 0 1| —2 1

Ly |=-1|—-1{0{—21|—4|—4—3|—5|—4
Tabulka 4

Cisla f; vypodtend podle véty 14 zapisujeme do t¥etiho
Ffadku tabulky 4. Dale dostavame

f*=min{f;|j=1,2,...,100 = f = —5

Dile z ta.bulky vidime, Ze pla,ti fh <0, fs <0, f <0,
fs < 0, ale f; = 0, ta,kze {6,7,8,9jeCls minim4lnim
ohodnocenim. Pro zkoudku spravnostl vypodtu se mi-
Zeme presvéddit, Ze skutednd plati ag + a; 4 a5 + a4 =
= —b.
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Cviteni

Cvileni 1: Popiste a odivodnéte netrividlni metodu pro na-
lezenf maxima funkce (68), analogickou metod$ pro nalezeni
minima.

Cvitenf 2: V podminkédch piikladu 5 feite tlohu na maxi-
mum.

Cvifeni 8: Extreméln{ problém z pifkladu 5 Fedte pomoci
trividlnfho algoritmu.

Cvileni 4: Urdete potet operac{ s¢itdni a srovnéni pro urdeni
minima funkece (5), vyZadovany

a) trividlnim algoritmem

b) algoritmem dynamického programovéni
Do ziskanych vzored dosadte n = 10, 100, 1000.

Cvideni 5: Necht I’ a I”” jsou dva CI mnoziny {1, 2, ..., n}.
I’ a I”” nazveme (navzdjem) styéné, jestlize neobsahuji spo-
le¢ny prvek a I’ (J I’ je rovnd% CI. Necht déle jsou ddna &isla
Gy, B3, ..., G,. Definujme funkei @ na mnoZind vSech CI
mnoziny {1, 2, ..., n} timto pfedpisem:

a(l) =a; + a;4y + ... + aj, jestlize I = {3, ¢ + 1, ..., j}.
Dokaz%te, Ze pro libovolné dva styéné CI I’ a I’ mnoZiny
{1, 2, ..., n} plati

al’ Y I") = a(I’) + a(I”)

Cvitenf 6: DokaZte nésledujici tvrzeni: Necht a* je funkce
definovanéd na mnoziné viech CI mnoZiny (1, 2, ..., n}
a vyhovujici podmince: Pro libovolné dva styéné CI (viz
predchézejici cvideni) I’ a I plati

a*(I’ U I”) = a*(I’) + a%(I")
Potom existuje jedind n-tice redlnych &fsel a%, a%, ..., aF
tak, Ze plati

a*) =af +a%, + ... +af prol = {i,i +1,...,%)
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6. kapitola

ULOHA 0 NEJCENNEJSIM
NAKLADU LODI

Obecny extremaIni problém, kterym se v tomto odstavei
chceme zabyvat, muzZe byt motivovan touto praktickou
dlohou:

Obchodni lod s nosnost{ b tun se vydavé na cestu
z jednoho piistavu do druhého a vznikd otazka o vhod-
ném sloZeni nikladu. Pfitom je k dispozici #» riznych
zboZi*), pfibem?z véha j-tého zboizi (j = 1, 2,..., n)
je a; tun a jeho cena je ¢; jednotek mény. Nyni
chceme sestavit takové slozeni ndkladu, aby nebyla
piekrodena nosnost lodi a pfitom aby celkova cena na-
kladu byla maximélni. Hledané slozeni nakladu popf-
feme uspotadanou n-tici (z,, z,, ..., ,), kde polozime
z; = 1, jestliZe j-té zboZi je naloZeno a z; = 0 v opaéném
piipadé. Pii tomto oznadeni je celkova cena nikladu
¢y + cTy + ... + %, jednotek mény, jeho véha je
a,%, + ayxs + ... + a,x, tun, a pfichizime tedy k na-
sledujicimu extremalnimu problému: mame nalézt ma-
ximum funkce

Y =%y + oty + ... + c.x, (7

z;e (0,1} (j=1,...,n) } (8)
%, + ax3 + ... + a2, = b

na mnoziné

{(a:l, Tyy ooy Ty)

*) Predpokldddme, Ze kazdé zboZi je nedslitelné, tj. v p¥i-
padé, Ze se naklddd, musi se nalozit celé, nikoliv pouze jeho
&ést.
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VyloZime algoritmus dynamického programovani pro
feSenf zformulovaného extremélnfho problému (7), (8)
za piedpokladu, Ze ¢; jsou libovolnd realnd é&isla, a; jsou
pfirozena &isla a b je celé nezdporné.

Poznamka: Ciselné ddaje vyskytujfci se v praxi, maji
obvykle tvar raciondlnich &isel (dokonce &fisel s koned-
nym dekadickym rozvojem). Je tedy rozumné predpo-
kladat, Ze v pfipadé dlohy o nejcennéjiim nakladu jsou
¢isla a;, b a c; racionaln{, kladna; pfechodem k men¥fm
jednotkdm lze pak dosihnout toho, Ze jsou to &fsla
pfirozena.

Algoritmus pro fefeni maximalizadniho problému (7),
(8) se zaklad4 na rekurentnfm vypodtu jistych hodnot
g =12, ...,n,2=0,1, ..., b), zavedenych
takto:

1. g;(z) neni definovano, jestlize

JmeO,3@E=1,...,9)\ _
{(Il,..-,ﬂh) alz1+---+“a'“’i=“’ }—ﬂ
2. gi(z) je definovéno, jestlize
- :v,-e{O,l}(’5=1,---,7.) .
{(xl,---,xj) alxl__l_.‘._*_a]_xj:x }?éﬂ)

v poslednim ptipad$ poloZzime
&i(*) = max {c,a:1 + ... tcx;

e {0,1}(i=1, ...,7‘)}
ax -+ ... ftax, =2
Hodnoty g;(z) jsou tedy zavedeny analogicky jako
hodnoty f;(z) v kapitole 3, avSak hlavni rozdil, uréeny
specifikou tohoto extremailniho problému je v tom, Ze
gi(x) nejsou obecn® definovany pro vSechny dvojice
G,xz),kdej=1,...,naz=0,1, ..., b. Pfi pevném j
odpovidd definovanym hodnotdm g;(z) jistd funkce
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y = gi(z), definovand na néjaké podmnoziné mnoziny

{0,1, ...,b} (ve specidlnim pifipadé vSak muze byt
definiénim oborem celd mnozina {0, 1, ..., b}). Z divodu

struénostl zapisu budeme dale misto ,,g;(x) neni defino-
vano* psat pouze ,,g;(x) nedef* a misto ,,g,(x) je defino-
vano‘‘ pouze ,.g;(x) def*.

Déle polozime
a z; e {0,1}(i=1,..-,n)}
g _max{01x1+ oot Cay oz, + ...+ ez, =D

Maximum na pravé strané posledniho vztahu skutedné
existuje, nebot mnozina

z€ {0,1} (¢ =1, ...,'n)
R P S v
je za predpokladii o &islech a; a b, uvedenych na zaéatku
kapitoly, neprazdnd. Algoritmus pro feSeni problému
(7), (8) je zaloZen mna rekurentnim vypoétu hodnot
gi(x) a g*, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 16:

a) Plati g,(0) = 0, g:(a,) = ¢, a g,(z) nedef pro viechna
ostatni x.
b) Polozme

2,(@) { nedef, jestlize g;(x — a;,,) nedef
' = 8i(& — @j41) + Cina, jestliZe gi(x — a;4,) def
proj=1,2, ..., z=0,1,...,b.
Potom plati
nedef, jestlize g;(x) nedef a g;(x) nedef
= gi(x), jestlize g;(x) def a Z;(x) nedef
Ziml@)y _ £i(x), jestlize g;(x) nedef a F(x) def
= max (g;(x), &;(x)), jestliZe g;(x) def a F;(z) def
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G=1,2,...,n—1;2=0,1,...,b)
c) Plati g* = max {g.(z)|z = 0, ..., b; g.(x) def}.

Dikaz: a) g,(0) = max {clzl'l z,€{0,1}; ayz, = 0} =
= max {¢, 0} = 0;

g.(a,) = max {¢,z,|z, € {0,1}; a,x;, = a,} = max{c, 1} =
= Cy;

0<z+#a,> {(:z:l)l:l:1 € {0,1};a,2, = a:} =0 = g,(x) nedef
b) 1. gi(xz) nedef a @;(x) nedef, tj. gj(x — a;,;) nedef.

Odtud vyplyvi, Ze rovnice
ax,+ ... +ax; =z a a2, + ... +axs = —a;,
nemaji Zadné {0, 1} — fefeni (z,, ..., z;)*), a tedy ani
rovnice

0,4+ ... +ax;+ 0T, =2
nem4 zadné {0, 1} — Fefeni (z,, ..., z;, Z;,,). TudiZ plati
&i.1(x) nedef, coZ jsme mé&li ukizat.

2. gi(z) def a §,-(x) nedef, tj. g;(x — a,-+1) nedef. Potom
Tovnice a,z; + . -t e == mé {0, 1} — fefeni
(%4, ..., x;), ale rovmce a,z, + . + T =T — aj,
z4dné {0, 1} — Felenf (z,, ..., ;) nemd. Odtud vyplyva
Ze mnoZzina

o |me@nE=1,..,5i+1 }

{(Zl’ ea B Tiga) ax + ... + 8@+ 44T =2
je neprazdna, avSak pro kazdou (j + 1)-tici (z,, ..., z;,
z;,;) z této mnoZiny plati z;,;, = 0. Dostdvime tedy

8in@) =

*) Pro strudnost vyjadfujeme obratem ,,{0, 1} — FeSeni
(z1, ..., ;)" okolnost, ze ;€ {0, 1}, ..., z;€ {0, 1
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x;G{O,l}(i=
=L..,j+1) |_
a2y + ... Faz;+

| + @jsaZjyy =2
ze {0,1} (¢ =
=1,...,9)
axr, + ... +
+ aix; +a,,,0 ==

= max {¢;&; + ...+ ¢jx;+ ¢; 1%y,

= max {clzl +...Fexi+ €440

= gj(x), coZ jsem méli ukazat.

3. gi(x) nedef a gi(z) def, tj. gi(x — a;,,) def. Zcela
analogicky jako v piipadé 2. zde dostaneme, Ze g;,,(z)
def a g;,,(z) =
' z e {0,1} (i =
=1...,7+1)
ax+ ... +
+ a2+ ;3T =T
ze {0,1} (5 =

=1,...,9
ey + ... +cs + 6y 1 0.z, + 7)+

0Ty =T — Bjy
Odtud vyplyvéd na zdklad$ vdty 10 z druhé kapitoly
a definice hodnot gy(z) : 8j..(2) = ¢y + &ilx —a;1,) =
= gi(x), coZ jsme méli ukazat.
F) 4. gi(x) def a F(z) def, tj. g,(x — a;,,) def. Potom
platf

=MaX{6Z + ...+ C&; + C111%141

= maXx

ze{0,l}¢t=1,...,5,9+ 1) }

Ty, ooy &, X 0

{( ! i Fia) oz, + ... +ax 4 @ Ty =2 >

odkud vyplyva g;,,(x) def. Vyjadieme ddle posledni
mnoZinu ve tvaru sjednoceni dvou mnozin :
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{(x]’ mgBEOBE=1 j)} U

@z, + ... oz, =2
jz;€ (0,1} e=1,...,9) }
Ty, ey i, 1
U{(1 ’ )alzl+...+a,-:v,~=z—a,-+1
a viimndéme @i, Ze obd dv& mnoZiny jsou neprizdné.

Odtud dostdvéme na ziklad® vét 8 a 10 (ka,pltola, 2)
a definice symbolu g;(z):

ga+1(x) =

Z; € {0: 1}

i =1,...,5+1
=maxieT; + . .. + 6%+ Cinain c(:lzl + 74—-'- -

+ iy =%
ze{0,1} 2z =1, .. ,j)}
a,z, + . —l—a,:c, =z

x; €10, 1}(1_1,. ) .,j)})

= max (n:m,x{cla:1 + ...tz

Ciy1 + Max {01‘”1 + ...t exilaw + ... Fax =

=T —0iy

= max (g(), 8(®))-
c) Na zdklad® véty 8 dostdviame g* =

_ ze{0,1}(i=1,...,n) _
= ma,x{clzl+ o + CoZy alzl+...+a,.z,.§b}—

6%y +

4+ ... FCazn
z=0,...,b;

a,x, +‘ + Gy =&
mé {0, 1} — i'eieni

= ma,xlma,x {

a:.-e{o,l}(i=1,...,n)}|

ax,+ ... +ax, =2
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= max {g,()|z = 0,1, ..., b; g.(x) def}
Diikaz véty 16 je dokonden.

Obsah &isti b) véty 16 pfehlednd vyjidiime pomoci
tabulky 5.

&(z) Bi(x) gi+1(z)
nedef nedef nedef
def nedef gilx)
nedef def Bi(z)
def def  mex [g;(2), §())
Tabulka 5

K tplnému vykladu metody zbyvé popsat zplisob na-
lezeni n-tice (x,, ;, -.., Z,), kterd je feSenfm naSeho
extremalnfho problému. K dosaZen{ tohoto cfle uréujeme
soudasné s rekurentnfm vypoétem hodnot g;(x) jisté
hodnoty Qj(z) (€ {0, ...,b}; je {1,2,...,n}), zave-
dené nasledujfcim zpisobem:

(i) Qi(a)) =1, Q0) = 0 a Q,(x) nedef, jestlize
O0<zH#a,
(i) Proj =1, 2, ...,n— 1 polozime

nedef, ... jestlize g;,,(z) nedef
=0, ... ]jestlize g;(x) def a g;(x) nedef; nebo

- 2/2) < g,

1 ) = ... jestlize @;(x) def a g,(x) nedef; nebo
— gi(x) < gilx)

i = 0 nebo_1 (libovolné) ve zbyva,]mim pi'ipadé

Poznimka: Nejednoznadnost pfi¥zavedent Q,_H(x)
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v poslednim piipadé opét tizce souvisi s faktem, Ze nas§
extreméalni problém nema v obecném piipadd jediné
feSeni.

Dikaz nasledujictho pomocného tvrzeni prenechava-
me Gtenafi.

Lemma 2: a) JestliZe g,(x) def, potom Q,(x) def,
£:(z) = ¢,Qy(x) a z = a,Qy(x).
b) Jestlize g;,,(x) def, potom Q;,,(z) def a

Zin() = gl — 3,1Qi ()] + ¢1Qi () -

Nalezeni n-tice, kterd je feSenim maximalizaéniho
problému (7), (8), se provadi pomoci nasledujici véty.

Viéta 17: a) PoloZme z{? = Q;(z), ¥, = Q;_4(z —a;z{?),
9, = Qj_o(x — az\ —a, a%%), ...
5> &0 = Qyr—a;x— a; ;7 — ... —a,.2D)
Potom pla,tl.
Laef{0,1} (1 =1,2,...,79)
2.4 20 + ... + 0z =
3.2 + ... + cE = gi(x)
b) Zvolme ¢islo z*e {0,1, ...,b} tak, aby platilo
g.(x*) = g* a urdeme n-tici (zf, 23, ..., 27) vesmyslu
tasti a). Tato n-tice je FeSenim maximalizaéniho problé-
mu (7), (8).

Diikaz: Cast 1. je z¥ejm4 z definice Q;(x). Na zaklad¥
lemmatu 2 plati z —ax — ... — a2 = az{?, od-
kud vyplyva platnost 2. Zbyva dokazat dast 3. Na zakla-
dé lemmatu 2 dostavime Fetézec vztahu

8i(z) = gia(r — axl) 4 cxl®
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814z — 020) = g2 — 6P — 4;_20) + 67,

8z —azf — ... —ag2d) = gz —ag® — ... —
— a52?) + opz
iz — gzl — ... — azd) =,z

odkud vyplyva postupnym dosazovénim
gi() = c@® + ezl + ... + ¢zl

b) Na ziklad® tvrzeni d&asti a) je (af, 2%, ..., z})
{0, 1} — tedeni rovnice a,x, + a,z, + ... + a,x, = x*,
a tedy patfi do mnozZiny (8). Kromé toho plati na zikla-
d& a) cxf + c2f + ... + c,xn = g*, takie (af, a3,
..., ;) je FeSenim maximalizaéntho problému (7), (8).

Dtikaz v&ty 17 je dokonden.

Ukédzeme pouZiti vyloZeného algoritmu na nasleduji-
cim éfselném piikladu.

Priklad 6: Re$me maximaliza¢ni problém (7), (8) pro
n = 7,b = T a pro &sla a; a ¢; uvedena v hornf &asti ta-
bulky 6. Prib&h vypoltu zapisujeme v dolnf &asti této
tabulky. V pfipad® nedefinovanych hodnot ponechiva-
me piisluina pole tabulky priazdni. Hledand maximalni
hodnota je g-(4) = 16. Konstrukei piisluiného fedeni
podle véty 17 lze provadét ndzornym zplsobem s vyuzi-
tim tabulky (viz silnd &ara). Dostdvame feSeni (1, O,
0, 0, 1, 0, 0). VSimnéme si pro kontrolu spravnosti
vypodtu, Ze skutednd plati

8.1—704+5.04+6.04+8.1—5.0—7.0=16
a
3.141.044.04+4.04+1.14+20+4+2.0=14
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Na z4v&r kapitoly se zminfme o efektivnosti popsané-
ho algoritmu. Pro ziskani pfedstavy srovnejme jej s né-
sledujfcfm trividlnim algoritmem: Postupné se uvazujf
viechny n-tice (z,, ...,#,) z nul a jednidek a pro ty
z nich, které spliiujf nerovnost a,z;, + ... + a,z, < bse
urdf hodnota ¢z, + ... + ¢,x,; ze ziskanych soudtd
¢, + ... + ¢, &, se nalezne nejvétsi. Je zfejmé, Ze
tento algoritmus vyzaduje prozkoumat celkem 2 n-tic
(%1, %o, ..., %,), zatimco podstatns ¢ast algoritmu dyna-
mického programovéani zalezi v ,,zaplnéni* n(b + 1) po-
lidek jisté obdélnikové tabulky pro g;(x). Efektivnost
netrividlnfho algoritmu dynamického programovan{i z4-
lezi tedy v naSem pFipadé na velikosti éisla b. Pokud bude
b ,,podstatné mensi‘‘ nez 2» (napt. ,,fadové srovnatelné*
8 n), bude algoritmus dynamického programovani jisté
mnohem efektivnéjif nez algoritmus trivialni.

Cvideni

Cviteni 1: Doka%te lemma 2.

Cviteni 2: Nalezn&te a odiivodnéte metodu pro urdeni mini-
ma funkce (7) na mnoZind (8), analogickou vyloZené metodd
pro maximalizani problém.

Cviteni 8: V podminkdch pfikladu 6 felte minimalizaéni
problém.

Cvi¥eni 4: Co lze Fici o FeSeni extremdlniho problému (7),
(8) za obecndjdtho pfedpokladu, Ze a; jsou celd nezdpornd?
(Co 1ze ¥ei o z; v tefeni (z,, z,, ..., ©,) za pfedpokladu a; =
=01

Cvideni 6: Vdimné&te si, Ze téZ tato konkrétnf Gloha vede na
extremdlni problém (7), (8): Paferdk se vyddvéd na cestu
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pfes hranici a rozhoduje se, které z n vdci vzit 8 sebou do
rance. Pfitom je zndmo, Ze j-td v8c véii a; kg, ne druhé
strand hranice za nir dostane zaplaceno ¢; jednotek mény & na
zéddech unese nejvyde b kg. (Poznémka: Extremélni problém
(7), (8) se v literatufe nazyvé téz ,,iloha o ranci.)

Cviteni 6: Jak lze nalézt vSechna feSeni extremélniho
problému (7), (8)?

Cvitenf 7: [Neuspéiny pokus o sestrojeni jednoduséiho
algoritmu pro maximalizaénf problém (7), (8).] V podminkéch
maximealizaéniho problému (7), (8) sestrojme n-tici (%,, Z,,

.., &,) takto: Uspotddejme &isla ¢;a;* (j = 1, ..., n) podle
velikosti

.a-1 a1 . a-1

¢ o, = 6. g ....2 c%a‘“
a urleme maximélni k tak, aby platilo a; +a;, + ... +
+a, = b . Nyni polozme

__f1, jestliZe i€ {3y, %a, - - ., U}

P00, jestliZe i ¢ {5y, $a, - - ., G}
Uka%te pomoci vhodnd zvoleného d&fselného piikladu, %e
(%1, &, ..., T;) nenf obecnd Fefenim maximalizatniho problé-

mu (7), (8).
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7. kapitola

0 JEDNOM PRIRAZOVACIM
PROBLEMU

Necht jsou ddny dvé n-tice redlnych &isel
(ali az, S ] an) a (bl’ bz, cvey bn)

kde 7 je dané pfirozené &fslo. N43 problém zélezi v tom,
pfitadit &islim a@,, a,, ..., d, vzédjemné jednoznadnd
v n&jakém obecné novém potadi &sla b,, b,, ..., b, tak,
aby soudet soudinii pfifazenych dvojic byl maximalnf.
Jinymi slovy, hleddme takové pofadf b’ﬁ’ bk’, ceey Uiy,
disel by, by, ..., by, pro které plati

albkx + e F a,,bk" = albll + ... F a'"bln

pro viechna mozné pofadi b,, b,, ..., b, &isel b, b,,
eer, by,

Retien{ zformulovaného problému je v principu mozné
provad&t nasledujici trividlni metodou: Vyzkousf se
vSechna moZnd potadi &isel b, b,, ..., b, a urdf se jim
odpovidajici souéty soudint a z nich se vyhledd maxi-
malni. ProtoZze viech zminénych pofadi je nl=1.2.

... .n, je takovito metoda pro ,,vé6tdi“ hodnoty =
velmi neefektivni. Velmi jednoduché feSeni problému
nam umozni dalsi véta, jejiz dikaz je zaloZen na myslen-
ce dynamického programové.ni. Pti formulaci véty bude-
me piedpoklidat, ze platf

a6 = =...Za, 9)
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(Spln&n{ tohoto pfedpokladu 1ze anadno dosdhnout vhod-
nym preéislovinim.)

Vita 18: Necht n-tice &fsel (a,, a,, ..., a,) spliuje

podminku (9) a necht b, b,, ..., b, je takové pofadf
Sisel by, by, . . ., b,, pro které platf b,cl =b, =... Sb,.

Potom je d1bk, + ... 4 a,b;, maximélni.

K dikazu véty budeme potiebovat nésledujici pomoc-
nou vétu, jejiz snadny dukaz pfenechdvime &tenafi.

Lemma 3: Necht pofadi b,,,5,, ..., b,, spliuje ne-
rovnost b, = b,’. pro nékterou uspofiddanou dvojici
indexd (7, §), kde % < §. Sestrojme nové pofadi b,,
Dsys ++er by, kde 8 =1y, 8, =r;a 8 =rpro k=12,

.»M; t #k #j. Potom plati a;b, + ... + a:b,, =
Sad, + ... + ab,,.

Budeme fikat, Ze pofadi b,, ..., b,, z lemmatu 3
vzniklo z potadi b,,, ..., by, transpozict dvojice (b, b,).

Diikaz vity 18: V&tu dokdZeme matematickou indukef.
Pro n = 1 je tvrzeni zfejmé. Predpoklédejme, Ze tvrzeni
véty plati pro pfirozené &islo n» a dokaZme je pro n + 1.
Necht by, by, - - b,m , je poradi spliiujici predpoklad

véty a necht b,l, b,., .. b,ﬂ ,je libovolné pofadi &isel
bl, <+ baya. Na¥im cﬂem je uké,za.t Ze platf
0'161 + . + @niabr, = albk S aER o e} bk,H_l »(10)

Rozli¥me dv& pipady: a) lovs = Fnsrs b) lnes % Knsy.
V piipads a) plati @, 4101, | = Gnsiby, ,, takie dokazovans

nerovnost . vyplyvd ze vztahu a,b, + ... 4 a:b, =
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< abe, + ... + ayby,, ktery viak plati na zédklad¥

indukénfho pfedpokladu. V pi#ipadé b) postupujeme
takto: V pofadi b, b, ..., b, nalezneme &len b,, pro
ktery l; = k,,, a transpozici dvojice (b, b;, +1) ziskdme
z pofadi b;,, ..., b, b, X nové potadibd,,, ..., by, b, 1
pro které p,,, = kn,,. Plati tedy jednak a,b, + ... +
+ an+1bpn+1 sab, + ...+ an+1bk,,+1 (pfipad a)), a déle,
protoZe by = by, = b, 1 dostdvédme na ziaklads lemma-
tu 3 aby, + ...+ Gapaby, S iby, + .. G by,

Spojenim poslednich dvou nerovnost{ ziskdvdame ne-
rovnost (10), éimz je dikaz dokonden.

Véta 18 ndm poskytuje jednoduchou metodu pro fese-
ni zformulovaného extremalnfho problému, zaleZejici
v tom, Ze se ¢&isla a,, ..., @, i b,, ..., b, uspotadaji
,»»podle velikosti“ a pfifadi se navzijem d&leny nachaze-
jici se na stejném mistd v obou potadich.

Piiklad 6: PouZijeme vétu 18 pron = 17,
a,=—2,a,=3,83=4,a, =0,
a;=1,a=3,a, = —1
b, =10, b, = 5, by = —4, by = 6,
b5———0,bs =—3,b7=2

Sestrojime nové potadi
la'l =_25a7 =_1,a4 ———0,05 = 15
a2=3,ae=3,a3=4
by =—4,bg = —3,b;, =0,b;, =2,
by =5,b, = 6,b, =10
odkud dostdvame hledané pritazeni. Maximaln{ hodno-

ta, odpovidajici potom nafemu maximalizaénimu problé-
mu je a,by + abg + ... + agh, = 86.
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Analogicky problém o minimu se fesi na zakladd ana-
logické véty, jejiz dukaz pfenechivime Stendfi.

Vita 19: Necht n-tice &fsel (a,, a,, ..., a,) spliiuje
podminku (9) a necht b,,, ..., b,, je takové pofadi
tisel b,, ..., b,, Ze plati b, = b,, = ... = bn,. Potom
mé soudet abn, + ... + @,b,, nejmensfi moznou hod-
notu ze viech takovych soudtu.

Cvifeni

Cvideni 1: DokaZte lemma 3.
Cvileni 2: Dokazte vétu 19.

Cvideni 8: Reste minimaliza&ni problém v podminkéch pfi-
kladu 6.

Cvideni 4: DokaZte ndsledujicf tvrzeni: Necht &islaa,, ...,
a, i édisla b,, ..., b, jsou navzdjem riznd, a necht plati a;, <
<a; < ... <a, Potom jeab;, + ... + anby, maximéln{

tehdy & jen tehdy, jestlize by < by, < ... < by,

Cvileni 5: Rete nésledujicf extrem4lni problémy:
a) Naleznéte pofadi by by, ..., by, &sel b b, ..., b, pro
které mmax {a,-bk]. |7=1, 2, ..., n} nabyvéd své minimédlnf
hodnoty. '
b) Naleznéte pofadi b,n b,” vy b,” ¢isel by, by, ..., b,, pro
které min {a;b,, |7 = 1,...,n} nabyvé své maximdln{ hodnoty.
Cviteni 6; Cestujici chce postupné navativit 5 mést A, B, C,

D a E v uvedeném pofadi. Viechny tseky cesty AB, BC, CD,
a DE maji navzdjem riznou délku a k dispozici jsou celkem
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&tyti typy letadel s navzdjem riznymi cestovnimi rychlostmi,
pfitemZ vechny typy létaji na kaZdém ze 8ty¥ tseki. DokaZte:
Jestlize cestujfci chce vyzkouSet kaZzdy typ letadla a pfitom
vykonat cestu za nejkratdi moZinou dobu, musi pouZivat tim
rychlejsi letadlo, &im je deldi usek.*)

*) Srovnej s tlohou &. 84 z knizky Dynkina, Moléanova
a Rozentala, ,,Matématibeskije sorevnovanija (Arifmetika i al-
gebra)‘‘, Nauka, Moskva, 1970.
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8. kapitola

PRIPAD NEKONECNYCH
MNOZIN

Zatim jsme metodu dynamického programovani apliko-
vali pouze v pfipadé funke{ s koneénym defini¢nim obo-
rem. V tomto ptipadé se nevyskytovaly Zadné potize
8 existenci extrémi, nebot kazd4 funkece definovani na
koneéné neprazdné mnozZiné ma maximum i minimum.
V pitipad$ funkce definované na nekonedné mnoZiné
vak jii existenci extrémi obecné zarudit nelze (vezms-
me napf. funkei f definovanou na mnoziné {x e R|0 <
<« < 1} predpisem f(z) = »; tato funkce nemé ani
minimum ani maximum). Ota.zky existence extrému
funkei definovanych na nekoneénych mnoZindch se vy-
Setfuji metodami matematické analyzy. Za p¥iklad ndm
mize slouzit fakt, Ze kazdy polynom, tj. funkce tvaru
Yy =ax"+ a4+ ... + a,(a,a, ..., a;jsourealné
konstanty) nabyvd na kaZdém intervalu tvaru
{xe Rla =z < b}, kde a < b jsou dani reilnd d&isla,
8vé minimalnf i maxim4ilni hodnoty. S poslednim tvrze-
nim i s mnoha jinymi tohoto typu se tendf sezndmf jiz
na"podatku vysokoSkolského studia’matematiky. My se
obecnymi existenénimi otézkami pro extrémy funkef
nebudeme zabyvat, timYspiSe, Ze zpravidla z nich ne-
lyvajf Zddné metody pro skutené nalezenf extrému.

V fadé konkrétnichfi duleZitych pfipadi lze viak
extrémy funkef definovanychYna{nekoneénych!mnoZi-
néch nalézt pfimo s pouZitim raznych elementirndjiich
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metod. V této kapitole uvidime dva pfiklady pouziti
metody dynamického programovani.

Piiklad 7: Je dano realné ¢&islo a a ptirozené éfslo n.
Méme zjistit, zdali funkce » prom&nnych

y=at+23+ ... + 2 (11)

nabyvé na mnoziné
{(xl, ceey Tn)

své minimélnf{ hodnoty.

UkéZeme nejen, Ze funkce (11) nabyva na mnoZiné (12)
minima, ale nalezneme toto minimum a nalezneme p¥i-
sludnou #n-tici, pro kterou se toto minimum nabyvé. Do-
kéZeme nésledujici tvrzeni:

Funkce (11) nabyvd minimalni hodnoty a*n~1, a sice
v jediné n-tici (2,, Z,, ..., %) = (an~ L, an”?, ..., an"}).

%, ...,%, € R } (12)

a:1+...-|-a:,,=a'

Ditkaz: Vétu dokdZeme metodou matematické indukce
podle n. (Hlavni mySslenkou dikazu je opét pouzlti dy-
namického programovani.)

(i) V ptipadé » = 1 je tvrzeni ziejmé.
(ii) Predpoklidejme, Ze tvrzenf plati pro pfirozené &slo

n a dokaZzme je pro n + 1: Necht (z;,Z,, ..., Zayy) j©
(n + 1)-tice realnych &fsel, splitujici vztah g o
~Tm

z,+ ... + 2+ 24y = a, odkud vyplyvé z, + ... +

+ T =06 —Tpyy.

Na zéklad® indukénfho pfedpokladu nynf dostdvéme,
Ze platf

B4+ 24+ ... 42 =2 (@—24)" 7, a tedy
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(@ —2nq)? ]

A+ ...+t kg2 42, =
n 41 a V¥  a™n
T '[[xnﬂ T ant 1] +(n + 1) = (13)

S +1 atn . a?
S n @412 nit1
Plati tedy nerovnost «} + ... 4 x3,; = a?(n 41)"1 pro
vBechny (n + 1)-tice (x,, ..., Zn,,) redlnych é&isel, spliu-
jicf vztah 2, + ... 4+ 2,,, = a.

Dosazenim (%, ..., Z,,) = [a(n + 1)1, ...,
a(n + 1)-1] se snadno pfesvéddime, Ze a%(n + 1)1 je
skutednd minimum funkce (11) na mnoziné (12). K za-
kondeni diitkazu zbyva nalézt viechny (n + 1)-tice, pro
které funkce (11) nabyva svého minima na mnozing (12).
Necht tedy pro (z, ..., ®,,;) plati af + ... + 2% +
+aa=a)n4+ 1)yt a xfx+ .. 2 2y =
= @. Odtud a z fetézce vztahu (13) dostavadme jednak

B4 ... 2k =(@—2p,) 0t (14)
jednak
a )2
[xn+1 - m) =0 (15)
Ze (14) a ze vztahu =z, + ... 4+ 2, = a — z,,, vyplyvd
na zdkladé indukéniho pfedpokladu 2, = ... =z, =

= (@ — Zpyy) w1 a z (15) dostavime z,,, = a(n + 1)L
Z poslednich dvou vztahu dostdivime nakonec z, =
=Ty = ... =%, = Tnyy = a(n + 1)1, coz dokoniuje
dikaz.

Pouziti principu dynamického programovani zdleZelo
v tomto piipadé podobné jako v pfedchozich kapitolach
v pfevedeni extremalnfho problému pro funkeci vice pro-

62



ménnych na nékolik extremélnich problému pro funkee
jedné proménné.

P¥iklad 8: Uvazujme funkei
=&+ 2+ ... + 2, (16)
definovanou na mnozing
Z,...,2,€ R
fon |3 D

kde 7 je dané nezdporné &islo. DokaZte, Ze funkce (16)
nabyva na mnoZiné (17) maximéln{ hodnoty r]/n, a sice
v jediné n-tici

r r
(zl, ...,z”)—(l'/—’-_‘, ...,ﬁ]

Dikaz: Pro n = 1 je tvrzenf zfejmé. Predpokladej-
me, Ze je tvrzeni dokazéno pro p¥irozené é&islo n a uva-
Zujme libovolnou (n 4 1)-tiei (zy, . . ., Z,, #,4,) redlnych
disel, spliujicf vztah

B4+ ...+, =1
Potom plati r* —2%,, = 0, rv'n + 11—z =0aa?+
+ ...t 2k = (Vr’ —22,,)%. Odtud dostivime 2z, +
+ ...+ 2+ Zp 4y = Vrz—x72|+1V;+ Ty =
= V—(xﬂ+l V”‘ +1—7r2+ (TV'”' +1—z4)? +

T+ Tapy = V(TV” +1—z )+t =|rln+1—
—Zpgy |+ Tay =71 Vn + 1, coz dokazuje prvni &ast
véty.

Z posledniho Tetdzce nerovnosti je dile ziejmé, Ze
vztah =, + ... + @y = rVn + 1 plati pravé tehdy,
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jestlize @, + ... + @, = |r*— #34; [ (tj., na zéklad
indukénfho predpokla,du, jestlize 2, = ... =z, =

= V"2 — Xyt V'n) a
(£ﬂ+1vn + 1 -_— 1‘)2 = 0, tlj. :l},,_,_l = .V_ﬂ—rT,.l—
Indukénf dikaz je dokon&en.
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9. kapitola

CAUCHY-LAGRANGEOVA
NEROVNOST*)

V této kapitole zobecnime vysledek z pfikladu 8 pied-
chazejici kapitoly a z tohoto zobecnéni ziskime dikaz

dvou klasickych nerovnosti, dilezitych v geometrii
a matematické analyze.

Plati tato véta:

Véta 10: Necht jsou dina redlna é&isla a,, a,, ..., a,
(n je dané ptirozené ¢&fslo) a nezaporné &fslo x. Pro libo-
volnou n-tiei (z,, Z,, ..., %,) redlnych ¢&isel, pro kterou
23+ 25+ ... 4+ 22 = 22, platf

0T, + 8y + ... Gz, Szl + e+ ... + ad

Diikaz: Tvrzeni dokidZeme indukef. Pro n =1 je
zfejmé; piedpokliadejme, Ze plati pro pFirozené dfslo n
a necht (z,, ..., #,, %,,,) je libovolni (n + 1)-tice
redlnych &isel, spliiujici vztah 2} + ... + 2% 4 27, =

=z% Odtud vyplyvd 28 4+ ... 4+ 22 = (]/:t:2 —_ a:,,H)
a tedy na zdkladé mdukéniho predpokladu ax, + .

+ oz, <t —a, |+ .+ el

Odtud dostivime ax, + ... + @&, + G 1Tnpy =
= sz — T Va’% 4+ ... 4+a +a,.,%, =
= V(xvm — Gn 41 nyq)® — (zn+1vam

+ 61— G n®)? + G Tas =

*) Cauchy, &ti ko#i; Lagrange, &ti lagrarze.
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<|alfaiF .. Fai, — @y . Tosr | + GuysZny, = x
l/a% + ... + di,,, ¢imZ je dikaz dokondéen.

Pomoci v&ty 20 lze dokazat nasledujici nerovnost,
kterd md sama, ale hlavné jeji riizné zobecnéni, duleZitou
ilohu v geometrii a analyze.

Vé&ta 21: (Nerovnost Cauchy-Lagrangeova) Necht
(@, ...,a,)a (b, ..., b,) jsou libovolné dvé uspoiddané

n-tice redlnych &isel. Potom platf | @b, + ... + a,b,] =
slad+ .. Fa)u+ .. F 0.

Dikaz: Nejprve dokiZeme, Ze z piedpokladii véty
vyplyva nerovnost

bt .. tab VAT FRVET B
(18)

Skuteéné, poloZime-li ve v&té 20 z; = b; (j = 1, 2,
n)azr = Vb% + ... b2, dostdivime @b, + ...+ a,b, =
= ;%) + ... + T, <dlai+ . ta=|al+. +a
Vb2 + b2, co? jsme méli uka,za,t Ze vzta,hu (18)
véa.k vyplyva 8 pouZitim elementdrnich vlastnosti abso-
lutnf hodnoty |a,b, + ... + @b, < |ay| [by] + ... +
+ (ol bu] < VioaP + A JaP VB + .+ Bl =
= Vet + ... F a2 |07+ ... + B, ¢m? je diikaz do-
konden.

Pomoci Cauchy-Langrangeovy nerovnosti dokaZeme
déle tzv. trojuhelnikovou nerovnost pro vzdilenost
v Eukleidové prostoru. Ze Skoly je zndmo, Ze na piimce
Ize zvolit soufadnicovy systém, tj. poloha kaidého
bodu na p¥mce je vzdjemné jednoznaéné urdena jistym
redlnym éislem. Jestlize poloha bodu A p¥{mky je urdena
tislem a, piSeme A = (a). V takto zvoleném soutadni-
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covém systému je vzdalenost mezi dvéma body A = (a)
a B = (b) dana ¢&islem |a — b|, které lze zapsat téz ve
tvaru |/ (a — ). Podobné, je-li v roving zavedena obvyk-
lym zplsobem soustava pravoihlych soufadnic, takze
poloha libovolného bodu A roviny je vzdjemn& jedno-
znaéné uréena uspofddanou dvojicf redlnych éisel a,, a,
(coz zapisujeme pomoci A = (a,, a,)), je vzdalenost
mezi body A = (a,, ay) a B = (b, b,) rovna
Via, — 8,2 + (a,— b,)2, jak se snadno dokéze pomoci
Pythagorovy véty. Tézi v prostorovych soutfadnicich
se vzdalenost mezi body A = (a,, a,, a,) a B = (b,,
b,, b;) prostoru poéditi podle analogického vzorce
Vi@ =8 + (@, —B)* + (@ — by)%.

Abstrakei se v matematice z pojmi pfimky, roviny
a (obyd&ejného) prostoru vyvinul pojem Fukleidova
n-rozmérného prostoru*) (n je pkirozené &slo), kterym
rozumime mnozinu v8ech usporddanych n-tic A = (a,,

@, ..., a,) realnych ¢&isel, spolu s funkei ¢ definovanou
pro viechny uspofidané dvojice n-tic (A = (a,, ..., a,),
B = (b;, ..., b,)) pfedpisem

o(A, B) = J/(a; — b2 + .-+ (@, —b.)®
Pritom se n-tice A = (a,, ..., a,) nazyvaji body prosto-
ru, éisla a,, ..., a, soufadnicemi bodu A = (a,, ..., a,)

‘a o(A, B) Eukleidovou vaddlenosti bodu A, B.

Z clementarnfi geometrie je zndmo, Ze v pfipadé pfim-
ky, roviny a ,,obydejného* prostoru plati pro vzdile-
nost bodu tzv. trojihelnikovd nerovnost, kterou lze for-

*) Pro solidnéjsi sezndmeni s pojmem Eukleidova n-rozmér-
ného prostoru odkazujeme ¢tendfe na knizku K. Havlitka
. Prostory o &tyfech a vice rozmérech*'; vydala v edici ,,Skola
mladych matermatiki‘* Mladd fronta (Praha 1965).
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mulovat takto: Pro libovolné t¥i body A, B, C je vzda-
lenost mezi A, C men3i nebo rovna souétu vzdalenosti
mezi A, B a mezi B, C. Vznikd piirozena otizka, zdali
obdobné tvrzeni plati i v obecném pifpadé Eukleidova
n-rozmérného prostoru. Nésledujicf véta obsahuje klad-
nou odpovéd na tuto otizku.

Véta 22: Pro libovolné t¥i body A, B, C Eukleidova
n-rozmérného prostoru plati

o(A, C) = o(A,B) + ¢(B,C).

Dikaz: Na zikladé Cauchy-Lagrangeovy nerovnosti
plati

(a'l - bl) (bl - 01) + ...+ (an - bn) (bz '—cn) =
<V =0+ ..+ (@ —ba).
o=+ . F (b —c.)?
Odtud déle vyplyva
[(al - bl).z + ...+ (an - bn)z] +
+ [(bl - c1)2 + ...+ (bn - cn)z] +
+ 20 —by) (br—c¢y) + ... + (@8 — b)) (b —c))] =
= [(al - bl)2 + C + (an - b")2] +
+ [(bl —61)2 + ...+ (bn - cn)Z] +
+ 2]/(0'1 — b2+ ...+ (@.—b,)%.
Vo =+ B

a po jednoduché dpravé obou stran ziskané nerovnosti
dostavame nakonec vztah

(@ —c))P 4+ ... + (@, —¢)? =
=@ =52 F .- F (@ — b2+
+ )6, — )+ - F (B — )]
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ProtoZe na obou stranich poslednf nerovnosti jsou ne-
zidporna disla, vyplyva z ni
V(al—cl)2 + .ot (@—c)? =
=V —0)r2+ ... + (@ —br+
+ VO =+ B — )

coz jsme méli dokazat.

Cvideni

Cviteni 1: Nalezndte viechny n-tice (%,, Zs, ..., o,) z vty
20, pro které plati 23 + 2§ 4+ ... + 2L =2 aaw, + ... +
+ ez, = xl/a: + ... +ap

Cviteni 2: DokazZte, Ze za pfedpokladu véty 20 plati |a,z, +
+ ... +az,] gxl/a: + ... + a;.

Cvideni 8: (Jiny diikaz Cauchy-Lagrangeovy nerovnosti)

a) Necht a;, a3, ..., a, & By, B2 ..., B, jsou libovolng redlnsd
gisla, spliwjici vztahy o + ... + af =8} + ... + 2 =1
Potom plati a8, + ... + «,8, = 1. Dokaite zformulované
tvrzeni! (Ndvod: VySetfujte vyraz (e, — 8;)* + ... + (a, —
- ﬂn)z')

b) Pomoci vysledku a) dokaite Cauchy-Lagrangeovu nerov-
nost. (Ndvod: PoloZte

a,- b]'
o
Vet o etV 10
proj =12, ..., n) ’

Cviteni 4: (JeSté jeden dikaz Cauchy-Lagrangeovy ne-
rovnosti.)

a) Dokazte rovnost (@} + ... + ap) . (] + ... + bp) —
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n-1 n
—(ab;, + ... +a,0,)2=2Z I (a;; — ab;)**) (Lagrangeova
i1 =i+l
identita).
b) Pomoci vysledku a) dokaZte Cauchy-Lagrangeovu nerov-
nost.

Cvideni 5: Ukaite, Ze Eukleidova vzdédlenost mé téz tyto
dvd vlastnosti (A, B oznaduji libovolné dva body Eukleidova
n-rozmérného prostoru): 1. o (A, B) = ¢ (B, A) 2. 0 (A, B) = 0,
prévé kdyz A = B.

Cviteni 6: DokaZte, Zze pro Eukleidovu vzdélenost je nerov-
nost o (A, B) = |p (A, C) — ¢ (B, C)| splndna pro viechny
trojice bodd A, B, C Eukleidova n-rozmérného prostoru.
(Ndvod: Pouzijte vhodnd trojihelnikové nerovnosti.)

*) Zdpis znamend v souhlasu s obvyklou matematickou sym-
bolikou soudet vSech &isel (a;b; — bi2;)%, kde 2, § jeom celd,
I<i<j<n
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10. kapitola

0 PRINCIPU OPTIMALNOSTI

V této zavéreiné kapitole si fekneme nékolik slov
o tzv. principu optimilnosti dynamického programo-
vani, na kterém se zaklddaly vSechny konkrétni algo-
ritmy i dikazy probrané v této kmi%ce. Béhem nasf dis-
kuse vysvétlime rovnéz, proé se pouziva terminu ,,dyna-
mické programovani‘.

Viimneme si prvni z naich aplikaci dynamického
programovani, ktera zileZela v urdeni maxima funkce

. o y= 31(11) + ...+ gﬂ(xn) (19)
na mnoZing
| z,, ..., z, celd a nezap.
{(xl,..-;xn)! Z1+ -..+x"=a } (20)

Kazdé freSeni maximalizaénfho problému (19), (20) ma
jistou zajimavou vlastnost, jak ukazuje nasledujici
véta.

Véta 23: Necht (z(?, ..., z) je fedeni maximalizaé-
niho problému (19), (20) a necht ¢, j jsou dand celd
¢isla, spliujici vztahy 1 <4 <j <n. Potom pro
( —1¢ + 1)-tici (2, 2@, ..., ) nabyvd funkce

) Y = 8ix) + Zin®ip) + ... + 8i(z)) (21)
své maximalni hodnoty na mnoZiné
Zi, ..., z; celd, nezap,

NN B
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kde a(t, §) = = + ... +

Diikaz: Vétu dokiZeme sporem. Pfipustme, Ze v mno-
zin& (22) existuje néjaka (j — ¢ + 1)-tice (£;, ..., &),
prokterou gi(d:) + gua(fi) + ... + Zi(#) > i) +

+ ... + gi(x!). Sestrojme nyni n-tici (2, ..., %,) tak,
tef =z@pror=1,...,i—1L,541,...,n,a% =2,
pror =4, i+ 1, ..., j. Snadno lze ovétit, Ze (%,, Z,,

..., %) je prvkem mnoziny (20), a Ze plati g,(%) +
+ oo+ guE) > &(@) 4 ... 4 g.(2(). Ziskana ne-
rovnost je viak ve sporu s tim, Ze (x, ..., z{») je feSe-
nim problému (19), (20), coZ dokonduje dikaz.

Tvrzeni véty 23 dame nyni ndzorné&jsi vyznam.
Problém tvaru (21), (22) nazveme usekem problému (19),
(20), a (j —4 + 1)-tici (2, ..., z{”) nazveme dsekem
fedent (2, ..., 2(9). Nyni lze smysl véty 23 vyjadiit
nazornd takto: ,,Usek feeni problému (19), (20) je Fe-
Senim dseku tohoto problému.*

Zformulovand jednoduchd vlastnost je pravé spe-
cidlnim dusledkem obecného principu optimalnosti
dynamického programovani, ktery umozituje pouziti
rekurentni metody. Abychom se jeité vice ptiblizili
k jeho neformilnfmu smyslu, rozebereme tento geo-
metricky pfiklad. Na povrchu néjakého (geometrického)
télesa T jsou zvoleny dva rizné body A, B. Nasim
ikolem je spojit oba body nejkratsi ¢arou €, leZici na
povrchu télesa. Ctenaf se sttedofkolskou drovni mate-
matického vzdélani musi oviem zformulovanou tdlohu
chipat pouze intuitivné, nebot pojmy jako &ira (kiiv-
ka), délka &iry apod. se definuji s dostadujici Grovni
piesnosti az ve vysokoskolskych pfednaskdich z mate-
matické analyzy a geometrie.
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Zformulovany problém je v obecném piipadé znaéné
obtizny, nebof povrch t&lesa miZe byt sloZitd plocha
8 mnozstvim ,,vystupkid“ a ,,proliklin®“. Za velmi obec-
nych’ pfedpokladii o vlastnostech povrchu télesa T lze
viak dokazat nasledujici, intuitivn® velmi nédzorné
tvrzeni: Cara € na povrchu t&lesa T, spojujici A s B je
nejkratii ze vSech takovych &ar pravé tehdy, jestlize
pro kazdé dva body A’ a B'lezici na €, je tisek ¥(A’, B')
dary € lezicf mezi A’ a B’ s4m nejkratf darou na povrchu
T, spojujici A’ s B’ (viz obr. 2).

Obr. 2

Tato zdanlivé jednoduché vlastnost vyjadiuje vy-
stizné podstatu hlubokého principu optimdlnosti, pod-
minujictho pouziti metod dynamického programovani.
Specialng extremalni dlohy fesené v nadi knfzce by bylo
mozné interpretovat jako problémy urdéeni jistych nej-
kratSich éar; vyloZené rekurentni metody pak vlastné
,,Slepuji*‘ dseky hledané nejkratsf dary, aZz je nakonec
urdeno celé FeSeni.
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Uloze o nejkratsf afe lze dit jestd nazornou fyzikilni
interpretaci. Pfedstavme si, Ze po povrchu (redlného
fyzikalniho) télesa leze z A do B konstantni rychlosti
brouk, ktery chce vykonat tuto cestu v nejkratsim moz-
ném &ase, Gili— coz je v daném ptipadé totéz — po drize
nejkratéi délky. Tuto cestu budeme nazyvat optimdlni.
Slovo ,,optimaln{* je latinského plivodu a jeho vyznam
odpovidd vyznamu &eského slova ,,nejlepsi““. V daném
piipadé mame konkrétné na mysli, Ze hledana cesta
ma byt optimalni (nejlepi) ve smyslu minimalni doby
pohybu (neboli minimalni délky drahy pohybu). Princip
optimalnosti lze nyni vyslovit téZ takto:

Pohyb (v naSem konkrétnim pi#ipadé pohyb brouka)
probfhéd optimalnim zpisobem privé tehdy, jestlize
optimalnim zpisobem probiha na kazdém tseku.

V této obecné formulaci lze principu optimalnosti
pouzit pii uréovdni pohybu letadel, raket a druiic,
optimilnich vzhledem k minim4lni dobé letu, minimalni
spotiebé pohonnych hmot apod. Lze jej viak pouzit
i k uréovani riznych optimalnich procest, napt. v tech-
nologii, technice a ekonomii, nebot takovéto procesy
lze téz chapat jako jisté pohyby v nékterém (obecné
vicerozmérném) prostoru. Odtud je téZ patrny plived
nizvu ,,dynamické programovani‘‘ (slovo ,, dynamicky*
odpovidd svym vyznamem &eskému ekvivalentu ,,po-
hybovy“). Tim ovSem nechceme ¥ici, Ze dynamické
programovani se hodi pouze pro feSeni problému, kde
ve zjevné formé vystupuje prostor a 8as. (Extremalni
problémy Fefené v nasi knizce to ostatné jasné ukazuji.)
Formulace problému a metod dynamického programo-
vani se obvykle provadi ve zcela abstraktni formé a in-
terpretace pomoci pohybu probfhajiciho v prostoru
a dase se vétSinou pouziva pouze pro ndazornost
a heuristickou cenu.
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DOSLOV

Pojem dynamického programovani pochazi od americ-
kého matematika R. E. Bellmana, ktery spolu se svymi
spolupracovniky a Ziky tuto metodu aplikoval na velké
mnoZstvi nejrozmanitéj§ich extremalnich problémi &isté
a aplikované matematiky, od vypodétu letovych trajek-
torif umé&lych druzic a% po aplikace na hru dachy. Ctenat,
ktery se chce poudit o nékterych z téchto zajimavych
aplikaci, miZe nahlédnout do inspirujici knihy R. E.Bell-
mana a S. E. Dreyfuse , Applied ,Dynamic Program-
ming‘ (Princeton University Press, Princeton, N. J.
1962), kterd je u nds snadno dostupnd v ruském pie-
kladu pod nézvem ,Prikladnyje zadadi dinamiéeskogo
programmirovanija‘‘ (,,Nauka“, Moskva, 1965). Je v3ak
nutno uvést, Ze knihu nelze povaZovat za udebnici, nebot
u celé fady témat jsou popsiny pouze zikladni myslen-
ky a detailnf matematicky rozbor neni proveden.

Pokud jde o éeskou literaturu, lze tenaii doporudit
piehledny élinek D. Gliickaufové a M. Viacha ,,Diskrétni
dynamické programovdni®, ktery vysel v ¢asopisu ,,Pokro-
ky matematiky, fyztky a astronomie*’, roénik 12,8. 4 a 5.

V obou citovanych pramenech lze pak téz nalézt
i bohaty seznam dals{ literatury o dynamickém progra-
movani.



ODPOVEDI A NAVODY
KE CVICENIM

2. kapitola

Cviteni 7: Ndvod: Je-li M neprdzdnd mnoZina &isel a ¢ redlné
cislo, polozme M’ = {z€ R|z —ce M}.

3. kapitola

Cvideni 8: Minimum: — 27; FeSeni: (1, 0, 0, 4, 1, 0, 0).
Cvidenf 4: Sestroji se tabulka hodnot g;(x) a urdi se
max {g,(x) |z celd, ¢’ Sz < a’}.

Cvifeni 5: a) max: 31; (3, 0,0, 0, 0);
min: —34; (0, 0, 0, 1, 2)
b) max: 246; (0, 0, 0, 0, 7);
min: —40; (0, 1, 3, 1, 2)
c) max: 133; (0,0, 0, 0, 6);
min: —42; (0, 0, 3, 1, 2)
Cvideni 6: Navod: UkaZte, Ze fi(z} + 22 + ... + o) =
=gz + ... +gi(gf) (=1,2 ...,n) a pouijte defi-

nici Pj.

4. kapitola

Cvifeni 2: (" + a)
. n
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b. kapitola

Cvideni 2: {5} je CI s maximélnim ohodnocenim.
n(n—1) n(n + 1)
2

Cvifenf 4: Trivialn{; —5 séitdni a

néni; netrividlni: n — 1 séitdni a 2(n — 1) srovnéni.

— 1 srov-

6. kapitola
Cvideni 4:¢c; > 0>z, =1;¢, <0=>2;,=0
Cvidenf 6: Viz ndvod ke cviteni 6 v kapitole 3.
Cvileni 7: Napf.: (4,65 ay) = (5,4,2); (¢, ¢y 630 =
= (11,10,10); b = 9

7. kapitola

Cvideni 4: Ndvod: Jedna &dst tvrzenl vyplyvé piimo z véty
18. Druhd &ést se dokdZe sporem. JestliZe by, > by, a i <7,

dostaneme transpozici dvojice by, by; v3tsf soudet neZ a,b, +
+ ... 4+ anbk".

Cvilenf 6: Necht v,, v,, vy, v, jsou cestovni rychlosti. Po-

uZijte cvideni 4 pro a, = AB, ..., a, = DE, b, =",
by = vt

9. kapitola

Cviéeni 1: Srovnej s ptikladem 8 v kapitole 8.

Cvidenf 6: Névod: o(A, B) = ¢(A, C) — o(B, C)
e(A, B) = o(B, A) 2 ¢(B, C) —¢(A, €)
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