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PREDMLUVA

Pii sepisovani popularné védeckych kniZek je vidy
problém, jak spojit poZadavek pfistupného, a pfitom
struéného vykladu s poiadavkem nedplatné vécné
spravnosti a matematické pfesnosti. V abstraktnim
pfedmétu, jakym se obira tato kniZka, je tato potiZ
vétsf nez jinde, a to tim spiSe, Ze jde o latku jen zdasti
zpracovanou v udebnicich teorie grup a vibec ne, pokud
je mi zndmo, v dobrych popularizujfcich publikacich.
Do jaké miry se mi podafilo se s timto problémem vyrov-
nat, to posoudi &tendfi.

V podstaté mi 8lo o to seznamit &tenate s nékterymi
zakladnimi pojmy teorie grup, kteri mi v soudasné
matematice zakladni vyznam. Chci ukézat na riznoro-
dém ptikladovém materidlu, Ze béZf o velmi obecnou
matematickou zakonitost, kterou jsme objevili v nejraz-
néjsich jejich konkrétnich tvarech, v matematice i pfimo
ve skuteénosti.

Tato knfzka neméa byt ulebnici ani jejf ndhrazkou.
Pit jejim malém rozsahu a pfi danych pfedpokladech
védomosti nebylo samozfejmé moino probrat viechny
zékladni pojmy — a ani o to neslo. Slo jen o to, aby
si étenafi odnesli z této knizky alesponn presvéddeni,
Ze ani abstraktni algebraickd teorie, jakou je teorie
grup, neni jen samoud&elna hiitka zasvécenych mate-
matiki.

Kniha neni uréena pro odborniky; mize je viak pfece
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jen zajimat stat o induktivnim dikazu jednoduchosti
alternujici grupy stupné = 4.

Aby si étenaf mohl prekontrolovat, Ze textu porozumél
a aby si prohloubil a doplnil vyklad samostatnym uvazo-
vanim, jsou k vétiiné kapitol pfipojena cviteni. Méné
snadna jsou opatiena hvézditkou, pfipadné zbéinym
navodem k Fedent.

Ladislay Rieger



1. kapitola

POJEM ZAKRYTOVEHO
POHYBU

U ¢ar a u ploénych i prostorovych ttvara, at jiz vy-
tvofenych pfirodou nebo lidmi, se setkivime &asto
s vlastnosti, které ikame geometrickd pravidelnost, ve
zvlastnim pipadé (st¥edovi, 0sova, rovinna) soumérnost.
(Listy a kvéty rostlin, krystaly nerostd; ornamenty,
stavby.)

V &em zileif (jak je definovana) geometricks pravidel-
nost ? Bez obsfrnych tvah lze fici, Ze Gtvar shleddvime
geometricky pravidelnym, jestliZe lze udat tzv. zdakrytové
pohyby, jimiz se ztotozni dtvar jako celek sim se sebou,
pfi demZ se jeho jednotlivé body nemusi vritit do svych
pavodnich poloh. VystiZenf geometrické pravidelnosti
utvaru je potfebf tedy hledat v mnoZiné jeho zdkryto-
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vych pohybi. Tak napf. obdélnik (obr. 1) mé tfi takové
zakrytové pohyby, tj. dvoji pteklopeni (dle kazdé z obou
os soumeérnosti) a jejich kombinaci, tj. otodeni o 180°.
Utvar na obr. 2 ma rovné? pesnd t#i zékrytové pohyby,
ale jiné, totiz otodeni roviny o jeden, dva &i tfi pravé
uhly. Nekonedny pés na obr. 3 ma nekonené mnoho

TIITTTT

Obr. 3

zakrytovych pohybi. Jsou to posuvy o celistvé nisobky
jednoho dilku pisu — a jiné zdkrytové pohyby nema.
Ctverec (obr. 4) ma 7 zakrytovych pohybd (4 preklopenf
kolem os soumérnosti a 3 otodeni o 90°, 180°, 270°).

Obr. 4

Aby pozdéji nevzniklo nedorozuméni, je dobfe vy-
slovné objasnit geometricky riz pojmu zikrytovy
pohyb. Na rozdil od skuteéného (fyzikalniho) pohybu
pfi zdkrytovém pohybu nepfihlizime ani k &asovému
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pribéhu pohybu (k rychlosti), ani k tomu, po jaké drize
se jednotlivé body (geometricky pravidelného, tuhého)
utvaru dostaly z pivodni do nové polohy. To znamend,
ze dva zakrytové pohyby plati za stejné, jestlize vedou
z téZe vychozi polohy ttvaru do téze polohy koneéné.
Tak napt. v obr. 2 ototenf o thel 90° a otodeni o iihel
450° = 360° + 90° (v témZe smyslu) povaiujeme za
tentyi zakrytovy pohyb. Pak je vSak dtsledné pfi-
poustét za zdkrytovy pohyb i takovy pohyb, pfi némz
se kaZzdy jednotlivy bod vrati odkud vysel (ztotozni
se se sebou samym). Takovému pohybu, danému napi.
otodenim rovinného obrazce o 360°, fikdime pohyb
identicky, takZe utvar na obr. 2 pravé tak jako obdél-
nik, maji ve skuteénosti po ¢tyfech zakrytovych po-
hybech a pfi pisu na obr. 3 pfipoustime i zakrytovy
posuv o nulovou délku. (Pak oviem i geometricky
zcela nepravidelné ttvary maji zakrytovy pohyb, totiZ
jediny, identicky zakrytovy pohyb.)

Mnozina zakrytovych pohybid libovolného daného
utvaru ma nékteré dilezité a jednoduché zakladni
vlastnosti. Tak napf. pozorujeme, Ze dva zakrytové
pohyby provedeny po sobé (sloZzeny) daji opét zakrytovy
pohyb, Ze ke kaidému zakrytovému pohybu existuje
zakrytovy pohyb zpétny, uvidéjici utvar y kaidém
jeho bodu do ptuvodni polohy (tedy skladajici s danym
pohybem pohyb identicky) apod. Studium zpisobi skla-
dani zakrytovych pohybi a téch souvislosti mezi témito
pohyby, které jsou sklidinim dany (pouhy podet zakry-
tovych pohybi #ik4 pilis malo, jak jsme vidéli na pfi-
kladé obdélnfka a dtvaru na obr. 1), tvoii matematicky
obsah teorie geometrické pravidelnosti. Tak jsme vede-
ni k pojmu grupy zakrytovych pohybu, kterymzto
nizvem oznaéme prozatim zhruba mnoZinu zakryto-
vych pohybi daného ttvaru spolu s pfedpisem, jak se
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zakrytové pohyby sklidaji. Tento pojem si objasnime
bliZze pomoci piikladu zakrytovych pohybit rovnostran-
ného trojuhelnika.

Cvifent

1. Uréete zékrytové pohyby: a) pravidelného éestlﬁheln.fka,
b) vilnovky y = sinz, ¢) neomezené &tvercové sité v roviné,
d) téze sité opatiend jestd dhloptitkami.

2. Ukazte, jak vynechdnim a) vhodnych bodi, b) vhodnych
useéek vznikne z rovnostranného trojihelnfka obr. 5) Gtvar
o 3 zdkrytovych pohybech (kterych?).
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2. kapitola

GRUPA ZAKRYTOVYCH POHYBU
ROVNOSTRANNEHO TROJUHELNIKA.
AXIOMY GRUPY

Abychom mohli sledovat skladani zikrytovych pohybi
rovnostranného trojihelnfka (obr. 5)!) vyznaéme si pro
jednoduchost jednotlivé zakrytové pohyby takto: Pis-
mena A4, B, C necht znadi po fadé jednotliva preklopeni
kolem osy thlu «, 8, y. Pismena D a E necht znaéi po-
hyby dané oto¢enim roviny trojihelnika o 120° a o 240°
(proti sméru ruéi¢ek hodin), a kone¢né J nechf znaéi
identicky pohyb (dany otodenim o 0°). Tim jsme pojme-

Obr. §

1) Ctendi udini dobfe, kdyZ si vystfihne z papiru rovno-
stranny trojdhelnik (radéji nikoli ten, ktery je na obr. 5 v kni-
ze) a sleduje nédzornd grupu jeho zdkrytovych pohybu podle
daléiho vykladu; pozor na to, Ze po pfeklopeni se méni smysl
kladného otd&eni.
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novali viech 6 zikrytovych pohybd rovnostranného
trojihelnika, jak se ¢&tendf sim snadno piesvédéi.
Smluvme si jesté (jednou providy), Ze zakrytovy pohyb,
feknéme Z, vznikly tim, Ze po jistém zakrytovém pohy-
bu Y provedeme jesté jisty zakrytovy pohyb X, budeme
prosté psit jako XY, tedy Z = XY. Misto XX piSeme
pak X2 Skladani zdkrytovych pohybh rovnostranného
trojihelnika nyni nejlépe uvidime na nasledujfci tabulce.
(tab. I), jejiz spravné sestrojeni nechf si &tenat ovéfi
(viz pozn. 1).

Jeji uzitf je ziejmé: vysledek CD napi. otodeni o 120°,
tj. pohybu D, nasledovaného pieklopenim kolem osy
dhlu 9, tj. pohybem C, najdeme v prisetiku Fadku
uvedeného pismenem D) a sloupce, uvedeného pismenem

A|B|C|D|E|J
A|J|D|E|B|C]|A
B|E|J|D|Cc|A|B
c|{D|E|J|A|B]|C
D|(c|A|B|E|J |D
E|(B|{C|A|J|D|E
J|a|B|Cc|D|E]|J
Tab. I

C, tedy odetteme CD = B vysledek je pfeklopeni kolem
osy uhlu §; podobné AB = E, AA = A% = J atp.
Pomoci tabulky I lze nyni pohodiné uréovat i vy-
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sledné zakrytové pohyby (rovnostranného trojihelnika)
sloené piedepsanym zptisobem?) postupné z vice nez
ze dvou pohybu.

(AB)C = EC = A, A*D = D, (BC)(DE) = DJ =D

(Slovni vyznam téchto rovnosti si ¢tendt laskavé uvédo-
mi sdm.)

Jiz z toho, co bylo dosud feéeno a napsano, &tenife
moZna napadlo, Ze mezi skladanim zikrytovych po-
hybta (v daném piikladé rovnostranného trojihelnika)
a nasobenim disel je jistd podobnost. Vytknéme si,
v ¢em skladéni zakrytovych pohybt (dejme tomu
rovnostranného trojtihelnika) se shoduje s nisobenim
tisel (mysleme pro urditost na kladni lomend — ¢ili
raciondlni — &fsla), tj. formulujme zakony platné pro
oboji. To jsou privé axiomy grupy.

Axiom (1)

Piedevsim nahliZime, Ze libovolné dva zikrytové
pohyby X a Y sloZeny v urlitém pofadi X, Y daji opét
zakrytovy pohyb, feknéme Z = XY (téhoZ rovnostran-
ného trojihelnika), pfi éemZ vysledny zikrytovy pohyb
Z je uréen jednoznadné, tj. nezdavisle na tom, jakym
zpusobem byly provedeny pohyby X, resp. Y.

Podobné libovolna dvé kladnéd lomené. &isla, feknéme
R=2% a §8=L daji jednoznadné urdeny soudin

RS = & = 0,12 nezivisle na tom, zda &islo R je dino

?) Zapisovini po sobé ndsledujicich pohybu zprava doleva
m4 svoje duvody, jez se objasni pfi definici ,,ndsobeni** permu-
taof & transformaci ve 3. kap. Je duleZité si na to zvyknout.
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na pifklad jako 1,2 nebo élslo Sje déno jako __._;’20;3
nebo jakkoli jinak — jen kdyz jsou éisla taz.

Rikdme struéné, e skladani zakrytovych pohybi,
stejné jako nasobeni &isel, spliiuje zdkon neomeze-
nosti a jednoznaénosti.

Axiom (2)

Diéle shleddvame toto:

Skladame-li ]akékoh t¥i zakrytové pohyby Z, Y,}X
(v nadem pifpadé napf. tfi pfeklopeni X = 4, ¥ = B,
Z = (), pak jsou dvé moznosti, jak to provést, aniz
porusime protiabecednd vyznadeny sled kterychkoli
dvou z uvaZovanych pohybu. Jednak lze nejprve utvofit
pohyb YZ provedenim pohybu Y po pohybu Z a nechat
po jiZ znamém pohybu YZ nisledovat pohyb X. Za
druhé moino pohyh Z nechat nasledovat (pfedem jiz
zndmym) vysledkem XY sloZeni pohybu Y nasledova-
ného pohybem X. Pfi prvé moznosti utvoifime tedy
pohyb X(YZ), pii druhé pohyb (XY) Z. V naSem pii-
kladé maime jednou A(BC)= AE =B a podruhé
(AB) C = EC = B, tedy totéi. Snadno si uvédomfime,
Ze tomu tak musi byt pii sklddiani pohybu vidycky,
nebof i pfi druhé moZnosti vlastné nisleduji tii dané
pohyby v daném pofadi privé tak jako pfi moZnosti
prvé

Rikime, Ze je splnén zakon asociativity a pifeme

jej struéné
' (XY)Z = X(YZ)

Tento zakon, jak dobfe vime ze 8koly i z podetni
praxe, je splnén pfi ndsobeni é&isel (nahradime-li zakryto-
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vé pohyby ¢sly). Jeho dileZitost (kterd byva &asto
stirana p¥li§ povrchni formulaci ,,nezalezi na uzavorko-
vani®) tkvi v moZnosti definovat jednoznainé sloZenf
ti (a vice) zdkrytovych pohybi v daném poFidku
rovnostmi

XYZ = (XY)Z = X(YZ)

z toho pak plyne mozZnost definovat
X3 = XXX, X4 = XXXX atd.

Axiom (3)

Mezi &isly je pravé jedno, totiz 1, nadéno vlastnosti, Ze
nechiva jakékoli &islo jim nisobené beze zmény. Tuto
tlohu jednotky v souboru zikrytovych pohybt mé
zminény identicky zakrytovy pohyb J, eoZ zapisujeme

rovnostmi
XJ=JX=X

platnymi pro kaidy pohyb X. Rfkime, %e je splnén
zakon jednotkového prvku, pokud budeme pozdéji
hovofit obecnéji o prveich grupy misto o zékrytovych
pohybech, budeme nazyvat J jednotkovym prvkem.

Axiom (4)

Ke kazdému lomenému &slu L (rozumi se dle pred-
pokladu L > 0) mame jedno jediné (kladné) é&islo
—Il—( , tzv. pfevricenou hodnotu k L, tj. léislo, jez znaso-
beno danym éfslem di. jed1110tku, L. = 1= A .L.
(Piéeme radéji L1 namfsto T']
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Podobné i ke kazdému zikrytovému pohybu (rovno-
stranného trojihelnika) X mame pfesné jeden zpétny
pohyb X 1, totiZ takovy, Ze po pohybu X se timto po-
hybem X! vritime zpét do vychozi polohy, coZ piSe-
me rovnosti

XX =J
Pohyby X a X ! se vzajemné ,rusi’, tj. je téz
XX1=J

Napt. 472 = 4, protoze A4 = A2 = J,nebo D! = E,
protoze DD™' = DD = J = DE. (Viz tabulka.)

Tomu, Ze ke kazdému zékrytovému pohybu existuje
jeden jediny zpétny pohyb, Fikime, Ze je splnén zakort
inversniho prvku; ten dovoluje spolu se zikonem
asociativity provadét u zakrytovych pohyb@ obdobu
dé&leni &fsel, to jest: dovoluje ke dvéma danym pohy-
bim Y a Z uréit pohyb X tak, aby XY = Z; zfejmé
totiZ musi byt X = ZY 7. Podobné pro pohyb X hleda-
ny rovnici YX = Z nalézaime X = Y 1Z. Napi. se
ptejme, jaky pohyb musi pfedchizet pied pieklopenim
B kolem osy Ghlu g nadeho trojihelnika, aby vysledek
bylo ototeni D o 120°? Nahlédnutim do tabulky zjistu-
jeme X = B1D = BD = C jako odpovéd, tj. jako
feSeni rovnosti BX = D. Slovy: hledany pohyb je pfe-
klopeni kolem osy udhlu y.

Tuto dilezitou okolnost, Ze zakrytové pohyby (rovno-
stranného trojthelnika) spliiuji uvedené &tyfi zakony
(axiomy grupy) stru¢né vyjadfujeme réenim, Ze zakry-
tové pohyby tvoff grupu vzhledem k skliadanf
pohybi. %tyi’i axiomy grupy shrnuji pravé ty vlast-
nosti, jeZz spliiuje kaZd4 mnoZina véech zikrytovych
pohybii kteréhokoli geometricky pravidelného itvaru.
Pojem grupy (zikrytovych pohybi) tedy vystihuje
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matematickou podstatu pojmu pravidelnosti tutvart
(prostorovych i rovinnych). Vidéli jsme viak také, Ze
grupové axiomy rovnéZz spliiuje ndsobeni (kladnych
lomenych) éisel, kde tyto axiomy jsou ze &koly nam dob¥e
znamymi zikladnimi podetnimi zdkony, jichZ uZivime
v kaZdodenni podetni praxi, aniZ jsme si toho pro jejich
samoziejmost védomi. MiZeme tedy Fici, Ze kladna
lomen4 é&fsla twort vzhledem k ndsobeni rovnés grupu, tak
zvanou multiplikativnf grupu kladnych lomenych &isel.

Je v8ak jesté jeden (podetnf) zdkon (axiom), ktery je
splnén pro ndsobeni &fsel a nenf splnén nap¥. pro skla-
dani zakrytovych pohyba rovnostranného trojihelnika,
totiZ tzv. zakon zdménnosti éili zdkon komutati-
vity.

Axiom (5)
Nezaleif na pofadi éinitell, struéné ve tvaru rovnosti
XY =YX

platné pro kazdé X a kaidé Y.
Skuteéné totiz vidime, Ze napf. je

DA =C,ale AD =B

slovy: pfeklopeni kolem osy hlu x ndsledované otode-
nim o 120° d4 pFeklopeni kolem osy dhlu y, kdeito
otodeni o 120° nasledované pieklopenim kolem osy thlu
o« da preklopeni kolem osy dhlu §.

Rikédme, %e multiplikativnf grupa kladnych lomenych
tisel je komutativni grupa, také ndkde: Abelova’) grupa,
kdeito grupa zakrytovych pohybt rovnostranného
trojthelnika nenf komutativni.

) Na po—éest predasné zemfelého norského matematika
N. H. Abela (1. pol. XIX. stol.).
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Jsou tu oviem i dalsi rozdily mezi ob&ma grupami.
Tak napiiklad vSech kladnych lomenych &isel je neko-
neéné mnoho, kdeito viech zakrytovych pohybt rovno-
stranného trojtihelnfka je koneéné mnoho, totiZ 6.

Rikame, 7e multiplikativni grupa kladnych lomenych
&isel je nekoneéna, kde#to grupa zédkrytovych pohybi
trojihelnika rovnostranného je koneéna, koneéného
fddu 6. Jiny rozdil, souvisici s pravé uvedenym, je
tento: Libovolny zlomek a rizny od jednotky ma vesmeés
navzajem rizné mocniny s celistvymi kladnymi mocni-
teli a, a?, a®, ... . Naproti tomu libovolny zékrytovy
pohyb X trojihelnika rovnostranného proveden Sest-
krate po sobé d4 identicky pohyb, tj. zde plati bez ome-
zeni rovnost X® = J, takde X7 = X, X8 = X2 ... —
»,mocniny* se ddle periodicky opakuji. (Vime dokonce,
ze kazdy ze zakrytovych — neidentickych — pohybi
rovnostranného trojihelnika, ponévadz je to vidy bud
preklopeni, anebo otodeni o 120°, resp. o 240°, spliiuje
vidy jednu z rovnosti X2 = J nebo X3 = J.)

Za pomoci toho, co jsme pravé uvedli, si tedy uvédo-
mujeme tento souhrnny poznatek: Nékteré zakladni
poletni zdkony, totiZz tzv. zakony grupové (1) aZ (4),
samozfejmé splnéné pii nasobeni (kladnych lomenych,.
piipadné i jinych) &isel nalézdme splnény i pfi skladani
zékrytovych pohybt geometricky pravidelnych idtvari;
tato okolnost, Ze zidkrytové pohyby tvoii grupu, je
spoleénoupodstatoupojmugeometrické pravidel-
nosti. Sklidinim zavadime jakési ,,nidsobeni (ve
zvl. pf. ,mocnéni‘) zdkrytovych pohybd. VSechny
vlastnosti, samozfejmé pro ndsobeni a mocnéni &fsel
viak pro toto ,,nasobeni’ jiZ nejsou samoziejmymi, ze-
jména neplati neomezeny zakon zdménnosti pro skladan{
zakrytovych pohybt.

K doplnéni dodejme: Grupa zikrytovych pohybi ne-
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musf oviem byt koneénd. Co vice, z ,,konednosti‘‘ pra-
videlného dtvaru neplyne koneénost grupy zakrytovych
pohybi, jak to vidime na zfejmé nekonetné grupé
zakrytovych pohybi kruZnice. Rovnéz z ,,nekoneénosti*‘
(tj. neomezenosti) rovinného pravidelného iutvaru ne-
plyne nekoneénost grupy jeho zakrytovych pohybi, jak
to vidime na grupé zakrytovych pohybid oby&ejného
osového kiize (dvou navzijem kolmych piimek); tato
grupa je fidu 8 (obsahuje 8 zakrytovych pohybt: 4 pfe-
klopeni a 4 otocenf).

Uvedenim do obecného pojmu grupy pomocf pojmu
geometrické pravidelnosti sledujeme zhruba cestu,
kterou (dle ndzoru nékterych matematiki) jiz sta¥i
Egyptané dosli k neuvédomélé znalosti a pouZiti tohoto
jednoho ze zikladnich pojmd moderni matematiky.
Zaroven mame tak jiZ na zaditku moZnost naznadit
nékolik odpovédi na otdzku, nal je teorie grup, tato
zakladni disciplina abstraktni algebry. Bez obdirnych
vykladi je pfedné pochopitelné, Ze riizné dlohy z orna-
mentalni geometrické vyzdoby (at jiZ ploiné
nebo prostorové) jsou v podstaté dlohami teorie grup
zdkrytovych pohybid. Pravé nepiedstiZné mistrovstvi
starych Egypfani v ornamentilni geometricky pravi-
delné vyzdobé je diivodem k nézoru, Ze jiZ oni v podstatd
znali pojem konedné i nekoneéné grupy, ktery se v novo-
véké matematice objevuje teprve v XIX. stoleti.

Teorie koneénych grup (zékrytovych pohybi) je déle
podstatnym pomocnikem nauky o tzv. pravidelnych
mnohosténech vepsanych do koule.

Piimou praktickou dilezZitost mé teorie grup zakry-
tovych pohybd v krystalografii, tj. v nauce o geo-
metrické pravidelnosti krystali, at jiz jde o tzv. makro-
krystaly (viditelnych rozméri) nebo o mikrokrystaly
(neviditelné pouhym okem).
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Podobné ma4 teorie grup aplikaci i v chemii, v teorii
stereoisomeri, tj. v nauce o chemickych slouéeninich
tychZ atom@ v témz podtu, ale lisicich se geometrickym
uspofddinim v molekule.

Ve fyzice nalézime aplikace teorie grup zejména
v kvantové mechanice.

Cuvifeni

1. V grupé zdkrytovych pohybt rovnostranného trojihelni-
ka uréete ABCD = ?, ABDE = ?, A*B* = ? Reste rovnice
AX = E; XE = B, XB = X*C.

2. Najdéte dalsi pfiklady dvojie zdkrytovych pohybi rovno-
stranného trojtihelnika, které ukazuji neplatnost komutativ-
niho zdkona.

3. V grupd zdkrytovych pohybi rovnostranného trojihelni-
ka vypo&téte A = ¥, D3 = 1, (AD)'" = ? (Ndvod: napt.
D* = J = D° apod.; u%ijte délen{ mocnitele se zbytkem!)

4. Ptesvédéte se, ze v grupé zédkrytovyeh pohybd rovno-
stranného trojihelnika neplati vidy pouéka: Soudin se umoeni,
umocni-li se jednotlivi &initelé. (Najdéte pohyby X, Y, aby
pro vhodny mocnitel, celistvé n bylo (X Y)» 4= XnYn.)

5. Sklddejme po sobé provddéné zdkrytové pohyby rovno-
stranného trojdhelnike tak, Ze p¥i tom kazdou osu preklapdni
povaZujeme za nehybnou (pevnéd danou v puvodni rovind),
stejnd jako osu otédleni roviny. Takové sklddéni splituje 1., 3.
e 4. axiom teorie grup, nikoli vSak 2. axiom asociativity.
Ptesvédite se o tom.

8. Sestrojte tabulku pro grupu zékrytovych pohybu &tverce.
Ukazte, %e je to komutativni grupa.
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3. kapitola

OBECNY POJEM GRUPY.
JINE PRIKLADY GRUPY

K vytéeni ¢tyt axiomu grupy jsme byli pfivedeni potte-
bou objasnit pojem geometrické pravidelnosti; pfi tom
se ukézalo, Ze axiomy grupy, platici pro skladanf zakry-
tovych pohybu geometricky pravidelného utvaru jsou
vlastné nékterymi podetnimi zdkony, které plati pro
nasobeni ¢isel (napf. kladnych zlomkia). Aviak ukaZeme
si, v jak rozmanitych dalsich podobach nalézame splnény
tytéZz axiomy grupy (1) aZ (4) z 2. kap. K tomu si vyslov-
né uvédomme nasledujici. Axiomy grupy budou splnény
vidy n&jakym ndsobeni p¥ipominajicim tkonem, napt.
,,8kladanim*’ (pohybi) provadénym s pfedméty, kterym
budeme od nynéjska fikat prvky grupy. Mnozina véech
téchto prvkd musi s libovolnymi dvéma svymi prvky
obsahovat i vysledek ,,nasobeni* (,,sloZeni‘‘) na né v da-
ném pofadi provedeného. MnoZinu s takovymto ,,néso-
benim’, pro niZ jsou splnény axiomy grupy, nazyvame
grupou - vzhledem k uvedenému ,,ndsobeni. Chceme-li
tedy vyslovné formulovat axiomy grupy obeocns,
vratime se do pifedchozi 2. kapitoly a slova ,,zikrytovy
pohyb‘‘ nahradime slovy ,,prvek grupy*, slova ,,zpétny
pohyb*, slovy ,inversni prvek, slova ,,identicky po-
hyb* slovy ,,jednotkovy prvek”, nebo i struénéji
»jednotka’, a konedné slova ,,skladani pohybi* slovem
,,ndsobenf”. Musfme viak mit stile na paméti, Ze slovo
jednotka a slovo ndsobent (pFresnéji fedeno: jednotka grupy
a grupové nasobenf) a odpovidajict ndzvy, jako soubin,
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mocnina (8 celistvym mocnitelem) majt od nynéjska pro
nds obecny smysl, Ze to miZe byt cokoli, na co se vztahuji
zakony (axiomy) grupy (v daném pfipadé tedy také to,
co 8 nasobenim ¢isel nemé co délat). Abychom to oziej-
mili hodné drastickym zplsobem, pf¥ipomeiime si, Ze
rovnéZ napf. celd kladna i zdpornd &isla véetné nuly
tvofi vzhledem k sefitdni grupu, tzv. aditivni grupu
celyjch Eisel. Zde se ,,nisobenim‘ grupy rozumi obyé&ejné
selitdni, jednotkovym prvkem je obydejnid nula a in-
versnim prvkem k celému &fslu a je &fslo — a. Aditivni
grupa celych &fsel je tedy komutativni (Abelova) neko-
neéna grupa; axiomy grupy (1), (2), (3), (4) a (5) jsou
tu znémymi zakladnfmi po¢etnimi zdkony pro seditani.
(Podobné je tomu ovsem pro lomend nebo i redlna
&fsla.)

Mozna, Ze se &tenai zeptd, pro¢ se tedy neuZiva pro
tdkon ve smyslu axiomi grupy nazvoslovi vzatého ze
séitanf misto z ndsobeni nebo vibec néjakého jiného
»yheutrilniho* ndzvoslovi. Skutetné néktef{ matemati-
kové uzfvaji tzv. seditaci (aditivni) symboliky a nazvi
i pro nékteré nekomutativni grupy, ale vieobecné to
nenf pfijimano. Jak z formalnich divoda jednoduchého
psani, tak i vzhledem k tzv. reprezentacim grup grupami
matic (o tom viz v dal§im), u nichZ jde o skute&né a obec-
né nekomutativni ndsobeni (na rozdil od seditani matic)
se jevi historickym vyvojem ustilené ,,nisobici* ndzvo-
slovi a symbolika obecné teorie grup opravnénou.

Pojem a teorie geometrické pravidelnosti, z nichZ
jsme vysli, se jevi z obecného stanoviska, na néZ hodla-
me vystoupit, jako zcela specialni aplikace abstraktni
teorie grup, vedle ohromné rozmanitosti jinych aplikaci
a projevi grupové zakonitosti v pfirodnich i matematic-
kych zjevech. O tom si udinime obraz na nasledujicich
piikladech grup.
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Pfiklad 1. Grupa viech permutaci koneédné
mnoha pfedmétt (Symetricka grupa)

Méjme n predmétid, jeZ si pro jednoduchost vidy
muZeme nahradit ¢isly 1, 2, 3, . . ., n. JestliZze nahradime
soudasné kaZdé z napsanych &¢sel opét nékterym z téchto
&isel, feknéme ¢&islo 4 (1 < 7 < =) éislem n(s) tak, Ze dvé
ruzné &isla ¢ 3= jsou nahrazena vidy dvéma riznymi
&isly n(i) == 7(j), pak takovému soudasnému zastoupeni
7 ¥ikdme permutace. Je tieba si poviimnout, Ze nékdy se
se slovem permutace (n ¢fsel) spojuje jen predstava
nového pofadi n(l), #(2), n(3), ..., #(n); zde viak slo-
vem permutace rozumime onu zménu, ktera k takovému
novému pofadi vede, to jest permutace m je soudasné
nahrazovani &sla 1 ¢islem z(1), ¢isla 2 Sislem 7(2) atd.,
coZ samo mii¥e byt uvaZovano bez ohledu na jakékoli
pofadi.

Chceme-li vypsat urditou permutaci, uvedeme do
prvni fadky é&fslice v plirozeném pofadi a pod né do
druhé fidky postupné ty &islice, kterymi nahrazujeme
pfi dané permutaci &fslice nad nimi. Napf.

_12ﬂ
=231}

znaéi totéZ co rovnosti
(1) =2, 7(2) =3, a(3) = 1

(123456
9_23146J
znadi totéz co rovnosti

e(6) =5
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(Mohli bychom oviem stejné dobte psat
(13 2]
o (2 13

456231
e= [4 6531 2]

nahrazovani{ samo, to jest permutaci, tim neménime.)

Misto permutace n &isel Hkdva se také permutace stup-
né n. Dvé permutace téhoZ stupné lze v urdeném pofadf -
,»Znésobit’‘. Ndsobenfm v uréitém pofadi dvou danych
permutaci rozumime jejich provedeni po sobé v pofad{
pravé obraceném. Presnéji fefeno, umluvime si, Ze
jestlize permutace = pfevadi ¢islo ¢ v éislo #(¢) a permu-
tace g (téhoZ stupné) pfevadi ¢islo x(s) v &islo o(s(3)), pak
permutace, kterou oznaéme jako px, prevadi éislo ¢
v &fslo g(7(7)). Soudin gz je opét permutace stupné =
(pfitom zdanlivda nesrovnalost v pofadi obou znadek
7 a p ma svoje vyhody a je dina matematicky nepod-
statnou okolnosti, Ze jsme béiné zvykli ¢ist odleva do-
prava, ale psit permutované — nahrazované — ¢&fslo ¢
napravo od permutace x).*) Napf. je-li

(1234
T=\2413
_ (123 4]
¢=13124
(123 4)
_(1 432
Y) Kdybychom se této nesrovnalosti chtéli vyhnout, museli

bychom psdt permutované &fslo pfed permutaci, tedy ()=,
misto (i), coz by bylo méné vhodné.

pak
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Nyni si dokazme, %e permutace stupné n tvort vzhledem
k uvedenému ndsobeni gmzm, tzv. symetrickouw grupu S,
kterd je fddu n! = 1.2.3 .

(1) Axiom"(zékon) neomezené ]ednoznaénostl nésobe-
nf je podle definice samoziejmé splnén.

(2) Axiom asociativity Zada, aby pfi libovolnych tiech
permutacich 7z, g, ¢ ¢islo a(en(i)) bylo totéZ jako &islo
oo(n(?)), a to pki jakémkoli ¢. Skutedné, dle nasf definice
nasobeni permutacf jsou obé &isla rovna &slu o(o(7(2))).

(3) Axiom jednotkového prvku je zfejmé splnén:
jednotkovym prvkem je tzv. identickd permutace ¢ (&ti

jota) tvaru
123...n . .
= (1 2 3n] ui) =4

(4) Axiom inversntho prvku je splnén, nebof zfejmé
inversnf permutaci k permutaci z je prosté permutace,
oznadme ji =71, pfevadéjici &slo j = n(t) v &slo ¢ =
= n7Y(j). Vzpomeneme-li si jestd ze stfednf &koly, Ze
viech pofadi z n &sel jen! = 1.2.3...n (n — faktorial),
a Ze tedy bude i tolik permutaci, kterymi se tato pofadf
ze zékladniho daji vytvofit, pFesvédéili jsme se o plat-
nosti celého nadeho tvrzenf.

Grupy permutacf jsou dileZité tecreticky i v aplika-
cich, v matematice i v pfirod8. Lze Heci, Ze v modern{
matematice na pod. XIX. stoletf se pojem grupy objevil
v grupich permutaci, a to piimo v aplikac¢i na teorii
algebraickych rovnmic libovolného celistvého kladného
stupné o jedné neznamé. (O této tzv. Galoisovés) teorii

) J. E. Galois, ktery pfedfasnd zahynul v souboji, byl
genidln{im francouzskym matematikemn z potétku XIX. stol.
(Zemtel ve véku 21 let.)
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rovnic najde &tendf zminku ve Schwarzové kniZce
»»O rovnicich®, sbirce ve ,,Cesta k védéni*‘; pro zakladn{
pojmy Galoisovy teorie viz napt. KuroSovu udeb-
nici.)®)

Priklad 2. Grupa geometrickych transformaci

Pro geometrii (i fyziku) je zdsadné dileZity pojem
grupy geomelrickych (popi. fyzikilnich) pohyba é&ili
transformaci.”) Tento pojem si objasnime na piikladsé
ze Skoly zndmych euklidovskych pohybi roviny.

Predstavme si, Ze se tuhd rovina, unasejici kartézskou
soustavu soufadnic Oxy, pohnula v sobé samé, tj. ani
se kterykoli bod této roviny dostal mimo ni. Pak zménu
polohy (pohyb) této roviny budeme posuzovat vzhledem
k vychozimu postaveni soustavy soufadnic. Bod, ktery
mél piwvodné isetku?) hodnoty feknéme 2’ a pofadnicit)
hodnoty feknéme y’ (jeZ se po pohybu objevuji a odeéi-
taji v nové poloze soustavy soufadnic), dospél do mista
bodu, jehoZ tisedka obnasi x a jehoZ pofadnice obnasf y
(obojf méfeno v pivodni poloze soustavy soufadnic).
»Nové“ soufadnice bodu z, y lze vyjadfit ,starymi*
soufadnicemi z’, ¥’ ze §koly znimymi tzv. transformag-
nimi vzorei '

%) Jde o monografii vyznamného sovétského matematika
A. G. Kurose, ktery dlouhd léta vedl moskevsky algebraicky
seminé¥ zalozeny O. J. §midtem (zndmym vefejnosti asi vice
jako polarni badatel). Neddvno zemiely prof. Kuro$ byl
velkym pFitelem Ceskoslovenska.

7) Srov. 8 vysvétlenim geometrického rdzu pojmu pohybu
drobnym tiskem v 1.kap.

8) Termin ,,isetka‘* se zde uZivd ve smyslu ,,1. soufadnice**
nebo ,,z-ovd soufadnice** a podobné termin ,,pofadnice’* ve
smyslu ,,2. soufadnice** &ili ,,y-ovéd soufadnice*. Jde o stars{
terminy, které viak pro zachovéni pivodniho razu textu byly
na tomto mistd ponechdny.
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r=z'cosa—y sinx -+ a
y=z'sina+y cosa+b

kde « je proti rud¢kam hodin kladné méfeny thel otodent
(uréeny aZ na celistvy nasobek plného dhlu 27 v mife
obloukové), tj. tihel od staré polohy osy tsedek k jeji no-
vé poloze, a a b jsou soufadnice bodu, do néhoZ se dostal
po pohybu podatek 0 soustavy soufadnic.

Tyto zdvislosti novych soutadnic na starych (které ve
svém Ghrnu oznaéme 7'(«, a, b)), popisuji a definuji tzv.
euklidovskou transformaci, &ili euklidovsky pohyb
roviny. Ka?dy euklidovsky pohyb 7' je plnd urden
uspofadanou trojici &fsel «, @, b — tzv. svymi para-
metry. Zptsob, jakym si oznadime (staré & nové)
soufadnice je lhostejny, je tfeba jen v&dét, které
soufadnice jsou staré a které nové, kterd z nich je tsed-
kou a ktera pofadnicf; jinak se volba oznadeni soufadnic
Hdi jen ztetely formdlnfi (podetni) tdelnosti.

Zvlastnimi piipady euklidovského pohybu roviny
jsou: &isty posuv (pro « = 0) a d&isté otodeni (pro
a = b = 0); obecny piipad je kombinaci obou (pfi demz
pozor na pofadi, viz niZe).

Predepisme si obecn$ jiny euklidovsky pohyb roviny,
o parametrech o', a’, b’, ktery téelné vypisme takto:

2’ =" cos ' —y'sin o’ + @
'=z"sina +y" cosa’ + b

Predstavme si, Ze jsme oba pohyby sloZili v jeden tim,
%e jsme provedli nejprve pohyb 7"(«/, @', b') a pak pohyb
T(a, a, b). Vysledkem musf ovéem byt opét euklidovsky
pohyb T"(a’, a”, b"), coz dokiZeme a jeho parametry
«’, a", b" nalezneme prosté tak, e dosadime do rovnic,
urdujicich 7' z rovnic uréujfeich 7’. (Kdybychom si ne-
byli vhodné oznatili soufadnice, museli bychom si je
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vhodné pfejmenovat pfed podetnim sloZenim obou
pohybi.) Mame

& = (" cos &' — y" 8in ' + a’') cos & — (" sin &’ +

+ 9" cos a' + b')sin a + @ = x"(cos a’ cos ¢ — sin a’.

.8in &) — y"(sin &' cos @ + cos a’ sin a) + a’ cos x —

—b' sin a + a = 2" cos(a’ + a) — y" sin(a’ + a) +
+ a' cos a — b’ sin a - B/

Podobné

y = z" sin(a’ + &) + y" cos(a’ + «) + @’ sin & +
+ b cosa+b

take «” = « -+ o (dhel otofeni vysledného pohybu je
soudtem obou 1hlid otodeni) a

a" =a cos a— b sin a+ a

0" =a'sina+ b cosa+ b
(Potétek se prvym pohybem 7' dostal do bodu a’, b"
a tento bod dostal se dal§im pohybem 7' do bodu a’,
b".)?)

Skladani euklidovskych pohybi roviny lze tedy strud-
né vystihnout rovnost{
T(a,a b) T"(a', @', b') =
T”(a—i— a', a’ cos a—b’51na+a a’ sin x 4
+ b cos & + b)

(Podobné jako pti ndsobeni permutaci zaznamenava-
me v soudinu dvou geometrickych transformaci postup

*) Na stfedni Skole se pfi geometrickém odvozovéni soudtové
poulky pro sin a cos (jiz jsme tu uzili pfi odvozen{ parametrii
vysledného pohybu) vyhdzi naopak z geometricky nézorného
faktu, Ze thel dvou po sobé ndsledujicich euklidovskych oto-
¢enf je roven soudtu obou tihli, & z geometrického zndzorn&ni
otodeni se vyvodi soudtové poucky pro sin a cos.
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sklddanych pohybu zprava doleva; hlubsim duvodem
pro toto nezvyklé psani je okolnost, Ze zobecnéni pojmu
permutace na nekonedné soubory pfedméti, jako jsou
napf. body roviny, zahrnuje v sobé8 i pojem geometrické
{euklidovské) transformace roviny jako zvlastni pfipad.
Permutovanymi pfedméty jsou pak na misté celych
.&isel uspofadané dvojice redlnych &isel (kde prvé &islo je
tsedkou, druhé pofadnici bodu) a euklidovsky pohyb
jakoZto predepsané nahrazeni starych soufadnic bodu,
tj. dvojice [z, ¥'] novymi soufadnicemi téhoz bodu, tj.
dvojici [, y], se opravdu jevi jako jistd , permutace‘’
bodi roviny, rozumi se ovdem nikoli ve stiedoskolském,
nybrz ve shora uvedeném smyslu slova.)

Snadno se d4 ukazat,!?) Ze euklidovské pohyby mozno
povaZovat za prvky grupy, Ze totiZ plati i pro skladani
.euklidovskych pohybid, povaZované za ,,ndsobeni®,
v tzv. grupé euklidovskich pohybwt roviny, axiomy (1) az
.(4). Tato grupa je nekomutativmi a nekoneénd. (Ne-
platnost komutativnfho zdkona jiZz p¥i obriceni sledu
.¢istého posuvu a &istého otoleni zna kaidy, kdo vi, Ze
vpravo v bok a pak krok vpted d4 néco jiného, nez krok
vpied a pak vpravo v bok.)

Ke grupé euklidovskych pohybi roviny (véetné pfe-
klipénf) miizeme dospét i jinym, méné nizornym zpi-
.sobem: Je to totiZ pravé ta grupa (tzv. linedrnich trans-
formaci & permutaci) bodi!?!) roviny, kterd zachovava

19) Pfenechdvdm to &tendfové pili; asociativni zdkon se
nejlépe bez potitdni dokazuje na zdklad® ptedchozi pozndmky,
%e pohyb roviny je permutace jejich bodu. (Asociativni zdkon
pro koneéné permutace znédme.)

1) Linedrni se nazyvéd transformadni zdvislost, v niz se

. soufadnice vyskytuji nanejvys v prvni mocnind. (Ndzev podle
lat. linea recta = p¥{mka, v jejfz rovnici se vyskytuji soufad-
_ nice rovndZ nejvys v prvni moenind.)
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vzdilenost dvou bodi, co% tsti v pozadavek, aby dva
body %, Y1 & &y, Yy, vidy piesly ve dva body z{, y,
a Ty Yo

|4 =+V(x1—zz)’ + (h— ) =
+

=H (@] — =) F (51— v3)*
+

Rikdme, Ze funkce V soufadnic je invariantem
vidi (linearni) grupé transformaci{ euklidov-
skych. (Grupa se nazyvé linedrni, jestliZe transformad-
ni z4vislosti jsou linedrni.)

JestliZe uréime za definujici invariant jinou vhodnou
funkei soufadnic, dostdvame linedrni grupu jinych, tzv.
neeuklidovskych ,,pohybti‘ roviny, odpovidajicich ,,ne-
euklidovské” geometrii. DileZitost teorie invarianti
viadi grupam transformaci pro obecné geometrické iva-
hy je tak velikd, e némecky matematik F. Klein piimo
definoval geometrii jako studium invarianti
vidi grupdm transformaci.

Ve fyzice poznéme vyznam obecné teorie grup trans-
formaci s danym invariantem na tomto p¥ikladé: Z po-
Zadavku specidlni teorie relativity, Ze svételny signdl
se mé &ffit stejnou a nepiekroditelnou rychlosti na
viechny strany nejen vzhledem ke zdroji svétla (co% je
samoziejmé) nybrZ i v soustavd, kterd se vzhledem ke
zdroji pohybuje pfimod&afe rovnomérns, vyplyva (v nej-
jednodusiim p¥paddé posuvu osy & v sob&) poZadavek
invariance (neménosti) funkce xz? — c*® (pfi linedrnf
transformaci starych ,,soufadnic“ novymi); ,soufad-
nice’ ¢ m4 tu vyznam &asu, ¢ zna¥f rychlost svétla.
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Timto invariantem je definovana jistd linedrni grupa
(neeuklidovskych) transformaci, tzv. gripa Lorenizova.
Jeji studium je matematickym zédkladem specidlni
teorie relativity. (Viz cvid. 10 ke kap. 4.)

Priklad 3. Grupa linedrnich homogennich
transformaci (grupa matic)

Zavedme si ve vzorci pro ¢isté euklidovské otodeni
(viz ptedchozi piiklad) toto oznadeni (z divodd, jez
budou ihned zfejmsé):

@,; = COS &, @y = —Sin &, ay; = sin a, @y = €O8
Pak vyjidieni euklidovského otodeni mé tvar

X = ay, " + a5y’

Y = a2 + agy’
Podobné kdybychom sledovali euklidovskd otodent
prostoru, nalezli bychom pro zavislost novych prostoro-

vych soufadnic z, y, z na starych prostorovych souiad-
nicich 2, y', 2’ téhoZ bodu vzorce

T = any’ + apy’ + a7
Y = QT + Qg + Ggy2’
2 = QT + Qg + Age2’

kde pevné ¢islo (tzv. koeficient) ay: stojici v ¢-tém fadku
a k-tém sloupci pravé strany napsaného vzorce je kosi-
nus thlu, ktery svird i-t4 soufadnicova osa v pivodni
poloze s k-tou soufadnicovou osou v nové poloze. (i, k&
znamené nékteré z &fsel 1, 2, 3; napt. a4 je kosinus vdhlu
mezi starou polohou osy z-ové a novou polohou osy
z-0vé.)
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Euklidovska otodeni roviny, resp. prostoru jsou pif-
klady tzv. linedrnich homogennich!?) transformaci.
Timto pojmem, ktery ma velikou dileZitost v celé ma-
tematice, geometrii a i v teoretické fyzice, rozumime
obecné souhrn zavislosti » zévisle proménnych &isel z,,

Xy, T3, ..., T, Nna m danych (nezadvislych) proménnych
dislech z;, x;, z3, ..., z;, takovych, Ze je lze napsat
ve tvaru
’
Ty = 0y + amxé + ...+ “mx,:n
4 — Ty = A% + g% + ...+ Gonly

l Tn = anlzll. + an2x2, + ...+ a/nmx;n

Koeficienty transformace, pevna &fsla a;;, svou hodnotou
(pfi danych hodnotach tzv. fddkového indexu ¢ a tzv.
_sloupcového indexu k) plné uréuji svym souhrnem
takovou linedrnf homogenni transformaci, kdezto ozna-
¢eni proménnych (nikoli jejich pofadi) je lhostejné.
V dal$im se omezime na linedrnf homogenni transfor-
mace, kde je tyZ podet zavislych i nezivislych promén-
nych, tedy kde m = n a dale takovych, Ze z predpokla-
danych hodnot zavisle proménnych =z, z,, ..., =, lze
k nim vypodist (jednoznadné) hodnoty zavisle promén-
nych, tj. Fedit transformadni rovnice podle neznimych
1, Tsy . . ., Za. (NEktery &tendt vi, Ze nutna a postadujici
podminka takové FeSitelnosti transformadnich rovnic A4
je ta, aby tzv. determinant soustavy byl éislem od nuly
riznym.!9)

13) Homogenn{ (%esky = stejnorody) zde znali, Zze viechny
,si‘&itance obsahuj{ nezévisle proménné (deni tzv. absolutniho
£lenu).

13) O determinantech se &tendi poudi v kazdé zdkladni uteb-
nici (klasické) algebry, anebo p¥imo v udebnici B. BydZov-
ského: Uvod do teorie determinantt a matic, JOMF Praha.
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Nezndmé x;, z;, ..., z, lze tedy vyjadfit linedrni
homogenni zavislosti na danych hodnotach z,, z,, . . ., z,,
&ili 1ze nalézt tzv. inversni (linedrni homogenni) trans-
formaci. Mame tedy na mysli jen linedrni homogenni
transformace, které maji k sobé (linearni homogenni)
transformaci inversni.

Podobné jako pii geometrickych transformacich
(ptiklad 2) budeme definovat i skladani lin. hom. trans-
formaci (téhoZ po&tu proménnych) jejich postupnym
provadénim. Pfedvedeme si to na pifkladé n = 3. M&jme
dvé takové linedrni homogenni transformace.)

1 ’ ’
Ty = ATy + azzle + azax:;
Ty = A3, T) + Agpky + Gy

B {x; = by % + byo®;’ + byaxy’

4 {xl = @, + G197 + G147y

xé = bzlxi: + bzzxé: + bzsxé:
Ty = b2y + basTs’ + bys7y

Slozenou transformaci 4B (&ili soutinem 4B obou
transformaci) rozumime vyjidfeni zivisle proménnych
Z,, Z,, &, transformace A nezavisle proménnymiz,’, z;’, =3
transformace B, coZse provede dosazenim za z;, z;, 3
z rovnic pro B do rovnic pro 4. Po ptislusné tpravé
vytykdnim dostavime (provedeni pfenechiviame étenati
jako snadné cvideni):

e

14) Ciselné ptiklady najde dtendk nize — zde by viak prové-
ddni sklddéni transformaci spiSe zatemnily, neZ objasnily.

33



= (@111 + G19bay + Gysbg)2 + (13010 +
+ 13095 + aybsd)T;’ + (311013 + @19Dy3 +
+ @y3Dgs) . 23’

= (@ybyy + aggbyy ",l' Ag3bg)2 + (@301 +
AB = + 2% 2% 'I"”aszbns)zz' + (@nb1s + @aabes +
+ @g3bgs) . 24

= (@g:1b11 + Gggbsy + agsbs)r + (3301 +
-|- @g3b3s + aaabaa)xz + (851015 + agabys +-
+ @agbgs). 2y’

Soudin 4B obou linearnich homogennich transformaci
je tedy opét linedrni homogenni transformace; jeho
tvoreni si zapamatujeme, kdyZ% si uvédomime, Ze v ¢-tém
fadku a k-tém sloupci pravé strany transformace AB se
naléz4 ,,soudin ¢-tého fadku z 4 s k-tym sloupcem z B
(Stenaf jistd pochopi bez dloubhého popisovani, co se
minf zkracenym réenim v uvozovkich).

Pfi pravé definovaném ndsobeni vSechny ty linedrnf
homogenni transformace tfech — a obecné » promén-
nych, které maji k sob& inversni (linedrni homogennf)
transformaci, tvoif grupu, tzv. homogenni linedrni
grupu n-tého stupné; pfi tom viak je tfeba jesté udat
druh koeficientt, které vystupuji v transformacich
grupy, tj. zda jsou to &isla raciondlni, redlna & dokonce
komplexni. (Podrobné ovéfeni platnosti axiomt grupy
musime zde vynethat; étendf je najde v kaZdé udebnici
vyssf algebry.)

Protoze, jak jsme jiZ zdiraznili, lim. hom. transfor-
mace je uplné ddna svymi koeficienty, miZeme misto
nésobeni transformaci hovofit prosté o ,,ndsobeni ce
lych souhrnii pfislunych koeficienti (jako celki). Témi-
to souhrny koeficientt rozumime jejich hodnoty v cha-
rakteristickém &tvercovém uspofidani tvaru
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(@11 @yq - . . G1n
azl azg RN ) a”
Gny By « - - Con
a ¥kédme jim reguldrni matice n-tého stupnd (n-fadové)
koeficienti piislusné linedrni homogenni transformace,
pri¢em% dodatek ,koeficientd...* zpravidla vynechiva-
me a mluvime prosté o regulirnich maticich stupné n;
slovo regulirnf (pravidelny) vyznaduje pravé onu pfed-
poklidanou vlastnost pfFislusné linedrni homogenni
transformace, Ze k ni existuje transformace inversnf
(dle pozndmky nahote lze téZ ¥ici, Ze matice je regulérni,
je-li determinant z jejich koeficientid rizny od nuly).
Matici (stupné n), majici v ¢-tém Fddku a k-tém sloupei
&slo ay, pak oznatujeme struéné ]a.ko (aq,) (je-li za-
hodno, s dodatkem ¢, &k = 1, 2, 3,
Soudinem matice 4 = (a,.;,) nésobené zpra.va. maticf
B = (ba) rozumime tedy matici AB = C = (c,,), kde

Crs = Anbyy + Apbss + ... + Gpabre;r,8=1,2,...,7m

Tim je definovina grupa (reguldrnich) matic stupné n
(n-fadovijch ).

Mezi maticemi (jakoito ¢tvercovymi schématy &isel)
a pHslusnymi linedrnfmi homogennimi transformacemi
je zhruba Fedeno (srovnej dalsi odst.) jen ten rozdil, Ze
uvaZovat matice misto pfisluimé transformace je ptiro-
zenym zjednodusenim, jestlize ndm jde spiSe o ndsoben{
(sklddén{) transformacf ne% o jejich samotné provadéni.

Jednotkovym prvkem je tu tzv. jednotkové matice

10...0
01...0

35



majici vesmés jednotky v hlavni ihlopfice a nuly na
ostatnich mistech. Jednotkova matice piislusi k identic-
ké transformaci )

’ ? ’
Ty =T, Ty = Tgy eaey Tn =Ty

(Z definice nasobeni matic snadno vidét, Ze nasobeni
jednotkovou matici danou matici nezménf.) Nékolik
éiselnyeh prikladda ¢tendfi pomuZe piekonat pFipadné
podatedni potiZe ¢i nedorozuméni.

a) Jestlize stupeni matice je » = 1, pak regularni
matice jsou prosté &¢isla riznd od nuly. (Matice se sklada
z jediného koeficientu, feknéme a@,, = @, nebo b;, = b
apod.) Nasobeni matic je prosté nasobenim &isel. P¥i-
slusné homogenni transformace jsou ty nejjednodussi
linedrni zdvislosti, feknéme

A ={x =ax'}, B ={x" =bz"},
AB = {x = abx"}
apod.
Grupa matic stupné 1 je tedy prosté multiplikativni
grupa jejich koeficienti.

b) Polozme n = 2. Necht napf.
12 10
A=(35h2=(33)
1y 1.0 4+2.2) (54
4B = [§+ .1 3.0+4.2)_(2‘8)

Matice A B piislusi k soudinu (sloZeni linedrni homogenni
transformace)

Pak

T, z + 2
Z, 4

Z
331“" 22}

i
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s transformaci (pro niZ schvilné volme jiny zpisob
oznadeni proménnych, abychom si uvedomlh jeho ne-
podstatnost)
z =
y=2+2
c¢) Hledejme inversni matici k matici

1 20
A=[—2—40]

1 11
Mame tedy nalézt matici X tak, aby
1 100
—2 —4 0] [0 1 0]
1 001

To dle pfedchoziho znamena rozfesit pfislusné trans-
formaénf rovnice

I = z; + 2z,
z, = —2x; — 47,

’ ’ ’
Iy = 2+ T+

pro neznimé z;, x;, x5 za ptedpokladu, %e &sla z,, x,, z,
jsou libovolné dédna, a vyjadFit tak linedrni homogennf
zavislost (inverzni transformaci) proménnych éirkova-
nych na proménnych neéérkovanych.

Abychom se pHpadné zbyteéné nenamahali, je dobfe
vyzkoumat, zda napsané rovnice maji vibec Fefeni
(pro kazdé z,, z,, x,). Vidime v8ak, %e pFitteme-li k dvoj-
nasobku prvni rovnice druhou rovnici, dostdvdme rov-
nost 2z, + z, = 0. To je v rozporu s libovolnou volitel-
nostf a tedy se vzijemnou nezivislosti proménnych
z, a Z,. Lze tedy napsané rovnice Fesit dle ¢drkovanych
neznamych jen tehdy, jestliZe je splnéna podminka
2z, + x, = 0 (coZ obecné neni), takZe inversnf transfor-

37



mace k transformaci o dané matici A neexistuje; matice
A nenf regulédrni a nenf tedy prvkem na#f grupy (linearn{
grupy matic stupné 3 s racionilnimi koeficienty). (Cte-
né¥, znaly zdkladd teorie determinantd to vi pfedem,
nebot si viimne, Ze determinant dané matice 4 je nula,
protoZe druhy fadek matice je 2-krite vzaty prvnitidek.)

d) Vezméme si misto matice 4 matici

100
B=[103]
120

a hledejme k nf inversnf matici, tj. hledme vypodist
hodnoty ésrkovanych proménnych pomocf nedirkova-
nych z rovnic
z=12a
y=1 + 32
z=a 4 2y
Redent je, jak se dtenst snadno presveédéf
=z
y=—1%z + 3z
2 =—1dz+ 4y
Tedy inversnf matice
100 100
B = [1 03 30 ;,]
120 130

Skute¥nd, zndsobeni obou matic diva
1.1 4+0.(-3}) +0.(-}) 1.0

BB = [1 140. (—§)+3 (-3) L.0
1 ) + 0.(-}) 1.0

OOO+
+++ v

-4
). 4
-3
-3

NOOA
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Prehlédnuvie v piedchozich tiech pfikladech nejdu-
leZitéjsi druhy grupového ndsobeni, obratme se jesté ke
dvéma pifkladim grup zcela jiného druhu.

Priklad 4. Grupa idealizovanych barev

Za prvky této grupy pokliddme barvy v jejich duhové
distoté, za grupové nasobeni misen{ barev (bez ohledu na
jejich potadi, pijde tedy o grupu komutativni).

Predpoklidejme tii zakladnfi barvy v zakladni sile, tj.
modf M, Serven C a Zlut Z tak, Ze smifenim t&chto tF
barev vznikne &ird (neutralnf) barva N. K pfibliZné reali-
zaci poslouZi zndmy barevny kotoud, rozdéleny na tfi
stejné veliké vysede, modrou, éervenou, Zlutou, na némi
se dojem neutrilnf, ve skutednosti Sedivé Spinavé smési
N docilf rychlym otddenim. Misenim zdkladnich tii barev
Ize (teoreticky) docilit véech barevnych odstind jen
tehdy, kdyZ jsou zakladnf intenzity modré, dervené
a Zluté dosti jemné. Miseni barev, oviem v piisluiné
idealizaci, podléha zakonim komutativni grupy, v nfz
neutrilnf barva N je jednotkovym prvkem a doplikova
barva je prvkem inversnim. Tak napf. miZeme psit
M.C.Z =N &l Z7 = M.C (tj. dopliikové barva ke
?luti je ,,soudin® M.C, cot je fialova barva v zikladni
sile). (2. Z je oraniové &ervenavého odstinu, M5.C je
modr se slabd fialovym nadechem (pfi demZ &tendf vidi,
Ze symbolika teorie grup je s to vyjadfit barevné odstiny
mnohem pfesnéji, neZ obvykl4d nazvoslosvi nauky o bar-
vich).

Pftklad 5. Booleova grupa

Méjme jakykoli polet pfedmétd, napt. 4 pfedméty,
nazvanéa,b,c,d. Utvofme viechny podmnoZiny mnoZiny
{a, b, ¢, d}; téch je 2% = 16 (vletné prizdné mnoZiny 9
a mnoZiny {a, b, ¢, d}). Téchto 16 mnoZin budeme pova-
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Zovat za prvky grupy s ,nasobenim® definovanym
takto: za soudin X .Y dvou mnoZin X a Y budeme pova-
Zovat mnoZinu sklidajici se ze viech pfedméta (prvki),
které se vyskytuji praivé v jedné z uvaZovanych mno-
2in.1%) Tak nap¥. jestlize X = {b,c,d}a Y = {a, b, ¢}, je
X.Y = {a,d}. Kdyby bylo Y rovno {c, d}, platilo by
X.Y = {b}).

Axiomy teorie grup jsou tu splnény (jak se é&étenal
sdm miiZe presvéddit; vétsfi ndmahu mu d4 jen ovéfeni
platnosti axiomu asociativnosti). Jednotkovym prvkem
je @, inversni mnoZinou k mnozZiné X je tato mnoZina
sama, je X! = X, nebotf plati (podle definice ndsobeni
v nadf grupé) X.X = X2 = @ pro kazdé X (coZ nenf
nic zvlastniho, i p¥i nisobenf &sel mame —171 = —1).

Této grupé, kterd je Abelova a pii » danych pied-
métech m4d 2 prvki, to jest skupin z danych pfedmeétia,
a kterd pFi nekonedné mnoha danych pfedmétech je
oviem nekoneéna, se Hki Booleova 1) grupa.

Cvifent

1. Upravte na ,,normdlni tvar‘
(2% :)ren (200 :00)
Ly Ny
15) Ctendi znaly mnoZinové symboliky ihned vidi, Ze 1ze pedt
X.Y=(X0Y)—(X0nY).

1) G Boole byl anglicky matematik z poloviny XIX. stol.,
ktery vedle zékladnich praci o tzv. diferenénim po&tu proslul
zavedenim algebraického zpusobu uvaZovdni do teoretické
logiky, ¢imz se stal jednim ze zakladateli moderni matematic-
ké logiky.

40



permutace

&‘e
N—
r—
a8
oK
S X))
(i)

c
3 a
2. (1 56 12345‘_,
© 4 23 “Ns2413 o,
123 1234 123
524 3214)1231
3. Redte rovnice (pro neznémé permutace X)

x abcde) _(abcde abcdeX_abcdc
cabed"eacbd»’cabed “leacbhbd

4. Urdete euklidovsky pohyb roviny pomoci parametri,
vznikly otoéenim o 30°, nédsledovanym posuvem z’ = z + 2,
¥’ = y — 3 a jeitd ndsledovany otodenim o —60°.

>

5. Redte v grup® euklidovskych pohybd roviny rovnici
T(30°- 1, 2) X = T(—90°; —2,5)
o nezndmé — pohybu X.

6. Vypottéte
1234 (12—34)-
123
03—41| ,fo3—a1}_
[21_2][133 'loo 10—?'00 1o]l="?
00 02 00 02
1234 (0100
1234 {1000
1234| o010
1234 looo1

7. Ukazte, ze pfi ndsobeni libovolnych ne nutnd reguldr-
nich dvou matic stupné alespori 2 se muze stdt, Ze dva &initelé
riuzni od nulové matice (ze samych nul) mohou dét nulovou
matici jako soudin.

8. *Necht M je libovolné mnozina o n prveich; uvazujme
viechny podmnoziny mnoziny M a definujme pro nd ndsobeni
tak, Ze soudinem dvou libovolnych podmnozin je mnoZina
sklddajici se ze vBech téch prvku, jez bud lezi v obou danych
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podmnoZindch anebo nelezi v Zddné z nich. UkaZte, Ze systém
viech podmnoZin mnoZiny M vzhledem k tomuto nédsobeni
tvoli grupu. (Jednotkovym prvkem je mnoZina M.)

9. *DokaZte, e grups, v ni% plati 22 = § (j jednotka grupy)
pro kazdy prvek z, je komutativni. (Uvaite Ze x~! = r plati
pro kaZdy prvek z.)

10. *Dokaite, Zo homogenn{ linedrni transformace dvojice
proménnyoh z, ¢ ve dvojici proménnych z’, ¢’ dané rovnicemi

tvaru
z = k(x — vt) b= 1
-l Ly )
c!

kde ¢ je konstanta, v je parametr, |v| < |¢] tvoFi grupu, tzv.
Lorentzovu grupu specidlnf teorie relativity. [¢ = 3.10°
om/sec je stdld ryohlost svétla ve vakuu, z, ¢ jsou délka a éas
(v om a sec) na relativnd klidné pFimce a; =z, ¢’ jsou délka
a 3as na relativnd pohybované ptimce a’ rychlosti v (stdlou)
8 rovnob&Znou s pfimkou a.]
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4. kapitola

POJEM ISOMORFISMU GRUP.
ABSTRAKTNI POJETI GRUPY
(TYP ISOMORFISMU)

Jak jsme v pfedchozim poznali, prvky grupy mohou
byt véci velmi rozmanitého druhu: napt. zikrytové
pohyby, ¥sla, permutace, geometrické transformace,
matice, barvy, skupiny z danych pfedmé&td. Nasobeni
v grupé miZe byt dino velmi riznymi zpisoby: napf.
skléddnim zikrytovych pohybi, nisobenim ¢&isel v pi-
vodnim smyslu slova, sedftanim &isel, kombinovanim
permutaci v daném pofadi, postupnym providénim
geometrickych transformaci, ndsobenim matic, mise-
nfm barev, shrnovinim pfedméti ze dvou skupin do
jedné, pokud se nevyskytuji v obou.

Stava se viak, Ze dvé grupy, adkoli se lisi vzajemns
bud ve svych prvcich (nékterych & ve viech), anebo ve
zpisobu, resp. vysledcich grupového nasobeni, anebo
v obojim, pfece jsou téhof typu, &ili, jak se Fikd, jsou
tsomorfni (z Yec. iso = stejné, morfos = tvar). Pojem
isomorfismu grup si diive objasnime na piikladech, nez
pristoupime k jeho definici; je to jeden ze zakladnich
pojmi celé abstraktni algebry.

Vratme se ke grupé zakrytovych pohybil rovnostran-
ného trojihelnika z 2. kap. Oznatme si jeho vrcholy
v zdkladni poloze é&fslicemi 1, 2, 3 od levého;dolntho
vrcholu poéinaje proti sméru ruéek hodin (obe. 5). Pak
8 kaZdym zakrytovym pohybem dojde k uréité soudasné
nahradé kaZdého z éisel 1, 2, 3 opét jednfm z é&fsel 1, 2, 3,
&ili k permutaci &sel 1, 2, 3, nebo chceme-li, k permu-
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taci vrcholi. Obricené, kaZdd ze Sesti permutaci t¥f

disel 1, 2, 3 je takto déna privé jednim zikrytovym

pohybem naseho trojihelnika. Aviak co je dulezZitéjsiho:

zastoupime-li jednotlivé zadkrytové pohyby naSeho
3 2

23 ¥ 123
D.. (231) E... (3’2)
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trojtihelnika odpovidajicimi permutacemi, pak jsme tim
jiz zastoupili i kazdy souéin (vysledek sloZeni) pohybu
soudinem permutaci, odpovidajicich po fadé

danym pohybim. Tak nap¥f. permutace “ ?, g]

odpovida preklopeni 4 kolem osy dhlu «, permutace

(5 7 3) odpovids ototent E roviny trojthelnika o 240"

. 123)(123 123).
Soudin obou permutaci [1 3 2]. [3 1 2] = [3 2 1] je

permutace odpovidajici preklopeni kolem osy thlu g,
B = A_E (viz tab. v 2. kap. a obr. 6).

Vidime tedy, Ze symetrickou grupu permutaci S,
mizZeme od grupy zikrytovych pohybi rovnostranného
trojihelnika odlisit jen konkrétni povahou prvka (jed-
nou pohyby roviny trojuihelnika, podruhé permutace)
a riznym zpisobem, jakym se provadi nasobeni. Pomoct
vhodného vzijemné jednoznadného ptifazeni prvka
jedné grupy k prvkim druhé lze viak pfenést nasobeni
z jedné grupy do druhé a obracené.

Abychom na$§ piiklad doplnili, sestrojme si jesté
i grupu sklddajici se ze 8esti dvojfddkovych matic,
ktera bude rovnéz typu nasi grupy vSech permutaci tii
pledméti, &ili typu grupy vdech zakrytovych pohybi
rovnostranného trojihelnika, a to pomoci piikladi 2 a 3
ze 3. kap.

Euklidovské otodeni D roviny rovnostranného troj-
ihelnfka o 1hel 120° (¢ili o 2z) je ddno linedrni homogen-
nf transformaci

z = — ' — 1|3y’
y =43 — iy
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protoZe

2 .
a;; = cos—:;l:=—‘},am _—sm—=—ﬂ/3

2
a, =sin-—;t- = H/:i—,a22 = cos%n— =—

Podobné otoleni D* = E o 240° [éi.li o 43—7:] je ddno
transformaci
z=— ' + §|3y
y=— i3 — 1ty

Koneéné preklopeni C kolem osy idhlu y je dino trans-
formaci

zT=—2z

y=v

Z obou otoleni D a F a z pteklopeni C dovedeme sloZit

viechny ostatni zikrytové pohyby rovnostranného
trojihelnika (viz tab. z 2. kap.), nebof nalézame 4 =
= CD, B = CE. Nahradme tedy zakrytové pohyby pii-
sluSnymi, analyticky je vyjadfujicimi linedrnfmi homo-
gennimi transformacemi, sklidani pohybi nahradme
postupnym providdénim transformaci a koneéné trans-
formace a jejich postupné providéni nahradme pifslus-
nymi maticemi a jejich ndsobenim podle pfedchoziho
odstavce. Dostaneme celkem toto vzijemné jednoznaéné
prifazenf zdkrytovych pohybt k permutacim a permu-
taci k maticim 2. stupné (s redlnymi koeficienty), které
vzdjemnd pFendsi sklddini pohybd v nésobeni permu-
taci a v ndsobeni matic (srov. tab. I a obr. 6):
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Zékrytovy pohyb Permutace Matice

(rovnostr. trojih.) (3 vrcholi) (2. stupnd)
Preklopeni 4 [1 2 3) (1 3/3
(kolem osy dhlu &) “* """~ 132) %V§ —
Pieklopeni B 123 (3 —3)3
(kolem osy dhlu g) ** """ *° 321) " L_H@ —3
Pteklopeni C 123 (—1 0
(kolem osy dhlu y) """ """ 213)"""L o1

0 (123 (—3 —13)3
Oto¥eni D o +120° ....... 52 1] 1/525"}

. 123 —1 3/3)
Otodeni ¥ 0 +240° ....... ... —

312) | yym—y |
c (1 2 3 (1 0

Identicky pohyb J ....... 12 3] N 1]

Takovému vzdjemné jednoznaénému ptifazeni prvki
jedné grupy k prvkim jiné grupy, jaké je tu vyznaéeno"
tedy takovému, které vystihuje nisobeni v jedné grupe
nésobenim v jiné (které prevadi nisobeni v jedné grupé
v ndsobeni v druhé), iHkdme tsomorfni zobrazent jedné
grupy na druhou grupu; obé grupy pak platf za (vzajem-
nd) isomorfni. Uvedme si jedté jeden kazdému dobfe
znimy pifklad takového isomorfnftho zobrazeni jedné
grupy na druhou. Prvni grupa budiZ multiplikativnt gru-
pa viech kladniyjch redlnych ¢isel, druhd grupa budi%
aditivnt grupa vdech redlnych &isel wibec. Pak za iso-
morfnf zobrazenf prvni grupy na druhou miZeme pova-
fovat logaritmovani (Feknéme pfi zdkladu 10). Ke
kaZdému kladnému éfslu je dina jedina reilnd hodnota
jeho logaritmu pii zdkladu 10, kaZzdé redlné &fslo (kladné,
zédporné i nula) je desitkovym logaritmem pravé jednoho
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kladného redlného ¢&isla, a co hlavniho, logaritmus sou-
dinu se rovni soudtu logaritmi, ¢&ili nasobeni kladnych
redlnych ¢&isel se vystihuje (podetné jednodussim) sedita-
nim ¢&isel redlnych (vibec), totiZz piislusnych logaritmu.
Z tohoto ptikladu téz vidime, Ze takové isomorfni zobra-
zeni jedné grupy (napi. multiplikativni grupy kladnych
redlnych ¢&isel) na jinou grupu (napi#. aditivni grupu
v3ech redlnych &isel) nemusi byt jen jedno, nebot praveé
takovy isomorfismus dava i logaritmovani pii jiném,
tfeba pfi tzv. piirozeném zakladu.

Pristupme nyni k obsirné a piesné definici duleZitého
pojmu isomorfniho zobrazeni a isomorfismu grup.

Definice

Budtez G a H dvé grupy. Necht ke kazdému prvku z
z grupy G je piifazenim f dan pfesné jeden prvek y = f(x)
z grupy H, tzv. obraz prvku x z @ pfi zobrazenf f,
tak, Ze jsou splnény tyto dvé podminky:

(i) ke kazdému prvku y z grupy H existuje praveé jeden
prvek x z grupy G tak, Ze y = f(x),

(ii) pro kazdé dva prvky z, a z, z grupy G je splnéna

ToVvnost
- f(x1x5) = f(x1). f(@,)

(jestliZe soudin v G vyznadujeme prostym psanim &initelt
vedle sebe a souéin v H kvili rozliSeni vyznadujeme
tetkou mezi ¢Ciniteli). Pak zobrazeni f se nazyva iso-
morfni zobrazeni grupy @ na grupu H.

Rikdme, %e grupa G, je isomorfni s grupou G,
jestliZe existuje aspofi jedno takové isomorfni zobrazeni
G, na G,, a vyznaéujeme to symbolem

G, =G,

48



V pifedchozim piikladé H byla multiplikativnf grupa
kladnych realnych &isel, G byla aditivni grupa viech
redlnych é¢isel éili ,,.* jest tfeba nahradit ,,+ (pfi ¢emz
nic nevadi, Ze zde nihodou vSechny prvky prvni grupy
jsou obsaZeny mezi prvky druhé grupy, coi je oviem
mozZné jen pfi nekoneénych grupich) isomorfni zobrazeni
f byl desitkovy logaritmus, f(x) = log,, .

Jaky smysl m4 pojem isomorfismu grup ?

Predevsim ten, Ze stadi dokazat poudku o jedné urdité
grupé, abychom tim méli zdrovei dano neomezené
mnozstvi odpovidajicich poudek pro kazdou grupu, ktera
se ukiZe byt s danou grupou isomorfni. Je to pozadavek
obecnosti vysledki teorie grup, ktery nuti k jasnému
zavedeni a vyuZiti pojmu isomorfismu.

Abstraktni teorie grup se tedy nezabyva urditou kon-
krétni grupou (jako napf. je grupa permutaci daného
podtu pfedméti nebo grupa matic s realnymi koeficienty
daného stupné), nybr formuluje svoje poudky tak, aby
platily pro viechny konkrétni, vza.]emné isomorfni grupy
soudasneé, a to ne]en pro ty, které jiZ znime, nybrz i pro
viechny, s nimi% bychom se kdy mohli setkat. %111
abstraktni teorie grup ma za své vlastni pfedméty celé
typy vzijemné isomorfnich grup (typy isomorfie, nebo
jak se méné vhodné, ale struénéji Fika, a.bstra,ktnl
grupy), nikoli jednotlivé grupy samotné. Abstrahu]e
se tu tedy jak od (podetnich) zpisobi, jakymi je v té
které grupé vytvafeni soudinu z jeho &initeld zavedeno
(at jiz si vzpomeneme napf. na nasobeni permutaci nebo
nasobeni matic), tak i od samotného druhu prvka grupy
(od toho, zda jsou to permutace nebo pohyby neboi &¢isla.)
Takovato abstrakce je pravé nutni k tomu, abychom,
pfendsejice vlastnosti a zdkonitosti z jedné grupy na
druhou (s touto isomorfn{), nepfenesli pfipadné omylem
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néjakou specifickou vlastnost, zaloZzenou v povaze prvka
nebo ve zpusobu provadéni nasobeni jedné konkrétni
grupy, tedy vlastnost & vztah, které do vlastni teorie
grup nepatii.

Pro typ isomorfismu grup je tedy podstatny 1. podet
jejich prvki (v pfislusném zobecnéni i na tzv. nekoneény
podet ¢ili mohutnost mnoZstvi prvki grupy), 2. okolnost,
Ze ke kaidym dvéma prvkim grupy v daném pofadi je
{néjak) stanoven jednoznad&né jejich soudin podrobeny
axiomiim (1) aZ (4), lhostejno, jakym zptisobem se niso-
beni uskuteéni.

Smysl popsané abstrakee v teorii grup je dile v tom, Ze
abstraktni teorie grup, nepfestavajic na abstraktnim
zevieobecfiovani vlastnosti znamych konkrétnich grup
systematicky hledd vsechny typy grup, které jenom
(popt. jesté za dodateénych predpokladi) jsou vibec
logicky moZné, i kdyZ pfedem piiklady takovych grup
znamy nejsou; naopak, klade si, mimo jiné, za kol ta-
kové pfiklady uméle hledat, sestrojovat je. UZitednost
takového podinani pro sezndni grupové zakonitosti je
praveé takovi, jako v piirodnich védach pokusné sestro-
jovani pfirodnich déji za umélych podminek, které sice
(poptipadé zatim) v piirodé nebyly nalezeny, ale maji
pro poznani dané piirodni zdkonitosti dileZity vyznam
teoreticky (jehoZ prakticky dosah se musi difve ¢&i
pozdéji objevit).

Cuibent

1. DokaZte, ze multiplikativni grupa vdech komplexnich
¢&isel &= 0 (tvaru z + €y) je isomorfni multiplikativni grupou
matic tvaru

(_; g) (x, y redlnd &isla, xy 3 0)
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2. Ukaizte, Ze grupa zdkrytovych pohybu nekoneéného pdsu
na obr. 3 je isomorfni.s wditivni grupou celych &isel. (Udejte
pfesné isomorfni zobrazeni.)

3. Ukazte, ze grupa zdkrytovych otoéeni pravidelného
n-uhelnika a multiplikativni grupa vsech n-tych odmocnin
z 1 jsou isomorfni grupy (cyklické grupy fddu =). (Udejte
presné isomorfni zobrazeni.)

4. *Ukaite, Zze Booleova grupa ze 3. kap.a grupa ze cvié. 8*
(za touz kap.) jsou isomorfni grupy (pfi stejném poétu danych
predmétha). (Isomorfni zobrazeni pfifazuje podmnoziné pied-
méta jakozto prvku jedné grupy skupinu viech zbyvajicich
predméta (jeji doplnék) jakozto prvek druhé grupy.)
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5. kapitola

GRUPOVA SCHEMATA (TABULKY).
ISOMORFNI REPREZENTACE
LIBOVOLNE KONECNE GRUPY

GRUPOU PERMUTACI A GRUPOU MATIC

Zejména u koneénych grup mozno se pfi vyzkumu a umé-
1ém sestrojovani moinych typi isomorfie grup (ve shora
popsaném smyslu abstraktni teorie grup) opiit o zakoni-
tosti ve cétveredném schématu z prvkd grupy, jehoz
zapisem je grupova tabulka (jak jsme ji poznali jiZ ve 2.
kap., ktera pravé dovoluje piehlédnout hotové vysledky
grupového nasobeni bez ohledu na to, jak se k nim
doslo. Uvedme si jesté jako ¢tyFi piiklady jednoduché
grupové tabulky pro viechny grupy fadu 2, 3, 4 (j znaéf
vidy jednotkovy prvek, ostatni prvky jsou oznadeny
malymi latinskymi pismeny).

1ja |j ab
jlja jliab
alaj alabij
bibja

Tab: 2 Tab. 3
|jabec |jabec
jljabe i |7 ele
a|abecj alajabd
blbcja bibogja
clcjab c|lcbaj
Tab. 4 Tab. 5
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Grupy v tab. 2, 3, 4 jsou tzv. cyklické grupy fidu
2, 3, 4. Obecné cykllckou grupou radu _m rozumime
grupu, jejiz vSechny prvky se ocninami
svého vhodného prvku, ieknéme ¢, napf. a, a® =
v tab. 2] @, a® = E, a¥ =j v tab. 3; 4,042 =0, a® = ¢,
at=jv ‘tab. 4. Obecns lze prvky cyklické grupy fadu n
vypsat ve tvaru a, a2, a? ..., a*™}, a" =j. (Nazev
»,Cyklicka* grupa pochazi z faktu, Ze moeniny yytvireji-
cfho prvku a se periodicky opakuji atl = a'fa =j.a =
=a, a*** = a?, ..., coZ lze zpdzornit na kruznici.)
Cise]nym pripadem cyklické grupy ridu = je multlphka—
tivnf grupa n-tych odmocnin z 1, coZ jsou ovsem obecné
éisla komplexni.

Tabulka 5 pfedvadi tzv. Kleinovu. grupu; je to
komutativni grupa ¥idu 4, dand napt. viemi zakrytovy-
mi pohyby obdéinika (mkoh étverce).

Grupovou tabulku je vhodné zjednodusit tim, Ze na
prvni misto ivodniho fadku i sloupce dime ednotkovy
prvek; pak dvodni fidek a tivodni sloupec muZeme vy-
nechat, protoze jeden i druhy se opakuji v dalsim fadku,
resp. sloupei.

Jaké vlastnosti takového ¢tvereéného schématu o n?
polich obsazenych n riznymi vécmi jsou typické pro
grupova schémata ? Odpovéd, kterou podame v nasledu-
jicf vété, divd moznost studovat abstraktni typy iso-
morfismu koneénych grup pomoci jisté kone¢né kombi-
natoriky &tvereénych uspotddini » riznych predméta.

Vétal
Ctvercové schéma o n? pohck zaplnenych n riznymi pred-
méty,j a, b, ¢, ... — pre CemZ predmét j necht leZi v levém

horném rohu — predstavuje grupu s jednotkovim prokem j
(v nadem smyslu, tj. tak, Ze za grupovy soutin xy libovolné-
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ho predmétu x s libovolngjm predmétem y jest tieba poklddat
predmét, ktery je v Fddku, uvedeném predmétem x a ve
sloupct, uvedeném predmétem y) tehdy a jen tehdy, spliuje-
U takové schéma tyto dvé podminky :

(1) Kazdyg predmét se vyskytuje v kaidém fddku a v ka-
dém sloupcr (a tedy vidy jen jednou).
© (2) Jestlize sloupec, v némi leti pfedmét w na misté
k-tém shora, se protind s Fddkem, v némé ledi piedmét v na
misté l-tém odleva, v poli obsazeném, jednotkou™ §, potom
fddek k-ty shora, se protind se sloupcem l-tgym zleva v poli,

obsazeném soulinem u.v). (2) je tzv. obdélnikové pravid-
lo, zndzornéné timto vysekem z tabulky:

-ty ¥ ...u...uw
j...v
Ity sl.
Dikaz: Tvrzeni ma dvé ¢asti. Jako prvni ¢ist dokaz-
me, Ze jestlize piedméty 4, a, b, ... jsou prvky-dané

grupy, pak p#islusné &tvere¢né schéma (zndzornéné gru-
povou tabulkou ,,bez vstupi‘‘) ma vlastnosti (1) a (2).
Jako druhou &ist dokdZeme, Ze obracené ma-li tvereéné
schéma z pfedméti 4, a, b, ... vlastnosti’'(1) a (2), pak
je tim dana urdita grupa s jednotkovym prvkem j.

Za prvé tedy necht j je jednotkovy prvek a a, b, ¢, ...
ostatni prvky grupy, z nichZ je tvofeno ¢tvereéné schéma
znazornéné tabulkou.

Vlastnost (1):

Kdyby se jisty prvek grupy, napiiklad a, vyskytoval
v fadku, uvedeném tieba prvkem b dvakrat, jednou pod
prvkem ¢ a jednou pod prvkem d, pak by to znamenalo,
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jeb.c = b.d S= a. Z toho nasobenim prvkem 57! zleva
by vyplyvalo ¢ = d. Tedy skuteéné nemiiZe byt v tém%e
fadku tyZ prvek dvakrat.

Vlastnost (2):

Podle pfedpokladu pro (2) méjme dva prvky «, » v nasi
grupé, které se vyskytuji v pfislusném grupovém é&tve-
retném schématu v poloze, vyznadené nejlépe timto
vysekem z tabulky: :

c . d
a w ...ad .
b 7 v

To jest, vychizime z rovnosti
ac=u, bec=j, bd=v
a mame dokdzat, Ze
a.d=u.v

Z napsanych rovnosti{ vyplyva pomoci asociativnfho
zdkona a pomoci zékona o inversnim prvku

a.d = (u.c™t) (b1.v) = u(c™1.0™).v = u.(b.c)L.v

=u.)l.v=u.j.v =u.v
protoze je
(be)™ = ¢, t.j. (be) (¢7B7Y) =
Za druhé, nechf ¢tveredné schéma splituje podminky

(1) a (2). Mame dokazat, Ze nasobeni, zavedené ve smys-
lu, ve vété uvedeném, spliuje zakony grupy.
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Zakon (1) neomezenosti a jednoznaénosti grupového
soudinu je splnén samoziejmé podle podminky (1).

Zikon (2) asociativity snadno vyplyva z dvakrite
uzitého ,,obdélnikového pravidla‘‘, za pomoci tohoto
vyseku z tabulky:

... uww ... u(vt) = (uv)t
joo.v ..ot
it

(Del&i a niZ8i obdélnik mé v pravém hornim rohu
soudin u.(v.t) kratéi a vys$si ma na tomtéz misté soudin
(u.v).t; samozfejmé, Ze tvary obdélnikii mohou byt
ruzné.)

Zakon (3) jednotkového prvku j je splnén samozfejmé
pfijatou imluvou o tom, Ze prvni fidek a prvni sloupec
schématu se setkivaji v levém hornim rohu v misté
obsazeném pfedmétem j (vstupni fadek a vstupni slou-
Pec je nyni nahrazen prvnim fadkem a prvnim sloupcem
vlastni tabulky). ,

Rovné% koneéné i zakon (3) inversniho prvku je splnén,
tfebaZe nikoli tak samozfejmé, jak by se snad mohlo
zdat.

Abychom to dokazali, zavedme si na chvili toto ozna-
¢eni: jestlie x je néktery z nasich n budoucich prvki
grupy (tj. z predméti vystupujicich ve zkoumaném
schématu), pak jako z,! si oznalime ten prvek, jimZ
je uveden sloupec, obsahujici jednotkovy prvek j v fad-
ku, uvedeném prvkem z. Tento — podle pifedpokladu
(1) — jednoznaéné k libovolnému z uréeny prvek z,!
bychom mohli nazvat ,,pravym inversnim prvkem*
k prvku z, protoZe spliiuje (dle toho, jak byl urden)
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rovnost x.z;! = § (ve smyslu nasobenf daného pomoci
nasi tabulky). Podobné si jako x7! oznadime prvek, jimz
je uvedena Fadka, obsahujici jednotku ve sloupci, uve-
deném pod z. Prvek by mohl byt nazvin ,,Jevym invers-
nim prvkem prvku z*‘, protoZe spliiuje rovnost z7!.z =
= 4. Nyni, uiivajice jiz dokazaného asociativmiho za-
kona pro nase nisobeni, miéme vynisobenim prvni rov-
nosti zleva prvkem x7! a uZitfm druhé rovnosti

2l (r.xp;l) = xpt.j = 27! = (@t 2). 2t = 2!

Je tedy x,;! = 2. Oba inversnf prvky, pravy ilevy jsou
si rovny, exwtu]e tedy pravé jeden inversnf prvek z!
ke kazdému z. Tfm je dikaz nasi véty dokonden.

Praktické vyuZiti této véty k (vice méné zkusmému)
hleddni véech moznych typa koneénych grup fidu =
(pti pevném n) sestrojovinim ta,bulek, spliujicich pod-
minky (1) a (2) véty, je velmi omezené: JiZ pro n, které
prekrotilo 10, je sestavovini grupovych tabulek zdlou-
havé a ¢im dile méné prehledné pro nalezité veliké
Fady by pak nabyvaly jiZz samy tabulky (pokud pismena
nemaji se zmenfovat pod rozméry viditelné okem)
nepraktickych astronomickych velikosti.

Je tedy t¥eba pii studiu viech mozZnych typu isomor-
fie grup, anebo jak se strudnéji, ad méné spravné Fik4,
ke studiu abstraktnich grup, uZit jinych prostfedki,
totiz hlavné tzv. reprezentace abstraktnich grup
grupami permutaci a grupami matic, o éemZ bude fed
v nasledujicim. (Ndzvu ,abstraktni grupa®“ mo%no
uZivat jen ve smyslu zkratky pro nazev ,,typ isomorfis-
mu grup® — ,,abstraktni‘ grupy nejsou Zadnym zvlast-
nim druhem grup.)
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K pojmu isomorfni reprezentace abstraktni grupy gru-
pou konkrétni, pfedevsim grupou matic (jakoZto gru-
pou, v niZz grupové nasobeni je dino pomoci &tyi zaklad-
nich 1koni podetnich s ¢isly), jsme vedeni je§té i jinymi
duvody, z nichZ uvedme alespon tii.

Predevsim vieobecné, jestlize jsme v pojmu typu iso-
morfismu grup dospéli na (ovSem relativni) vrchol
abstrakce, potiebujeme také znit cestu doli. Ponékud
méné obrazné Fefeno, jestlize v jistych vahach teorie
grup se nestarime o to, jak v tom kterém piipadé se
uskutediiuje grupové nasobeni (v tom & onom typu
isomorfie grup), pak pfi jinych dvahach bychom naopak
potfebovali vystihnout (abstraktné pojaté) grupové
nasobeni nidsobenfm, které dobfe zname z jistého druhu
konkrétnich grup; pfi tom musime ovSem pro toto
isomorfni uskute¢néni a vystiZeni &ili reprezenfaci ab-
straktniho grupového nasobeni konkrétnim grupovym
nasobenim zvolit takové reprezentuﬁm nasobeni, které
je univerzdlni, aby kaZdé grupové nisobeni se jim dalo
vystihnout a za pomoci isomorfismu nahradit. Takovym
univerzdlnim grupovym ndsobenim je pravé ndsobeni
permutaci a jeité lépe: ndsobeni matic. (Viz p¥. 1 a 3
ve 3. kap.).

Druhym davodem, ktery vlastné dopliiuje a vysvétluje
prvni, je opora, kterou ndm v teorii grup poskytuji
vztahy mezi &sly, jestlize se nam poda¥{ pomoci iso-
morfnf representace nalézt ke kazdému typu isomorfismu
(kone&né nebo i nekoneéné grupy, za zvl. predpokladi)
grupu matic tohoto typu, jak jsme to napiiklad vidéli
v isomorfnim vystiZeni grupy zakrytovych pohyba
rovnostranného trojtihelnika a zidroven symetrické grupy
S, stupné 3 v predchozi kapitole.

Konedné tieti, oviem nikoli nejméné dulezity divod
k hledani isomorfni reprezentace grup grupami matic,
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jsou aplikace fyzikalni a jiné, o nichz jiZ byla zminka,

Nez se obratime k isomorfnim reprezentacim, zavedme
si jesté dalsi, v podstaté znamy pojem.

JestliZze éast prvki dané grupy tvoif (ve smyslu néso-
beni v dané grupé zavedeného) sama pro sebe grupu, pak
této grupé ikame podgrupa dané grupy. Tak viechna
cela é&fsla tvoii podgrupu aditivni grupy vSech racionil-
nich &isel (zlomkid); tato grupa sama je podgrupou
aditivni grupy vSech redlnych &isel (racionalnich a iracio-
nalnich dohromady). VSechna ¢istd otodenf, pravé tak
jako i viechny ¢&isté posuvy tvoif dvé podgrupy v grupé
viech euklidovskych pohybi roviny. (Viimnéme si, Ze
obé podgrupy jsou komutativni, celd grupa vsak nikoli.)
Viechny permutace z » prvnich ésel tvofi podgrupu
v grupé viech permutaci jakéhokoli vétdtho poétu m
plirozenych &isel.

Veta 2. 4% ko

Ke kaidé grupé G existuje s ni isomorfni podgrupa G’
grupy vdech permutaci z tolika predméta, kolik je proki
grupy G (Gl jaky je v koneéném pripadé Fid n grupy G).

Dikaz: Za permutované pfedméty vezmeme pro
zjednoduSeni piimo prvky dané grupy G. Samoziejmé
Ze pomoci libovolného oéfslovani prvka grupy, pokud
by jich oviem byl jen konedny. podet, miizeme pFevést
permutace prvku dané grupy v permutace » pfiroze-
nych é&fsel, coZ viak jiZ proviadét nebudeme.

Ke kazdému pevnému prvku @ z dané grupy & piifad-
me tu permutaci — oznaéme ji z,, kterd nahrazuje
libovolny prvek z grupy G jeho levym a-nisobkem
a.z, tedy 7,(z) = a.z. Ze m, je skutetnd permutace, je
zfejmé, nebot soudasnd nahrada viech prvka z prvky
a.z méni dva rizné prvky z, a z, ve dva rizné nasobky
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az, & ax,, protoZe by jinak z a.zx, = a.z, vyplyvalo
x, = z, vynasobenim prvkem a ™! zleva.

Ze dvéma riznym prvkim grupy a a b jsou takto p¥ira-
zeny dvé ruzné permutace, je rovnéz ziejmé, nebof
permutace 7w, plfevadi prvek = = j (jednotkovy prvek)
v prvek a, kdeito permutace m, prevadi tyZ.prvek j
v jiny prvek b. Je tedy pfifazeni permutace z, k prvku
a grupy vidy vzajemné jednoznadné a zbyva, dle definice
1 ukazat, %e soudinu prvki je takto piifazen soudin
permutaci (ve smyslu pi. 1, ze 3. kap.) pFifazenych
danym prvkam. Mame se tedy pfesvédéit o platnosti
rovnosti

T . Ty, = Tap.

Tato rovnost neffki nic jiného, neZ to, Ze zndsobit
libovolny prvek z nasi grupy soudinem a.b zleva da
totéz, jako zndsobit soudin b.z zleva prvkem a. To viak
je pravé zarudeno asociativnim zdkonem. Tim je dikaz
véty 2 proveden.

Véta 2 ndm tedy zaruduje, Ze mezi podgrupami sy-
metrické grupy vSech permutaci (dejme tomu pro
konkrétnost) n prvnich pfirozenych &sel nalezneme
zéstupce viech typl isomorfismu grup ¥idu =». (Poné-
vadZ jsme viak predpokladu kone&nosti grupy G nikde
v dikazu neuzili, plati véta i pro nekone&né grupy, viz
4. kap.). Pozor na to, Ze symetricka grupa permutaci n
ptedméti, kterd sama mé n! prvkd, to jest permutaci,
miZe byt tedy isomorfné reprezentoviana podgrupou
v symetrické grupé vSech permutaci z n! pfedméta.

_-Obrafme se k maticim.

‘'Véta 3
Budiz G libovolnd grupa (nikoli nutné viech) permutaci
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z m predméls (permutaci stupn¥ m ). Pak existuje v grupé
vdech reguldrnich matic stupné m podgrupa womorfnz.
s danou grupou G.

Dikaz: Permutované predmety si nyni pro jednodu-
chost nahradme pfirozenymi é&isly 1, 2, 3, ..., m.
(Viechny indexy 4, k, I, , s budou nabyvat hodnot od
1do m.)

Budiz x libovolnd permutace z grupy @, ktera necht
pfevadi é&fslo ¢ v éislo n(¢) (oviem Ze 1 < 4 < m). PHi-
fadme této permutaci = m-Fadovou &tvereénou matici,
ktera ma v ¢-tém fadku a v = (i)-tém sloupci (kde
7! je inversni permutace k permutaci n) &fslo 1 a na
viech ostatnich mistech ma é&islo 0, tj. k = pfifazujeme
matici (@), kde a;x = 1 pro &k = =7(¢) a azx = 0 pro
k 3= n7Y(z). Matice a4 takto pfifazena k permutaci = je
jistd regulirni, nebof odpovida linedrni homogenni
transformaci velmi prostého tvaru

X, =0X;4+0X;4 ... + 1. Xpy)+ ... +0.X,,
X,=0X;4+0.X;4+ ... +1. X0+ ... + 0.X,,

Xp=0.X,+0.X,4 ... + 1. Xt ... +0.X,

(ReSenf napsanych transformaénich rovnic dle &irko-
vanych neznamych je tim totiz napsino; je tfeba jen
plevritit strany rovnic a vhodné pfeménit jejich po-
fadi; snadno nahliZime, Ze lze psit FeSeni ve tvaru

X =0.X, 40X, 4 ... + 1Ky 4 .. +0.Xn
Xé=O.Xl+O.Xz+ .o + I'Xﬂ(2)+ o +O.Xm

X, =0.X, +0.X;4 ... + 1. Xpm + +o. + 0.Xp)

ProtoZe provedené pfifazeni matic k permutacim je
zfejmé vzdjemné jednoznalné, zbyva jen dokaizat, Ze
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soudinu dvou permutaci =x.p je pfifazena matice, kterd

je soudinem matic, ptifazenych k obéma permutacim,

a to ve stejném pofadi ¢initeli. Necht tedy prvni permu-

taci n je prifazena matice (i) s ai,_, = 1 a a5 = 0 pro
(%)

k == =™2(¢) a podobné permutaci ¢ matice (b,,) 8 b, ; = 1
(r)

a b, = Opros:l:g—l(r) @ k r,s=1,2 3, ..., m).
Znisobenim obou matic obdriime (viz 4. kap.) dle
definice

(@) . (brs) = (ca)
kde
e Cis = @by + @ighys + - .. + Gimbns

Jasné je, Ze koeficienty c;, matice, ktera je vysledkem
provedeného nasobeni, budou opét jen &isla 0 nebo 1.
Z uvedené definice nasobeni matic (,,fddka krite slou-
pec”) plyne, Ze bude ¢;, = 1 jediné tehdy, kdyZ v ¢-tém
fadku matice (aa) je jednotka na tolikatém misté, na
kolikdtém (shora) je jednotka v s-tém sloupci matice
(brs). V 1-tém Fadku matice (an) je viak vidy jednotka
pravé na misté z7'({)-tém. V s-tém sloupci matice
(bys) je vidy jednotka na privé takovém misté k-tém
(shora), Ze o™X (k) = s ¢ili k = d(s). Tedy k tomu, aby
(soudet ze soudini) c,, pfi znasobeni r-tého fadku prvni
matice 8 s-tym sloupcem druhé byl roven 1, je nutno
a staéi, aby a7l(r) =k = go(s) ¢&ili aby s = 72z 7Yr).
Pak tedy ¢, =1 pro s = p7xY(r) a jinak ¢, = 0;
protoze viak je oIzl = (np)7?, je tedy s = (mo7Yr),
takZe skutetné obdrZend matice c,, je ta, ktera je pfifa-
zena k permutaci x.g, 8m?% je dikaz proveden.

Z véty 2 a 3 plyne ihned
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Véta 4
Kaédd grupa fddu m je isomorfni 8 jistou grupou matic
stupné m (m-radovijch matic).

Dle véty 2 lze totiz kazdou grupu isomorfné reprezen-
tovat vhodnou grupou permutaci a dle véty 3 tuto grupu
permutaci lze opét isomorfné reprezentovat grupou
matic; je tim tedy i dana isomorfni reprezentace dané
grupy grupou matic.

Véty 3 a 4 maji spiSe teoreticky, nez prakticky vy-
znam: Zaruduji hledanou univerzalnost nasobeni per-
mutaci a nasobeni matic a divaji nejjednodussi moz-
nost kazdé grupové nisobeni v libovolné koneéné (a ve
vhodném zobecnéni i nekone¢né) grupé prevést v ni-
sobeni permutaci a jeSté lépe v ndsobeni matic, to jest
v nésobeni vykondvané pomoci sedftani, od&itanf, na-
sobeni a déleni ¢fsel. Av3ak reprezentace ve smyslu véty 4
vede na matice zbyteéné vysokého stupné, totiz rovného
fddu grupy. Prakticky, pro studium struktury dané
grupy, maji vétsi vyznam reprezentace maticemi co nej-
mensfho stupné (o co nejmensim podtu Fadku), kde také
vétdf rozmanitost é&iselnych koeficienti matic a tedy
i bohatost jejich vztahd dava vice moZnosti vyuiivat
aritmetickych poznatku pro teorii grup. Prosty piiklad
takové tisporné a néinné reprezentace grupy zakryto-
vych pohybi rovnostranného trojihelnika, &ili tim i sy-
metrické grupy viech permutaci stupné 3 (ktera je fadu
6), grupami matic stupné 2 jsme si probrali v pfedcho-
z{ kapitole. '

V dalsim opustime pojem isomorfni reprezentace, aby-
chom alespoii z ddlky ukdzali, jakym zptsobem fesf
abstraktni teorie grup fadu dalsich svych typickych
ikold. Jde o to, jakym zpisobem jednoduché podminky,
kladené na bliZe neuréenou grupu, omezuji jeji moZny
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typ isomorfismu, s cilem stupiiovat takové piehledné
podminky tak, aZ jsou jimi moZnosti pro typy isomorfie
grupy Uplné a prehledné uréeny. Ponékud obecnéji
feteno, studium logickych zavislosti jednéch vlastnosti
abstraktni grupy na jinych vlastnostech jiné nebo téZe
grupy je dalsim hlavnim tkolem tzv. obecné teorie grup.

Zvlasté vyznamny je jmenovité tkol, na néjz se dasto
v aplikacich teorie grup naraif (nap¥. v aplikacich na
teorii algebraickych rovmic a na krystalografii), totiz
ziskat co moZno uplny pfehled o poétu a souvislostech
podgrup v grupé, podrobend ur&itym podminkim;
Zv145té pak béZi o tzv. normaln{i podgrupy. Abychom .
mohli alespoil naznaédit tyto problémy a jejich Feden,
musime se sezndmit s nékolika dal§imi zdkladnimi, jiz
abstraktnimi pojmy teorie grup.

Cvibeni

1. UkaZte, %e grupa je komutativni tehdy a jen tehdy, jestli-
Ze joji tabulka j je soumérnd dle hlavni Ghloptidky (zleva nahofe
doli doprava).

2. *Pfesvédéte se na podklads Iﬁlohy 1, Ze vSechny grupy
f4du mensiho nez 6 jsou komutativni (Abelovy).

. *Ukaite, jak joe Kleinova grupa isomorfné reprezento-
vé.na grupou matic

i= (o) (o) (Fo ) (2 70)

4. Presvédéte se, Ze matice daného stupnd n takové, Ze
v libovolném Fédku a v libovolném sloupei je jediné komplexni{
¢islo rizné od nuly — tvok nekomutativni nekone&nou grupu,
tzv. monomidlni grupu stupnd n. Tato grupa je isomorfni
8 grupou speciélnich tzv. monomiélnfch (¢esky: jednoélen-
nyoh) (linedrnich homogennich) transformaei tvaru
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:ci = k1%n(q)
Ty = ksTa(g)

(¢ =1,2, ..., n; n(i) je permutace hodnot indexu ¢), 05 k;
jsou komplexni &isla.

5. PFesvddéte se, Ze jestlize koeficienty k,, k,, ..., k, pro-
bihaji pouze &isla z jisté podgrupy multiplikativni grupy
komplexnich é&isel, pak dostaneme monomidlni podgrupy
monomiélni (viz cvid. 4) grupy stupné n. DokaZte, Ze probi-
haji-li disla %; grupu ¥ddu m, pak takovéd podgrupa mono-
midlni grupy obsahuje mnan/ prvki (matic).

6. Sestrojte tabulku monomidlni (viz cvié. 4) podgrupy
stupné 2 pro k;,, = +1.

7. Ukazte, Ze v monomidlni (viz cvié. 4) podgrupé stupnsé 2,
kde k,,; probfhaji grupu vech 4-tych odmocnin z 1 (t. ). &isla
+1, —1, +4, —i (3 = J=T)) tvoi nésledujici matice podgru-
pu ¥ddu 8

+1 0 +i O 0 +1 0 +3
0 +1) 0 +¢)° {1 O0) \+2 O

Ukaite, 2e v této podgrupé plati tyto vztahy: oznadime-li

+i = (%5 :[;(1)]’ +ij= (i(;; :;:g]’ Tk~ :F(l) *o):

042 .
I = +i ig]:pakje
RB=ip=RrR=0=—ijr=1,
R =—LRl=j,lh=—jlj =hjk=—kh

Sestrojte tabulku: +1, +i, +j, +k jsou tzv. zdkladni Hamil-
tonovy kvaterniony.

8. UkaZte, ze multiplikativni grupa viech komplexnich
éisel o absolutni hodnoté = 1 je isomorfni s grupou viech
euklidovskych otodeni roviny (viz cvié. 1 ke 4 kap.)..

9. *Uka%te, %e vSechny reguldrni lomené transformace
T(a,, by, Gi, b;) jedné redlné (popf. komplexni) proménné z
tvaru
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ax + b,

T(a,, by, B4, b;) = {:c' = a7 + 6,

kde a,, b,, a;, b, jsou redlnd (komplexni) &isla, tj. parametry
transformace T(a,, b,, a, b;), kterd je jimi plné uréena, a kde
a,b; — a;b, -+ 0 (podminka regulédrnosti) tvofi grupu (zvldstni
pripad tzv. projektivni grupy).

Ukaizte, ze tato grupa (kterd jakoZto grupa transformaci
jedné proménné neni linedrni) je isomorfni s grupou viech
linedrnich homogennich transformaei dvou proménnych
(&ili je isomorfni 8 grupou vsech regulérnich matic stupné 2).

Ukazte,. ze tzv. afinni transformace tvaru z’ = a,z + b,
tvoFi podgrupm (zvl. piipad tzv. afinni grupy).
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6. kapitola

ROZDELENI PRVKU GRUPY DO TRID
DLE PODGRUPY.
HOMOMORFNI ZOBRAZENI],
NORMALNI PODGRUPA, FAKTOROVA GRUPA.
1. A 2. VETA 0 ISOMORFISMU.
POJEM JEDNODUCHE GRUPY

~

Budiz ¢ néjaka grupa a H néjaka jeji podgrupa. Vyna-
sobme si libovolné zvolenym prvkem z grupy & postupné
viechny prvky z podgrupy H zleva, tedy utvofme si
viechny prvky tvaru z.hk, kde & probiha celou podgrupu
H, Souhrn téchto prvkua si oznadime jako z.H a nazy-
vame jej levou tFidou proku x podle podgrupy H.

Ukazeme si dva pozoruhodné fakty. Za prvé, pro
prvky z; a x, jsou jen dvé moznosti:;budto obé tiidy
splyvaji (obsahuji tytéZ prvky grupy), anebo obé tfidy
nemaji spoleéné prvky. Jsou totiZ jisté jen dva mo#né
piipady: budto obé tiidy x,H a x,H maji spoleény prvek,
anebo spoleény prvek nemaji. V prvnim p¥ipadé budiZ =
takovy spoleény prvek. Potom je z = z,.h, = z,.h, pfi
vhodnych prvceich &, a k, z podgrupy H. Libovolny prvek
z levé tiidy z,H ma tvar z,.h, kde & je prvek z podgrupy
H. Dosazenim z pfedchoziho mame

2,.h = 2. hy. B R

Protoie H je podgrupa, leZi v ni s prvky 4y, h,, ki soudin
hy. kit h, takie libovolny prvek z,.% z levé t¥idy prvku
z, patii do levé tiidy prvku z,. Privé tak dokdZeme, Ze
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i obracené libovolny prvek z levé tiidy prvku z, patii do
levé tiidy prvku z,. Je tedy v ptipadé spoleé¢ného prvku
opravdu dokazano, Ze obé levé tiidy splyvaji, éimz je
nas prvy fakt prokazan.

Druhy fakt vyslovime jen pro koneéné grupy, atkoli
v pfislusném zobecnéni pojmu poétu prvki na nekoneé-
né souhrny (viz pozn. 3) plati rovnéz. Zni takto:/viechny
levé tiidy dle téZe podgrupy obsahuji tyZ podet prvku
grupy, tak veliky, kolik je prvkii podgrupy.

Libovolna leva tfida xH obsahuje jisté nejvyse tolik
prvki grupy; tj. ndsobku prvky z podgrupy H, kolik je
v H prvka. AvSak 74dné dva ruzné prvky h, a h, z pod-
grupy H nemohou dét vyndsobenim tyZz prvek levé
tHdy, protoZe z z.h, = x.h, by plynulo vynisobenim
prvkem z7! zleva, Ze b, = h,.

Oba poznatky spojeny tedy pravi, Ze prvky grupy
jsou kaZdou jeji podgrupou rozdéleny do jistého podtu
,,pFihradek®, to jest levych tiid podle dané podgrupy,
pii ¢emZ podet prvku ve t¥idé je tyZ pro kaZdou z nich.
Mezi levymi t¥idami ovSem vystupuje i podgrupa sama
jakozte t¥ida jednotkového prvku grupy. Z toho mime
tento dusledek:

Véta 5
V kaZdé koneéné grupé je dd (tj. polet prvka) grupy
ndsobkem rddu kaZdé z jejich podgrup.

Skutedné, ¥ad podgrupy je tolikrit obsaZen v fidu
grupy, kolik je levych tiid dle této podgrupy. Vysledek
déleni ¥adu grupy fddem podgrupy se nazyva indexem
dané podgrupy. ’

Rozumfi se, e podobné uvahy lze délat pravé tak pro
podobné definované pravé tiidy dle podgrupy, coz si tu
odpustime. '
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Zvlasté jednoduse tvofenymi podgrupami, které nalé-
zdme v kazdé grupé jsou tzv. cyklické podgrupy. Je-li G
dana grupa a a jeji prvek, pak cyklickd podgrupa je
tvofena viemi mocninami prvku a -

Hsatala® =jaa? ...

JestliZe grupa @ je koneénd, nemohou byt ani mocniny
a =ala?ad,...

viechny razné, nybrz musi byt pfi jistém pfirozeném
mocniteli m v&tSim neZ jiné plirozené k am = a*, &ili
an* = j; nékteré prirozené mocniny prvku a davaji
jednotku (grupy) j. Nejmensi phrozeny kladny mocnitel
n, pro néjz je a» = j, — existuje-li oviem — je tzv. Fdd
prvku Je to zaroven i fad cyklické podgrupy, vytvorene
prvkem a, protoZe prvky této cyklické podgrupy jsou
mocniny a, a%,a, ..., a"}, a® = 3 v poétu n. (Neptekva-
puje nas, Ze pak je tiebas pro prvek a fadu 7

et = ad a® = a?)
Neexistuje-li takové n, aby a® = j, pak fikame, Ze prvek
je nekoneéného fadu. V tom piipadé jsou vesmés
rizné mocniny
Ha3a%a’l,a =j,al,a? ad,...

a tvoli tzv. nekoneénou cyklickou grupu. Nekoneéné
cyklické grupy jsou zfejmé isomorfni s aditivni grupou
vSech celych &isel, totiZ mocniteld vytvafejiciho prvku a.

Berouce specidlné v dvahu cyklické podgrupy miZeme
vyslovit tento dasledek véty 5 :

Rdd proku koneéné grupy je délitelem fddu grupy.
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Z tohoto tvrzeni plyne tzv. malda Fermatova'®) véta
¢iselné teorie.

Malda Fermatov.a véta pravi toto: Jestlize a je celé
¢islo nesoudélné s celym kladnym é&fslem n, a jestliZe
oznadime jako g(n) podet celych kladnych éisel mensich
neZ n a nesoudélnych s n (kritce nesoudélnych zbytkt)9)
— ¢fslo 1 v to poditaje — potom mocnina a®™ ¢isteéné
vydélena é&islem 7z zanechdva zbytek 1. Kratce tvrzeni
vypisujeme symbolem

a®™ = 1 (modn)

smluvivde si, e z = y (modn) (&ti: x kongruentni s y
modulo ) znamend obecné, Ze rozdil x — y je ndsobkem
celého kladného &sla, » tzv. modulu (0 = 0.7 je rovnéz
nasobek ¢éisla n). @ je tzv. Eulerova®®) funkce &iselné
teorie.

Odvozeni malé Fermatovy véty z nadeho dusledku
véty 5 bude ukézkou aplikace abstraktni poudky z teorie
grup na konkretnim matematickém materialu. Proved-
me je proto dikladné.

Bé&z{ vlastné pouze o vytiéeni vhodné grupy tak, aby
téméf bezprostfednim uZitim nasSeho tvrzeni (Ze totiz
f4d prvku konedné grupy je délitelem fadu grupy) na
tuto grupu vyplynula mali Fermatova véta. K tomu
cfli musime uéinit dvé véci: pfedné vytknout, co budou

1) Fermat byl veliky francouzsky matematik ze 17. stol.,
jeden ze zakladateli novovéké matematiky. (Pojem grupy
oviem jestd neznal.)

1) ¢(1) definujeme rovno 1

20) .. Euler byl znamenity némecky matematik 18. stol.,
ktery proZil &4st Zivota v Rusku v tehdejSim Petrohradé
(Leningrads).
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prvky naéi grupy, a za druhé uréit pro né grupové naso-
beni.

Prvky nasi grupy budou nikoli snad jednotliva &isla,
nybrz jisté celé tzv. zbytkové tiidy dle délitele, tzv.
modulu 7, tj. budou to od sebe oddélené skupiny celych
&isel a kada z téchto skupin bude obsahovat nekoneéné
mnoho celych éisel. Do jedné takové skupiny dame
viechna celd d&isla, kterd ddvaji tyZi cely nezaporny
zbytek pfi déleni modulem n. Jinymi slovy, dvé cela
¢isla @ a b patii do téZze zbytkové tiidy dle modulu =,
coZ piSeme a = b (modn), tehdy a jen tehdy, kdyZ roz-
dfl a — b je délitelny modulem = (slovem délitelny rozu-
mi se vidy délitelny beze zbytku); totéZ plati oviem

i o rozdilu 6 —a = — (@ — b). (Napf. pro n = 12 patii
5% = 625 = 52.12 4 1 do téZe zbytkové tiidy modulo
12 jako 1; —3 =9 (mod 12) protoze — 3 —9 = —12 =
=—1.12)

Zbytkovou t¥idu, do niZ patfi é&islo a, vyznatujeme
nékdy pomoci pruhu nahote, tedy jako «, takie a = b
znadi, ze zbytkova tiida &isla a je tdZ, jako zbytkova .
tiida ¢&isla b; chceme-li viak pfesnéji vyznadit i modul =,
dame piednost zpasobu psani obvyklému v teorii
Sisel:

a = b (modn)

Je snadné nahlédnout, Ze vSechna ¢isla cela se vlivem
daného modulu » rozpadaji do zbytkovych tiid p¥i temz
Zddné ¢islo nepatif do dvou tiid soudasné a ze tedy zbyt-
kovych t¥id je pravé tolik, kolik je nezapornych zbytk,
které muzeme dostat pfi (Casteéném) déleni &islem =.
Tyto tfidy jsou tedy 0,1, 2, ..., n — 1,

Ze zbytkovych tHd si nyni vybereme za prvky nasi
grupy jen zbytkové tiidy téch zbytkd, které jsou s mo-
dulem n nesoudélné (maji za nejvétsiho spoleéného
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deélitele &slo 1). Podet takovych zbytkt a tedy takovych
piislusnych zbytkovych tfid je g(n), pro n = 12 napt.
¢(12) = 4. Zde je tieba si uvédomit dvoji véc. Pfedné
zbytek 0 neni nesoudélny (= je soudélny) s &islem =,
nebot 0 =n.0 a n =n.1, tedy ¢isla 0 a n maji za
nejvétsi spoleény nasobek é&islo =, ¢ili t¥ida 0, tj. t¥ida
viech nasobkd modulu » do nasi grupy nepatfi zatim
co tfida 1 samoziejmé do nasi grupy patii. Za druhé,
jestlize éislo a zanechava cely nezaporny zbytek r, (pfi
délenf modulem =) nesoudélny s n, pak i samo ¢&islo a
je s n nesoudélné. Takové ¢&islo lze totiz vyjadiit (Sasted-
nym délenfm) jako
a=q.n+71,

(kde ¢islo g je vysledek &astedného déleni). Kdyby &islo a
bylo délitelno néjakym kladnym délitelem ¢ modulu =,
pak by timto délitelem ¢ musel byt délitelny i rozdil
a — ¢q.n = r, proti pfedpokladu. Ale pravé tak i obra-
cené, jestliZe ¢islo ¢ je nesoudélné s modulem =, pak
z pravé naznadeného déleni &isla @ modulem 7, plyne
nesoudélnost zbytku r, s n, nebot jinak by i a bylo sou-
délné s n. MiZeme tedy prosté fici, Ze prvky nasf grupy
budou zbytkové t¥idy takovych celych &isel, ktera jsou
nesoudélnd s modulem » a Ze naSe grupa obnasi ¢(n)
prvka.

Grupové nisobeni nyni zavedeme prosté takto:
soudinem a.h dvou zbytkovych t#id rozumime tu
zbytkovou tifidu, do niZ nileii (obyéejny) souéin ab.
MizZeme tedy definici naseho ndsobeni t¥id psat rovnosti

a.b=ab
Napt. pro modul » = 12 je 5.7 = 35 = 11, protoze
35 =212 4+ 11.
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Jde jiZ jen o to zjistit platnost grupovych zakont v na-
§i, tzv. multiplikativn{ modulo ».

Axiom (1) neomezenosti a jednoznaénosti bude
splnén, jestlize pfedné — kviili jednoznaénosti — vysle-
dek nésobeni ab tiidy a tfidou b bude tyZ, at jej prove-
deme pomocf jakkoli zvolenych é&isel v té které zbytkové
tfidé. Véc tedy neni nikterak samozfejmé, nybrz méme

ukdzat, Ze jestliZe a’ patti do tiidy a a 0" do tiidy b, b,

potom soudin a’b’ patii do trldy ab, ¢ili ze a'd’ = ab.
Skuteéné, jestliZe oba rozdily a’ — a a &' — b jsou déli-
telny modulem n, pak i rozdil

a't’ —ab =a't’ —a'b + a'b—ab =a’'(b’ —b) +
+ b(a’ —a) ,

je &islem délitelnym modulem n — jakoZto soudet dvou
¢isel jisté délitelnych &fslem n.

Za druhé — kvuli neomezené proveditelnosti nasobeni
musime ukizat, #e vysledek nasobeni dvou zbytkovych
tfid ¢fsel nesoudélnych s modulem = i soudin téchto tfid
(jak jsme si jej pravé zavedli) je nejen vidy definovan
(coZ je jiz dostateéné ziejmo), ale Ze je to opét tiida,
do nfZ patii ¢&isla nesoudélna s modulem. K tomu véak
staédi si uvédomit, Ze soudin ab dvou é&isel ¢ a b obou ne-
soudélnych s modulem 7 je opét &islo nesoudélné s =.

Axiom (2) asociativity je dan téméF bezprosti‘edne pro
nade nasobeni zbytkovych tid pfenesenim z asociativity
nasobenf &isel samych. Nebot jsou-li a, b, ¢ tii libovolnd
cela disla, pak plati

a.(b.¢) = a.bc = a(bc) = (ab)c = ab.¢ = (a.b).¢

Axiom (3) jednotkového prvku je splnén pro zbytko-

vou t¥Hdu 1 (&sel, zanechavajicich zbytek I pfi déleni
modulem), jak ukaZe nisledujicf ivaha: Necht: = q.n+
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4 1 je é&islo z tFidy 1 (tj. 1 = ¢}. Necht dile libovolné
celé &islo x je ze t¥idy Z =F kde r je nejmensi cely
nezaporny zbytek pifi déleni ¢isla  modulem n. Pak
lze psat z = p.n + r (kde p je vysledek &asteéného
déleni ¢isla x modulem »). Tedy

zi — iz = (pn + ) (gn + 1) = pgn? + n(p + rq) + r

takie soudin xt = ¢z dava pii déleni modulem = tyz
zbytek r jako &fslo x. Lze tedy psat opravdu pro zbytkové
tiidy Zédanou rovnost

21=1z=2%

Koneéné axiom (4) inversniho prvku si ovéfime takto:
VypiSme si jednotlivé neziporné zbytky, nesoudélné
s délitelem =

a; = 1,0y ay, ..., 0

(Napt. 1, 5, 7, 11 pro n = 12, ¢(n) = 4.)

Kdyz jsme zvolili libovolné é&islo celé a, méme ukazat,
Ze lze vidy nalézt celé &islo = tak, aby jeho zbytkovi
tfida Z spliovala

Fa=a.z=1

¢ili aby ax = 1 (modn), to jest aby £ = a™.
Vynasobme si proto po fad® naSe nezaporné a s n ne-
soudélné zbytky s # nesoudélnym é&islem a, tj. utvofme
¢isla
aa, = a, aa,, ad,, . ... 0d,
(Napf. tedy tiebas proa = 7, n = 12 ¢&isla 7, 35, 49, 77.)
Ukazme, Ze neni moéné, aby mezi témito soudiny ani
jeden neddval po déleni é&islem n zbytek 1. Protoze jiz
vime, Ze viechna &isla a, aa,, ..., asy,) divaji vesmés
zbytky nesoudélné s délitelem =, znamenala by takova
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moznost (kterou vyloudit je nasim okamzitym cflem) to,
Ze alespon dvé ¢isla, feknéme aa, a aa: (pro A == k)
z tisel aa,, aa,, ..., aaym, by divala tentyZ nezidporny
zbytek pfi déleni modulem #. Jinymi slovy, rozdil
aa, — aa; = a(a, — a;) by bylo &islo délitelné modulem
n. ProtoZe a je &fslo s &fslem n nesoudélné, musel by byt
rozdfl a, — a; délitelny modulem n. To vSak pravé neni
moZné, protozZe a, a a; jsou &isla rizna, nezdporna a men-
8f nez n.

Tedy asporni jedno &fslo aa; (pro jedno z &isel ¢ = 1, 2,
..., n} dd nezaporny zbytek 1 pii déleni &islem n, takze

pak Ize poloiit z = a; a je £.a = a.Z = 1. (V naSem
piikladé mezi éisly 7, 35, 49, 77 nalézdme 49 = 4.12 |
+ 1 =1 (modl2), takie pro @ = 7 zrovna nidhodou
@l =7 =a.)

Tim je tedy dokonéen ditkaz, Ze zbytkové tiidy &isel
nesoudélnych s délitelem = modulem #» tvofi pfi vytée-
ném nasobeni grupu fddu ¢(n), kde ¢(n) je podet s ¢islem
n nesoudélnych zbytki, jaké mohou vzniknout pFi
¢dstedném déleni dislem n.

Tim jsme vSak jiZz také u naseho konedného cile, tj.
u malé Fermatovy véty. JestliZze totiZ m je fdd zbyt-
kové tiidy a (¢sla ¢ dle modulu #) jakoZto prvku nasf
grupy, pak jednak plati

ar =1
¢ili dbsirnéji
a® = 1 (modn)

Za druhé vSak fdd m prvku a nasi grupy déli fad
@(n) této grupy, tedy p(n) = m.q, kde ¢ je celé kladné.
Z toho ovSem plyne a*™ = am = (a™)¢ = 1¢ =1 ¢&ili
opravdu

a*™ = 1 (modn)
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celych ¢&isel nesoudélnych s modulem 7, jichz jsme privé
uzili ke grupové teoretickému dikazu malé Fermatovy
véty, davaji bohatstvi piiklada koneénych Abelovych
grup. V naSem piikladé pro n = 12 to byla — aZ na
isomorfii — nam znama Kleinova grupa ¢ili grupa
zakrytovych pohybt obdélnika.

Rozumi se, Ze posledni usudkovy krok, ktery jsme
udinili pfi dikazu malé Fermatovy véty lze uéinit
zcela stejné v libovolné konedné grupé. Tak dostavime
tzv. Fermatovu vétu teorie grup, to jest tvrzeni,
Ze v grupé fidu N je N-td mocnina libovolného prvku
rovna jednotce grupy, tj. a¥ = j, kde a je libovolné zvo-
leny prvek, j je jednotka dané grupy.
~ Uvedme jestd dva disledky rozdéleni koneéné grupy
ne (levé) tiidy dle podgrupy. Piedtim vsak je vhodné
upozornit, Ze mezi podgrupy dané grupy poéditime lo-
gicky disledné i ty dvé, které se vyskytuji vidy, totiz
grupu samu a podgrupu, sklddajici se jen z jediného
prvku, jednotky dané grupy. Témto podgrupam ifkime
trividlni podgrupy. (Kdybychom je z podgrup vylou-
¢ili, zkomplikovali bychom nevhodné znéni p¥islusnych
poudek spoustou vyjimek.)

Véta 6

Grupa, kterd md jen trividlné podgrupy je konelnd
cyklickd grupa fddu provociselného. Obrdcend, koneéné grupy
prvobiselného fddu maji jen trividIni podgrupy.

Dikaz je din vétou 5. Budiz totiz G néjaki grupa
(koneénd nebo nekoneé&n4), o niz vime, Ze ma jen trivialnf
podgrupy. Zvolme v ni libovolny prvek rtzny od jed-
notky coZ lze udinit vidy kromé pfipadu, Ze cela nade
grupa G se sklddé jen z jednotky. (V tom pfipadé viak
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nemame dile co dokazovat, jestliZe povazujeme i &fslo 1
disledné za prvolislo, jakoito ¢fslo nemajici jinych
kladnych celych déliteltt kromsé é&isla 1 a sebe sama.)

Je-li tedy a 5= j prvek z grupy, pak jsou dvé moznosti:

1. a je ¥4du kone&ného n a vytvaii tedy cyklickou
podgrupu ¥idu », coz je sluditelné s predpokladem jen
tehdy, jestliZe se tato cyklicka podgrupa shoduje s celou
grupou, takie G je v tomto pfipadé koneéna cyklicka
grupa fadu ». Kdyby = bylo &islo sloZené, n = r.s, kde
7, 8 jsou nesoudélna ¢fsla celd, kladnd, rizné od jednotky,
pak by prvek ar==4 vytvifel cyklickou podgrupu
fadu s, skladajicf se z mocnin a*, a*, a, ..., a* = j, coZ
piedpoklad vyluéuje. Tedy ¥4d » = p nasdi grupy G pou-
ze 8 trividlnimi podgrupami, ktera se ukizala byt cyklic-
kou koneénou grupou, je prvoéislo p.

2. moZnost: @ vytvafi v G nekonednou cyklickou
podgrupu

.a%am g, at a?, ...

Potom vsak prvek a? vytvaif v G netrividlni cyklickou
podgrupu, takZe moZnost 2 dle pfedpokladu odpada.

Obricené tvrzeni, Ze grupy prvoéiselného fadu nemaji
netrivialni podgrupy, je bezprostfednim disledkem
véty 5.

Véta 6 je jednoduchym piikladem na dplné urdenf
typu isomorfie grupy pfedpokladem o fadu.

Véta 7

K tomu, aby édist proka komeéné grupy tvofila pod-
grupu, stalt (a ovdem je © nutno), aby takovd &ist obsaho-
vala 8 katdgmi dvéma proky i jejich soubin.

Dikaz: Pfedné dle pfedpokladu s prvkem a obsa-
huje pfedpoklidans &ist prvka grupy i mocninu a¥, kde
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N je tad grupy; ta je viak dle zminéné tzv. Fermatovy
véty teorie grup rovna jednotce.

Za druhé, je-li v nasi ¢asti prvka grupy néjaky prvek z
tdidu n, pak dle pfedpokladu je tam i prvek z*™! =
=z, Vice v8ak k dikazu nepotfebujeme. — Je diile-
Zité si poviimnout nezbytnosti pfedpokladu koneénosti
grupy: bez ného miZeme narazit na prvky nekoneéného
Fadu a nas visudek pada. V tom pfipadé je nutno a staéi
jesté dokdzat pfitomnost inversniho prvku ke kazdému
prvku v na$i &isti, jez ma. byt podgrupou, nebot pri-
tomnost jednotky je jiz dasledkem.

Obratme se k ziasadné dileZitému pojmu tzv. homo-
morfniho zobrazeni jedné grupy na druhou
grupu.

Tento pojem je rozdifenim nam jiZz znamého pojmu
isomorfniho zobrazeni. Isomorfni zobrazeni jedné grupy
na druhou grupu vérné zachovava viechny grupové vlast
nosti zobrazované grupy (origindlnf), pFenasejic je doko-
nale na grupu obrazovou (na niZ se zobrazuje originalni
grupa). V hrubém pfirovnani je to tak, jako kdyz zna-
zoriujeme Teknéme souddst stroje Skolnim modelem,
ktery je sice z jiného materidlu (a popf. mensich roz-
méri), ale jehoZ tvar je pfesné shodny s tvarem originalu.

Pro mnohé tdely vSak stadi zminénou souddst stroje
kolmo promitnout na jednu primétnu, to jest zobrazit
utvar prostorovy na dtvar rovinny. Tim ovSem nékteré
prostorové vlastnosti zanedbime (nevystihneme), nebot
rizné body originalu se promitnou do jediného bodového
obrazu v prumétné (celé brany, kolmé k pramétné se
zobrazi vidy jedinym bodem). Zato vSak byva pramét
jednodusd{ a piehlednéjf nez model a &asto dovoluje
snadno nahlédnout (na vykrese) polohu promitané sou-
¢éasti ve stroji a jejf souvislost s ostatnimi dastmi.
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Abstraktni obdobu toho mame v teorii grup (aiv ostat-
nich partiich abstraktni algebry): pojem vzdjemné
jednoznaéného, isomorfniho zobrazovan{ jedné grupy na
druhou rozsifujeme v pojem homomorfniho zobra-
zenf jedné grupy na druhou. Zde tedy jiz i vice prvka
Zobrazované originilnf{ grupy se mtZe zobrazit na jeden
jediny prvek grupy obrazové, pii demz se ovSem nadale
soudin dvou prvka zobrazované grupy zobrazi soudinem
pifslusnych obrazi. Homomorfn{ obraz grupy je tedy
jiz obecné grupa, kterd podrZuje jen nékteré grupové
vlastnosti zobrazované grupy, nebot ostatni vlastnosti
se pfi homomorfnim zobrazovani mohou porusit.

Uvedme si alesponi dva piiklady homomorfniho zobra-
zeni (které nejsou isomorfnimi zobrazenimi); je tfeba si
uvédomit, Ze isomorfni zobrazeni se jevi zvlistnim pfi-
padem homomorfnfho zobrazeni, kde mohou, ale nemust,
existovat dva a vic prvkd majicich tyz obraz.

1. V prvém piikladé bude zobrazovanou grupou zna-
m4i symetricka grupa S, viech permutaci stupné =
(z » pfedmétt). Pfitom si zavedeme nékolik pojmi, které
budeme pot.i'ebovat 1 pozdéji.

fkame, Ze permutace x provedena na n &isel 1, 2,
njesuda anebo liché podle toho, zda v pofadi Ssel n(l)
n(2), ..., n(n) doslo k sudému ¢&i hchému podtu poruseni
pfirozeného sledu dvou éisel, &ili k sudému, &i lichému

podtuinversi. Napi. v permutaci z = [; % 2 ;] ¢islo 3

predeslo jednak 1 a jednak 2, 4 pfedeslo 2, mame tedy
tfi inverse a permutace = je lichd. Permutace p =
(12345
52431

Piifadme libovolné zvolené permutaci z stupné =,
jakoZto prvku symetrické grupy S,, &islo +1 anebo —1

} je sudd, protoZe ma celkém 8 inversf.
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podle toho, je-li tato permutace sud4 &ilichd. Takto pfifa-
zené ¢&fslo k permutaci » oznaéme jako &(xr). Ukazime, Ze
tim definované zobrazeni je homomorfnim zobrazenim
grupy S, na (multiplikativni) grupu &isel +1a—1, coZ je
ziejmé cyklickd grupa fddu 2. K tomu vdéelu vystihneme
dislo e(n) (k dané permutaci z) takto: Znasobme si viech-
ny rozdily n(h) — n(k), kde A > k. Pak soudin (o zFej-
mém podtu(n — 1)+ (n—2)+ ... + 1 =w
¢initeld) bude mit tolik zdpornych ¢&initeld, kolikrat
doslo k inversi pfi permutaci x, tedy to bude é&fslo kladné
pro permutaci sudou a zaporné pro permutaci lichou.
Délime-li jesté tento soudin jeho absolutni hodnotou, to
jest soudinem viech rozdild A — k,kde h, k = 1,2,3, ...,
n a h > k, obdriime privé &fslo e(x). Kratce to lze vy-
psat formulkou

= [ =g,
h>

kterou dteme: &(x) je soudin pies vSechna &isla

7u(h) —n(k)
h—k

ktera lze utvofit, probihaji-li 41k viechna é&isla od 1 do
n, za podminky, Ze k je v&tsi nez k.

Tato, zdanlivé neuZitetné sloZiti formule (vzhledem
k tomu, Ze ¢(n) = +1) dovoluje nejiisporndji dokazat, Ze
&(n) divd skutedné homomorfni zobrazenf grupy S, na
grupu (+1, —1). ProtoZe zfejmé existuji jak permutace
sudé, tak i liché kazdého stupné n > 1, takZe jak &fsla
+1, tak i ¢isla —1 opravdu bude jako obrazi permutaci
vidy poutZito, jde jen o to dokdzat, Ze soudin permutaci
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se zobrazuje vidy soudinem é&selnych obrazi jednotli-
vych nasobenych permutaci, to jest, Ze plati

elom) =) <(2)

Skutetns, pisme &slo s(o7) = 11_9”(")—9”(’0) po
h>

h—Ek
roziffeni jednotlivych zlomkovych é&initeld jako &slo
ll en(h) — on(k) n(h) — m(k)
K

n(h) — a(k) h—k

Znasobme si prvni zlomky zvlast a druhé také zvlast.
Dostaneme tak ’

_ T el=(k)) — e(n(k)) n(h) — (k)

elom) = ﬂ 2Ry — nk) h—F
R>k

Zde druhy soudin je jiz &slo &(x). Prvni souéin vSak neni
nic jiného, neZ &islo £(g). Nebof probihaji-li &, & &sla
1,2, ..., n, pak i 7(k) a #(k) probihaji (obecné v jiném
potadi) tato &sla, takZe i rozdily =(k) — =(k) probéhnou
— a% snad na znaménko — viechny kladné rozdily raz-
nych dvou éfsel, utvokené z &fsel 1, 2, ..., n. Stane-li se
viak, Ze rozdil n(k) — n(k) je zdporny (zatim co jsme
predpoklidali ve jmenovateli rozdil kladny), pak to
nevadi, nebof 1ze psit v takovém piipadd

o(z(h)) — e(n(k)) _ o(s(k)) — e(n(h))

nlh) — (k) —  n(k) — n(k)
kde n(k) — =(k) je kladny rozdil. Je tedy jedno, zda
v prvoim soudinu nasobfime pies v3echny indexy &, k
anebo pies odpovidajici indexy =(h), n(k), takZe prvni
soudin opravdu je vlastné ¢(g). Mame tedy skutetns rov-
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nost e(ont) = &(g) &(x) ¢&ili zobrazeni ¢ je vskutku homo-
morfnfm zobrazenim.

Je jasné, Ze zde homomorfn{ obraz, tj. cyklicka grupa
fddu 2, je hruby a vystihuje symetrickou grupu permu-
taci velmi méalo.2?)

2.V druhém piikladé bude homomorfni obraz -vér-
néjsi.

Budi% K (ze Skoly v podstaté znama) multiplikativni
grupa komplexnich é&fsel rtznych od nuly, vzhledem
k nasobeni, danému rovnosti

(T, + 2.91) (22 + 2.95) = (0172 — Y1¥2) +
+ (22 + 2a,)

(kde ¢ je znama komplexnf imaginirni jednotka).

Zobrazme grupu K do multiplikativni grupy R vsech
redlnych éfsel kladnych tim, %e pfifadime komplexnimu
tislu x + 4y jeho tzv. absolutni hodnotu sz + w2 Pak
zobrazent

fx +i.y) =)z + o2

je homomorfnim zobrazenfm grupy K na grupu R.

Nebof opravdu, jednak ka?dé komplexni éislo ruzné
od nuly mé jedinou kladnou absolutnf hodnotu a kazdé
redlné ¢islo je absolutni hodnotou komplexniho &isla.
A za druhé, absolutni hodnota souéinu rovna se souéinu
absolutnich hodnot jednotlivych komplexnich &initeld,
jak si ¢tendf ihned ovéff na identité

(@73 — 4195)* + (292 + 2a91)* = (21 + 93) (21 + i)
) Riké jen, Ze sudé krdte sudé a liché kréte liché permu-

tace je sudd, lichd krdt sudé a sudé krét lichd permutace je
lichd permutace.
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Nyni je jiZ na misté piesnd abstraktni definice.

Definice

Budtez G a H dvé grupy.

Rikédme, e grupa G je zobrazenim fhomomorfné
zobrazena na grupu H, jestlize ke kazdému prvku =
grupy G je zobrazenim f pfifazen pfesné jeden prvek
y = f(x) z grupy H tak, Ze jsou splnény tyto podminky:

(i) Kazdy prvek y z grupy H spliuje vztah y = f(x)
alespoti pro jeden prvek z z grupy G. Slovy: Kaidy prvek
grupy H je obrazem né&jakého prvku, tzv. originalu neboli
vzoru, z grupy @.

(ii) Pro libovolné prvky z, a x, z grupy & plati

f(x1xa) = f(x1). H(,)

(jestlize teékou . odliSujeme grupové nasobeni v H od
grupového nésobeni v G, jei zvlasté nevyznadujeme).
Slovy: Obraz soudinu se rovna soudinu obrazi.
Rikdme té%, %e grupa H je (jako celek) homomorfnim
obrazem grupy G (pii zobrazenf f). MoZnost takového
homomorfniho zobrazeni znadime symbolem

H~a@G

Uvédomime si nékolik bezprostiednich dusledka této
definice. Ka¥dou grupu lze homomorfné zobrazit na
grupu, sklddajicf se jediné z jednotkového prvku; obra-
zem kaidého prvku je pak tento jediny (jednotkovy)
prvek. Takové zobrazeni oviem neni piili§ uZiteéné,
protoZe naprosto deformuje zobrazovanou grupu.

Homomorfni zobrazeni div4d inversnimu prvku za
obraz inversni prvek k obrazu, f(z7') = f(x)7, a jed-
notce jg zobrazované grupy G pfifazuje jako obraz jed-
notku jg grupy obrazi, f(je) = jg.
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Nebot f(js) = f(jeje) = f(j&)-f(j), z EehoZ druhy fakt
plyne vynasobenim prvkem f(jg) 2. Prvni fakt pak jiz
vyplyva z rovnosti

f&™).flx) = f(zx) = f(jo) = ju

Nyni jiZ nenfi tfeba zvldsté podrobné vysvétlovat, co je
to homomorfni reprezentace dané grupy grupou
permutaci anebo grupou matic. Je to pfirozené a duleZité
rozsifeni pojmu isomorfni reprezentace, s nim? jsme se
jiz seznamili. Je zajimavé, Ze homomorfni reprezentace
grupy (grupami permutaci, nebo grupami matic) jakozto
jakési ,,promitani‘‘ (pfi demz za jednotlivé ,,primétny*
slouZi symetrické grupy permutaci stupné =, po pfipadé
grupy veskerych regularnich matic stupné ») prohlubuje
zminénou obdobu s promitinim télesa na dvé kolmé
prumétny. I tu lze totiZ Gplné rekonstruovat pavodni
grupu z jejich ,,pruméti“, tj. homomorfnich reprezentaci
(podobné jako si téleso zrekonstruujeme z jeho narysu
a pidorysu), jestliZe zname tzv. tplny systém homo-
morfnich reprezentaci?®) dané grupy, z néhoZ lze
sestrojit isomorfni obraz dané grupy. Vedlo by nds p#ili§
daleko, kdybychom méli na to podat piiklady; &tenaf,
ktery se odhodl4 k hlubsimu studiu teorie grup, je nalezne
v obsfrnéjsich ud¢ebnicich teorie grup.

Obratime se k dalsimu dileZitému pojmu abstraktni
teorie grup, ktery vzce souvisf s pojmem homomorfniho
zobrazeni; je to jiz zminény pojem normdlnf pod-
grupy, k némuZ muZeme dospét takto:

Pii kazdém homomorfnim zobrazeni f grupy G na
grupu H nalézime nésledujici rozdéleni prvka grupy ¢

22y Uplny m nazyvéme takovy systém homomorfnich repre-
zentaci, v némz kazdy nikoli jednotkovy originél obdrzi alespon
jednou nikoli jednotkovy obraz.
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do tiid bez spoleénych prvki: Kazda takova tiida sesté-
vé ze vSech prvki z z grupy @, které maji tyZ obraz

Yy = f(z)

Tak v prvém piedchozim piikladé se symetricka grupa
S, (viech permutaci stupné =) rozpadd homomorfnim
zobrazenim f = ¢ (na cyklickou multiplikativni grupu
z ¢isel 4-1) ve dvé tiidy, tfidu sudych a t¥idu lichych per-
mutaci. V druhém piedchozim piikladé se multiplikativni
grupa viech od nuly riznych komplexnich &isel, znd-
zornénych body komplexni roviny (mimo poditek)
rozpadd ve tiidy &isel, zndzornénych body na téze krui-
nici opsané okolo poéitku.

Dile zjistujeme, Ze tf¥ida viech originali k jednotko-
vému prvku jgz — to jest tfida viech x z G, pro néZ
f(x) = jg — tvoii podgrupu grupy G. — Nebot pfedné
jestliZe z, i x, jsou origindly jednotky, f(x,) = ju, f(x) =
= ju, potom i f(z,x,) = f(2,).f(%s) = ju.jn = ju, to jest
pak i soudin x,z, je origindlem jednotky jz v H. [To nam
v piipadé koneéné grupy jiz staéi (viz vétu 7)). Snadno
se predvédéime, Ze i ostatni podminky, aby souhrn
origindli jednotky (v homomorfnim zobrazenf) byl
podgrupou, jsou splnény, takZe nase tvrzeni plati obec-
né. Nebof je ndm jiZz zndmo, Ze v homomorfnim zobra-
zenf je obrazem jednotky jednotka a obrazem invers-
nfho prvku je inversni prvek k obrazu pivodniho prvku.
morfnim zobrazen{ grupy & na grupu H nazveme napfi-
klad V.

Vzniké pfirozené podezfeni, zda ostatni tfidy origi-
nali se stejnym obrazem (v homomorfnim zobrazenf)
nejsou snad pravé nim jiZ zndmymi levymi tiidami
podle podgrupy N utvofenymi v zobrazované grupé G.
Toto podezteni je opravnéné. Nebof jestlize = je dany
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prvek v zobrazované grupé G a u je hbovolny prvek
podgrupy N, potom souéin xu mé v grupé H za obraz

prvek
flw) = f(=).f(u) = f(x).jun = f(x)

tedy tyZ jako z. Stejns tak oviem i obracens, je-li zu (pfi

u leticim v podgrupd N) libovolny prvek levé tiidy

prvku z, pak jeho obraz f(xu) je roven obrazu f(x) libo-

volného prvku z z téZe levé t¥idy v grupe G podle pod-

grupy N.

Utvoi‘eni tiid originald se spoleénym obrazem je tedy
skuteénd vlastnd totéZ co rozdéleni prvki zobrazované
grupy do levych tiid podle podgrupy, tvofené vsemi
origindly jednotky. — Tim v8ak celd véc zdaleka nekon-
¢i. Zjistujeme totiZ, Ze podgrupa N origindli jednotky se
vyznaduje touto zvlastni vlastnosti: s kazdym prvkem z
patii do N i kaidy prvek tvaru

zxz71

kde z je libovolny prvek ze zobrazované grupy G. Nebot
jestliZe je f(z) = jg, pak nisledkem homomorfnosti

zobrazeni | je
Hezz™) = [(2).f(®@).[(z™") = f(2).je-(H2)* = jm
Podgrupam s touto dileZitou vlastnosti (nezavisle na
jakémkoli homomorfnim zobrazeni f) ¥ikdme normdlné
podgrupy.

Definice

Podgrupa N grupy G se nazyvd normalni podgru-
pou, jestlize s kazdym prvkem x patficim do N patif do
N i kazdy prvek zzz7!, tzv. konjugovany prvek
k prvku z pomoci (libovolného) prvku z z grupy G.

Tak nap#. ze dvou ndm znamych podgrup grupy eu-
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klidovskych pohybi roviny (pt. 2 ve 4. kap.) je podgrupa
¢istych posuvii normalni podgrupou, kdeZto podgrupa
distych otodeni normalni podgrupou neni. — To vyplyva
snadno z okolnosti, Ze ‘provedeme-li otodeni, pak posuv
a nakonec zpétné otodeni, dostavame celkem opét &isty
posuv (obecné oviem jiny). Naproti tomu jestliZze prove-
deme posuv, pak otodeni a nakonec zpétny posuv, ne-
dostivime nikdy (pokud jde o neidentické pohyby)
¢isté otodeni, nybrz smiseny pohyb.

V pfikladé s permutacemi vSechny sudé permutace
v symetrické grupé S, tvoff tzv. alternujici grupu
A, stupné », ktera je normalni podgrupou v grupé S,. —
V kazdé Abelové (komutativni) grupé je ovéem zfejmé
kazdd podgrupa normalni. (Obricené tvrzeni neplati,
viz cvid. 7 z 5. kap.)®).

Dillezitost normilnich podgrup v grupé vyplyva
z toho, Ze pomo¢i nich lze z dané grupy tvofit pottebné
nové grupy, jejimiz prvky se stivaji celé (levé) tHdy
podle takové normélni podgrupy. Nésobeni v takové
grupé levych tif{d dle normélni podgrupy N grupy @ je
dano takto: Jsou-li zN a yN dvé levé tiidy (prvki
z a y z @), potom za jejich soudin zN.yN polozime tu
levou tiidu, ktera obsahuje souéin zy, to jest klademe

N .yN = zyN

Dokaime, Ze axiomy grupy jsou pro toto néasoben{
levych tiid splnény. K axiomu (1) mdme vlastné jen
zarudit, Ze vysledek ndsobeni dvou tiid nezilezf na tom,
jaké prvky ai vybereme v jednotlivych tidach k vytvo-
feni soudinu tfid. To jest, méme ukdzat, Ze jestliZe

23) V grupé zdkladnich kvaterniont ze cvié. 7 z 5. kap. je
kaidé podgrupa normélni ‘podgrupou, alkoli grupa neni
Abelova.
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' = zu, a y' = yu,, kde prvky u, a u, jsou z normalni
podgrupy N, potom souéin z'y’ = zu,yu, patii do levé
tiidy soudinu xy.

Skute&né lze psit zu,yu, = ryy u,yu, a podle pied-
pokladu normdlnosti podgrupy N prvek ylu,yu, patii
do N, coZ pravé potfebujeme.

Ostatni axiomy si ovéfime jesté snadnéji.

Axiom (2) nyni jiz lze dokazat prostym pienesenim
z celé grupy G do nasi grupy levych tiid (dle N) rov-
nostmi

zyN.zN = (zvy) zN = 2(yz) N = xN.yzN

Axiom (3): tlohu jednotkového prvku v nasi grupé
tid patrné bude hrat (ndsledkem toho, jak jsme zaruéili
axiom (1) leva tfida obsahujici jednotku jgz grupy G, to
jest sama normalni podgrupa N.

Axiom (4): inversnim prvkem k prvku (tj. ke tfidé)
zN je patrné t¥ida N, protozZe soudin zN .z 1N stejné
jako "IN .zN obsahuje jednotku jg!

Grupé levych tid v grupé G dle iormalnf podgrupy N
Fkime faktorova grupa grupy G dle normalni pod-
grupy N a znaéime ji G/N; normalni podgrupé N se pak
také nékdy fikd normadlnfi délitel. Podle véty 5 je
fad grupy @ roven soudinu fadu normaélni grupy N
s fadem faktorové grupy G/N.

Jaky je zobrazovaci vztah faktorové grupy G/N
k pivodni grupé?

Odpovéd je nasnadé: faktorova grupa G/N je homo-
morfnim obrazem pivodni grupy G pii zobrazeni, pfi-
fazujicim prosté prvku x z grupy G jeho levou ttidu zNV
jakoito prvek z faktorové grupy G/N. Nebof to piimo
¥ika definice xN.yN = xyN nasobeni v G/N.

Vratme se nyni k pfipadu, Ze normilni podgrupa N
_grupy G je souhrnem origindla jednotky v jakémsi homo-
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morfnfm zobrazeni f grupy G na grupu H. Jaky bude
vztah faktorové grupy G/N ke grupé H?

. Snadno nahlédneme, Ze tyto grupy jsou isomorfni.
Zobrazeni zprostfedkujici tento isomorfismus pfifazuje
prosté tfidé N obraz f(x), ktery méa prvek x z grupy G
v grupé H pii vychozim homomorfnim zobrazeni f.
Nebot takové zobrazeni faktorové grupy G/N na grupu
H je zfejmé homomorfni a kromé toho vzajemné jedno-
zna¢né. Shriime si tedy vysledek piedchozich dvah do
nasledujici tzv. prvn{ véty o isomorfismu teorie

grup.
Véta 8

Jakmile podgrupa N grupy G je normdlni podgrupou,
pak levé titdy xN (z je z G ), do nichZ se rozpadaji proky
grupy G, tvofi tzv. faktorovou grupu G|N vzhledem k nd-
sobent xN.yN = xzyN. Faktorovd grupa G/N je homo-
morfnim obrazem grupy G pFi homomorfnim zobrazeni
z — xN prifazujicim proku z jeho levou tridu.

Je-li obrdcené ddna grupa H, kterd je homomorfnim
obrazem grupy G pfi zobrazeni f, pak je tim wréena nor-
mdlni podgrupa N viech origindla jednotky jg grupy H
tak, Ze faktorovd grupa G|N je tsomorfné zobrazena na
grupu H zobrazenim f, danym rovnosti

f(zN) = f(=)

Uvedena 1. véta o isomorfismu teorie grup (tento dlou-
hy titul je nutny, protoZe podobné véty o isomorfismu
vystupuji i v jinych &istech abstraktni algebry) udava
prostou, ale diileZitou souvislost pojmu homomorfniho
zobrazeni s pojmem normélni podgrupy. Ve shora uve-
denych dvou piikladech se projevuje takto:

Faktorova grupa S,/4, symetrické grupy stupné =
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podle jeji normalni alternujici podgrupy 4, je isomorfnf
s kteroukoli cyklickou grupou fadu 2, napf. s podgrupou
(41, —1) multiplikativni grupy viech zlomkd.

Multiplikativni grupa kladnych redlnych &isel je
isomorfni s faktorovou grupou vsech komplexnich &fsel
raznych od nuly dle (normalnf) podgrupy viech kom-
plexnich éisel o absolutni hodnoté 1.

Uvedme jesté jeden dilezity p¥iklad na tvofeni fakto-
rové grupy. Za grupu G vezméme aditivni grupu vsech
celych &isel; podgrupa N, ktera bude nisledkem komu-
tativity samozfejmé normailnf, budiZ tvofena vsemi
nasobky pevné zvoleného celého kladného &fsla n. Levé
tiidy dle N jsou nyni nim jiZ zndmé zbytkové tidy
dle modulu », kaZda obsahuje vSechna celd &isla, jez
jsou navzajem kongruentni modulo =, tj. jez davaji
pfi déleni modulem n tyZ nezdporny nejmensf zbytek.

Faktorova grupa G/N jetzv. aditivni grupa modu-
1o n. (Pozor, néco jiného byla tzv. multiplikativni grupa
modulo n, kterd se sklddala jen ze zbytkovych t¥id,
naplnénych vesmés ¢&isly, nesoudélnymi s modulem,
kdezto aditivni grupa modulo » obsahuje viechny zbyt-
kové tiidy.) Je-li H jakakoli cyklicka grupa fadu =,
nap¥. multiplikativni grupa vSech =-tych odmocnin
z 1, pak prvni véta o isomorfii ndm zde ¥kd, Ze aditivn{
grupa modulo 7 je isomorfni s touto cyklickou grupou.

Tvofenim faktorové grupy z grupy G podle normélni
podgrupy N ztotoZiujeme vlastné prvky, patiici do téze
levé t¥idy dle N v G. Zanedbivajice rozdilnosti mezi
prvky téZe levé t¥idy, podindme si obrazné Fedeno asi
tak, jako bychom se na nadi grupu divali (z jisté strany)
z pliméfené veliké dilky, az ndm prvky z téie levé
t¥idy splyvaji. Takovy pohled dle prvni véty o isomor-
fismu je rovnocenny s danym ,,promitnutim* (tj. homo-
morfnim zobrazenim) dané grupy na jinou grupu H.
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Norméalni podgrupy maji i jiné charakteristické vlast-
nosti, jimiZ je moZno je definovat. Hloubavy &tenaf se
rad presvédé, Ze:

a) Podgrupa U je normilni tehdy a jen tehdy, kdyz
kazdi leva tiida zU je rovna pravé t¥idé Uz téhoz
prvku z (vSech pravych nasobkt uz prvkid « podgrupy U
nasobenych zprava prvkem z).

b) Podgrupa U je normélni tehdy a jen tehdy, kdyz
souhrn zUyU vs8ech soudini ndsobkd xu, s nasobky
yuy (kde u, a u, jsou libovolné prvky z podgrupy U a =
a ¥ jsou pevné zvolené prvky grupy) je vidy jista leva
tfida podle U.

Na konec tohoto paragrafu si odvodme diileZitou tzv.
druhou vé&tu o isomorfismu teorie grup. Je to
pomocnd véta vyznamu teoretického, jejiz uZiti si uka-
%eme v 6. kap.

Véta 9

Budif G grupa, N jeji normdini podgrupa a U jeji d:lsi
podgrupa. Pak plati :

1. Souhrn UN véech soufint un prokd u z podgrupy U
8 proky n z normdini podgrupy N je opét z podgrupa grupé
G. (Takovy souhrn UN je tzv. spojeni podgrup U a N.)

2. Souhrn oznabeny jako U (N N vdech prvka grupy = G,
které lezi souéasné v podgrupé U ¢ v normdlni podgrupé N,
je rovnéZ podgrupou, a to dokonce podgrupou v grupé U.
(Takovému souhrnu U \ N ikime prinik podgrup
Ual.)

3. (Viastni tvrzeni véty):

Podgrupa N je mormdlni podgrupouw v grupé UN,
podgrupa U () N je normdini podgrupou v gmpé Ua fak—
torové grupy UN|/N a U[(U () N) jsou navzdjem iso-
morfni.
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Dukaz: Nejprve k bodu 1:

Méme ukdzat predevsim, Ze soudin dvou ndsobkii
tvaru u,n, a u,n,, kde u,, u, jsou libovolné prvky z pod-
grupy U a n,, n, jsou libovolné prvky z normalni pod-
grupy N (vie v @) je opét prvek tvaru un, kde u jez U
a n je z N. Skuteéné je

(uymy) (Uanp) = wyty(uz'ny(uz?)n,)

Protoge N je normalni podgrupa, lezi v ni s prvky =,
a n, téZ i prvek » = uzn,(uz!) iy Prvek u = Uyly pak
lezf v U, protoze U je podgrupa obsahujicf u, i u,.
Z rov-nosti (uymy) ™t = nytur? = uyt(un, u,ut) je pak
jiz snadno patrno, Ze UN je vskutku podgrupou v G.

Daéle k bodu 2:

Je-liziyjak v U tak i v N, pak platf totéZ i o soudinu
zy, protoze U, N jsou podgrupy. Jednotkovy prvek jg
jeoviem jak v U,takiv N. Je-liz v Uiv N, pak oviem
totéZ plati i o z71.

Koneéné k hlavnimu bodu 3:

Pfedné je jasné, Ze N je podgrupou v grupé UN, nebot
prvky n z N lze psat jako soutiny jn kde j jednotka lezi
v U (jakoito v podgrupé). Je viak samoziejmé, Ze N
je normalni podgrupou v grupé UN, nebot jestlize pro
libovolny prvek z z @ a kterykoli prvek » z N je i kon-
jugovany prvek znz™! v N, pak to tim spife plati pro
prvek z lezici v podgrupé UN.

Nynf jiz fdadné definovana faktorovi grupa UN|N
tvoli zfejmé podgrupu faktorové grupy G/N, protoZe
obsahuje ty levé tiidy dle N, které maji néjaky prvek
v podgrupé U. P¥i ndim zndmém homomorfnim zobra-
zeni z — N celé grupy G na faktorovou grupu G/N
zobrazime tedy patrné podgrupu U (grupy () timto
homomorfnim zobrazenim na faktorovou podgrupu
UN/N.Nynf uZijeme hlavn{ ¢dsti 1. véty o isomorfismu.
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V podgrupé U tvofi origindly jednotky normélni pod-
grupu N’ tak, Ze faktorové grupy U/N a UN/N jsou
navzajem isomorfni. Jednotkovym prvkem ve faktorové
grupé UN/N je oviem N (jakoZto leva t¥ida jednotky).
Je ziejmo, Ze pfi homomorfnim zobrazeni =z — zN,
omezeném na z z podgrupy U, budou mit N za obraz
pravé a jen ty prvky « z U, které soudasné leii v N,
¢ili opravdu N'=U () N je prinik U s N, coZ bylo
dokazat.

Nez ptikrotime k dalsi kapitole, zavedme si jesté
jeden zakladni pojem teorie grup: pojem jednoduché
grupy. :

Tak jako (vzhledem k délitelnosti) hledime celd
(slozena) é&fsla vystihovat ¢&isly jednoduchymi, tj.
prvodisly, z nichZ se (nisobenim) kaZdé celé é&slo da
sloZit, tak i p¥i zkouméani grup a toho, jak se ,,skladaji‘
ze svych podgrup a normilnich podgrup nds zajimaji
nejprve podgrupy co moZno ,jednoduché”. Slova
,,8kladaji‘ a ,,jednoduché‘‘ byla dana do uvozovek proto,
ze obdoba skladani celého &isla jako soudinu prvodisel se
»8kladanim“ grup z ,jednoduchych® podgrup je
neuréitda a mnohoznaéné: Jak obratu ,,skladat grupu®
tak vyrazu z co mozZno ,,jednoduchych podgrup‘ mozno
dévat rizné pfesné vyznamy, pfi nichZ zminéna obdoba
s ¢sly je pfi mnohem vétsf sloZitosti grup jednou vétsf,
jednou mensf. O tom vice v 7. kap.

Za jednoduchou budeme jisté povaZovat nap¥. kaz-
dou cyklickou grupu prvoéiselného fidu, ponévadz ta,
jak vime z véty 6 nemd Z4dné netrividlni podgrupy,
podobné jako prvoéislo nemé jiné délitele (celé kladné)
nez trividlni délitele (sebe sama a jedni¢ku). Kdybychom
viak omezili pojem jednoduché grupy na cyklické grupy
prvodiselného Fidu, byl by takovy pojem pro vétsinu
tdeld piilis Gzky.
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Jako jednoduchou grupu definujeme radéji grupu,
kterd nemd Zddné netrividint normdlni podgrupy. Takové
grupy maji tedy, obrazné Fedeno, tu vlastnost, Ze si je
jiZz nemuzZeme zjednodusit a zmenSit tim, %e je ,,pozo-
rujeme z dalky* tvofenim faktorové grupy. Jednoduché
grupy jsou tedy jednim druhem zakladnich stavebnich
kamenu obecnych grup. Cyklické grupy prvoéiselného
fidu jsou zvlastnim piipadem jednoduchych grup (které
nemaji vibec netrivialni podgrupy). Existuji viak také
jednoduché nekoneéné grupy (viz cvideni 7. za 7. kap.
a pfi koneénych grupiach nenf jednoduchost grupy nikte-
rak spojena s jednoduchosti jejtho fadu (jak dale uvi-
dime).

Zvlastni a pro teorii rovnic dileZity druh koneénych
jednoduchych grup tvofi alternujici grupy permu-
taci stupné aspon patého. Tém se budeme vénovat
v pristi kapitole, ¢imZ skonéime systematickou d&ast
vykladu zakladnich pojmi teorie grup.

Mnohy z ¢teniit bude snad ke své malé radosti konsta-
tovat, e Givahy dal$i kapitoly jsou obtiZnéjsi, neZ to,
co predchizelo. Je to pochopitelné: prozatim jsme se
omezovali na nejzakladnéjsi pojmy teorie grup a jejich
vzajemné nejjednodussi souvislosti. V podstaté jsme
tim jen tiidili bohaty materiil jevii, ovladanych grupo-
vou zakonitost{, aniZ jsme se o mnoho povznesli nad
zevSeobecnéniovani poznatki znamych v matematice-
i bez teorie grup. Usudky byly sice mnohde dosti
abstraktni, zato vSak velmi prosté a prihledné. Tam,
kde teorie grup skyta hlubsi a podstatné nové vysledky,
jeZ (jako napf. v nasledujfeim) vedly k novym matema-
tickym objevim, tam je jiZ tfeba vyvinout zna¢né vétsi
mySlenkové tsilf, abychom dobife pochopili zikladnf
myslenku dikazu a jeji realizaci. Pokusim se &tendfi
toto pochopeni co nejvice usnadnit, tj. provést dikaz do
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podrobnosti, pfi tom ale nenechat v t&chto podrob-
nostech zaniknout hlavni motiv celé ivahy, jehoZ rozvi-
jenim a ovéfovinim pravé dikaz je.

Cvileni

1. Jaké jsou podgrupy v grupd S; (sledujte v tabulce zdkry-
tovych pohybi rovnostranného trojdhelnika; tabulks pod-
grupy je obsaZena v tabulce grupy p#i vhodném pierovnéni
jako jeji &tvercové &dst pfi levém hornim rohu).

2. Jaké jsou levé t¥idy dle podgrupy vsech nédsobki &isla 3
(celych &isel tvaru 3k, &k = +1, +2, ...) v aditivni grupé
celych &isel. TotéZ pro nésobky &isel 2, 4, 5. Jaké jsou viibec
véechny podgrupy aditivni grupy celych &isel ?

3. UkatZte, %e v symetrické grupd S, (vSech permutaci z n
&isel), vSechny permutace, nechdvajfef stét pevné riznd dand
&isla k,, ks, ... k,, tvofi podgrupu, isomorfni s grupou S,_,.
Ukaizte, Ze takové podgrupy jsou pfi stejném poétu r pevnych
éisel vzdjernné isomorfni.

Jaké jsou levé t¥idy dle takové ‘podgrupy pro n = 3, 4;
r = 1;k, =n? (Udejte je vyslovné.)

4. Provedte tytéZ tivahy, které v textu jsou provedeny pro
levé tFidy — i pro pravé t¥idy v grupd dle dané podgrupy.

Sledujte v grups S, levé i pravé tFidy dle téze podgrupy.

5. Ukazte, Ze kaZd4 podgrupa, ddvajici jen dvé levé tiidy,
je normélni (v dané grupé).

6. Ukazte, Ze zobrazeni f(z) = |z| (absolutni hodnota z z)
je homomorfni zobrazeni multiplikativni grupy viech redlnych
éfse{lzi: 0 na multiplikativni grupu viech kladnych ¢&isel redl-
nych.

7. Ukaizte, %e pfifadime-li komplexnimu é&islu a = & + iy
jeho redlnou &dst z = R(a), pak R je homomorfni zobrazen{
aditivni grupy komplexnich &fsel a na aditivni grupu redlnych
8isel z. TotéZ pro imagindrni &dst I(a) = y.

8. *DokaZte, Ze zobrazeni
f{[z: 2:)} = 6,0y — asb,
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(G1-2, b1,e redlnd anebo komplexni éisla) je homomorfni zobra-
zeni grupy viech reguldrnich matic stupné 2 na multiplikativn{
grupu véech redinych (komplexnich) &isel 4= 0. Jaké je tu
odpovidajici grupa origindli jednotky (&isla 1)? (Dle 1. véty
o isomorfismu.)

9. Presvédéte se, Ze matice tvaru

a0
0a
(@ # 0, tzv. diagondlni matice) tvofi normélni podgrupu

v grupd viech reguldrnich matic stupné 2. DokaZte, Ze diago-
néln{ matice jsou komutativni 8 kazdou matici stupnd 2,

10. *Uka%te, se faktorovéd grupa dle normdini podgrupy
dle cvi¢. 9 je isomorfni s podgrupou viSech matic [z:ll::)
spliujicich

a,by—ab, =1

(Ndvod: Ve tiidé, kterd je prvkem faktorové grupy, vyhle-

dejte k libovolné tam leZici matici

(31 yl)
T3 Ys

2y 1 0
1 Y — 1
[z ] ( Z1Ys — T2Y1 .—.)
1+ 4 0 T1Ys — T2t
kterd v této t¥id® leZf rovné%. Uka%te, Ze pro libovolnou matici
téze tiidy je tento soudin td% matice a Ze tyto matice tvoil
hledanou grupu tzv. grupu reprezentanth t¥d, kterd je
isomorfnf 8 uvedenou faktorovou grupou.)

11. Co je dle 1. v8ty o isomorfii normdlni podgrupou origi-
néli jednotky pii homomorfnim zobrazenf f(n) = ¢ (i je
imagindrni jednotka) aditivni grupy celych é&isel na multi-
plikativn{ grupu vdech &tvrtych odmocnin z &fsla -+11?

12. BudiZ G grups, N jeji normélni podgrupe, H jeji pod-
grupa. JestliZe podgrupy N a H nemaji jinych spoleénych
prvki, neZ jednotku grupy, je faktorovd grupa HN/N iso-
morfni s podgrupou H. JestliZe je&té kazdy prvek grupy G se
dé psdt jako soudin prvku z H s prvkem z N, pak faktorovéd
grupa G/N je isomorfni s po pou H. (Jako ve cvid. 10 je
H pak grupou reprezentanti k faktorové grupé G/N.) DokaiZte.
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13. *Budiz G aditivni grupa vSech celyoh &fsel, U jej dpod-
grupa viech celych nésobﬂléfsla 4 a N joji (normélnf) podgru

pa viech ndsobln &fsla 6. Pak grupa UN je podﬁrupa viech
5t£1s<liyoh &isel, prinik U N N je podgrapa vieoh nédsobki
tisla 12.

(Ndvod: 2 je nejvstsf sEoleény délitel &isel 4, 6; 12 je jejich
nejmené{ spoleény ndsobe

14. *Ukaste, %o v pF. 13 ndm 2. véta o isomorfismu #ké, Ze
sediténf & odsftén sudych &fsel modulo 8 je isomorfnf se sedi-
té.nérsl a oddftdnim vSech oelych &isel ddlitelnych &tyFmi, ale
modulo 12.






7. kapitola

TRIDA KONJUGOVANYCH PRVKU.
NORMALISATOR PRVKU.
TRIDOVA ROVNICE.
KONJUGOVANE PERMUTACE.
JEDNODUCHOST ALTERNUJICI GRUPY
A, PRO~ > 4

Pfi pojmu normalnf grupy jsme narazili na pojem konju-
govanych prvki v grupé (prvek y byl nazvan konjugova-
nym s prvkem z pomocf prvku z, jestliZe platilo

y = =z™)

Vzijemna konjugovanost prvki je jakasi pfibuznost,
kterd dovoluje rozdélit dileZitym zpasobem prvky gru-
Py do oddélenych t¥id vzdjemné konjugovanych prvka
(dle zcela jiného hlediska neZ rozdéleni do levych tFd
dle podgrupy).

Utvofime-li totiZz v grupé skupiny vzdjemné konjugo-
vanych prvkia, pak zfejmé& kaidy prvek grupy lei
v (alesponi) jedné skupiné a Zadny neleZi ve dvou &
vice skupindch soudasné. Nebof jakmile by prvek z byl
konjugovén jednak s prvkem z, jednak s prvkem y,
¢ili jakmile by z,xz7* = z,y2;, pak by

Y = 272,222y = 23'2,2(23'2,) !
takie x by bylo konjugovano s y. KaZd4 grupa G se tedy
skuteiné rozpadd ve tiidy vzdjemné konjugovanych
prvka.

Nékteré tifdy mohou oviem obsahovat jen jediny
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prvek. Predeviim je jednotkovy prvek j (v grupé G)
konjugovin sdm se sebou, protoze zjz™! = . V Abelo-
vych grupdch je rozdélenf do t¥id konjugovanych prvki
ziejmé nezajimavé, kaid4 t¥ida vzajemné konjugova-
nych prvki se tam sklida z jediného prvku.

DileZité je, Ze pobet vzdjemné konjugovanyjch prvki je
vidy délitelem fddu grupy (jestlife oviem jde o grupu
koneénou).

Abychom to ukizali, uva?me k danému prvku a ko-
neéné grupy @ souhrn viech prvku x, které spliiujf vztah
a = zax1, tj. ax = za. (Rikdme, %e z je prvek komuta-
tivni s prvkem a.) Mezi takové prvky pati¥i pfedné jed-
notka j nadf grupy G. JestliZe a = z,a27%, @ = zax;?,
pak dosazenfm mame B

@ = T,%40%7 Tt = 2,250(7,%,) 7

takZe se dvéma prvky z, a =z, i jejich soudin 2,2, je ko-
mutativnf s danym prvkem a. Konedéné jestlife a =
= zax ™, pak z7laz = a, ¢ili spolu s 2 té% inversnf prvek
x"1 je komutativni s a. MiZeme tedy Fici, Ze souhrn viech
prokd. komutativnich s danym prokem a z grupy G tvofi
podgrupu N, grupy G, tzv. normalizitor prvku «a
v grupé G. .

Viimnéme si nyni levé tiidy y.N, libovolného prvku y
podle normalisitoru N, prvku a. Ukazuje se, Ze vSechny
prvky yzx z takové levé t¥dy skytaji tyZ k a konjugovany
prvek yayi, Nebof yza(yz)™? = y(rax™)y™? = yay™,
podle definice normalisitoru N,.

To tedy znamend, Ze riznych konjugovanych prvka
k prvku a je pravé tolik, kolik je levych tfid v grupé G
podle normalisitoru N,, coZ je opravdu ¢&fslo, délicf
(dle véty 3) ¥ad grupy G.

Z toho tedy celkem vyplyva tento zaver:
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Rdd n koneéné grupy G je soudtem nékterjch svyjch déli-
telt, z nich% katdy znamend polet vzdjemné konjugovanych
proka v jedné tidé; mezi témito délitels, které se mohou
1 nékolikrdt opakovat, vystupuje vidy éislo 1 jakosto podet
vlech proki, konjugovanijch s jednotkou grupy. To je slovni
vyjadfenf tzv. tFidové rovnice pro koneéné grupy

n=1-4hy+hyg+ ... b

kde » je ¥ad grupy, kterd se rozpada do r tfid vzdjemns
konjugovanych prvki, pfi ¢emZ i-ta tiida obsahuje 4;
prvka (1 =1, 2, ..., r) a prvni tiida obsahuje jen jed-
notku grupy.

Viimnéme si jesté jedné vyznamné okolnosti, Ze totiz
Fdd kaZdé normdlnt podgrupy v dané grupé je soultem &isla
1 a nékterych ze séitancd hy aZ h,, nebot normalni pod-
grupa obsahuje oviem jednotku grupy a s kaZdym dal-
8im svym prvkem obsahuje k nému i vSechny prvky
s nim konjugované. To je fakt, jehoZ se dasto vyuziva
pii hledinf normélnfch podgrup dané konené grupy.

Nynf se vratme k permutacim, abychom vidéli uZitf
pravé zavedenych pojmi.

BudiZ = néjaké permutace &isel 1, 2, ..., n, pfevadeé-
jicf &islo & v é¢fslo m(k). Pak libovolna s ni konjugovana
permutace pme ! plevadi &fslo k v &fslo pmp ~(k), tj. &islo
k = o(i) v &islo gmo (o(i) = @=(s). Cili provést permutaci
omp ! konjugovanou s permutaci & pomoci permutace o
je totéZ, jako soudasné v horni i dolnf fadce rozepsané
permutace n zaménit tam stojfci &isla podle permutace

o tj.
- f[e(l) o(2) ... o(n)
eme™ = (80 &by 1 en(n)]

(Pottebujeme-li, pfejdeme oviem snadno k takovému
vypsani, kde v prvni fadce jdou &isla podle velikosti.)
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Avsak permutace, konjugované k dané permutaci
a jejich podet lze jeité lépe prehlédnout pomoci tzv.
rozkladu permutace v oddélené cyklické per-
mutace, struiné v oddélené cykly. Cyklem
(24, %3, - . ., %) rozumime p¥i tom permutaci, kterd pfevadi
4slo 4, v &islo 4, &islo 25 v &islo 4, atd. az &islo 4_, v ¥slo
ix a &fslo % zpét v &slo 4,, kdeZto ostatni (nevyznadend)
tisla nechiva stat. Podet k &isel, kterd nepfejdou v sebe
sama cyklickou permutaci (¢, %5, ..., %), nazyvame
délkou cyklu. Cykly délky 2 (tvaru (ik)) se nazyvaji
transposice; znamenaji zménu &sla ¢ v &slo & a &isla &
v ¢islo ¢, pfi ¢emZ ostatni ¢isla zastavaji stdt. Dva cykly
nazyvime oddélenymi, jestliZe neni Zddného &fsla, které
by se ménilo jak pfi jednom tak pfi druhém cyklu.

DokézZeme si tuto poudku:

Ka%dd neidentickd permutace stupné n (na n-Eislech
1,2, ..., n)sedd jednoznaéné rozlofit v soulin oddélenyjch
cykla, pri Eemé na pofadi Einiteld nezdlei.?)

BudiZ tedy n jakakoli neidentickd permutace, prove-
dena na ¢&islech 1, 2, ..., n. Najdéme si prvni &slo i,,
které neztstavd stat pii permutaci #, #n(s,) 3 1,. Pak se
mezi &sly n(i,), n2(s,), 7%(3,), ..., #%3,), . .. musi nékte-
ra opakovat, protoZe vSech permutovanych é&isel je jen
koneéné mnoho. Jestlize nr(1,) = n'(4,) pror > 8; 1, 8
celd kladnd, pak nr(a®) 2 = ar72(s,) = 4,.

1) Pochopitelnd pro » = 1 médme pouze jedinou, a tedy
identickou permutaci. — Pozn. red.
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Existuji tedy celé kladna ¢isla m takovd, Ze am(i,) =
= 4,. BudiZ % nejmensi z takovych ¢fsel. Pak &fsla
i, 7(ty), #(iy), .. ., A¥7N(4,) jsou navzajem riznd, aviak
7¥(i,) = 4, (poprvé). Cisla i), 45 = 7(iy), 15 = @(3,),

, t = 7¢73(4,) sklidaji cyklus délky k, ktery pusobi
patrne na né pravé tak, jako celd permutace x. JestliZe
jiz neni dalsiho &fsla, které se permutaci = ménf, jsme
hotovi. V opaéném piipadé provedme s dal$im &fslem,
které oznadme t¥ebas m,, totéz, co pfed tim s &¢islem 1,,
takZe obdrzime dalsf cyklus, feknéme (m,m, ... m,), kde
my = m(m,), my = wim,), ..., n,. = 70 Ym,), kdezto
ai(m;) = m, (poprvé). Opét se dand permutace =
a cyklus (m,m, ... mg) shoduji co do svého 1éinku na
¢isla m,, . ... my Jedno a totéZ &islo nemiZe vystupovat
v obou cyklech, protoZe jinak bychom méli ns(z,) =
= n®%m,) pti vhodnych mocnitelich a, b, takZe by &islo
m, = 7n87%3,) ndleZelo do prvnfho cyklu, proti pfed-
pokladu. Budeme-li tento postup opakovat tolikrat,
kolikrat je moZno, dosahneme (nésledkem kone&ného
poétu permutovanych &fsel) nakonec toho, Ze vSechna
tisla, ktera danou permutaci = neptechizeji v sebe sama,
se rozdélf do jednotlivych cykld. P¥ipomefime znova, Ze
kazdy takto ziskany cykl je permutace, nechavajic stit
viechna ¢sla, kromé téch, ktera v cyklu vystupuji —
a &sla v cyklu vystupujici zaméiiuje stejné jako rozkla-
dand permutace. Konedné je zfejmo, Ze oddélenost
cykld, tj. okolnost, %e 24dné dva rizné cykly nehybaiji
tymZ é&fslem, mé za nasledek jejich vzédjemnou komu-
tativitu. Tim je nafe tvrzeni dokazano. Nasledujici
piiklady na rozklad permutace v soudin oddélenych
cyklu si dle potieby étenal pro vétsi jistotu sim doplni
dalsfmi. (Pozor na to, Ze provedenim cyklu —tj. cyklické
permutace —na samotnych &islech’cyklu dostavime tyz
eykl, jen jinak psany!)
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[;%z;]=(1342) [=(3421)=(4213) =(2134)]

12345678910
1045918726 3

=(11035)(24968)[=(49682)(35110) = ...]

(Je tfeba pamatovat na to, %e k uréeni permutace jejim
rozkladem v cykly je tieba udat podet permutovanych
pFedméti (&sel), které jsou v cyklickém rozkladu vyzna-
deny.) '

Podle pfedchoziho nynf uréime permutaci pmp 1, kon-
jugovanou s permutaci = pomoci permutace ¢ nejjedno-
duseji, je-li n dina rozkladem v oddélené cykly. Pak
prosté nahradfme v takovém cyklickém rozkladu kazdé
¢islo ¢ ¢islem o(¢) a obdrZime tak konjugovanou permuta-
ci g™ v rozkladu v oddélené cykly. Tak napt., je-li =
posléze uvedend permutace a o je permutace

12 345678910
5610789234 1

pak v cyklickém rozkladu lze psat pohodlné
omp™t = (5110 8)(6 7 4 9 3)

Samozfejmé tedy ma konjugovani permutace sdanou
permutaci stejny podet cykli téZze délky. Ale patrné téz
obricené, jestliZe dvé permutace vykazuji ve svych roz-
kladech v oddélené cykly tyZz podet cykla stejné délky
(pro kaZdou se vyskytujici délku cyklu), pak jsou tyto
permutace vzdjemné konjugované — a to pomoci kazdé
permutace, kterd pfevadi vidy &isla jednoho cyklu v jed-
né permutaci v &isla cyklu téze délky v druhé permutaci.
. KaZdou cyklickou permutaci mozno dile jesté rozloZit
v transposice (dvojélenné cykly), ovem nikoli jiz
oddélené, nybrz naopak, navazujici na sebe. Jestlize
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(irfs ... %) o dany cyklus, pak pa.tme permutace ]im
dosazens je rovna sledu postupne provedenych vymén
(transposic) tak, Ze moZno psat

(1183 - - - %) = (8182) (8a83) . - . (Sa_abis) (Fe_rti)

[Pozor na to, Ze Steme a na.sobime od prava doleva.
Nejdiive si viimnéme, Ze 4 prechdzi v 4_, prvni trans-
posici, pak #_, prechazi V #_g druhou transposicf atd.,
aZ posléze tento Fetézec zmén konéf zménou i, v il,
takZe cely soudin transposic pfevede %; v ¢;. AvSak pokud
jde o 4_,, jiZ (zprava) prvnf transposice pfevadi i;,_l
v % a v #%idné z nasledujicich transposic se i uz
nevyskytuje, takZe celkem nés soudin tra.nsposw prevadi
%%_1 V 9. Podobné dale 7;_, bude ménéno a% po pfipojeni
druhé (zprava) transposice, a to v 4x_,, kterézto &fslo
jiZ zistane stit i po provedeni dalsich transposic. Stejné
zjistime i u ostatnich &isel, Ze vypsany soudin transposic
na né Ud¢inkuje tak jako prvni transposice (zprava), v niZ
se toto &islo vyskytuje, tedy tak jako sim cykl.]

Z rozkladu cyklu v transposice vyplyva, Ze cykl o sudé
délce je permutace lichd, jakoZto soudin lichého poétu
transposic (coZ jsou permutace liché), a cykl o liché délce
je permutace suda, jako#to soudin sudého poétu trans-
posic (viz par. 5).

A nynf se obratme k alternujici grupé 4; viech sudych
permutaci stupné 5.

Véta 10
Alternujici grupa A (sudgjch permutaci z pétz predméti )
je jednoduchd.

Diikaz provedeme metodou, o ni% jiz byla zminka:
uréime podet permutaci ve téidéch vzajemnd konjugo-
vanych permutaci, na néZ se rozpadéd grupa Ay, a uka-
Zeme prosté, Ze z &fsla 1 a ndkterych séftanci, udavaji-
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cich poéet konjugovanych permutaci v 4;, nelze obdrzet
soudet, ktery by délil ¥ad grupy 4;, tj. ¢slo, jezZ by mohlo
byt. fddem normalni podgrupy. P¥i tom musime dét
pozor na to, Ze pijde o konjugovanost v A (a nikoli
v 8;), tj. 0 kon]ugova,nost pomoci sudych permutaci.

Podle rozkladu v oddélené cykly nalézame tyto druhy
sudych permutaci stupné 5 — jichz je 45! = fdd 4, = 60
(vedle identické permutace):

1. Soudiny dvou (oddélenych) cykld, coz musf byt
dvojélenné cykly (transposice), aby permutace byla
su

2. Jednotlivé trojélenné cykly

3. Jednotlivé péti¢lenné cykly

K 1. Viechny soudiny dvou oddélenych transposic,
tedy permutace tvaru (@,2,) (b1b,), (kde a,, a,, b;, b,
jsou rizni &sla od 1 do 5), jsou konjugované se sudou
permutaci (1 2) (3 4) — a jsou tedy konjugované i na-
vzéjem. Nebof jedna z obou permutaci

12-345] 12345)
a, a; b, by C a, a, b byc

(¢ je jediné zbyvajicf &islo rizné od &isel a,, a,, by, b,) je
zaru¢end sudda a pomoci obou obdriime permutaci
(@, a,) (b, by) jakoZto konjugovanou k permutaci (1 2)
(3 4) (dle svrchu uvedeného). Tvoii tedy soudiny dvou
oddélenych transposic pravé jednu t¥idu navzdjem kon-
jugovanych permutaci v grupé A4;. Jejich podet obdrzf-

me, kombinujice kaZdou z [g)“) dvojic &isel s (g] zby-

4) [2) je ze 8koly znédmy binomicky koeficient
(n] nn—1)...n—k +1)

= 1.2.3... k

k
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vajicimi dvojicemi a délice dvéma, protoZze takto
obdriime kaidy soudin dvou oddélenych transposic
dvakrit. Tedy prvni tiida vzijemné konjugovanych

permutaci v grupé A4, obsahuje } g] [g) = 15 prvki.
K 2: Se tfemi danymi sly a, b, ¢ 1ze provést pravé

dva rizné cykly, (a b ¢) a (b a ¢). Mame tedy 2. (g] =20

trojélennych cykla v A;. Ty jsou viak viechny konjugo-
vané k cyklu (1 2 3), protoZe jedna z permutaci

12345 12345 12345 12345
[abc de]’ (abc e d] 2 [bac de]’ [bac e d]
kterou 7adané konjugovanosti lze dosahnout, je jisté
suda. Drubd tfida navzijem konjugovanych permutaci

v A; obsahuje tedy 20 prvki.

K 3: Pét ¢fsel 1ze podrobit celkem 15! = 24 cyklickym
permutacim, protoZe spolu s jednim pofadim péti ¢i.el
1 pét dalsich pofadi, ziskanych z daného tou cyklickou
zaménou, kterd je danym pofadim vyznadena, dava
zapis téhoZz cyklu. (Na rozdil od pfedchoziho, nejsou
viechny péti¢lenné cykly vzijemné konjugovany v grupé
A;.) Je vidét, Ze jedinymi permutacemi, pomoci nichz
péti¢lenny cykl je konjugovdn sim se sebou, je tento
cykl sam a jeho mocniny. Jinymi slovy, normalizitor
péti¢lenného cyklu v A; je tvofen pravé vSemi péti
riznymi mocninami tohoto cyklu. Jesté jinak Fedeno,
tiida vSech v grupé 4; konjugovanych permutaci k péti-
¢lennému cyklu obsahuje

¥ad 4; _ 60

5 5= 12 permutaci
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Rozpadi se tedy vSech 24 péti¢lennych cykli v 4; do
dvou takovych t¥id vzdjemné konjugovanych, obé po 12
permutacich (prveich grupy A4;).

T¥dové rovnice pro alternujici grupu 4, tedy zni

150 =60 =14 156+ 20 + 12 4 12

Jako Fidy (netrivialni) normalnf podgrupy v 4, by te~
dy pfichdzela v ivahu jenom tato &isla (dle svrchu Fede-
ného):

124+ 1=13,154+1=16120+ 1 =21
1241241 =2515+124+1 =28

Z nich v8ak ani jedno neobstojf, nejsouc délitelem fidu
grupy, tj. ¢isla 60. — Tedy skutedné alternujici grupa 4,
nemuZe mit netrividlnich normilnich podgrup.. -, .
Ukazuje se, Ze viechny dalsi alternujicf grupy jsou
jednoduché. Myslenku dikazu tohoto na prvni pohled
piekvapujiciho jevu zaloZime, zhruba Fedeno, v tomto:
Na jedné strané netrividlni normélnf podgrupa alter-
nujfci grupy musf obsahovat dosti mnoho permutaci,
protoZe s kaZdou permutaci musi obsahovat zna&nou
rozmanitost viech konjugovanych permutaci. Na druhé
strané viak z pfedpokladu jednoduchosti alternujici
grupy A, (kterd je oviem podgrupou nédsledujici alter-
nujici grupy Aa.,,) vyplyva (uZitim 2. véty o isomor-.
fismu), Ze naopak netrividlnf normalni podgrupa v 4,,,
musf obsahovat ,,velmi milo”’ permutaof; z tohoto roz-
poru vyplyva, Ze nemé-li A, netrividlnfch normélnich
podgrup, nemé je ani A, ,. ProtoZe viak alternujfoi
grupa A;, jak jiz vime, jednoduché je, je jednoduchs
i nésledujici alternujici grupa A, nasledkem toho je
jednoducha i dalsf alternujici grupa 4,, atd., az do ne-
koneéna.

Né48 postup dikazu jednoduchosti alternujicich grup.
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stupné vysstho neZ patého, ktery nisleduje, je tedy tzv.
induktivnin postupem.

Véta 11

Alternujict grupa A, stupné n vétsiho nef &y je jedno-
duchd.

Dikaz: Alternujici grupa A; je jednoducha podle
pledchozi véty. Kdyby néktera z dalgich alternujicich
grup 4, pro » > 5 nebyla jednoduché, musela by mezi
nimi byt jedna alternujici grupa, feknéme A,,, co nej-
mensfho stupné m (oviem Ze je m > 5) takové, Ze ona
sama jiz jednoduchd nenf, ale piedchozi alternujici
grupa A,,_, jesté jednoducha je. UkéZeme, Ze existence
takové prvni nikoli jednoduché alternujici grupy A, je
vyloudena, protoZe by vedla k odporujicim si désledkim.

Pfedpokladejme tedy, Ze mame v alternujici grupé 4,
(m > 5) netrividlni normélni podgrupu N (kterd tedy
obsahuje vice neZ jenom identickou permutaci).

Prvnim nasfm (pomocnym) krokem bude nalézt v N
vhodnou permutaci ¢ a dvé z permutovanych &isel, fek-
néme ¢ a k tak, aby &sla 1, k, o(s), o(k) byla riznd. —
Zvolme proto v N libovolnou neidentickou permutaci o,
previdéjici &islo ¢ v &fslo a(i) 7= ¢ a rozloZme o v souéin
oddélenych cykli, jak byla o tom fe& shora. Jsou tfi
mozZnosti (vzhledem k tomu, Ze jde o sudé permutace):

a) mame vice cyklickych &initeld v rozkladu

b) rozklad se redukuje na jediny cykl, obsahujicf vice
neZ &ty¥i z permutovanych d&isel

¢) rozklad se redukuje na jediny, trOJélenny cykl

V obou pifpadech a) a b) poloZme o = p; v pfipadé
a) pak vezmeme za 4 tfebas libovolné &fslo z prvniho a za
k libovolné &islo z druhého cyklu rozkladu, takZe ¢, k,
(%), e(k) jsou zfejms rizna éfsla. V piipadé b) vezmeme
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tfebas za ¢ prvni a za k tfeti &slo uvaZovaného cyklu,
takZe g(¢) bude druhé a g(k) étvrté &fslo tohoto cyklu,
tedy opét jisté rizna ¢&isla.

V ptipadé c¢) nechiva permutace o stat viechna éisla
kromé tfi. MizZeme pro jednoduchost pfedpokladat, Ze
jde o ¢isla 1, 2, 3 a %e 0 = (1 2 3) (toho lze vidy dosih-
nout vhodnym pfeéfslovanim permutovanych pfedméti).
Konjugovinim pomoci sudé permutace (2 5) (1 4) (kte-
rou dle pfedpokladu m > 5 mame k dispocici) zjistu-
jeme v nasf normalni podgrupé N ptitomnost permutace

(25)(14)(123)(14)71(25)=(4523)
a tedy a pritomnost permutace

123456 ..

e=0453)(123)=|541536 ..

. m

. m] —(12453)

Tim je p¥pad c) pFeveden na piipad b), ktery jsme jiz
ili.

Tedy opravdu mame vidy permutaci ¢ v N takovou,
Ze &sla ¢, k, o(2), o(k) jsou ruzna.

Nyni provedeme druhy krok. Ten spoéiva v dileZitém
z)idténi, Ze z permutovanych &isel kterakoli dvé razna
4isla 7, s lze pfevést vhodnou permutaci o*; obsaZzenou
v N, v kterakoli dvé &sla 7', s’ (z permutovanych &isel) —
pokud jen jsou &fsla r, s, r, 8’ razna.

Za tim tidelem si najdeme sudou permutaci = (v 4,),
ktera prevadi &islo ¢ v &islo 7, &islo k v &islo s, &islo o(7)
v &slo r' a &islo g(k) v &islo s'25). Takovou sudou permu-
taci z si snadno sestrojime prosté tak, Ze jesté uréime
zcela libovolné v co maji piejit zbyvajici &isla — to jsou

) Kdybychom nevédéli, Ze i, k, o(¢), o(k) jsou ruzné &isla,
nemohli bychom vidy s isp&chem permutaci 7 uréit tak, jak
to (niZe) potfebujeme.
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podle predpokladu (m > 5) alespoii jesté dvé — a neni-li
jiz takto dand hledani permutace sudd, pak vyménou
dvou naposled nahrazovanych &fisel dosdhneme sudosti
Zddané permutace s.

Nynf vSak konjugovani permutace o* = mpz !, patii-
ci spolu s ¢ do nasi normalni podgrupy N, previdi
vskutku ¢&islo r v &islo o*(r) = mpa™r) = mon7(¢) =
= 7(p(t)) = r', a ¢&islo 8 v ¢islo o*(8) = mon™Y(s) =
= mpan(k) = nlo(k)) = §'.

Tento krok nam jiz dovoluje udat ¢&islo, jez musi byt
piekrodeno nebo alesponi dosaZeno fadem nasf normalni
podgrupy. Shledavame totiZ, Ze v N musf byt m — 3
permutaci, jimiz &islo 1 pfechdzi v é&slo 2 a pii tom
¢islo m piejde v jedno z m — 3 zbyvajicich &fsel. Stejné
viak musf N obsahovat daldich m — 3 permutaci, pfe-
vadéjfeich éislo 1 v ¢&islo 3 a soudasné &fslo m ve zbyvajici
¢isla. Podobné vidy daldich m — 3 permutaci v N je
zarudeno pfi pfechodu ¢&isla 1 v éfsla 4, 5, . . ., m. Celkem
tedy obsahuje nafe normélni podgrupa N nejméné
(m — 3) (m — 1) riaznych permutaci; ¥id grupy N musf
dosahnout anebo ptekrotit &fslo

(m—3)(m—1)=m2—4m | 3

A nyni se obratme k obricenému dohadu (se shora)
F4du nasf normélni podgrupy.

K tomu uZijeme 2. véty o isomorfismu. Poklidime za
podgrupu U (z véty 9) predchozi alternujici grupu
A, vSech téch sudych permutaci na m pfedmétech
(¢islech), které nechavaji jisty predmét (&islo) stat;
za normalni podgrupu N ve vété 9 vezmeme oviem N
a za celou grupu G samoziejmé celou alternujfci grupu 4,,.
Pak mame isomorfismus

Am_l/(Am_l N N) = (Am_lN)/N
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kde si zatim jesté ponechavame moznost stanovit pfed-
mét (élslo) jej2 maji nechat stit permutace z A4,_ 1
Prinik A4,_, O N znadi normilni podgrupu v grupé
A, _, vSech permutaci, jeZz patif jak do A,._,, tak i do
nasi normalni podgrupy N.

Predmét, tj. &islo, které maji nechat stit permutace
z Ay, sinyni zvolime tak, aby podgrupa N, (ktera byla
predpoklada,na. jako netrividlni, tj. rizna od celé grupy

,,,), neobsahovala podgrupu A,_,, &ili aby prinik

mn-1 N N nebyl roven A,,_,. Ze to vidy lze (za nafich
pl"edpokla,dﬁ), to pozname takto: V opaéném p¥ipadé
by N musela obsahovat kaidou z moZnych podgrup
Ap_, (pro razné zvolena, pfi permutacich stild éisla),
tj. N by obsahovala veskeré sudé permutace (na nasich
m predmétech, resp. é&islech), které nechavaji stat
aspon jedno é&islo. JakoZto podgrupa obsahovala by N
veskeré soudiny takovych permutaci. Aviak tim by jiz N
obsahovala viechny sudé permutace (stupné m) vibec.
Nebot rozlozme kaZdou z daldich sudych permutaci
(tj. takovych, které nenechivaji stit nic) .v soudin
oddélenych cykli. Déle rozlozme tyto eykly v soudiny
transposic (tak jak jsme to uvedli shora) a konedné
sdruzme tyto (vice neZz tfi}) posléze ziskané d&initele
(transposice) do dvou ¢initeld vidy o sudém poétu
transposic. Tak se stiva opravdu sudd permutace sou-
¢inem dvou sudych permutaci, z nichZ kazda nechiva
aspoii jedno permutované é&islo stat.

Zvolivse si tedy podgrupu 4,,_, v A, ta.k, aby nebyla
obsaZzena v normalni podgrupé N, mime v priniku
Am-y O N normélni podgrupu (pod)grupy Ap_y, ktera
je od A,_, riznd. AvSak A,_, je podle predpo-
kladu jedté jednoducha grupa, tedy nezbyva nez Ze
Ap_y OV N se redukuje na pouhou jednotku (identickou
permutaci).
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Nasledkem toho vsak faktorova grupa A,,_,/(An_, 0
N N) je prosté grupa A,_, sama. Nahofe naznadeny
isomorfismus ném tedy mimo jiné pravi to, Ze faktorovid
grupa (A, _,N)/N ma tyz iidd, jako ma A, _,;, coZ je d&fslo
(m —1)

2

délenému fiadem normalni podgrupy N (viz véta 5).
Av3ak fad grupy A4,._,N jakoito podgrupy v A, je

~; toto éislo je tedy rovno fiddu grupy 4, ,N

nanejvyse roven &islu %_ (coz je tad Ay). Miame tedy

(m — 1)! m! 1

2 = 2 fad N
z tehoz plyne, Ze fad nasi normalni podgrupy N grupy
A,, je nanejvyse roven &islu m.
AvSak prve jsme dokézali, Ze ¥ad grupy N musi byt
vétsi anebo nejvyse roven é&islu m® — 4m + 3. Z toho
oviem vyplyva, Ze m® — 4m + 3 < m, tj. Ze &islo

m— (m?* — 4m + 3) = 5m — (m? 4 3)

je nezaporné, ¢&ili i &slo
(bm —[m2 4 3])) :m = 5—[m —{—%}

je nezdporné. Ale to pravé neni pro pfedpoklidané m > 5
mozZné. Dospéli jsme tedy k hledanému logickému roz-
poru, plynoucimu z piedpokladu, Ze existuje alternujfci
grupa 4,, pro m > 5, ktera by nebyla jednoducha; tim
je tedy takovy piedpoklad vyvracen a véta o jednodu-
chosti alternujicich grup permutaci stupné alespon pé-
tého dokazana.
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Seznani jednoduchosti alternujicich grup 4, vsech
stupiia », vyssich, nez 4 bylo dulezitym krokem v po-
¢atcich samotné teorie grup, protoZe se ukazalo, jak
slozitymi (vzhledem k rozmanitosti podgrup téchto
alternujicich grup) mohou byt jednoduché grupy
(jednoduché vzhledem k tomu, Ze nemaji normalni
netrivialni podgrupy). Jak jsme vSak jiZ naznadili, ma
tento poznatek znaény vyznam i mimo teorii grup,
v tzv. Galoisové?) teorii algebraickych rovnic tvaru

ag" + a4+ ...+ @+ a, =0
tj. tzv. algebraickych rovnic stupné » o jedné neznamé x.
V této souvislosti byla také jednoduchost alternujicich
grup objevena. Neni mozno podat zde ani pfiblizny vy-
klad Galoisovy teorie. Musime se spokojit s pouhym
poukazem na to, Ze Galoisova teorie pfevadi vlast-
nosti algebraické rovnice o jedné neznimé ve vlastnosti
jisté tzv. Galoisovy grupy permutaci kofeni této rov-
nice. Vlastnostem grupy odpovidaji vlastnosti rovnice
a naopak. Zejména FeSitelnosti rovnice pomoci tzv.
algebraickych poéetnich tdkonu (selitdni, odéitani, nd-
sobeni, déleni, mocnéni, odmociiovani) odpovida jistd
vlastnost (pfisluiné Galoisovy) grupy; tato vlastnost
byla proto nazvana Fesitelnost grupy. Z jednoduchosti
alternujicich grup stupiia vyssiho nez &étyfi vyplyva, ze
Galoisova grupa obecné rovnice stupné vyssiho nez
étyfi neni feditelnd. Tedy neexistuji byt sebe slozitéjsi
vzorce, které by dovolovaly vypoditat (pomoci Sesti
algebraickych tkoni) hodnoty jednotlivych koieni
rovnice patého, Sestého a vysstho stupné podobné, jako

%) P8kny vyklad Galoisovy teorie nalezne &tendf napft.
v polské udebnici vySsi algebry: Sierpinski, Zarys algebry
wyszej (Monografie matematyczne Warszawa 1948) jako
dodatek od prof. Mostowského.
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je tomu u rovnic druhého (to ¢tenaf znd), tfettho a étvrté-
ho stupné (to étendf moZnd neznd, ale takové vzorce pro
rovnice druhého, tietiho a étvrtého stupné byly znimy
jiz podatkem novovéku, viz Schwarzovu knizku
»,O rovnicich®‘). Objev nefesitelnosti rovnic stupné vys-
sfho nez €tyfi algebraickym vzorcem, a co vice, nalezeni
konkrétnich pifklada rovnic s celoéiselnymi koeficienty,
jichZ zddny kofen se nedd vytvofit pomocf vyjmenova-
nych Sesti algebraickych poéetnich ikont, provadénych
8 koeficienty rovnice, patii k nejvétiim objeviim algebry
na poéatku 19. stoleti, na nichZ se podileji nejméné tri
matematikové: Ital Ruffini, Francouz Galois a Nor
Abel. Timto objevem definitivné skonéilo marné hledanf
vzorcu pro fesenf rovnic patého a vyssiho stupné, které
trvalo dobra tfi staleti.

Po tomto, bez tréninku a napoprvé jisté namahavém
vystupu, ktery jsme krok za krokem provedli, vénujeme
se nyni jiZ jen klidnému rozhledu z relativniho vrcholku,
jehoZ jsme pravé dosahli, tj. pohledu na nékteré dalsi
a vyssf vrcholky teorie grup. Refeno méné obrazné
(a pro ¢étenafe, jenz nema v oblibé turistiku) v dalsi
a zavéretné kapitole naseho vykladu zakladnich
pojmu teorie grup pujde jiZz jen o informativni pfehled
nékterych hlavnich vysledkt a uZiti teorie grup, které
podame bez diukazi.

Cvibent

1. Provedte vyndsobeni eykhi
a)(142)(536) =

------ =9
b)(35)(1287)(654) = =0
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¢) Pro cykl n =(123456) udejte vSechny vzdjemnd
riizné mocniny =n?, 73, ... (PFesvédite se, Ze mocnina cyklu
obecné neni jiz jediny cykl: n2 = (1 3 5) (2 4 6); ale oviem
(135)* = (153). *Jaké pravidlo mocnéni cykli lze vyslovit
pro to, kdy se cykl moenénim rozpadd ?

2. Najdéte konjugované permutace
enﬂe—l o-ga—l Qae—l’ n’en—ﬂ
k permutacim =?, g, o ze cvié. 1.

' 8. Provedte rozdéleni permutaci do tiid kon]ugovanych pro
grupy S; a S, podrobnd. Napiste tfidové rovnice.

4. Réd permutace je nejmensim spoleénym nssobkem délek
oddélenych cyklid v rozkladu. — Dokazte!

L5. Nazveme sudou permutaci n’ vi3ech pfirozenych &isel
1, 2, ... kazdou sudou permutaci n néjakych n &isel, kterd
byla doplnéna p¥edpisem =n'(n + 1) =n + 1, =’'(n + 2) =
=n + 2, ... atd. bez omezeni. (Zatimco =‘(k) = n(k) pro
k=1,2,...,n). Je tedy n’ pPedpis, pfifazujici kazdému pfi-
rozenému &islu pfesné jedno pFirozené ¢&islo, pfi éemz jen ko-
neéné mnoho ¢&isel obdrzi timto pFifazenim é&islo od daného
disla razné; (sudd permutace viech pFirozenych &isel nechdva
stdt skoro viechna &isla, az na konedny poéet vyjimek; tato
vyjime&nd &isla jsou podrobena jisté sudé permutaci v obvyk-
1ém smyslu).

Dokazte, Ze sudé permutace pfirozenych ¢&isel tvofi (neko-
neénou nekomutativni) grupu 4 pfi definici ndsobeni

[®.0](r) = A'(e’(r)) pror = 1,2, ...

Dokazte, ze grupa A obsahuje padgrupy A4, pron =1, 2,
3, ... vesmses isomorfni s grapami A, viech sudych permutaci
prvnich » &isel 1, 2, ..., n; déle dokazbe ze kazdy prvek z gru-
py 4 (sudé permut.a.ce pi-irozenych él’sel) je obsazen v nékteré
z podgrup 4,.

6. *Dokazte, Ze nekonednd grupa A neobsahuje vlastni
norméilni podgrupu &ili Ze je pfikladem nekone&né jedno-
duché grupy.

(Ndvod: Kdyby N byla normélni podgrupa v 4, pak pranik
A’,0A by byla normélni podgrupa v podgrupé A’, (jak vime
z 2. véty o isomorfii). Ndsledkem jednoduchosti podgrup
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A'p,pron =35,6,7, ... (dle cvié. 6) musi budto: A',ON =4’,
&ili A, je podgrupou v normélni podgrupé N anebo:

A, 0O N obsahuje jen identickou permutaci (jednotku).
Nastdvd-li druhé moznost pro viechna n = 5, 6, 7 pak snadno
ukédzete, ze N obsahuje jen jednotku. V opaéném piipadé
A'p ON = A’y pro jisté m > 5 zase snadno ukdZete, ze N
obsahuje kazdou podgrupu A’, pro r > m, a tedy Ze N je rovna
oelé grupé A4.)

7. DokaZte jednoduchost v3ech alternujicich grup A, pro
n4
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8. kapitola

KOMPOSICNI RADY. DIREKTNI ROZKLADY.
p-GRUPY A SYLOWOVY PODGRUPY.
GRUPY A TOPOLOGIE

Jednim z hlavnich tikold teorie grup, jak jiz bylo pozna-
mendano, je probadat, jak jsou grupy budovany ze svych
podgrup. Jsou dva hlavni zpisoby, kterymi sledujeme
jak podgrupy skladaji grupu: tzv. komposi¢ni fada
a tzv. direktni rozklad grupy.

O¢ béii pfi komposiéni fadé ?

Chceme-li alespoii hrubé piirovnat tvofeni (klesajici)
komposiéni fady podgrup k né¢emu ndzornému, napada
nas obdoba s postupnym vysunovanim &isti z éasti prfi
rozkladani nohy trubkového skladacfho fotografického
stativu: Nejprve se vysune z celku v ném obsaZeni co
nejobjemné)si &ast, z této &asti opét v ni obsaZend co
nejvétsf éist — a to se opakuje tolikrat, az naposledy
vysunuta trubkova &ast v sobé jiz nem4a daldi vysuno-
vatelnou d&ist, a aZ je jisto, Ze Zadné dvé trubky jiz
nejsou do sebe zasunuty.

V grupé se postupné vysunovanymi ¢istmi oviem ro-
zuméji podgrupy. Opravdu piehlednéd zakonitost se viak
pii tom objevuje jen tehdy,; kdyZz piedpokladame jesté,
Ze ,,vysunovana‘ podgrupa je vidy normalni podgrupou
{nikoli nutné v celé grupé, ale) v té podgrupé, z niz je
pravé vysunovana. '

Pristupme od podobenstvi k definici.

" Méjme v grupé @ jisty podet » podgrup G4, G, G, . . .,
G, tak, Ze jsou splnény tyto podminky:
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1. G, je celd grupa G, G, je podgrupa (j), kterd se
sklida jen z jednotky j grupy G.

2. G;,, je netrivialnf normélni podgrupa v Gy(s =1,
2, ey — 1),

3. Neexistuje jiz Zadné podgrupa &' v G, kterd by se
dala vlozit mezi ndkteré dvé podgrupy G’ a G;,, tak,
aby @ byla netrividlni normalni podgrupou v G; a sama
aby obsahovala G;, , jako netrividlni normalni podgrupu

Potom tikdme, ze podgrupy Gy, G,, G, ..., G, tvoii
tzv. komposiéni fadu grupy G. Poétu n podgrup
v komposiéni Fadé vystupujicich se ¥ikd délka kom-
posiéni Fady. Faktorovym grupim G;/G;,, fikame nékdy
faktory komposiéni fady. Je dileZité si povSimnout, Ze
podminku 3 lze pravé tak dobfe nahradit podminkou 3':

3'. Faktory komposiéni fady, tj. faktorové grupy G;/G;, ,
jsou jednoduché grupy. (Nebot kazd4 normalni podgru-
pa G’ grupy G, obsahujici grupu G;,, diva vznik nor-
malni podgrupé &'/G;, , faktorové grupy G:/G;,, a obra-
cené.)

Uvedme si alesporni dva ptiklady komposiéni fady:

1. Symetricka grupa S, pron = 5 méd komposién{ fadu
S, Ay, (3) (¢ necht je identickd permutace, (¢) grupa
sklddajici se jen z ¢) délky 3, a di se dokonce snadno
ukdzat, Ze jinych komposi®nich fad nemé. Alternujici
podgrupa 4, v S, je tam totiZ normalni podgrupou, nebof
se sudou permutacf ¢ je i kazdd s touto konjugovana
permutace mon ! sudd — a faktorova grupa S,/4, je,
jak vime, cyklicka grupa fddu 2, tedy grupa jednoducha;
alternujici grupa 4, je pak sama jiz, jak vime z pfed-
choziho paragrafu, jednoducha grupa.

2. Cyklicka grupa fadu 12, sklddajici se z mocnin

a,aa* ...,a2 =3
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ma komposiéni Fadu sloZzenu ze 4 nasledujicich cyklic-
kych podgrup; celd grupa (az) sama (tvofena vsemi
mochinami prvku a), podgrupa (a®) vytvofend 4-mi
riznymi mocninami a®, af, a3 a2 =j prvku a®, pod-
grupa (a®) této podgrupy, tvofend dvéma raznymi moc-
ninami a8, a'® = j prvku a® a koneéné jednotkova pod-
grupa (j).

Av3sak to nenf jedina komposié¢ni fada. Jind komposné—
ni fada se sklada z podgrup (a), (a?) (a®), (j) — pfi
stejném vyznatovani cyklickych grup. (O normdilnost
podgrupy v piedchozi podgrupé komposiéni fady se zde
netfeba starat — vzhledem ke komutativité dané gru-
PY:)

O komposi¢nich fadich plati nyni pozoruhodni véta
Jordan-Hélderova, ktera dalekosahle odhaluje struk-
turni uloZenf podgrup v grupé:

Délka dvou raznych komposiénich fad téze
grupy je taz. Co vice, ke kazdému faktoru jedné
komposi¢nifadyexistujesnimisomorfnfifaktor
druhé komposiéni fFady, takie faktory obou
komposi¢nich fad jsou aZ na isomorfismus
a poradi tytéz.27)

[Pov§imneme si, Ze Jordan-Holderova véta sama
nis nepouduje o tom, zda dand grupa vibec komposiéni
Fadu m4, ona jen vypovida o vlastnostech komposiénich
fad v pfipadé, Ze néjaké mame. Existence komposiénich
fad je zfejma v pfipadé koneénych grup. V zobecnéni na

%) Francouz C. Jordan objevil rovnost délek komposié¢nich
fad téZe grupy. Némec O. Hélder pozdsdji objevil tvrzeni
0 ,,rovnosti‘ (tj. isomorfismu) faktori. Dalekosdhlé zobecnéni
na komposiéni fady ,,neXoneéné* délky podal sovétsky mate-
matik A. Kuro8. Daldim vysSetfovanim platnosti zobecnéné
Jordan-Hélderovy véty ve svazech se zabyval u nds
V. Kofinek.
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nekoneéné grupy je podstatné, zda jdeme od vétsich
podgrup k mensim (klesajici komposiéni fada) anebo
naopak, od mensgich podgrup k vétéim (stoupajici kom-
posi¢ni fada). Pro klesajici komposiéni fady i ,,neko-
ne¢né’‘ (nemiizeme zde tento pojem bliZze vysvétlovat,
nebof bychom k tomu potfebovali pojem nekoneéného
ordindlniho é&isla, viz napt. PospiSilovo ,,Nekoneéno
v matematice’ ve sbirce ,,Cesta k védéni*’) véta Jordan-
Holderova plati, pro stoupajici nikoli. Jordan-Héldero-
va véta ma rovnéZ znaény vyznam ve zminéné jiZ
Galoisové teorii algebraickych rovnic; v souvislosti s ni
byla tato véta objevena koncem minulého stolet.]

Od postupného rozkladu vysouvanim podgrup rozkla-
dané grupy se obratme k jinému druhu rozkladu, ktery
spiSe pfipomina rozklad pfirozeného é&isla v souéin moc-
nin prvotisel: je to tzv. direktn{i rozklad grupy.

Ze skoly je, resp. ma nam byt dobie znamo, Ze kaidé
piirozené ¢&islo se dd psit jednoznaéné (aZz na pofadi
¢initelt) jako soudin moenin ruznych pi¥irozenych prvo-
disel py, ps, - .., Pr, tedy

(l=p’fp§’...p’,‘r

Rozkladame-li takto pkirozené ¢ditatele i jmenovatele
kladnych zlomki a piipoustime-li za mocnitele prvodisel
i ¢isla zapornd, pak napsany rozklad v mocniny prvo-
tisel plati i pro kazdé kladné éislo lomené a, tedy pro
kazdy prvek multiplikativni grupy kladnych racional-
nich éisel. Pfi tom vSechny mocniny jednoho a téhoz
prvodisla p s kladnymi i zapornymi mocniteli

. ,p—2’ p—l’ po — j’.pl, pZ’ ..
tvofi zfejmé normalni (nekoneénou cyklickou) podgrupu
v multiplikativni grupé kladnych racionilnich &fsel.
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Ka#dé kladné raciondlni é&islo je tedy a% na pofadi ¢&i-
niteli jednozna¢né danym soudinem d&initela vzatych
z jednotlivych takovych normalnich podgrup, dvé takové
normélnf rizné podgrupy nemaji vice spoleénych prvki
(raciondlnich &isel), nez jen jednotku, a é&isla (prvky),
patiici do jedné takové normélni podgrupy (tvofené
viemi mocninami urditého prvodisla) se jiz takto dale
rozklidat na nesoudsélné Cinitele nedaji.

Od takovéhoto pohledu na rozklad lomenych &isel
v soudin mocnin prvoéisel dojdeme snadno k piislusné-
mu zobecnéni na grupy vibec, tj. k pojmu direktniho
rozkladu grupy v direktné nerozlozitelné podgrupy:

BudiZ ¢ néjaka grupa. MiZe se stat, Ze existuji netri-
vialnf normélnf podgrupy G,, G,, ..., grupy @ tak, ie
ka?dy prvek g z grupy G se di aZ na pofadi &initeld
jedinygm zphsobem psat jako souéin konedného pottu
¢initeld ¢ = ¢,.9, . - . ¢ga, kde &initel ¢, ¢ =1, 2, ...)
patfi do normalni podgrupy Gi.

Rikéme, %e tim je din direktni rozklad grupy &
a piSeme

G=G xGy x ...
Normalni podgrupy G; se pak jmenuji direktni fakto-
ry (direktniho) rozkladu. JestliZe se tyto direktni
faktory G; samy jiZ nedaji stejnym direktnim zpisobem
rozlozit, fikame, Ze jsou to (direktné) nerozlozitelné
(ireducibilnf) grupy. (Pozor, nerozloZitelnost je tedy néco
jiného — pro grupy — neZ jednoduchost; jednoducha
grupa je jisté nerozloZitelna, ne vidy vSak obracené, jak
je vidét na nekoneéné cyklické grupé: ta je direktné
nerozloZitelna, neni viak jednoducha.)

Méme tu tedy dvoji obdobu s rozkladem é&isel v soudin
mocnin prvodisel: Jednak rozklad samotné grupy
v direktni faktory a jednak jim uréeny rozklad prvku
grupy v soudin &initeld, vzatych z direktnich faktora.
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V pifkladé multiplikativni grupy kladnych racionil-
nich ¢isel byly jednotlivymi, nerozlozitelnymi faktory
direktniho rozkladu vesmés nekoneéné cyklické podgru-
Py (mocnin jednotlivych prvodéisel), a bylo jich nekoneéné
mnoho. Jen o malo sloZitéjsi je direktni rozklad multi-
plikativni grupy vdech zlouk, tj. raciondlnich &isel, riz-
nych od nuly. Zde totiZ pfistupuje jesté jeden direktni
a nerozlozitelny faktor, cyklicka grupa fiddu 2, vytvofe-
na &slem — 1.

Vétsing étenai je v podstaté znam jiny piiklad direkt-
niho rozkladu grupy: aditivni grupa komplexnich ¢isel
z + i.y. (Necht &étenafe nemate okolnost, Ze grupovym
nasobenim je zde seéitani ¢isel!) Tato grupa se pi'imo
definuje pomoci obou svych direktnich faktori, jimiz
jsou dvé od sebe odliné aditivnf grupy rea,]nych éisel,
tvofené jednak tzv. redlnymi Castmi z, jednak tzv.
imaginarnimi ¢astmi y komplexniho &isla x + ..

Ponékud obecnéji je direktnim rozkladem ve tii vza-
jemné rozlisené aditivni grupy realnych ¢fsel dana
aditivni grupa vsech vektori v prostoru z.: + y.j +
+ 2.k (4, §, k jsou tzv. jednotkové vektory).

V obou poslednich piikladech 8lo o direktni rozklad
ve faktory, které jsou dale direktné rozloZitelné.

Je dilezité zdidraznit, Ze rozklad samotné grupy
v direktni faktory nemusi byt nijak jednoznaény (v tom
je obdoba s rozkladem celych pfirozengch ¢isel v mocniny
prvodisel neiplna). JestliZe vSak jiz direktni faktory
jsou uréeny, potom je odpovidajici rozklad prvki v sou-
¢in &initeld, vzatych z jednotlivych direktnich faktori
jednoznaéné urdéen (v tom je dplna obdoba rozkladu
raciondlnich &isel v mocniny prvodisel). Ptiklad direkt-
nfho rozkladu ve dva direktné nerozloZitelné faktory
to objasni. Vezméme za rozkladanou grupu ¢' multipli-
kativni grupu vsech racionilnich &isel tvaru 2¢3%, tedy
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¢isel 1,2, 4, 3,3, 4,3, 6,2, 9,4 ... Za jeden faktor
direktnfho rozkladu grupy G polozme podgrupu G, =
= (2¥) (k = 0, £1, +2, ...) (tj. nekone&nou cyklickou
grupu vytvofenou vsSemi celymi mocninami disla 2).
Za druhy faktor direktniho rozkladu pak zfejmé miiZe-
me vzit podobné (multiplikativni) grupu ¢, = (3%) viech
¢isel, vytvorenych mocninami éisla 3 s celistvymi mocni-
teli. MiZeme psat zfejmy direktn{ rozklad -

G=G, x G, = (2%) x (3%

s direktné nerozloZitelnymi faktory.

Za druhy direktni faktor k faktoru G; miZeme vsak
vzit téZ napf. grupu G, = (67) (r = 0, :|:1 +2, ...)
mocnin &sla 6. Nebot je

Qk3Jh — Qk—hOhIh — 2k—hgGh

a rozklad é&fsla 2¢3* v souéin mocnin ¢sla 2 a é&sla 6 je
jednoznadny. (JestliZe totiZ je 276° = 27'3¢', pak je

1] = 2rr'gr—s’ = 2r—r'+a—a’3n—:’

atoznaéi, 26e8—s8 =0,r—7r' +38—8 =0,tedy s =
= &', a z toho r = r’.) Mame tedy i dalsf direktni roz-
klad @ = (27) x (6*) v idrektné nerozloZitelné faktory.
A piece ruzné direktni rozklady téze grupy v direktns
nerozloZitelné faktory jsou v jistém smyslu rovnocenné.
O tom néas pouduje zdkladni véta teorie direktntho roz-
kladu grup, tzv. véta Remak-Schmidtova?®). Tuto

) Vétu dokdzali téméfF soudasné a nezdvisle na sobé né-
mecky matematik R. Remak (v r. 1911) a rusky matematik
0. Sehmidt (1913) — tyz, ktery proslul jako sovéteky poldrni
badatel. Zobecnéni véty Remak-Schmidtovy podal — mezi
jinymi — z nasich matematikia V. Kofinek.
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vétu, kterd je protéjskem k vété Jordan-Holderové,
podime v ponékud zjednodusené formé:

Budtez

G:Glxazxaax.-- XG"=
=G X Gy x ... X G,

dva direktni rozklady grupy & v direktné
nerozlozitelné faktory Gio =1, 2, ..., n)aG;(j =
=1,2, ..., m). Potom podet direktné nerozlozi-
telnych faktori vobou rozkladech je tyz,
n =m, a ke kazdému faktoru G; ]ednoho rozkla-
du existuje s nim isomorfni‘faktor G; druhého
(direktniho) rozkladu. Dokonce lze z jednoho
direktnfho rozkladu pomoci druhého direktni-
horozkladu sestrojovat daldi direktnirozklady
tak, Ze libovolné faktory jednoho direktniho
rozkladunahradime vhodnymifaktory druhého
direktniho rozkladu.

Véta Remak-Schmidtova ndim oviem nezaruduje
existenci direktnfho rozkladu libovolné grupy v neroz-
loZitelné faktory. (V ptipadech konednych grup je vSak
existence alespon jednoho direktniho rozkladu v neroz-
loZitelné faktory téméf ziejma: Stadi prosté rozklidat
postupné jednotlivé faktory jakéhokoli direktniho roz-
kladu tak dlouho, pokud se rozklidat dajf. Vzhledem ke
koneé&nosti grupy to jednou musi skontit u direktniho
rozkladu v nerozloZitelné faktory.) Tato véta jen udava
uzky vztah mezi jakymikoli dvéma direktnimi rozklady
téZe grupy v nerozloZitelné faktory, jestlize jiz rozklady
méme. V predchozim piikladé grupy G viech ¢Eisel
tvaru 2%¥3* nim ¥ikd mj. to, Ze kaidy direktni rozklad
grupy G v direktné nerozlogitelné faktory tvoli dvé ne-
koneéné cyklické grupy (podgrupy v G).
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Obratme se kone¢né ke tietimu hlavnimu zpisobu,
jakym v piipadé koneéniyjch grup sledujeme vystavbu
sloZité grupy z jejich jednodussich podgrup. (I tato
metoda m4 sice jisté rozsffeni na-nekoneéné grupy, které
se viak daleko vymyks z ramce této knizky.)

Jiz jsme se zminili, Ze nejjednodussimi koneénymi
grupami jsou grupy prvotiselného fadu, protoze nemaji
viibec Zadnych netrividlnich podgrup. Pojem jednodu-
chosti vznikl rozsifenim tohoto piili§ tdzkého pojmu
jednoduchosti grupy: Grupa je jednoduchd, nema-li ne-
trividlni normalni podgrupy. Jiné rozsifeni takové
pflisné jednoduchosti grupy, jakou vidime na grupéach
prvoéiselného fadu, mame v grupach, jejichz ¥dad je
mocninou prvoéisla p. To jsou tzv. p-grupy.
Teorie p-grup se dosud nedd soustiedit do jedné nebo
nékolika malo jednoduchych vét, které by shrnovaly
podstatné poznatky o véci; ostatné také vyklad byt i jen
zakladnich vysledki teorie p-grup by si vyzadal zavedeni
mnoha pojmi, o nichZ dosud nebyla fe¢. Omezime se
proto na uvedeni nékolika jednoduchych vlastnosti
p-grup.

Predné jsou p-grupy zhruba feéeno piibuzné komu-
tativnim grupam, ale tato piibuznost se stava stale sloZi-
téjsf, ¢im vétsf je mocnitel » v fadu p* (p je prvodislo)
dané p-grupy. Tak nejen pro n = 1, nybrz i pron = 2 je
kaZda p-grupa komutativni. (Tak napf. tfeba grupy
Fadu 132 = 169 jsou komutativni.) Pro n = 3 jiZ mame
jen jistou slabou nahrazku komutativity. (Ta spodiva
v tom, Ze co nejmensi normalni podgrupa takova, Ze
faktorova grupa dle ni je komutativni, sestavad pravé ze
viech prvki, které jsou komutativni s kaZdym prvkem
grupy; struéné se fikd, Ze komutdtorovd podgrupa je
rovna centru grupy.)

Z p-grup, které jsou stavebnimi kameny sloZitéjSich
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grup, jsou dilezité tzv. Sylowovy podgrupy dané
grupy. Jsou to p-grupy s co nejvétsim mocnitelem #
fadu p», které jsou obsazeny v dané konelné grupé.
Teorie Sylowovych podgrup vychazi z pozoruhodného
zjidténi, Ze ke kazdénejvyssi mocniné p* prvoéisla
p, kterd je éinitelem fddu dané koneéné grupy,
existuje Sylowova podgrupa fddu p*.

Béif pak déle o to urtit co nejblize povahu dané ko-
ne¢né grupy z podminek, kladenych na jeji Sylowovy
podgrupy. Tak napt. jsou dokonale popsany typy iso-
morfismu koneénych grup, jejichz Sylowovy podgrupy
jsou cyklické grupy. Specidlné jsou tim odkryty véechny
mo#né grupy, jichZz fad obsahuje prvodisla vesmés jen
v prvni mocniné. (Jako aplikace Galoisovy teorie
rovnic pak vyplyva, Ze rovnice, jichZ grupy maji vesmés
cyklické Sylowovy podgrupy, se daji Fesit pomoci
Sesti zdkladnich podetnich ukoni algebry.)

Tim wzavirdme zbé&iny pohled na zpisoby, jakymi se
studuje v teorii grup budovani sloZitéjéich grup z jedno-
dussich podgrup.

Na ukondéenou se obratme alespoii k nejhrubsimu
nalrtu jisté teoreticky dileZité aplikace teorie grup,
totiz aplikace na tzv. topologii. Jde o spojeni teorie
grup s vysetfovanim nejzakladnéjéich geometrickych
pojmi, které je stejné hluboké a obtiZné jako ptekva-
pujici.

Nejprve nékolik pfibliznych slov o tom, co je to
topologie.

Topologie?®) je od geometrie odstépend teorie téch

») Slovo topologie je z feckého topos = misto a logos =
= slovo, nauka. Dfive se uZivalo terminu analysie situs — lat.
rozbor uloZeni. Zalozena v podstatd francouzskym matemati-
kem H. Poincarém a holandskym matematikem L. Brou-
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zakladnich vlastnosti geometrickych utvara, které
zistavaji zachovany pki jejich spojitych a vzdjemné
jednoznaénych transformacich, cheeme-li, deformacich.
Podat pfesnou definici pojmu spojité, vzijemné jedno-
znaéné transformace, éili tzv. topologické transfor-
mace (deformace) neni jednoduché. Spokojime se zde
s piibliZnym objasnénim tohoto pojmu na nazornych
ptikladech.

Mysleme si geometricky utvar, napf. kruh v roviné
z dokonale roztaziteiného materidlu, napf. na povrchu
gumy. Gumu s nakreslenym kruhem smime jakkoli
roztahovat, stladovat, madkat a podobné deformovat,
jen nesmime nikde gumu p¥etrhnout (tim by deformace
piestala byt spojitou) a nikde nesmfme dvé mfista po-
vrchu gumy spojit v jedno (slepit) (tim by deformace
piestala byt vzijemné jednoznadnou). Tak lze topolo-
gicky deformovat kruh v trojihelnik nebo &tverec, ale
napf. nikdy ne v tse¢ku nebo v mezikruzi. At gumovou
rovinu deformujeme topologicky jakkoli, vidy to,
co vznikne z kruZnice, bude nepfetrZitid, do sebe uzavie-
na a sebe neprotinajici ¢ara (tedy napf. to nikdy nebude
osmic¢ka), kterds bude rozdélovat to, co topologickou
deformaci vzniklo z roviny, ve dvé souvislé plodné
tasti: ve vnitfek a ve vnéjsek toho, co takto vzniklo
z kruZnice.

Topologie je tedy exaktnim rozborem toho, éemu
v nejobecnéj§im a ponékud neuréitém smyslu slova

werem koncem minulého a zaddtkem tohoto stoleti, stala se
topologie jednou z nejduleZitdjsich zdkladnich teorii moderni
matematiky. Z vynikajicich souéasnych topologi jmenujeme
sovétské topology Alexandrova a Pontrjagina, z Ameri-
¢ani Alexanderaa Lefschetze. Z nadich soudasnych mate-
matikd podstatné ptispél k rozvoji moderni topologie E. Cech.
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tikdme tvar, vzdjemna poloha a spojitost bez
ohledu na délky, ditky a vzddlenosti viibec.

Abychom méli na o&ich alespoii jeden pifklad topolo-
gické rovnocennosti a topologické odliSnosti ploch
v prostoru, pfedstavme si obyéejny hlinény hrnec s jed-
nim uchem pfed vypalenim. Topologickou deformaci jej
muzZeme pievést az napi. v téleso podoby prstence
(tzv. anuloid). Tedy povrch hlinéného hrnce s jednim
uchem je napf. topologicky rovnocenny s povrchem
nafouklé duse pro jizdni kolo (v&etné ventilku; ktery
nic neméni na topologické povaze prstencovitého po-
vrchu). Naproti tomu se nam nikdy nepodafi topologic-
kou deformaci uhnist z hlinéného hrnce s jednim uchem
pred vypalenim kouli; stejné tak se nim ale nepodali
topologickym hnétenim opatfit jmenovany hrnec dru-
hym uchem. Koule, hrnec s jednim uchem a hrnec se
dvéma uchy jsou télesa a maji povrchy topologicky odlis-
né. Koule je viak topologicky rovnocenna s hlinénym
hrncem bez ucha, s krychli, s trojbokym jehlanem. Hrnec
8 jednim uchem je topologicky rovnocenny s prstencem
(anuloidem).

K vysetfovani topologickych vlastnosti ploch, téles
a obecnéjsich utvard, i takovych, které jsou uloZeny
v prostorech vice nei trojrozmérnych, se uzZiva tzv.
kombinatorické metody. Ta je pravé onim mostem,
ktery spojuje abstraktni pojem grupy s hlubokym roz-
borem naSich nejzakladnéjsich geometrickych tzn.
topologickych pojmi tvaru, rozprostieni a (vzajemného)
uloZeni a spojitosti. Pokusme se pochopit zdkladni my-
Slenku kombinatorické metody na piikladé.

Predstavme si jiz zminény povrch prstence. Topolo-
gickou podstatu tohoto tvaru si dostateiné jasné uve-
domujeme globalnim prostorovym nazorem. Avsak
tento nazor nis snadno miZe zavést na scesti svou
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ohranidenosti a povrchnosti, naptiklad jiz tehdy, ma-
me-li na mysli slozitym zpiisobem topologicky zdefor-
movany povrch naseho prstence. Tim spiSe se to muze
stat pii topologicky slozitych plochach nebo télesech,
kde globélni nazor selhava. Zde nutno k celkové topolo-
gické povaze plochy dojit jejim sloZenim z vhodnych
topologicky jednoduchych &asti; pfi tom topologicky
charakter iutvaru vynikne ze zpusobu, jakym spolu
souvisi jednotlivé &isti. Naprosto nutny je pak takovy
kombinatoricky postup pfi vice neZ trojrozmérnych
utvarech, kde nim bezprostiedni geometricky nazor
chybi vibec. Mysleme si tedy na povrchu naseho
prstence jakousi ,,dopravni sit*, skladajici se z koneé-
ného poétu bodt — jakychsi dopravnich uzli (a zaroven
jedinych stanic) a ze ,,spoju*, tj. na povrchu prstence
vedenych jednoduchych é&ar, spojujicich néjakym zpii-
sobem tyto uzly. Sledovanim cestovnich moznosti v ta-
kovych sitich dospivame jiz k nékterym topologickym
poznatkim o dané plose. Nebot topologickou deformaci
plochy se sice méni vzdélenosti dopravnich uzli, kii-
vosti, délky a vzdalenosti jednotlivych spoji, ale
nevznikaji ani nové dopravni uzly, ani nova dopravni
spojeni, a Zddna dopravni spojeni se tim nerusi. Tak se
projevi topologickd rozdilnost povrchu naseho prstence
od povrchu koule napf. takto: Mysleme si na povrchu
prstence jakykoli z pevného dopravniho uzlu vychazejiei
a do ného se vracejici cestovni okruh sestaveny z jednotli-
vych spoju tak, ze kazdym zvolenym uzlem (stanici) se
projizdi jen jednou. Pak af si vyhédneme jakékoli dva
dalsf dopravni uzly (mimo zminény okruh), mtZeme
vidy budto vyhledat anebo v nejhor§im piipadé zavést
nové spoje tak, abychom se dostali z jednoho do druhého
uzlu, aniz dojde ke kfiZovani, nebo aniz bychom dokonce
méli kus spoleéné drahy s dffive vytéenym uzavienym
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cestovnim okruhem. Naproti tomu na kouli to zfejmé
moZné neni: Jakmile si zvolime jeden bod uvniti a druhy
bod wvné uzavieného cestovnfho okruhu na povrchu
koule, nedostaneme se po povrchu koule Zddnym zptiso-
bem z jednoho do druhého, aniz kiizujeme dany do sebe
uzavieny cestovni okruh, nebo aniz s nim mame G&ast
drahy spoleénou..

Nyni jde o to, jak systematicky prozkoumat cestovni
moznosti v takové dopravni siti na dané plose. K tomu
cfli si zvolme urdity bod (dopravni uzel a stanici) za
vychodisko a po jakkoli sloZitém cestovani v ném vidy
nasi cestu ukoné¢ime. Tak vznikaji tzv. uzaviené cesty,
které jsou sledem na sebe navazujicich spoji, pfi ¢emz
je dian a zdiraznén smysl postupu vpied. Jinak
neéinime nasemu cestovani po ploSe Zidné omezeni,
takZe miZeme jednim a tymZ spojem nebo vice spoji,
nebo i ¢istednym do sebe uzavienym okruhem procha-
zet vicekrat — at jiZ v paivodnim nebo v opaéném
smyslu; maZeme specialné projit tymz uzavienym celym
okruhem nékolikrit v jednom i opaéném smyslu, mize-
me se bezprostFedné vracet do naseho vychodiska piesné
po svych stopiach — to vSe budou uzaviené cesty. Pojem
uzaviené cesty neni tedy pouhym souhrnem proslych
spoju a stanic. Kdybychom chtéli ndzorné vyznadit nasi
vyzkumnou (uzavienou) cestu, uéinili bychom tak
zpisobem, jehoZ s udspéchem pouzil anticky hrdina
Herakles v bludisti Minotaurové: Vyznacovali bychom
nasi pout niti, kterou bychom po cesté odvijeli, vyznacu-
jice smysl naseho postupu tieba pomoci pravotocivého
pfedeni nité. Pak oviem itiseky, kterymi jsme prosli
nékolikrat, budou proloZeny niti vicenisobné a v pfi-
sluném smyslu.

A nyni pfijde to podstatné, co dovoluje uzit pojmu
grupy: Kdybychom si poédinali pfesné jako Herakles,
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navijeli bychom opét nadi nitf vidy pokud bychom se
piimo a bez pferuseni vraceli v néjaké &asti nadi cesty
presné po vlastnich stopach, obrativie se v nékteré
,stanici éelem vzad. Pak by vSak vice oestdim odpovi-
dala jedind tzv. redukovand stopa. VSechny cesty by se
nim tim rozpadly do t¥id cest, pfi éemZ do jedné a téze
tiidy bychom kladli cesty s touZz redukovanou stopou.

Je ptirozené povazZovat (z hlediska naseho cile) uzavie-
né cesty s toutéZ redukovanou stopou za rovnocenné ?
Je to prirozené a my to u¢inime. Nebot ném nejde, jako
o to Slo Heraklovi, o to, abychom se vratili pfesné po
svych stopach, a tim se uchrénili zbloudéni. Nam jde
naopak o to, abychom bludi$té nasich spoji probadali
co do mozZnosti spojeni a k tomu nim prosté cestovani
tam a zpét neustile ve vlastnich stopach nepFispiva.
Zvlasté pak ty uzaviené cesty, jez se pfesnd po vlastnich
stopach vraceji do naSeho vychodiska, nikde od nich
neodboéujice, budeme povaZovat za rovnocenné s ,,ces-
tovanim®, pfi ném?% setrvivime v nafem vychodisti.
Za podstatné rizné budeme povaZovat jen takové cesty,
které zanechavaji razné redukované nifové stopy, tak,
jako dva zlomky povaZujeme za rizné jen tehdy, kdyz
vysledky déleni ¢itatele jmenovatelem jsou razné.

A tim jsme u tzv. grupy uzavienych cest, lépe
grupy tfid vzajemné neodliSnych cest nasf sité,
které se ¥ika komplex drah.

Vskutku:

1. KaZdé dvé uzaviené cesty miiZeme v daném poradi
,»znasobit* tak, Ze navdZeme jednu na druhou. Pfi tom
nemuzeme dostat podstatné razné cesty, jestlize nebude
alespoii jedna z obou znasobenych cest nahrazena cestou
od této podstatné riznou. (To si snadno piedstavime,
kdyz si uvédomime, Ze redukovana nifova stopa soudinu
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obou cest se dostane tak, Ze prosté projdeme obé cesty
v daném potadi po sobé a redukujeme po zpisobu Hera-
klové.) — Prvni axiom jednoznaédnosti a neomezenosti
grupového ndsobeni je splnén.

2. Druhy axiom teorie grup, axiom a,sociativity, je
splnén téméf samoziejmé, jak si &tendl sim laskave
uvédomi.

3. Treti axiom, axiom jednotkového prvku, je spinén
rovnéi téméf samoziejmé; jednotkou nasi grupy pod-
statné riznych cest je v podstaté cesta po vychodisti,
neboli zanedband cesta tam a zpét ve vlastnich stopach.

4. Koneéné i axiom inversniho prvku je splnén:
inversni cestou k dané cesté je taZ cesta s obricenym
smyslem postupu.

Takovym zpisobem se tedy objevuje pojem grupy
jako nerozluény pomocnik kombinatorické ftopologie.

Vse matematicky podstatné z toho, co jsme zde vylo-
Zili obraznym zpiisobem lze oviem vyslovit zpisobem
pfesnym a abstraktnim, ale od toho tu upoustime. Grupy
cest, jez takto vznikaji, jsou nekqneénymi nekomutativ-
nimi grupami, jeZ maji veliky vyznam pro teorii grup
samotnou. Jsou to tzv. volné grupy; timto nidzvem
vyznadujeme piesné definovanou a tyto grupy charak-
terizujici vlastnost, kterd — zbéZiné feéeno — znaédi, Ze
prvky takové grupy jsou vzijemné viziny (pomoci
grupového ndsobenf) co nejslabsimi vztahy, tj. jen tako-
vymi, které jiz nutné vyplyvaji ze splnéni axiomi
grupy.

Volné grupy cest jsou oviem sotva poéitkem kombi-
natorické topologie. Jsan onim zakladnim schématem,
které dovoluje vyjadfovat topologické vlastnosti ploch
pomoci jistych rovnosti mezi prvky grupy cest, anebo
lépe (coz je ale logicky totéZ) pomoci jistych, faktoro-
vych grup utvotenych z grupy cest. Vlastnim prostied-
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kem topologie jsou teprve tyto faktorové grupy. Nejdi-
lezit&jsi na véci je, Ze tyto faktorové grupy zavisi jen
na topologické povaze ttvaru (nap¥. plochy) a nikoli na
soustavé cest, pomoci niZz vznikly.
Tolik alespon zhruba k naznaéeni, jak grupova ziko-
-nitost nabyva v kombinatorické topologii hlubokého
vyznamu geometrického. — Dodejme, ¢e existuji i jiné,
snad méné nazorné, ale pro vétsinu ukoli topologie
jednodussi zpiisoby, jakymi se objevuji potfebné, plochu
topologicky charakterizujici faktorové grupy, jeZ sestro-
jujeme v grupé cest, pomoci zminénych rovnosti. Tyto
faktorové grupy, tzv. grupy Bettiho, jsou komutativ-
nimi grupami, takZe pro vétdinu zasadnich kol topo-
logie vystadime s mnohem jednodussi teorii komutativ-
nich grup. (O tom se dtendf muZe poudit ve velmi
pristupné psané knfice od znamenitého sovétského
topologa Alexandrova.)
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9. kapitola

ZAVER

V piedchozi, posledni kapitole nasich vyklada o gru-
pich, jsme se z dilky (dilem ze znaéné dilky, kterd
ddvd bohuZel splyvat pevnym obrysim), podivali na
alespoii néco z toho, co jsme si na teorii grup a jejich
uzitich nestaéili prohlédnout zblizka.

Neuskodi vsak také prehlédnout jedinym kratkym
pohledem za sebe tu cestu — tu malou podatedni st
vystupu k teorii grup — kterou jsme skutedné prosli.

S pojmem grupy jsme se seznamili v jeho zvlasté
dilezité uskutednéné podobé grupy zakrytovych pohy-
bi. Vyzdvihnuvse typické vlastnosti skladani zakryto-
vych pohybu (opét v zakrytové pohyby) ve tvar é&tyT
axiomi, shledali jsme, Ze .takovouto zakonitosti, tako-
vymi vlastnostmi j jsou obdafeny i ¢etné jiné druhy skla-
dani. To nds vedlo k obecnému, abstraktnimu pojmu
grupy, jakoito souboru néjakych prvki, které lze po
dvou ,,sklddat — Fikali jsme: grupové nasobit — tak,
Ze jsou splnény axiomy 1—4.

Zirovei jsme byli vedeni k dialeZitému pojmu isomor-
fismu: dvé grupy platily za isomorfni, kdyZ mély nejen
stejny podet prvku (prvky z jedné grupy se daly vza-
jemné jednoznaéné zobrazit na prvky z druhé), nybrz
1 tehdy, kdyZ skladéni, zhruba feéeno, v obou probihalo
stejné, takze se dalo skladani v jedné grupé pienesenim
uplné nahradit sklidénim podle gruhé grupy — a obra-
cend. Vyzdvihli jsme, Ze vlastnim pfedmétem badani
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abstraktnf{ teorie grup nejsou samotné (konkrétni)
grupy, nybrz hned celé typy grup navzdjem isomorfnich.
Tim poudky abstraktni teorie grup nabyvaji nejvétsi
mozné obecnosti, obecné aplikovatelnosti (na kaZdou
jednotlivou grupu z grup vzijemné isomorfnich, kdekoli
by se vyskytla) a zaroven co nejvétsf pFesnosti a jas-
nosti — ovSem to vse za cenu urdité myslenkové nesnad-
nosti pro toho, kdo neni zvykly myslet abstraktné.

Abstrakei, jak se ukazalo, je mozno i nutno vyvaZovat
obricenym pochodem konkretizace a realizace abstrakt-
nich pojmu teorie grup. To bylo ukazino piedevsim na
isomorfni reprezentaci kazdé abstraktni koneéné grupy,
l1épe fedeno: kazdého z moznych typi isomorfismu koned-
nych grup, konkrétni grupou ¢&iselnych matic. (Byl pied-
veden ovéem jen nejjednodussf, prakticky i teoreticky
malo vyznamny ukazkovy zptsob takové reprezentace.)

Vénovali jsme se dile nékolika vice méné namatkou
vybranym piikladim zakladnich pouéek abstraktni teo-
rie grup a piisludnych dikazovych metod. Podali jsme
také nékolik aplikaci (v matematice), z nichZz byl po-
mérné nejtézsi vyklad a dikaz jednoduchosti alternu-
jicich grup stupné =.

A nakonee, po této namaze, jsme se podivali, jak jiZ
bylo fedeno, z dalky a zhruba na nékteré vyssi vysledky,
tikoly a aplikace teorie grup.
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