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1. k a p i t o l a 

t Í Y O D 

1.1. Čo je aplikovaná matematika? 

Takáto otázka je na prvý pohlad prirodzená, patři sa 
najprv vymedziť matematickú disciplínu, o ktorej bude 
řeč. Lenže pozor! Aplikovánu matematiku nemožno 
pokladať za matematickú disciplínu s podobným posta-
vením, ako je algebra, teória čísel, alebo matematická 
štatistika. Nemožno ju vymedziť ani vymenovaním ma-
tematických objektov (átruktúr), ktoré skúma, ani po-
pisom metod, ktoré při svojej práci používá. Hoci sa 
teda na niektorých univerzitách střetáváme s katedrou 
aplikovanej matematiky vedla katedry algebry, geo-
metrie, štatietiky apod., predmet, ktorý táto katedra 
študuje a vyučuje je podstatné odlišný. Na niektorých 
zahraničných univerzitách dali preto přednost tomu, že 
majů len dva ústavy — ústav matematiky „čistej" 
(v angličtině „pure") a aplikovanej (applied). Prvý 
z nich sa potom připadne delí na katedry jednotlivých 
matematických disciplín tak, ako ich poznáme. 

Ak nemožno aplikovanú matematiku charakterizovat 
ani štruktúrami, ani metódami, ako ju teda možno odli-
šit od matematiky čistej ? 

Spósob odlíšenia je podobný, ako pri množině V bodov 
(x, y, z) trojrozměrného priestoru, pre ktoré platí ne-
rovnost a á z á b („vrstva"). Body ktoré do V padnú 
možno od tých druhých odlišit len podmienkou pre 
tretiu súradnicu, prvé dve nám tu nepomóžu. Podobné 
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si móžeme představit, že každá matematická činnost je 
charakterizovaná viacerými „súradnicami", například 
štruktúrou, s ktorou pracuje, metódou, ktorú používá, 
spósobom využitia výsledku, ktorý chce dosiahnúť apod. 
Přitom činnosti „aplikované" a „čisté" nemožno rozlišit 
prvými dvorná súradnicami, ale treťou! Možno preto 
povedat, že 

aplikovaná matematika, na rozdiel od matematiky 
čistej, sa snaží štúdiom matematických struktur a po-
užitím matematických metod dosiahnúť výsledky, ktoré 
sa budú využívat mimo matematiky. 

Vědných odborov, v ktorých sa matematika aplikuje, 
je velmi vela; iste ovela viac, ako tých, v ktorých sa 
nevyužívá. Ku dávno známým aplikáciam matematiky 
vo fyzike pribudla chémia, biológia, medicína, strojníc-
tvo, stavebníctvo, ekonómia, doprava a mnohé iné. 

Aplikovaná matematika sa vdaka tejto skutočnosti 
móže rozdělovat z dvoch hladísk: podia matematickej 
disciplíny, z ktorej berie štruktúry a metody, alebo 
podTa odboru, v ktorom sa jej výsledky uplatňujú. My 
sa v dalšom texte budeme pridržiavat prvého hladiska. 

1.2. Aplikovaná matematika ako povolanie 

V niekolkých posledných desaťročiach sa prudko 
mení spektrum pracovísk, na ktorých matematici móžu 
nájst uplatnenie. Do konca II. světověj vojny temer 
všetci pracovali ako stredoškolskí učitelia (s výnimkou 
malého počtu na vysokých školách, připadne v bankách, 
poistovniach apod.). V prvom desatročí po vojně sa 
búrlivo rozvijajú vysoké školy, pričom najma na ich 
technickom smere bolo třeba vela prednášatelov a asis-
tentov matematiky. 

Mimo školstva všaknepracoval skoro žiaden matematik. 
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Koncom páťdesiatych rokov sa situácia mení, rozvíja 
sa vedecko-výskumná základna nášho státu a v nej 
matematici nachádzajú stále širšie možnosti uplatne-
nia. Je to po prvý raz v nie zanedbatelne j miere i v od-
bore aplikovanej matematiky. Pře zaujímavosť možno 
uviesť, že roku 1958 přijali na SAV prvého matematika 
na iný ústav ako matematický (bolo to na Laboratórium 
teoretickej a aplikovanej mechaniky, terajší Ústav 
technickej kybernetiky SAV) a o niekolko rokov ich na 
mimomatematických pracoviskách SAV pracovalo už 
niekolko desiatok. 

Napokon, v šesťdesiatych rokoch sa objaví dalšia, 
búrlivo rastúca sféra uplatnenia aplikovaných matema-
tikov — výpočtové střediska. Ich kádrové potřeby sú 
také velké, že doterajší „producenti" matematikov — 
přírodovědecké, resp. matematicko-fyzikálne fakulty — 
ich nestačia uspokojit a tak sa výchovou odborníkov, 
ktorých možno považovat viac-menej za aplikovaných 
matematikov, zaoberajú i ďalšie vysoké školy (Vysoká 
škola ekonomická a Vysoká škola technická v Bratislavě, 
Vysoká škola dopravná v Žilině a iné.) 

Pretože, ako uvidíme neskór, je práca aplikovaných 
matematikov odlišná od práce „čistých" matematikov, 
je aj ich študijný program iný. V zásadě možno povedat, 
že aplikovaný matematik by mal mať znalosti širšie, 
i ked menej hlboké; tak aby vedel formulovat úlohy vo 
všetkých významnějších matematických disciplínách. 

1.3. Ako p r a c u j ú ap l ikovan í m a t e m a t i c i 

Ako sme už spomínali, posláním aplikovanej matema-
tiky je riešiť problémy, ktoré sú inspirované mimo mate-
matiky a tam sa aj uplatní výsledok ich riešenia. 

Uvedieme si jednoduchý příklad takejto úlohy. 
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Na aplikovaného matematika sa obrátil ekonóm s pros-
bou, aby mu pomohol pri riešení úlohy, ktorej cielom 
je stanovit najvýhodnejšiu výrobnú kapacitu pekární 
a tehelní. Jde o továrně, ktoré vyrábajú jeden druh 
výrobku, alebo niekolko příbuzných druhov. Potřeba 
týchto výrobkov je přibližné rovnoměrná po celom 
obývanom území nášho štátu, pretože všade sa stavia 
a všade sa je chlieb. 

Problém je v tom, že malá výrobňa vyrába poměrně 
draho, ale pretože zásobuje len najbližšie okolie, doprav-
né náklady sú malé. Naopak, velká výrobňa vyrába 
lacno, ale zásobuje váčšie územie a tým rastů dopravné 
náklady. Třeba určit, kedy je súčet výrobných a doprav-
ných nákladov na jednu tonu minimálny. 

Matematik porozuměl, o čo v úlohe ide, ale aby ju 
mohol presne formulovat, požiadal ekonoma, aby mu 
presne opísal 

1. ako závisia výrobné náklady jednej tony od toho, 
kolko výrobkov denne továreň vyrába, 

2. ako závisia dopravné náklady od přepravovaného 
množstva a od vzdialenosti, 

3. kolko ton výrobkov sa v priemere spotřebuje denne 
na 1000 obyvatelov. 

Ekonóm odpovedal, že 
1. Ak vyrába závod x ton výrobkov denne, výrobné 

náklady (celkové) možno přibližné vyjádřit lineárnou 
funkciou ax + b, teda na jednu tonu a -f- b/x Kčs. 

2. Přeprava x ton na vzdialenost d km stojí přibližné 
cxd Kčs. 

3. Na 1000 obyvatelov sa spotřebuje denne v priemere 
s ton výrobkov, teda pri priemernej hustotě h obyva-
telov na 1 km2 móžeme rátat s priemernou spotřebou 
shj 1000 ton výrobkov denne na 1 km2. 
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Matematik uvážil, že sotva bude mócť brat do úvahy 
tvar územia, ktoré továren zásobuje, pretože toto možno 
sotva vopred určit. Rozhodol sa preto pre jednoduchost 
predpokladat, že toto územie je kruh a že továreň je 
v jeho střede. Priemerná vzdialenost bodu kruhu od 
středu je 2r/3, kde r je poloměr kruhu. Priemerná cena 
dopravy jednej tony je potom 2cr/3. 

Ak má továreň dennú výrobu x ton výrobkov, po-
kryje nimi 1000 xjsh km2, teda kruh o polomere r, pre 
ktorý 

1000a; 
nr2 = i— 

sh 
čiže 

- í 
1000a; 

nsh 

a priemerná dopravné náklady na 1 tonu budú 

ff 1000a; _ 2c]/1000 y-
»wA 3 ]/ňšh 

čo móžeme skrátene označit g j/z. 
Výrobné náklady na jednu tonu budú v tomto případe 

a + b/x a celkové náklady spolu y = a + b/x + g \x. 
Matematická formulácia úlohy je teda nasledovná: 

nájst minimum funkcie 

y = a + A + g\x 

na množině kladných čísel (kladných preto, že vyrábat 
třeba). 

Matematik ju riešil běžným postupom: Derivoval y 
podia x a naěiel také x, pre ktoré y' = 0: 
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z čoho 
3 2b 

9 
3 3 

X 
9nb*sh 
1000c2 

Potom pomocou druhéj derivácie zistil, že táto sa pře 
toto x rovná 3^2/86, čo je kladné číslo, teda y má v bode x 
lokálně minimum. Keďže x bolo jediné také, kde y' = 0, 
je x hladaná denná výroba v tónách. 

Riešenie váčšiny takýchto úloh možno rozdělit na 
niekolko štandardných fáz, ktoré vidíme na obrázku 1. 
Plná čiara tu značí obvyklý postup, bodkočiarkovaná 
postup bez využitia počítača a čiarkovaná spatné vazby, 
ktoré znamenajú, že niekedy třeba opravit výsledok 
predchádzajúcej fázy na základe nasledujúcej (napr. 
vo fáze D zistíme, že navrhnutou metodou by počítač 
úlohu riešil tri biliony rokov, tak musíme zmeniť metó-
du připadne až formuláciu úlohy a pod.). 

Aplikovaní matematici (teoreticky) by mali vykoná-
vat činnosti B a C, ale prax ukazuje, že ich spolupráca 
je nutná aj při A, Ď, F, G a istý dohTad aj pri E. Sledujú 
teda úlohu od jej vzniku až do úplného vyriešenia i s vy-
užitím výsledkov. Fáza A, ktorú by (teoreticky) mali vy-
konávat ti, ktorí na problém vo svojej práci narazili, 
spočívá zváčša v dvoch krokoch: 

1.3.1. Deíinícia množiny přípustných riešení. 

1.3.2. Stanovenie kritéria kvality a optimality, ktoré 
umožní vybrat spomedzi přípustných riešení najlepšie. 
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Krok 1.3.1 spočívá vlastně v tom, že sa stanoví zá-
kladný priestor, ktorého častou je množina riešení 
a ohraničenia, ktoré jej prvky musia splňať. Tento krok 
zvyčajne nerobí ťažkosti pracovníkom iných odborov 
a len niekedy vyžaduje spoluprácu matematika. 
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Krok 1.3.2 však býva prekvapujúco kameňom úrazu. 
Ak totiž chceme, aby existovalo optimálně riešenie, 
musíme mať na množině riešení dané usporiadanie podia 
kvality a to bud lineárne, alebo čiastočné; v každom 
případe však také, aby v množině existoval maximálny 
(minimálny) prvok. Toto usporiadanie by malo byť urče-
né právě pomocou kritéria kvality a optimality. Nema-
tematici však formulujú toto kritérium nevhodne, tak, 
že množinu riešení nemožno pomocou neho usporiadať 
žiadúcim spósobom. 

Najčastejšia chyba, ktorej sa „praktici" dopúšťajú, 
je, že nezadávajú jedno ale viac kritérií, a to často proti-
chodných. Například žiadajú, aby navrhovaný výrobok 
bol čo najlahší, najpevnejší a najlacnejší — hoci je zřej-
mé, že čim je výrobok Tahší a pevnejší, tým je drahší 
(musíme použit drahé suroviny), čím je lačnější a pev-
nejší, tým je i ťažší atd. Matematik potom musí praktika 
namáhavo presvedčovať, že je třeba určiť jediné kom-
plexně kritérium k = k (v, p, c), kde k by bolo funkciou 
váhy v, pevnosti p a ceny c, pričom (například) čím 
váčšie by bolo k, tým lepšie by bolo riešenie. Z niekto-
rými príkladmi tohto druhu sa střetneme aj v ďalšej 
časti knižky a všetky podporia názor, že přítomnost 
matematika už vo fáze A je velmi potřebná. 

Fáza B — matematická formulácia úlohy — je právě 
klúčovým miestom, na ktorom sa nejviac rozhoduje 
o úspěchu alebo o neúspechu celého riešenia. Musí ju 
zvyčajne vykonávat jeden člověk (mal by to byť právě 
aplikovaný matematik), ktorý musí mať dostatočný 
prehlad o všetkých podstatných matematických disci-
plínách, tak, aby vedel do ktorej z nich úloha patří, 
ktorej reč má použiť. 

V minulosti sme boli svedkami dvoch prudkých obra-
tov v hodnotení významu matematiky, ako pomocníka 
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při riešení praktických úloh. Najprv sa matematika 
využívala len nepatrne a úlohy sa riešili na základe 
predchádzajúcich skúseností, bez výpočtov. Potom 
přišla éra rapídneho rastu záujmu o matematiku, jej 
využívanie sa stalo módným a malo temer kampaňový 
charakter. Po čase však, na základe nie najlepších skú-
seností, mnoho praktikov přešlo na skeptické stanovisko 
pri posudzovaní možností matematiky pomoct v ich 
práci. 

Druhý zo spomínaných obratov je pre matematikov 
nepříjemný, hoci zaň do značnej miery nemóžu. Jednou 
z hlavných příčin je totiž to, že fázu B — matematickú 
formuláciu úloh — vykonávali často ludia nedostatoč-
ne připravení, mnoho ráz ani nie matematici. Chybné 
matematické vyjadrenie — matematický model — 
ktoré nevystihovalo podstatu praktickej úlohy, potom 
spósobilo, že výsledky riešenia nebolo možné v praxi 
využit. 

Najčastejšie závažné chyby vo fáze B bývajú tieto: 

1.3.3. Chybná volba matematickej disciplíny, ktorej 
reč sa použije, připadne „navliekanie" pratickej úlohy 
na už známy typový problém, pričom sa však porušia 
ohraničenia, alebo kritérium. Právě preto, aby sa apli-
kovaný matematik vyhnul týmto úskaliam, musí mať 
dostatočne široký rozhlad. 

K takýmto chybám sa často dospělo zásadné nespráv-
ným prostupom, pri ktorom sa niektorý pracovník zo-
známil s niektorou výhodné aplikovatelnou matematic-
kou metodou (například s niektorou metodou na riešenie 
dopravného problému) a začal okolo seba hladať jej 
uplatnenie za každú cenu, aj na nevhodné úlohy. 
Proste, nemá sa k matematickému modelu hladať prak-
tický problém, ale k problému model. 
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1.8.4. Nepřípustné zjednodušenie úlohy, pri ktorom sa 
vynechajú podstatné ohraničenia, alebo sa změní ich 
tvar (například linearizáciou). 

1.3.5. Chybné stanovenie kritéria, ku ktorému móže 
tiež například dójsť linearizáciou niektorej funkcie, 
ktorej nelineárnost je podstatná. 

Vyvarovaním sa týchto chyb možno dosiahnúť si-
tuáciu, že praktici nebudú ani fetišistami, ktorí by verili 
vo všemohúcnosť matematiky, ani nihilistami, ktorí by 
sa od nej celkom odvracali; že dajú aplikáciam matema-
tiky to dóstojné miesto, ktoré jej patří. 

V posledných rokoch možno konstatovat, že podnikov 
a ústavov, kde tomu tak je, neustále pribúda a třeba 
dúfat, že časom budú také všetky. Na to však bude 
třeba připravit erudovaných aplikovaných matemati-
kov, ktorých najváčsí nedostatok pociťuje u nás právě 
fáza B. 

Fazu C — výběr vhodnej metody (algoritmu) na rie-
šenie sformulovaného problému —sme označili za jednu 
z ťažiskových úloh aplikovaných matematikov. Ne-
myslíme tým však, že by matematik, ktorý úlohu sfor-
muloval, musel ihned stanovit aj metodu. Takého od-
borníka, ktorý by ovládal všetky metody zo všetkých 
matematických disciplín, by sme sotva našli. Dobrý 
aplikovaný matematik iste pozná mnoho metod, najma 
z tých, ktoré sú v jeho práci najúžitočnejšie, ale namóže 
ich vedieť ani zdaleka všetky. Stačí ak vie, v ktorej 
knihe ju má hladať, alebo na ktorého odborníka (i spo-
medzi „čistých matematikov") sa má obrátit. 

Závěrečným momentom fázy C je rozhodnutie, či sa 
úloha bude riešit na počítači (a ak áno, tak na akom), 
alebo „ručně". Přitom pod ručným výpočtom rozumie-
me i výpočet s pomocou kalkulačky alebo logaritmického 
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pravítka. Pod počítačom rozumieme buď samočinný 
počítač analogový, alebo číslicový. 

Nie je cielom tejto knižky, popisovat jednotlivé typy 
počítačov, tejto téme sa napokon venuje dostatok inej 
literatúry. Poznamenáváme len, že počítače nie sú 
vhodné na všetko a je mnoho úloh, ktoré je lepěie riešií 
ručně, či už z dóvodov časových, alebo finančných. Ča-
sové dóvody sa uplatňujú najma vtedy, ked ide o úlohu 
jednorázovú, neštandartnú, na ktorú třeba vypracovat 
nový program, čo spolu s čakaním na pridelenie strojo-
vého času a s časom, potřebným na odladenie programu 
trvá dlhšie, než ručný výpočet. Niekedy zas sa móže stať, 
že použitie počítača by bolo sice z časového hladiska 
výhodnejšie, ale úloha nie je taká urgentná a při po-
měrně velkej cene strojového času (až niekolko tisíc 
Kčs za hodinu) je lacnejšie, aby ju niektorý (zvyčajne 
středoškolsky vzdělaný) pracovník vypočítal ručně. 

Pri úvahách o fázach Ď, E resp. O, si třeba uvědomit, 
že aplikovaní matematici sú vysoko kvalifikovaní odbor-
níci, ktorých je a dlho bude velký nedostatok. Bolo by 
preto nerozumné plýtvat ich časom a nechať ich tieto 
fázy vykonávat, na to sú „nižšie" kádre. Na druhej 
straně je však potřebné, aby týmto prácam rozuměli, 
vedeli na ne dohliadnúť a najma poradit, ak sa vyskytnú 
problémy. 

Závěrečná fáza F — interpretácie výsledkov — má 
sice podobné postavenie, ako bodka vo vete, ale třeba, 
aby ju aplikovaní matematici dobré strážili a radšej 
nepúšťali z rúk, pretože inak by mohla celá ich pred-
chádzajúca práca vyj st navnivoč chybnou interpretá-
ciou, alebo nesprávným použitím výsledkov. Přitom aj 
praktici majů radšej, ked im matematik vypracuje ho-
tové uzávěry, alebo pokyny, než aby ich zo „surových" 
výsledkov museli pracné dedukovat. 
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1.4. Kde sa najviac uplatňuji! aplikovaní 
matematici a akú majů perspektivu 

Najširšie uplatnenie aplikovaných matematikov v sú-
časnosti je a v budúcnosti pravděpodobně bude v súčin-
nosti s výpočtovými strediskami, v přípravě úloh pre 
riešenie na počítačoch. U nich sa okrem spomínaného 
dobrého prehladu o matematike vyžadujú dobré zna-
losti o počítačoch, ich stavbě, operačných systémoch 
a programovacích jazykoch. 

í)alšie široké uplatnenie nachádzajú a budú nachádzat 
tito odborníci vo výrobných podnikoch a výskumných 
ústavoch ako členovia tímov (skupin) odborníkov 
rózneho zamerania. Tieto tímy sa zostavujú na riešenie 
takých úloh, na aké nestačí jeden odborník sám. Pří-
tomnost matematika vo váčšine takýchto tímov zvý-
razňuje snahu postavit riešenie váčšiny technických 
i ekonomicko-organizačných úloh na exaktný zá-
klad. 

V menšej, ale nie celkom zanedbatelnej miere apliko-
vaní matematici pracujú a budú pracovat vo výskumnej 
a pedagogickej práci na vysokých školách technického 
a ekonomického zamerania. 

Okrem doteraz spomínaných možností sa nájdu este 
dalšie ustanovizne, ktoré tiež matematikov potrebujú, 
ako například peňažne a geodetické ústavy, ministerstvá 
apod. Rozhodne možno povedat, že aplikovaní matema-
tici majů v súčasnosti (r. 1974) širšie možnosti uplat-
nenia, ako matematici „čistí" (ak medzi čistých nerá-
tame středoškolských profesorov a učitelov matematiky), 
ktorí zváčša pósobia len v sídlach vysokých škol. Majů 
dobré platové i (zváčša) bytové podmienky a jediné, čo 
zatial majů tažšie, ako „čistí" matematici, je možnost 
získat vedecké hodnosti. Ale i v tomto sa lady pohli 
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a než dnešní adepti aplikovanej matematiky doštudujú, 
bude asi aj tento problém vyriešený. 

1.5. Kto sa hodí na ap l ikovanú m a t e m a t i k u ? 

Mnohých gymnazistov matematika zaujíma, rádi by 
si ju zvolili za svoje životné povolanie a radi by sa už 
teraz rozhodli, na ktorú z troch možností (učitelský 
smer, čistá matematika, aplikovaná matematika) sa 
budú orientovat. Nie je to otázka lahká, vela při nej 
záleží na zálubách a vnútornom sebahodnotení každého 
študenta. Zváčša je tiež možné, najma počas prvých 
ročníkov vysokoškolského štúdia, změnit svoju orientá-
ciu. 

Zásadné možno povedať, že na štúdium aplikovanej 
matematiky sa hodia najma študenti, ktorí dobře riešia 
slovné úlohy a najma úlohy Matematickej olympiády 
a úlohy netypické, ktorí celkom radi odvodzovali fyzi-
kálně a chemické vzorce, dobře sa citia v kolektive 
a lahko sa prispósobujú novým podmienkam. 

Nakoniec pre tých, čo sa chcú trochu pobavit, přidá-
váme malý test (ved móda testov svetom vládne), na 
pomoc pri rozhodovaní. Netřeba ho brat celkom vážné, 
skór ako hru, ale samozrejme nie je zakázané viac sa 
zamysliet ako nad zmyslom jednotlivých otázok, tak aj 
nad celkovým výsledkom. 

Kto z čitatelov sa chce pohrát, nech si po každéj klad-
nej odpovědi zapíše písmeno, uvedené za otázkou (po 
odpovědi „nie" netřeba písat nič). 

1. Máte radšej algebru, ako geometriu ? b 
2. Zo školských predmetov vás zaujíma temer vý-

hradně len matematika ? b 
3. Ide vám ťažko štúdium cudzích řečí ? a 
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4. Je pravda, že ste zatial neprečítali do konca žiadnu 
matematickú knihu (okrem učebnice) ? c 

5. Články v „Matematických rozhladoch" vás zaují-
mají! menej, ako příklady v nich? c 

6. Mali ste v škole radi tzv. „slovné" úlohy? . . . c 
7. Je pravda, že ste v Matematickej olympiádě nebo-

li ani raz v II. kole úspěšným riešiteTom ?. . . . a 
8. Ak ste dosiahli úspěch v MO, bolo to viac vďaka 

vášmu dóvtipu ako vedomostiam ? c 
9. Domnievate sa, že metodická příprava učitela 

matematiky je aspoň tak dóležitá, ako jeho vědo-
mosti? a 

10. Študujete najradšej večer ? b 
11. Hráte sa ešte teraz radi s dětskými vláčikmi, 

alebo konftrukčnými stavebnicami ? c 
12. Pestujetb vášnivo turistiku ? a 
13. Máte radi samotu ? b 
14. Ťažko sa prispósobujete novým podmienkam ? . . b 
15. Radáej by ste pretekali v běhu na 1000 m ako na 

60 m ? b 
16. Považujete dva mesiace učitelských prázdnin za 

ťažko nahraditelnú výhodu oproti iným povola-
niam ? a 

17. Hladáte dobře v cestovnom poriadku? c 
18. Ste dievča ? a 

Tak, a teraz si sčítajte počty písmen, ktoré ste si za-
písali za kladné odpovede. Váčšina písmen „a" zna-
mená, že by ste mohli uvažovať najma o učitelskom 
povolaní, „b" o vedeckej práci v čistej matematike 
a „c" o aplikovane-matematickej životnej dráhe. Ale, 
ako sme už povedali, celkom vážné to neberte! 
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2. k a p i t o l a 

APLIKÁCIE STREDOŠKOLSKEJ 
MATEMATIKY 

Po prečítaní tohto nadpisu si jedni čitatelia povedia, že 
takých aplikácii poznajú plno, stačí si vziať ktorúkoIVek 
slovnú úlohu zo stredoškolskej učebnice; druhí zas 
budú středoškolská matematiku považovat za příliš 
slabú na zdolanie problémov, s ktorými sa stretajú 
aplikovaní matematici. 

S prvou námietkou nemožno súhlasiť, pretože slovné 
úlohy v středoškolských učebniciach nesú na sebe příliš 
jasné znaky toho, ako vznikli. Sotva by sa našla medzi 
nimi taká, ktorá má póvod v aplikovane-matematickej 
praxi. Naopak, tieto příklady si vytvořili autoři učebnic 
na ilustráciu preberanej látky (je to opat přístup od 
metody k problému a nie naopak!) 

Druhá námietka je vážnejšia, skutoóne málo kedy sa 
možno stretnúť s praktickou úlohou, při ktorej riešení 
by sa vystačilo len so středoškolskou matematikou. Nie 
je to však vylúčené, ako ukazuje nasledujúci příklad. 
Je dost zložitý a preto menej skúseným čitatelom 
doporučujeme ho vynechat, prejsť k III . kapitole a vrá-
tit sa sem až po prečítaní ostatných kapitol. 

2.1. Úloha o sús tave p rav ide lných 
m n o h o n h o l n í k o v na k r u ž n i c i a j e j a p l i b á c i a 

v dopravě 

2.1.1. Úvod. Na obr. 2 máme znázornenú sieť troch 
liniek mestskej dopravy: číslo 1 z A cez C a E do G, 
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číslo 2 z B cez C a E do F a číslo 3 z D cez C do E. 
Vozy linky 1 premávajú v pravidelných 12-minútových 
intervaloch. Linky 2 v 8-minútových a linky 3 v 6-minú-
tových intervaloch. Doprava na úsekoch AC, BC, CD, 

B 

A řV 

? 
c 

E G 

i 
c 

i F 
Obr. 2 

EF a EG je potom celkom pravidelná, kým na úseku CE 
nie. Cestujúci, ktorí cestujú len na tomto úseku, a teda 
móžu použit voz ktorejkoTvek linky, musia raz čakať 
viac, inokedy menej. 

. Nech by odchody zo stanice C smerom na E boli 
takéto: 

Linka 1: 6.00, 6.12, 6.24, 6.36, . . . 
Linka 2: 6.00, 6.08, 6.16, 6.24, 6.32, 6.40, . . . 
Linka 3: 6.02, 6.08, 6.14, 6.20, 6.26, 6.32, 6.38, . . . 

Intervaly medzi vozmi na tomto úseku by potom boli 
v minútach 0, 2, 6, 0, 4, 2, 2, 4, 4, 0, 2, 6, 0, 4, 2, 2, 4, 
4, . . . Vidíme, že skupina 0, 2, 6, 0, 4, 2, 2, 4, 4, ktorá 
dáva v súčte 24 = [6, 8, 12] sa tu opakuje a svědčí 
o velkej nerovnoměrnosti v odvoze cestujúcich na úseku 
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CE, a tým aj nerovnoměrnosti vyťaženia jednotlivých 
vozov (symbolom [o1( a2, . . . , ar] označujeme najmenší 
spoločný násobok čísel alt a2, ..., aT). 

Iné možné riešenie cestovných poriadkov je takéto: 

Linka 1: 6.03, 6.15, 6.27, 6.39, . . . 
Linka 2: 6.01, 6.09, 6.17, 6.25, 6.33, 6.41, . . . 
Linka 3: 6.00,6.06, 6.12, 6.18, 6.24, 6.30, 6.36, 6.42,... 

s opakujúcimi sa intervalmi medzi vozmi na úseku CE 1, 
2, 3, 3, 3, 3, 2, 1, 6. Toto riešenie sa zdá byt lepšie, a to 
například preto, že interval medzi najbližšími po sebe 
idúcimi vozmi je tu najmenej 1 minúta a nie 0, ako 
v predošlom případe (nulový interval medzi vozmi je 
skutočne nevýhodný, vozy sa nevojdú na zastávku 
a zadný ide prázdny). Ak však chceme odpovedat na 
otázku, ktoré riešenie je najlepšie, musíme si presne 
stanovit 

1. aké cestovné poriadky možno uvažovat, t j . aká je 
množina přípustných riešení; 

2. čo je kritériom kvality riešenia, t j . ako poznáme, že 
riešenie je najlepšie. 

1. Za přípustný cestovný poriadok budeme považovat 
tri aritmetické postupnosti časových údajov v hodinách 
a minútach, pričom diferencie sú: pri prvej dx = 12, 
pri druhej d2 = 8, při tretej d3 = 6 minút a prvý člen 
i-tej postupnosti je (i = 1,2, 3) je medzi 6.00 a 6.00 + 

2. Ak potom z týchto postupností vytvoříme jednu, 
usporiadanú podia velkosti, za kritérium kvality rieše-
nia budeme považovat minimum z rozdielov po sebe na-
sledujúcich členov tejto postupnosti, t j . minimálny 
interval medzi vozmi na úseku CE. Cestovný poriadok 
bude tým lepší, čím je toto číslo váčšie. 
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I keď úlohu už máme vlastně matematicky formulova-
nú, prevedieme si ju na formu, prístupnejšiu skúmaniu. 
Uvážme kružnicu dlžky 24 = [6, 8, 12]. Zvolme na nej 
bod, ktorému přiřadíme čas 6.00 hodin, počínajúc týmto 
bodom si rozdelme kružnicu na 24 rovnakých dielikov 
dížky 1 a v smere hodinových ručičiek přiřaďme deliacim 
bodom časy 6.01, 6.02, . . . Keby sme takto pokračovali 
dalej, je zřejmé, že časom, líšiacim sa o 24 minút by 
zodpovedali rovnaké body. 

Zvolme si z deliacich bodov tejto kružnice 
1. dva body Alwl a AU2 tak, aby AltlAut = 12 (tj. aby 

tvořili „pravidelný 2-uholník"); 
2. tri body A2i1, A2m2, A2ň tak, aby AmA2ř2 = 

= A2t2A2j = 8 (pravidelný trojuholník); 
3. štyri body ASil, . . . , AaA tak, aby tvořili pravidelný 

štvoruholník, štvorec. 

Obr. 3 
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Na obr. 3 vidíme výsledok takého rozmiestnenia 
(optimálny). Body Aiti plne určujú odchody i-tej linky 
a naopak. Podobné aj minimálna vzdialenosť dvoch 
bodov sa rovná minimálnemu časovému rozdielu v spo-
ločnej postupnosti odchodov. Vyriešiť nasu úlohu zna-
mená teda vpísať do celočíselných bodov kružnice 
dlžky 24 pravidelný 2-uholník, 3-uholník a 4-uholník 
tak, aby minimálna vzdialenosť dvoch susedných bodov 
bola maximálna. Úlohu móžeme formulovať aj všeobec-
ne, pričom vynecháme nie příliš podstatnú požiadavku 
celočíselnosti: 

2.1.2. Základná úloha. Daná je kružnica k = (S-,r) a pri-
rodzené čísla m, m,, s > 1. Vpísať do k pravidelný 
m^uholník sf^ = {AU1, ..., A1-mi}, . . . , pravidelný 
m,-uholník s/,={sč,il ».».«} tak, aby číslo 
d(s/1, ... ,sď„) = d = min A^A^j bolo maximálně, pri-
čom_ i, i = 1, ..., s; j = 1, mr, j = 1, ..., 
mj, i Ť^i. 

Poznamenáváme, že požiadavka i ^ i je v poriadku, 
pretože minřtaálna vzdialenosť d sa nadobúda sku-
točne vždy medzi bodmi dvoch róznych mnohouholní-
kov a nie medzi dvoma bodmi toho istého mnoho-
uholníka. 

Každú sústavu , . . . , s/, vpísanú do k (pričom pre 
všetky i je-s^ pravidelný mj-uholník) nazveme riešením. 
Ak naviac maximalizuje d{s/lt . . . , s/e), nazveme ju 
optimálnym riešením. 

K aplikácii základnej úlohy prichádzame zváčša 
v tých praktických situáciách, ked viaceré deje pre-
biehajú v pravidelných rytmoch, ale s róznou frekven-
ciou a časť svojho vplyvu sústredujú na jedno miesto, 
alebo na jedno miesto kladů požiadavky. 
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2.1.3. Příklad. Uvažujme směrové kolajisko zriaďova-
cej stanice z obr. 4. Zo zvážneho pahrbku sa tu spúšťajú 
vozne na jednotlivé kolaje podia nasledujúceho určenia. 

Číslo 
koTaje 

Počet vla-
kov denne 

Odporúfianý č a s ukonóenia 
zhromaždovania 

1 3 0«o 8»° 1 6 « 
2 2 9 3 0 2 i » o 

3 3 2«» 1 0 3 0 18°° 
4 4 O00 6 0 0 12°° 1800 

5 4 2oo g o o 1400 20°° 
6 3 410 12»® 2030 

7 3 (JSO 1 4 3 0 228» 
8 2 3 3 0 15»° 
» 4 4<>0 1 0 o o 16»° 22°° 

10 2 5 3 0 17'° 
11 3 p o g o o 17°° 
12 4 p o 7 SO 1 3 3 0 19" 
13 3 5 0 0 13°» 2100 
14 2 3 0 0 15»° 
15 2 7 00 19°° 
16 2 l i» 0 23°° 

Tab. 1 
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Časť z nich zostáva v stanici (vozne do depa, na vlečky 
apod.) a časť, zhromažďovaná na tzv. směrových ko-
lajách, odchádza do iných stanic. Na to, aby sa z voz-
ňov na smerovej kolaji utvořil vlak, třeba vykonat nie 

Obr. 6 

kolko úkonov, pospájať, skontrolovať brzdu, spísaf 
vozne atď. Tieto úkony vyžadujú istý čas a nie je vhod-
né, aby ich bolo třeba robit s viacerými vlakmi naraz, 
pretože by vyžadovali viac pracovnikov, alebo by 
niektoré vlaky museli čakať. Okamihy ukončenia zhro-
mažďovania vozňov na směrových kolajách třeba preto 
rozvrhnúť čo najrovnomernejšie, aby medzi najbližšími 
dvoma po sebe nasledujúcimi bol čo najváčší odstup. 

Ak máme a takých kolaji, pričom z i-tej kolaje od-

23 



chádza za 24 hodin mx vlakov a na každej kolaji sa žiada 
pravidelný rytmus, prichádzame opat k našej základnej 
úlohe. Tu býva vhodné volit k s obvodom 24. 

Například v zriadbvacej stanici Přerov-pravé máme 
situáciu opísanú v tab. 1, pričom v treťom štipci už 
máme riešenie úlohy, kde d = 30minút. Na obr. 5 vidí-
me toto riešenie na kružnici k. Zvonku sú čísla kolaji, 
zvnútra čas. 

2.1.4. Niektoré vlastnosti sústavy pravidelných mno-
houholnikov vpísaných do kružnice. Poznamenává-
me, že pravidelným 1-uholníkom budeme nazývat Tubo-
volný bod kružnice, 2-uholníkom jej lubovolný priemer. 

Lema 1. Nech mx a ra2 sú prirodzené čísla, nech [mí, m2] 
je ich najmenší spoločný násobok. Nech k = (S; o/2tt) je 
kružnica a nech Alit, ..., -4 l imi a A2a, . . A u m i sú 
vrcholy pravidelného m^uholníka sf x a m2-uholníka j / 2 
vpísaných do k. Potom 

(D) d{s/lts/2) = min AuiA2ti ^ 
<=i ¿\rn1,mi\ 
ř=1 m, 

pričom existujú , s/2 také, že vo vztahu (D) platí 
rovnost. 

Dókaz, tejto lemy je trochu zdíhavý, preto ho ne-
uvádzame. 

Lema 1 nám priamo opisuje postup, ktorým móžeme 
získat optimálně riešenie našej základnej úlohy, ak 
a = 2: 

Najprv stotožníme niektorý vrchol m1-uholníka 
s niektorým vrcholom ra2-uholníka, a potom ra2-uholník 
otočíme okolo středu ktorýmkolvek smerom o uhol 

24 



nl[mu m]2. Žiar, tento postup sa pře s > 2 nedá zo-
všeobecnit. Následujúca lema nám dá aspoň hrubý 
odhad pre d(s^ í, . . . , s/,). 

Lema 2. Nech k = (S; oj2n) je daná kružnica a m1 > 
^ m2 . . . ¡2: me sú prirodzené čísla. Nech , . . . , sďt je 
optimálně rieáenie základnej úlohy. Potom, ak ozna-
číme m = m1-f . . . + m,, platí 

— --gkdis/*, . . .,£/,) ší mini—— ° | 
s.[m1,...,m,] v 11 ' " U[TOj.mJ' m) 

Dókaz. Označme n = \m1, . . ., ro,]. Pre ftii = . . . = 
= fh, = n dostaneme optimálně riešenic našej úlohy 
zrejme takto: n-uholník š i l umiestnime na kružnicu 
lubovolne a é9i+l získáme otočením 38 x v smere hodino-
vých ručičiek o uhol i.o/s.n. Vtedy zrejme d(ŠBu ... , 
<%t) = ols.n. Kedžej^i vznikne z vynecháním n — mť 
vrcholov, nutné d(s/lt ..., S: ojs.n. Eavá nerovnost 
je dokázaná. 

Zrejme d ..., sf,) ^ s/2) k d e , je opti-
málně riešenie základnej úlohy pre m l a m2. Podia lemy 1 
je potom . . . , s / , ) ^ o/2[mj, m2]. Zostáva nám 
teda už len dokázat, že . . . , ^ o/m, čo je však 
priamym dósledkom toho, že sústava má spolu m bodov. 
Lema je dokázaná. 

Vráťme sa teraz k našim dvom príkladom. V prvom 
sme mali m1 = 2, m2 = 3, m3 = 4 a našli sme pravidelný 
2-uholník, 3-uholník a 4-uholník ako na obr. 2. Lema 2 
nám ohraničuje d (s / x , s í 2 , ^ 24/2.12 = 1, pře naše 
riešenie platí rovnost, je teda optimálně. V druhom 
příklade sme našli , . . . , ako na obr. 4. Podia 
lemy 2 d{sfx, . . . , ^ 24/46 = 0,52, kým my sme 
dosiahli 0,50, čo je iste výsledok velmi uspokojivý. 
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Nasledujúce odstavce sú matematicky náročnejšie, 
možno ich vynechat a prejst k III. kapitole. 

Sústavu pravidelných mnohouholníkov , . . . , , 
vpísaných do kružnice k tak, že žiadne dva vrcholy sústa-
vy nesplývajú, móžeme charakterizovat vektorom 
(i1, . .., im), kde m = « ! + . . . + «»i a čísla im 
dostaneme takto: Zvolíme si Tubovolný bod Aitj sústavy 
a položíme ix = i. Ak už máme . . . , it definované 
přičom sme ich definovali ako prvé indexy vrcholov 
AhJí, . . . , Ait,jt, potom nájdeme v smere hodinových 
ručičiek susedný vrchol Ait, k vrcholu Aih n a položíme 
ť,+1 = i. Vektor (i\, . . . , im) nazveme charakteristickým 
vektorom sústavy . . 

Charakteristický vektor sústavy určuje, v akom poradí 
sa na kružnici striedajú vrcholy jednotlivých mnoho-
uholníkov sústavy, tj., že existuje taký vrchol mnoho-
uholníka s/i , že k nemu susedný v smere hodinových 
ručičiek je vrchol mnohouholníka , za ním s/ Í3 atd. 
Každé i sa v charakteristickou! vektore vyskytuje právě 
mrkrát. Podia toho, ktorý vrchol je ako prvý, by sústa-
va mohla mať až m róznych charakteristických vekto-
rov (jeden z druhého odvedené cyklickou záměnou). 
Charakteristickým vektorom sústavy z nášho prvého 
příkladu je například (1, 3, 2, 3, 1, 2, 3, 3, 2). 

Na množině charakteristických vektorov si definu-
jeme niektoré zobrazenia do seba (unárně operácie): 

01 — cyklická žámena, 
02 —- obrátenie poradia zložiek vektora, 
03 — výměna rovnako početných indexov — ak sa 

prirodzené čísla p a p vyskytujú v charakteristickom 
vektore rovnaký počet krát, nahradíme pri tejto operá-
cii všade p číslom p a naopak. 

Tak například o^l , 2, 3, 4, 1) = (2, 3, 4, 1, 1), 
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0,(1, 2, 3, 4, 1) = (1, 4, 3, 2, 1), 0,(1, 2, 3, 4, 1) = 
= (1,3, 2, 4, 1). 

Dve sústavy , . . ., s í s ; 89x, . . . , á?., nazveme topo-
logicky ekvivalentné (jednej topologickej triedy), ak 
možno charakteristický vektor jednej previesť na cha-
rakteristický vektor druhej konečným počtom operá-
CÍÍ Oj — o3. 

Zaujímavú úlohu zatial nevyriešenú, dostaneme, ak 
definujeme číslo K{m1, ..., m,) ako maximálny počet 
navzájom topologicky neekvivalentných sústav z m r 
uholníka m„-uholníka Například platí 
K(3, 3, 1, 1) = 2 a je hypotéza K(m1 ,m i) = 1 pře 
všetky m1, ma. 

2.1.5. Problém algoritmu. Našu základnu úlohu by 
sme mohli riešiť v dvoch častiach: 

1. topologickej — určit topologickú triedu 
2. metrickej — vybrat konkrétného představiteli 

v rámci topologickej triedy. 
Optimálny algoritmus (v praxi sotva použitelný) je 

například tento: Prebrať všetky topologické triedy pre 
dané m1, . . . , m, a v rámci každej triedy nájsť reprezen-
tanta s najváčším d (například metodou hladania 
extrémov funkcie s — 1 premenných | 2 , kde 
vyjadřuje uhlové natočenie ť-tého mnohouholníka voči 
prvému). Pochybnosti o praktickom význame takéhoto 
algoritmu sa týkajú najma jeho prvej časti, pri váčšom s 
bude asi ťažké vyhladať všetky topologické triedy, či už 
pře ich velký počet, alebo komplikovanú štruktúru. 
Uvedieme si preto algoritmus, ktorý nevedie vždy 
k riešeniu optimálnemu, ale dáva dobré výsledky. 
Úspěšný býva najma vtedy, ked je s poměrně velké, kým 
n = [m1,..., m,] poměrně malé. I v našom druhom příkla-
de (s — 16, n = 12), sme ním dosiahli pěkný výsledok. 
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Najprv si definujeme pojmy, ktoré v ňom budú hrať 
významnú úlohu: Predovšetkým vyslovíme induktívnu 
definíciu tzv. přípustného rozkladu prirodzeného éísla. 

1. Přípustným rozkladom čísla n je každý vektor 
v = (rty, ..., n„), ktorého zložkami sú prirodzené čísla 
»!=... = n„ a g.% = n. 

2. Ak (%, . . ., nq) je přípustným rozkladom čísla n 
a (Wj,!, . . . , tt;, Qi) je přípustným rozkladom čísla n^, 
potom (nlt ..., n,_1, nUl, ..., ni+1, .. ., nq) je pří-
pustným rozkladom čísla n. 

Přípustnými rozkladmi čísla 6 sú například (3, 3), 
(2, 2, 2), (3, 1, 1, 1). 

Lema 3. Nech A0, ..., An_1 sú vrcholy pravidelného 
ra-uholníka a nech (nl, ..., nQ) je přípustný rozklad 
čísla n. Potom existuje rozklad množiny^ = {A0 

na množiny s/i = {A ( 

tak, že body s/t sú vrcholmi pravidelného Wi-uholníka. 
Dókaz lemy plynie priamo z definície přípustného roz-

kládá, indukciou cez počet použití časti 2 tejto definície. 
Vektor (ttx, . . . , n„) nazveme w-prípustným, ak existu-

jú prirodzené čísla n,l+1, ..., nv také, že (ní, . . . , n„, 
je přípustný rozklad čísla n. (Přípustný 

rozklad je teda špeciálnym prípadom n-prípustného 
vektora.) 

Následuj úcu lemu uvedieme bez dókazu. 

Lema 4. Nech mí, . . . , m, sú dané prirodzené čísla. 
Nech n = [míj, . . . , ma] a nech rť = (wť>1, . . . , wi>7i), 
i = 1, ..., t sú Ti-prípustné vektory, pričom (wltl, . . . , 
n i . «i> • • • > nt.Qt) í e permutáciou vektora [m í, . . . , ra„). Po-
tom na danej kružnici k = (S; oj2n) existuje sústava 
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z pravidelného mj-uholníka s í x , . . . , m,-uholníka s i , 
t a k á , že d(s/1, .. .,sď,) = o/t.n. 

Lema 4 nám umožňuje nájsť riešenie (nie nutné opti-
málně) v dvoch krokoch: 

1. Z čísel m1, ..., m„ skombinovať čo najmenší počet 
»-přípustných vektorov pre n = [m^ . . r a , ] . Nech je 
tento počet í. 

2. Rozdělit kružnicu k na t.[m1, . . . , ms] dielikov a zo-
staviť z deliacich bodov pravidelný m1-uholník, . . . , 
ra„-uholník. 

Riešenie, ktoré dostaneme, bude mať d Sř; ojt.n. 
Návrh rozpisu dób ukončenia zhromažďovania záťaže 

v zriadovacej stanici Přerov-pravé v tab. 1 je príkladom 
použitia spomínaného postupu. Mali sme n = 12, t = 4 
a použité 12-prípustné vektory boli (4, 4, 4), (3, 3, 3, 3), 
(3, 3, 2, 2, 2), (4, 2, 2, 2). Vidíme, že okrem posledného sú 
to všetko aj přípustné rozklady čísla 12. 

2.1.6. Niektoré příbuzné úlohy. Kritérium, ktoré sme 
použili v našej základnej úlohe, nie je jediné, s ktorým sa 
móžeme v praxi stretnúť. Tak například pri navrhovaní 
cestovných poriadkov mestskej dopravy sa móže žiadať, 
aby úhrnná čakacia doba cestujúcich bola minimálna, čo 
podia [1] vedie na minimalizáciu súčtu štvorcov rozdie-
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lov medzi po sebe následujúcimi odchodmi. Toto krité-
rium sa od náěho póvodného liší, ako vidno na obr. 6. 
Ide o dva 2-uholníky a jeden 1-uholník na kružnici 
obvodu 24. Podia nášho póvodného kritéria je variant 
b) lepší, nakolko d = 4, kým při a) je d = 3. Podia 
súčtu štvorcov je však lepší a), pretože 9 -f- 9 + 36 + 
+ 36 + 36 = 126 < 16 + 16 + 64 + 16 = 128. 

K zaujúmavej úlohe dojdeme, keď sa snažíme minima-
lizovat celková čakaciu dobu v celej sieti (napr. na obr. 
2), ale připustíme narušenie pravidelnosti i na jednotli-
vých linkách. Touto problematikou sa zaoberajú práce 
[1] a [2]. 

Cv i í en ia 

1. Nech na kružnici k = (S; o/2n) jo j / , pravidelný 6-uhol-
ník, 2 a s/» štvorce, .t/4 a .e/5 rovnostranné trojuholníky, 
a priemery kružnice. Dokážte , že síx — sí-, možno zvoliť 
tak, 2e 

d(s/lt . - -, -a/7) = 

2. Nech na kružnici k = (S; o/2n) je sďi pravidelný »»,-uhol-
ník a „V2 pravidelný ma-uholník, ktoré nemajú spoločný 
vrchol. 

Dokážte , že pre m, = 3, m, = 7 a pře každý tharakteristic-
k ý vektor » = (»,, . . + sús tavy j / , , existujú ra-
cionálně óísla Pi, rl3 pt, ra také, že 

/I o j = intO^A + nm,) + r,] — w(wi, + m,) 
ij k = 1, . . ., m1( n = 0, 1, 2, . . . 

2 o j = int[j>j(& + nmt) + r , ] — n ( m , + m,) 
k — 1, . . ., mlt n = 0, 1, 2, . . . 

int x tu znamená celú časť z x, čiže najváčšie také celé Číslo, 
ktoré nepřevýší x. 

Platí toto tvrdenie pre lubovolné m, a wia ? 
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3. k a p i t o l a 

TEÓRIA GRAFOV — 
JEDNA Z NAJVIAC APLIKOVANÝCH 

DISCIPLÍN 

V posledných desaťročiach čoraz viac vystupujú do po-
predia aplikácie matematiky na riešenie problémov orga-
nizácie a riadenia. Vážnu úlohu tu hrá právě teória gra-
fov. Táto sice nie je súčastou povinnej matematiky na 
gymnáziách (i keď aj o tomto sa uvažuje), ale váčšina 
éitatelbv, i mladých, sa s ňou už asi střetla pri iných prí-
ležitostiach, napr. v Rozhledoch, v krúžkoch, na akciách 
JČSMF apod. 

3.1. Z á k l a d n é po jmy tcór ie g r a fov 

Grafom nazývame dvojicu (V, H), kde V je nějaká 
množina a H je podmnožina množiny V2 všetkých dvojíc 
(i>1; v2), kde vx e V, v2 e V. Množina V sa volá vrcholová 
množina grafu a my o nej budeme predpokladat, že je 
konečná. Jej prvky sa volajú vrcholy grafu. Množina H 
sa volá hranová množina grafu a jej prvky sa volajú 
hrany grafu. 

Ak chápeme hranu h = (v1, v2) ako usporiadanú dvo-
jicu, voláme ju orientovanou hranou, vrchol vx voláme 
jej začiatoóným a vrchol v2 jej koncovým vrcholom. Ak 
nám naopak pri hrané h nezáleží na poradí vrcholov vx, 
v2, voláme h neorientovanou hranou a vltv2 voláme jej 
koncovými vrcholmi. Graf, ktorý obsahuje len oriento-
vané hrany sa volá orientovaný, graf, ktorý obsahuje len 
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neorientované hrany sa volá neorientovaný, graf, ktorý 
obsahuje hrany oboch druhov sa volá čiastočne oriento-
vaný. 

Graf často znázorňujeme v rovině, a to tak, že každé-
mu vrcholu přiřadíme v rovině krúžok, pričom tieto 
krúžky sú navzájom disjunktně, t j . nemajú spoločné 
body. Ak vx, v2 je orientovaná hrana, narýsujeme v rovi-
ně šípku z krúžku vx do v2. 

Ak («j, v2) je neorientovaná hrana, spojíme krúžky vx 
a v2 úsečkou, alebo oblúkom. Obrázok 7a a ďalšie sú 
príkladmi znázornenia grafov v rovině. 

Na danom grafe & = (V, H) voláme vrcholy vx a v2 
susednými, ak (wlf v2)eH, alebo (v2, vJeH. Navzájom 
rozne hrany hx, h2 voláme susednými, ak majů spoločný 
vrchol. 

Vidíme, že graf je matematická štruktúra, ktorá vy-
jadřuje istý vztah medzi dvojicami prvkov množiny V, 
čiže binárnu reláciu na množině V. V praxi sa často stře-
táváme právě s potřebou študovat množinu prvkov 
s binárnou reláciou, a preto má teória grafov také široké 
uplatnenie. 
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Uvážme například neorientovaný graf z obr. 7a. 
Tento graf može mať mnoho róznych významov, ako 
například 

3.1.1. Vrcholmi sú niektoré európske štáty (C — Čes-
koslovensko, S — Sovietsky zváz, A — Rakúsko, M — 
Maďarsko, J — Juhoslávia a R — Rumunsko), hranou sú 
spojené susedné štáty. 

3.1.2. Vrcholmi sú televízne vysielače I. programu. 
Dva vysielaóe spojíme hranou, ak na niektorom mieste 
možno přijímat signál s oboch vysielačov. 

3.1.3. Vrcholmi grafu sú šiesti žiaci (Cyril, Stáno, 
Andrej, Martin, Juraj a Roman) a hranou sú spojení tí 
dvaja, ktorí sa spolu priatelia. 

3.1.4. Vrcholmi grafu sú objekty, ktoré má strážit 
vojenská strážná jednotka (centrálny sklad, strelnica, 
autopark, muničný sklad, južný sklad a radarová stani-
ca). Dva objekty sú spojené hranou, ak je medzi nimi 
priama viditelnost. 
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Niekedy připisujeme ̂ hranánfgrafu číselné ohodno-
tenia, ako například na obr. 7b. Tieto čísla móžu mať 
rózny zmysel, například 

3.1.5. Tento graf móže vyjadřovat šesť homogénnych 
rovnic pře šesť neznámých A, C,J, M, R, S, ktoré dosta-
neme tak, že pre každý vrchol grafu napíšeme rovnicu, 
v ktorej označenie vrcholu je na lávej straně rovnice 
a na právej straně je súčet, ktorého členmi sú označenia 
susedných vrcholov násobené ohodnoteniami hrán, sme-
rujúcich do vybraného vrcholu: 

A = 3 1 C + 44 J + 38M 
G = 3 1 A + 30 M + 15 S 
J = 44.4 + éOM + 28 R 
M = 384 + 30 C + 40J + 36iř + 32<S 
R = 2 8 J + 36 M + 245 
S = 1 5 O + 32 M + 24R 

3.1.6. Vrcholy grafu móžu znamenat mestá v niektorej 
oblasti, pričom hranou sú spojené susedné mestá a číselné 
ohodnotenie znamená vzdialenosť v kilometroch (při-
padne v hodinách jazdy, alebo v nákladoch na prepravu 
jednej tony). 

3.1.7. Vrcholmi grafu sú dopravné uzly; dva uzly sú 
spojené hranou, ak medzi nimi vedie priama dopravná 
tepna, ktorá už neprechádza žiadnym dalším uzlom. 
Číselné ohodnotenie tu znamená priepustnosť, kapacitu 
dopravnej tepny. Priepustnosťou rozumieme maximálně 
množstvo dopravných jednotiek, ktoré móžu tepnou 
prejsť za jednotku časovú (napr. počet vozidiel za mi-
nútu apod.). 
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3.2. Na jSas t e j š i e ap l ikované metody 
teor ie g ra fov 

Příklady, ktoré sme si uviedli, nám ukazujú, aké roz-
manité situácie možno opísat pomocou grafov, ba do-
konca aj pomocou toho istého grafu. Opis tu však býva 
len začiatkom, zriedkakedy konečným cielom práce. Zvy-
čajne sa pomocou niektorej metódy teórie grafov hladá 
odpověď na istú praktickú otázku. V dalšom texte si 
preberieme niektoré úlohy teórie grafov i připadne 
s metodami na ich riešenie, ktoré sa častejšie vyskytujú 
v praktických aplikáciách. 

3.2.1. Farebná úloha. Uvážme část mapy Európy, na 
ktorej je Československo, Sovietsky zváz, Rakúsko, 
Maďarsko, Juhoslávia a Rumunsko. Úlohou je nájst 
minimálny počet farieb, ktorými možno túto mapu vy-
farbit, a to tak, že celé územie jedného štátu je jedno-
farebné, ale územia susedných štátov sú vyfarbené 
róznymi farbami. Riešenie tejto úlohy by sme sa sice 
mohli pokúsit nájst priamo na spomínanej mape, uká-
žeme si však lepšiu grafickú pomócku. Je ňou graf z obr. 
7a. Pře nás je totiž zaujímavé len to, aké prvky má mno-
žina skúmaných štátov a ktoré z nich sú susedné. Ako 
sme si už uviedli v příklade 3.1.1, tieto skutočnosti vy-
jadřuje právě graf z obr. 7a. 

Naša úloha je špeciálnym prípadom všeobecnej fa-
rebnej úlohy pre vrcholy grafu, ktorá je nasledovná: 

Pre daný graf & = (V, H) nájst množinu farieb 
F<$ = {/i, . . . , / » } a zobrazenie / množiny V do Fy 
také, že 

1. pre všetky (v, w)eH platí f(v) ^ /(w), 
2. číslo n je minimálně. 
Ak existuje riešenie tejto úlohy, ktoré spíňa tieto 
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podmienky, hovoříme, že na vyfarbenie grafu třeba 
minimálně n farieb čiže, že graf je w-farebný. Ak sa 
splní len podmienka 1, hovoříme, že na vyfarbenie grafu 
stačí n farieb. 

Algoritmy, ktoré poznáme na riešenie všeobecnej fa-
rebnej úlohy sú málo uspokojivé. Počet počtových vý-
konov, ktoré sú potřebné na ich vykonanie, prudko 
rastie s rastúcim počtom vrcholov a hrán grafu a je te-
mer porovnatelný s počtom výkonov pri „absolútnom" 
algoritme preskúmania vsetkých variantov. Jeden 
z algoritmov si popíšeme neskór. 

6 

Obr. 8 

V našom konkrétnom případe je vsak zřejmé, že štyr-
mi farbami je možné graf vyfarbiť (obr. 8), kým tri farby 
nestačia, čo si móžeme dokázat nepriamo: Predpokla-
dajme, že by tri farby stačili na vyfarbenie tohto grafu. 
Označme si farby, priradené vrcholom M, C, S po rade 
h, / „ / „ t j . f(M) = u, m = u, m = / , . potom 
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nutné f(A) = f3, f(R) = /2, a teda susedné vrcholy 
vrcholu J majů farby , f3, f2, čiže žiadnu z týchto farieb 
nemožno přiřadit vrcholu J , čo je spor s predpokladom. 

Citatelia si iste uvedomujú, že farbenie máp je úloha 
velmi špeciálna a v praxi tak zriedkavá, že by sa sotva 
oplatilo o nej hovořit, keby neexistovali iné, významnej-
ěie aplikácie farebnej úlohy. Jedna z nich súvisí s príkla-
dom 3.1.2. 

Na našom území máme už postavených, alebo pláno-
vaných, niekolko stovák vysielačov rózneho výkonu pre 
I. televízny program. Ak z nich zostavíme graf podobné, 
ako v 3.1.2 a podaří sa nám ho zafarbit menej, ako 12 
farbami, potom, ak považujeme každú z farieb za niekto-
rý vysielací kanál, nájdeme vysielacie kanály pre všetky 
vysielaóe tak, aby sa navzájom nerušili. Hovoříme o me-
nej, ako 12 farbách preto, že k dispozícii je len 11 kaná-
lov, hoci na televizore ich je 12. Třetí kanál sa používá 
pre VKV rozhlas. 

Teraz si opíšeme jeden z algoritmov na riešenie všeo-
becnej farebnej úlohy. Jeho přesnou úlohou je zistiť, či 
možno pre daný graf a dané n vystačit s n farbami. Viac-
násobne opakovaným použitím tohto algoritmu nako-
niec zistíme minimálně n. 

1. krok: Pre každé v e F a t = 1, . . . , n definujme 
premennú xvi (tzv. binomickú), ktorá móže nadobúdat 
len hodnoty 0, 1. 

2. krok: Riešme systém rovnic a nerovnic 

2®.i = l (veV) 

Xň + á 1 ((v,w)eH , i = 1, . . . , » ) 

Ako sa takýto systém rieši, si povieme v 4. kapitole. 
Ak riešenie neexistuje, nemožno graf vyfarbit n far-
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bami. Ak áno, tak n farieb na to stačí a x^ = 1 znamená, 
že M = U -

3.2.2. Úloha o vnútornej stabilitě. Představte si, že by 
sme zo žiakov, ktorých spomíname v příklade 3.1.3, 
potřebovali vybrat předsedu a pokladníka triedneho vý-
boru. Bolo by přitom žiadúce, aby neboli blízkými pria-
telmi. Existuje takáto dvojica? Na grafe z obr. 7a vidí-
me, že ich existuje niekolko, napr. Cyril—Juraj, Cyril— 
Roman, atď., spolu 5 dvojíc. Ak by sme však chceli vy-
brat troch žiakov tak, aby žiadni dvaja neboli blízkými 
priatelmi, už sa nám to nepodaří. Ak na grafe z obr. 7a 
vyberieme akúkolvek množinu troch vrcholov, vždy sa 
medzi nimi nájdu aspoň dva spojené hranou. Číslo 2 má 
teda pre tento graf istý význam, ktorý móžeme všeobec-
ne formulovat takto: 

Majme graf & = (V, H). Množina W(Z V sa volá vnu-
torne stabilná, ak žiadne dva jej vrcholy nie sú susedné 
(spojené hranou). Najváčšie číslo v<g, ku ktorému v grafe ^ 
existuje vnútorne stabilná množina s počtom prvkov Vgt 
sa volá číslo vnútornej stability grafu 'S. 

Algoritmus na vyhladanie vnútorne stabilnej množiny 
s maximálnym počtom prvkov, je popísaný v Bergeho 
knihe [4], Táto úloha, připadne úlohy k nej příbuzné, 
možu mať aplikácie tam, kde ide o tvorenie kompletov 
z viacerých zložiek, pričom niektoré dvojice zložiek 
nesmú byť obsiahnuté v jednom komplete. Čitatelia sa 
móžu vlastnou úvahou presvedčiť, že úloha o rozmiestení 
maximálneho počtu dám na šachovnici tak, aby žiadne 
dve se nemohli navzájom zobrať (tento maximálny po-
čet je 8), je tiež úlohou o maximálnej vnútorne stabilnej 
množině. 

3.2.3. Úloha o vonkajgej stabilitě. Uvážme strážené 
objekty, ktoré spomíname v příklade 3.1.4. Predpokla-
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dajme, že netřeba obsadit strážným všetky objekty, ale 
že stačí, ak na každý neobsadený objekt je vidno 
z niektorého obsadeného. Stačilo by teda například 
obsadit objekty C a J , ale nestačilo by H a S. Zvlášt-
nosťou grafu z obr. 7a (iné grafy túto vlastnost nemusia 
mať) je, že vrchol M je susedný všetkým ostatným vrcho-
lom a teda stačí obsadit M, ostatné sú z neho vidno. 
Úloha, o ktorej sme teraz hovořili, je špeciálnym prípa-
dom nasledovnej všeobecnej úlohy, ktorá sa volá úlohou 
o vonkajšej stabilitě: 

Majme graf ^ = (F, H). Množinu WCZV voláme na-
vonok stabilnou, ak pre každý vrchol ve (V — W) platí, 
že je susedný k niektorému w e W (čiže každý vrchol 
grafu alebo padne do W, alebo je k tejto množině sused-
ný). Najmeněie číslo wg, ku ktorému existuje v grafe S? 
navonok stabilná množina W s počtom prvkov wg, sa 
volá číslo vonkajšej stability grafu 

S algoritmami na vyhladanie najmenšej navonok sta-
bilnej množiny je situácia podobná, ako pri farebnej 
úlohe; sú velmi zdlhavé. Aj túto úlohu možno riešiť 
použitím binomických premenných: 

Ku každému v eV definujeme binomickú premennú 
xv (x„ = 1 bude znamenat, že v e W, xv = 0, že v $ W), 
Třeba nájsť minimum tzv. cielovej funkcie 

vev 
na množině, určenej podmienkami 

xv+ 2 ^ 1 (ve V). 
wsus.kv 

Úloha o vonkajšej stabilitě má širšie uplatnenie, ako 
úloha o stabilitě vnútornej. Ukážeme si jeden příklad. 

Predpokladajme, že v istom meste sa chystá nějaká vý-
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znamná akcia (festival, spartakiáda apod.). Nech F je 
množina všetkých jeho križovatiek. Predpokladajme, že 
pře velký počet prvkov v množině V nie je možné každú 
křižovatku v meste obsadit informátorom, ale že by bolo 
žiadúce, aby v případe, že na niektorej křižovatko infor-
mátor nie je, existovala křižovatka ku nej susedná, na 
ktorej už informátor je. Najmenšia množina obsadených 
križovatiek s touto vlastnostou je najmenšia navonok 
stabilná množina v grafe 'S = (V, H), kde (v, w)eH, ak 
sú křižovatky v, w susedné v dopravnom zmysle. 

Iným príkladom takejto úlohy je problém umiestenia 
minimálneho počtu dám na šachovnici tak, aby každé 
pole, na ktorom dáma nestojí, bolo v dosahu niektorej 
z nich. Čitatel sa móže sám presvedčiť, že táto úloha je 
úlohou o minimálnej navonok stabilnej množině. 

3.2.4. Cesty na grafoch. Cestou na grafe = (F, H) 
voláme konečnú postupnost # = (w0, , ťj hn, vn), 
kde v0 a v1 sú rózne vrcholy hrany hlt vx a v2 sú rózne 
vrcholy hrany ht, ..., vn_ t a vn sú rózne vrcholy hrany hn. 

Dóležité je, aby sme si uvědomili, že v případe oriento-
vanej hrany ht nežiadame, aby v0 bol jej začiatočný a vx 
koncový vrchol. Móže to byť aj naopak! 

Na obr. 9 máme příklad cesty & = (v0, , , h2, v2, 
ha, vs) na orientovanom (připadne čiastočne orientova-
nom grafe). 

Ak naviac všetky orientované hrany ht = (Vi_lt 

h 

Obr. 9 
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majů svoje vrcholy i v tomto poradí na ceste hovoří-
me, že <€ je usměrněná cesta. Na obr. 9 je cesta (v3, h3, 
v2, h2, vx) usměrněná. 

Ak pře cestu % platí = vn a všetky ostatně vrcholy 
sú navzájom rózne, voláme ju kružnicou. Ak to platí pře 
usmernenú cestu voláme ju usměrněnou kružnicou. 

3.2.5. Vyhladanie cesty medzi dvoma vrcholmi. Táto 
úloha sa móže zdať čitatelom triviálna, ved kto by mohol 
mať starosti například s vyhladaním cesty z S do A na 
grafe z obr. 7a. Zdanie sa však tento raz myli. Omyl spo-
čívá v tom, že nie vždy máme možnosť „systematické-
ho" pohladu na graf ako celek. Představme si, že by sme 
nemohli kreslit žiadne obrázky, ale mali graf značený 
takto: 

V = {C, A, J, R, S, M} 
h, = (C, A), h2 = (A, J), h3 = (J, R), K = (R, S) 
ht = {S,C), ht = (M,C), h7 = (M, A), h, = (M,J) 
ht = (M,R), h10 = (M, 8) 

(takýmto spósobom by mohol byt graf z obr. 7a zadaný 
například v památi počítača). Při takomto spósobe urče-
nia grafu nevidno cestu z S do A „na prvý pohlad". 

Představme si však, že při takomto spósobe zadania 
by vrcholov nebolo 6, ale 60 a hrán okolo 300. Potom 
vzniká skutočne netriviálna otázka, podia akého algo-
ritmu třeba postupovat (například při riešení na počí-
tači) při hladaní cesty medzi dvoma vrcholmi grafu. 

Takýto istý algoritmus by mohol potřebovat aj spe-
leológ ( = jaskyniar), ked by zablúdil v spleti podzem-
ných chodieb a potřeboval by sa dostat von. Podzemně 
chodby možno totiž považovat za hrany niektorého gra-
fu a křižovatky chodieb za jeho vrcholy. Speleolog při-
tom nielen že nemá celkový pohlad na graf, ale nevidí nič, 
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okrem chodby, ktorou ide a chodieb, ktoré do nej ústia. 
Hoci pre prácu aplikovaného matematika je viac cha-

rakteristická tvorba matematických modelov, ako výběr 
algoritmov, algoritmus pre vyhTadanie cesty na grafe si 
preberieme ako zaujímavú ukázku. Čitatelia si potom 
móžu premysliet, ako by bolo třeba tento algoritmus 
upravit pre hladanie usmernenej cesty na orientova-
nom, připadne čiastočne orientovanom grafe. 

Algoritmus na vyhladanie cesty z vrchola v do w na 
grafe & = (V, H) opíšeme tak, že určíme pravidlá, 
pomocou ktorých sa ďalej predlži cesta, ktorá začala vo 
vrchole v a zatial dospěla po vrchol w: 

3.2.5.1. Nikdy nevybrat hranu, ktorá už raz do cesty 
vybraná bola, v tom istom smere ( = poradí vrcholov), 
ako predtým. Inými slovami, neslobodno íst po žiadnej 
hrané po druhý raz smerom, ktorým sme už raz išli. 

3.2.5.2. Ak je vrchol u ^ v a vrchol u sa na konštruo-
vanej ceste # vyskytuje po prvý raz na hrané (u, u), 
predížime cestu # hranou (u, u) len vtedy, keď niet inej 

Obr. 10 
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možnosti. Inými slovami, hranou, po ktorej sme do 
vrchola přišli po prvý raz, sa slobodno vrátit len vtedy, 
ked nemáme inú možnost. 

Dá sa dokázat (dókaz je například v knihe [4]), že 
po konečnom počte krokov bud dosiahneme vrchol w, 
ktorý sme chceli dosiahnut, alebo skončíme vo vrchole 
v tak, že cestu C nebude možné ďalej predížit bez poru-
šenia pravidla 3.2.5.1. Táto druhá možnost potom zna-
mená, že hladaná cesta na grafe neexistuje. 

Na obr. 10 vidíme příklad cesty z A do R (čiarkova-
nej), ktorú sme predlžovali podia pravidiel 3.2.6.1 
a 3.2.5.2, pričom ak bolo možné vyberat si z viacerých 
možností, vyberali sme si náhodné. 

3.2.6. Vyhladanie najkratSej cesty na grafe. Kým 
predchádzajúca úloha sa v praxi zriedkakedy vyskytuje 
samostatné (skór ako súčast širšieho problému), úloha 
o najkratšej ceste má vela priamych aplikácií. 

Váčšina čitatelov už iste používala automapu nášho, 
alebo cudzieho územia při hladaní najkratšej cesty 
medzi dvoma mestami. Přitom zistila, že najma pre 
vzdialenejšie mestá je to nelahká úloha, (stačí si skúsit 
vyhladat najkratšiu cestu z Popradu do Znojma, alebo 
z Oradey do Giurgiu v Rumunsku). Dopravné závody 
ČSAD, alebo dopravné útvary iných podnikov, však musia 
takéto úlohy riešit temer denne a preto sa na jej opako-
vané riešenie postupné nasadzujú samočinné počítače. 

Všeobecná formulácia úlohy o najkratšej ceste na 
grafe je nasledovná: 

Nech '¡S = (V, H) je graf, na ktorom pre každé 
h e H je dané kladné číslo d(h) (toto ohodnotenie móže 
vyjadřovat dížku hrany h, alebo čas, potřebný na jej 
přechod, alebo cenu za prepravu jednotkového nákladu 
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cez túto hranu). Nech ve V, t o e F . Třeba nájsť takú 
cestu V = (v = va. hlt ..., hn, v„.= w), aby číslo 

d{V) = 2 d(h) 
i = l 

bolo minimálně. 
Výpočtový postup (algoritmus) je typickou ukázkou 

metódy, vhodnej pre použitie na počítači. 
Pri tomto algoritme priradujeme vrcholom grafu po-

mocné ohodnotenia. Postupujeme takto: 
1° Vrcholu v (východisku) přiřadíme ohodnotenie 

f(v) = 0, všetkým ostatným vrcholom přiřadíme ohod-
notenie f(u) = oo, alebo f(u) = m, kde m je nějaké 
velmi velké číslo, například m = 1020 apod. Potom pře-
jdeme ku kroku 2°. 

2° Ak existuje hrana h = (u, u) e H, na ktorej 
/(«) — /(«) >d(h) 

nahradíme /(«) hodnotou f(u) -f- d(h) a vrátíme sa na za-
čiatok kroku 2°. Ak taká hrana neexistuje, přejdeme ku 
kroku 3°. 

3° Ohodnotenia vrcholov, ku ktorým sme dospěli, 
znamenajú minimálně hodnoty pre cesty # z vý-
chodiska do příslušného bodu. Minimálnu cestu & z vý-
chodiska v do vrcholu w potom zostrojíme spatné od 
vrcholu w podia 4°. 

4° Ak už máme zostrojenú koncovú část cesty 
vn_k, v„_*+1, ..., h„, vn = w a platí vn_k ^ v, náj-
deme vrchol i>„_*_i taký, že hn_k = (vn_k_v vn_k)eH 
a platí 

d{hn_k) - f(vn_k) — /(*>„_*_!) 
Cestu potom predížime v spátnom smere na tvar 

hn, v„ = w. Taký vrchol 
Vn-k-i vždy existuje vdaka spósobu, ktorým sme vyko-
nali kroky 1° a 2°. 
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Ak po tomto kroku je už prvým vrcholom na ceste 
vrchol v, sme hotoví. Ak nie, zopakujeme krok 4° 
s predíženou cestou. Po konečnom počte krokov napo-
kon dospejeme k hladanej ceste = {v = v0, v1; ..., 
K, vn = w). 

Ako příklad použitia tejto metódy si ukážeme postup 
(napr. v počítači) pri určovaní vzdialenosti z vrcholu A 
do R na grafe z obr. 7b. Postupujme podia tabulky 2. 

Ohodnotenie 
t J 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

A 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
C m m 31 31 31 31 31 31 31 
J m m m 44 44 44 44 44 44 
M m 38 38 38 38 38 38 38 38 
R m m m m m 74 72 72 70 
S m m m m 70 70 70 46 46 

Tab. 2 

Každej zmene pomocných ohodnotení vrcholov tu zodpo-
vedá nový štipec tabulky. Citatelov možno překvapí 
„hlúpy" postup pri určovaní stlpca 5, kde oprava ohod-
notenia f(S) sa vykonala pomocou hrany (M, S), hoci 
„múdrejsie" by bolo urobiť to pomocou hrany (C, S). 
Lenže pozor! Počítač nemá celkový prehlad a použije 
prvú hranu h = (u, u), na ktorú natrafí a pre ktorú 
f[Ů) — /(«) > d(h). Záleží teda potom len od poradia, 
v ktorom má počítač hrany v památi uložené. Ak má 
skór (M, S), ako (C, S), postupuje tak, ako v tomto pří-
pade. 
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3.2.7. Metoda kritickej cesty. Pomocou orientovaného 
grafu móžeme znázornit aj následnosť dielčich činností, 
ktoré sú potřebné pri vykonávaní niektorej práce. 

Představme si, že by sme v niektorej chatovej oblasti, 
kde ešte nie je uzávěr chatovej výstavby, chceli postavit 
chatu niektorého z typov, ktoré ponuka n. p. Dřevina. 
Cesta, ktorú musíme přej st od tohto násho rozhodnutia, 
až po ukončenia hruběj výstavby chaty, sa skládá 
z viacerých nutných činností (etáp). Ich zoznam vidíme 
v tabulke 3. Třetí štipec tabulky obsahuje trvanie čin-

Číslo 
činnosti 

Názov činnosti Trvanie 
činnosti 

Pred-
chádza-

júce 
činnosti 

1 Projektové práce 2 — 

2 Povolenie na výstavbu 2 1 
3 Objednávka a výroba chaty 

u n. p. Dřevina 10 — 

4 Výkop základov 2 2 
5 Nákup a dovoz železa a dře-

va na debnenie 1 2 
0 Debnenie základov a armo-

vanie 1 4,5 
7 Nákup a dovoz kameňa, 

Strku a cementu 1 2 
8 Vybudovanie základov 1 6,7 
9 Montáž chaty 1 3,8 

10 Nákup a dovoz krytiny 1 2 
11 Pokrytie chaty 1 9,10 

Tab. 3 

46 



nosti v mesiacoch, a štvrtý, veTmi dóležitý, nám ukazuje, 
ktoré činnosti už musia byť ukončené, aby sa niektorá 
činnost mohla začať. Například činnost 8 — vybudova-
nie základov, sa móže začať, až keď sú ukončené čin-
nosti 6 a 7, t. j. debnenie základov s armovaním a dovoz 
potřebného stavebného materiálu. 

Obsah tabulky 3 sa priam ponúka na to, aby sme ho 
vyjádřili pomocou grafu. Prvý možný spósob vidíme na 
obr. 11, kde ide o tzv. sieťový graf vrcholového typu. 
O druhom možnom type, hranovom, si povieme neskór. 

Každá činnost je tu znázorněná vrcholom grafu, ktorý 
je označený zlomkom m/n, kde m je číslo činnosti a n jej 
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trvanie. Vrchol m/m spojíme s pjq orientovanou hranou 
(šípkou), ak činnosti p-tej musí predchádzať m-tá podia 
4. stípca tab. 3. Okrem toho přidáme do grafu pomocné 
vrcholy z (začiatok) a k (koniec) s nulovým trváním. 

V tomto grafe vrcholového typu sú teda činnosti 
znázorněné vrcholmi a nadváznosti hranami. 

Sietový graf nám nielen umožňuje velmi názorné 
vyjádřit nadváznosti jednotlivých činností, ale aj zistit 
niektoré časové relácie. Ak začneme čas počítat v mesia-
coch od začiatku práč, zistíme postupné, že činnosti 1 
a 3 móžu začat v čase 0, č. 2 a 10 v čase 2, č. 4, 5 a 7 
v čase 4, č. 6 v čase 6 atd. až činnost k v čase 12, t. j. 
o 12 mesiacov by sme mali mať chatu v hruběj stavbě 
hotovú. Čísla najskoršieho možného začiatku píšeme 
vlavo hore pri príslušnom vrchole. 

Móžeme si však položit aj ďalšiu otázku: aké sú naj-
neskoršie nutné začiatky jednotlivých činností, ktoré by 
ešte nespósobili predíženie výstavby na čas dlhší, ako 12 
mesiacov. Tieto časy si postupné odvodíme od konca. Pře 
činnost 11 je to 11, pře č. 10 a 9 je to 10, atď. Údaj 
o najneskoršom nutnom začiatku píšeme vpravo hore 
pri príslušnom vrchole. 

Rozdiel medzi nejneskorším nutným a najskorším mož-
ným začiatkom znamená rezervu, o ktorú možno trvanie 
tej ktorej činnosti predlžiť bez toho, že by sa porušil 
konečný termín. Údaje o rezerve píšeme pod vrchol. 
Samozrejme, túto rezervu sme vypočítali za předpokladu, 
že ostatné činnosti prebehnú podia plánu. Ak by sa totiž 
například činnost 2 predížila o 1 mesiac, nebude mať 
činnost 7 rezervu 4, ale už len 3 mesiace apod. 

Činnosti, ktoré nemajú žiadnu rezervu, majů zvláštně 
postavenie, pretože každé omeškanie sa v nich sa prejaví 
predlžením času výstavby. Preto sa usměrněná cesta, 
ktorá nimi prechádza z vrcholu k do z, volá kritická. 
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V našom případe sú na kritickej ceste činnosti 3, 9 a 11. 
Stačí však, aby sme z nějakých dóvodov museli napří-
klad o 2 mesiace predlžiť činnosť 1 (dajme tomu, že 
povolenie na výstavbu přídě o dva mesiace neskór), 
a už sa na kritickej ceste ocitnú aj činnosti 2, 4, 6, 8. 

Metóda, ktorú sme si opísali, sa volá metóda kritickej 
cesty, skrátene CPM, podia anglického názvu „critical 
path method", je najjednoduchšou z metod tzv. sieťovej 
analýzy, ktorá sa zaoberá štúdiom sieťových grafov, 
ktoré vyjadrujú nadváznosti dielčích činností. Tieto me-
tódy sa už bežne používajú při zostavovaní plánov vý-
stavby váčších stavieb, plánovaní výskumu a vývoja 
nových zariadení apod. 

Pri práci so sieťovým grafom z obr. 11 pociťujeme 
jednu nevýhodu, a to že má ohodnotené vrcholy, a nie 
hrany, ako sme boli zvyknutí, čoho dósledkom je aj to, 
že činnosti, ktoré majů poměrně dlhé trváme, sú znázor-
něné vrcholmi, kým okamžiky prechodov medzi čin-
nosťami sú znázorněné hranami, teda útvarmi geometric-
ky dlhšími. Ukážeme si, že od grafu vrcholového typu 
možno prejsť ku grafu hranového typu, kde činnosti 
budú vyjádřené ohodnotenými hranami. 

Vykonajme dva kroky: 
1° Nahraďme každý vrchol, s výnimkou z a k, dvoji-

cou vrcholov, spojených orientovanou hranou (v smere 
zlava doprava). Hrany, ktoré predtým končili vo vrcho-
le, budú teraz končiť v lavom zo spomínaných vrcholov 
a hrany, ktoré predtým vo vrchole začínali, budú začí-
nat v pravom z dvojice vrcholov. Póvodné označenie 
vrchola přiřadíme teraz hrané, ktorou sme vrchol nahra-
dili (obr. 12). 

2° Každú dvojicu vrcholov, spojených neohodnotenou 
hranou, nahradíme postupné jeclným vrcholom, ak sa 
splnia tieto podmienky: 
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2a) nepřidá sa tým do grafu závislost medzi takými 
činnostami, ktoré predtým boli nezávislé, 

2b) nespósobí sa to, že by niektoré vrcholy boli spojené 
viac, než jednou hranou. 

Obr. 13 
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Vrcholy, ktoré po kroku 2° splynu do jedného, sme na 
obr. 12 čiarkovane ohraničili a přidělili sme im abecedné 
označenia. Ich spojením vznikne graf z obr. 13. Vrcholy c, 

Vo,-^- — 
\ 6 / / 

\\ \ 

Obr. 15 

Obr. 10 
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d nemohli splynut vzhladom na pravidlo 2b. Pretože 
v našom přiklade sa neuplatnilo pravidlo 2a, ukážeme si 
případ, kedy sa s ním střetneme. 

Představme si, že na obr. 14 máme část sietového 
grafu vrcholového typu, z ktorej po kroku 1° dostaneme 
graf z obr. 15. Ak by sme tu chybné žlučili tri vrcholy do 
b, porušili by sme pravidlo 2a přidáním závislosti čin-
nosti 5 na činnosti 2, ktorá vo východiskovom grafe nie 
je (obr. 16). Výsledok správného zlúčenia máme na 
obr. 17. 

3.3. Dopravné s ie te 

Hoci teóriu dopravných sietí si uvádzame ako posled-
nú, je svojím významom pre aplikácie prvá a preto jej 
venujeme túto samostatnú část. 

Dopravnou sietou voláme orientovaný graf Ž? = 
= (V, H) bez usměrněných kružnic, v ktorom 

1. každéj hrané heH je priradené ohodnotenie k(h) > 
> 0; toto ohodnotenie sa volá priepustnost, alebo kapa-
cita hrany h, 

2. existuje vrchol p e V, v ktorom nekončí a vrohol 
u e V, v ktorom nezačína žiadna hrana z H. Vrchol p sa 
volá prameň a u sa volá ústie siete. 

Ak graf & splňa len podmienku 1., volá sa zovšeobec-
nená dopravná sieť. 

Tokom v dopravnej sieti voláme funkciu /, ktorá kaž-
dej hrané heH přiřadí nezáporné číslo f(h) ^ k(h), ktoré 
voláme velkostou toku cez hranu h, pričom 

ft = 2 f(v, W) = S f(w, v) = /,-
df (i»:(e.w)6«J (w:(w.9)elf) df 

pre lubovolné ve V — [p, w}. 



Táto podmienka sa podobá na Kirchhoffov zákon, 
známy z fyziky („čo do vrchola priteóie, musí z neho aj 
odtiecť"). 
' Tok / sa volá maximálny v dopravnej s ie t i^ = (V, H, 
k), ak pre každý iný tok g v tejto sieti platí /J ^ gi. 

Dopravnú sieť si móžeme představit ako sieť vodných 
kanálov, do ktorých sa voda dostává z jediného prameňa 
p a z ktorých ústi do jediného ústia u. 

Dopravná sieť s jediným prameňom a jediným ústím 
by sa mohla zdať matematickým modelom příliš špeciál-
nym a preto aj málo aplikovatelným. Ved běžné doprav-
né siete (nie v matematickom zmysle), ako například 
čestná, alebo železničná sieť, majů viac miest, z ktorých 
prúdy vozidiel vychádzajú, alebo kam prichádzajú. 

V nasledujúcom příklade si ukážeme, že matematický 
pojem dopravnej siete má predsa len váčšie použitie, 
než by sa na prvý pohlad zdálo. 

Odberatel 1 2 3 4 5 6 

Zdroj 
\ P o z i a d . 

\ 
\ 

\ 50 00 60 75 35 60 

P o n u k a \ 

A 60 40 0 50 0 0 60 
B 30 0 20 0 0 0 30 
C 50 35 50 0 0 0 0 
D 70 0 65 0 100 0 0 
E 40 0 0 0 40 30. 0 
F 80 0 0 0 80 50 0 

Tab. 4 



3.3.1. Příklad. Předpokladajme, že na jednom břehu 
mora sú zdroje A, B, C, D, E, F niektorej suroviny, 
ktorej odberatelia číslo 1, 2, 3, 4, 5, 6 sídlia na druhom 
břehu. Medzi sídlami zdrojov A—F, a odberatelov 
1—6 premávajú rózne lodné linky, ktoré prevážajú 
připadne cestujúcich, rózne tovary a na prepravu našej 
suroviny móžu vyčlenit kapacitu podia tabulky 4 (kapa-
citu meriame v jednotkách množstva za jednotku časo-
vú). Pri zdrojoch hned uvádzame ponúkané, při odbera-
teloch požadované množstvo. Nula vovnútri tabulky 
znamená, že od dodávatela z příslušného riadku ku od-
běratelovi z příslušného stlpca bud lodná linka nepre-

Obr. 10 
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máva, alebo na prepravu nasej suroviny nemá žiadnu 
volnú kapacitu. Číslo 50 v treťom riadku, druhom štipci 
například znamená, že od zdroja 0 k odběratelovi 2 pre-
máva linka s kapacitou 50 pře přepravu našej suroviny. 

Túto situáciu možeme vyjádřit grafom z obr. 18. 

Obr. 19 

Takýto graf, v ktorom sa množina vrcholov rozpadá na 
dve časti a hrany vedú len z časti prvej do druhej, sa 
v literatuře volá prostý graf. Definícii dopravnej siete 
sice nevyhovuje, ale ukážeme si, ako ho možno jednodu-
chým obratom upravit na dopravnú sieť. 

Pridajme ku množině vrcholov grafu z obr. 18 „umě-
lý" (fiktívny) prameň p a ústie u (obr. 19). Přitom spojme 
vrchol p s každým z vrcholov A, . . . , F orientovanou 
hranou s kapacitou, ktorá sa rovná ponuke odpovedajú-

56 



čeho dodávatela. Podobné spojíme vrcholy 1, . . . , 6 
s vrcholom u hranami s kapacitami, ktoré sa rovnajú 
požiadavkám odberatelov. Kedže v strednej časti grafu sú 
hrany v smere volných Iodných liniek s kapacitou, kto-
rá sa rovná kapacitě týchto liniek, určuje každý tok 
v tejto sieti svojimi hodnotami v strednej časti grafu 
velkost dodávok od dodávatefov k spotrebitelom. / je 
tok, a preto žiadnej linke sa neurčí přepravit viac, než 
je jej kapacita, do žiadneho z vrcholov A, . .., F neprí-
de, a teda ani z neho neodíde viac jednotiek toku 
( = suroviny), než je kapacita hrany, spojujúcej prameň 
s týmto vrcholom, teda než je ponuka tohto dodávatela. 
Z podobných dóvodov ani žiaden odberatel nedostane 
viac, než je jeho požiadavka. Maximálny tok v tejto 
sieti určí potom maximálně úhrnné množstvo suroviny, 
ktoré možno pri splnění daných podmienok previezť od 
dodávateíov k spotrebitelom. 

3.3.2. Ford-Fulkersonov algoritmus na vyhladanie 
maximálneho toku v dopravnej sieti. Úloha o maximál-
nom toku má vela aplikácií a preto nevyhnutne potřebu-
je efektívny algoritmus, ktorý možno dobré programo-
vat na samočinnom počítači. Obidve tieto vlastnosti má 
Ford-Fulkersonov algoritmus, ktorý si preberieme po-
drobnejšie. 

Pri použití tohto algoritmu vychádzame z nulového 
toku, którý každej hrané heH priraďuje hodnotu f(h) = 
= 0. Po konečnom počte krokov dospejeme ku maxi-
málnemu toku. 

Pri každom kroku sa nejprv rozhodneme, či tok, ktorý 
sme dosiahli, je už maximálny, alebo nie. Ak nie, uká-
žeme si, ako ho zváčšit. 

Predpokladajme, že sme zatial dosiahli tok /, ktorý 
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nie je maximálny, t. j. že ešte existuje niektorý tok g, 
pře ktorý 

9+P = 2 g{p, w)>f;= 2 f{p, «0 
(p.w)eft (j>,w)6 H 

Potom musí existovat aspoň jeden vrchol wlt pre ktorý 

f(p, icj < g{p, wx) ^ k(p, wj 
čiže hranou (p, wx) přitéká do vrcholu wi váčší tok g, 
ako /, a teda 

1. buď existuje hrana (wv w2) eH, na ktorej 
f{wlt w2) < g(wlt w2) < k(w1, w2) 

(t. j. touto hranou aj odtéká váčší tok g, ako /, 
2. alebo existuje hrana (w2, Wj) eH, na ktorej 

f(w2, wj > g{w2, wj ^ 0 

(t. j. touto hranou sa nerovnost z 1. zasa kompenzuje). 
V prvom případe možno vo vrchole w2 zopakovat 

úvahu, ktorú sme vykonali vo vrchole wv 
V druhom případe z vrchola w2 vychádza hranou 

(w2, wx) váčší tok /, ako g, a teda bud to kompenzuje iná 
hrana (w2, w3), na ktorej 

f(w2, w3) < g(w2, w3) ^ k(w2, w3) 

alebo po niektorej hrané (w3, w2) do w2 aj váčší tok vchá-
dza, čiže 

f(wa, w2) > g{w3, w2) ^ 0 

Úvahu, ktorú sme vykonali vo vrchole w2, móžeme 
vykonat vo w3 a definovat w4, atď. Dostáváme tým po-
stupnost vrcholov p = w0, wu w2, . . . , ktorá má tú 
vlastnost, že ak (w^, wt) e H, tak platí 
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f{Wi_lt Wi) < g(wi_í, wt) Sí h{Wi_lt Wi), čiže 
f{u>i-i, wi) < kiWi^, w) 

a ak (wi, Wi_x) eH, tak 

Uvažme teraz množinu W eV vrcholov, do ktorých sa 
takýmito postupnosťami móžeme dostat. Dokážeme si, 
že za nášho předpokladu fp < g*t platí u e W. Postupuj-
me nepriamo. Nech by MG Wc = V — W. Potom pře 
hrany (w, v)eH, w e W, ve Wc by platilo f(w, v) ^ 
S: g(w, v), pretože inak by sme postupnost, ktorou do-
siahneme vrchol w, mohli predížit aj do bodu v a bolo by 
v e W, v f Wc. 

Ďalej je z podobných dóvodov zřejmé, že ak (v, w) e H, 
v e Wc, weW, tak f(v, w) ^ g(v, w). 

Situáciu, ku ktorej sme dospěli, vidíme na obr. 20. 
Obsahuje v sebe spor, pretože toky / a g „vyvierajú" len 
vo vrchole p, všetky ostatné vrcholy množiny W vyšlu 
tolko toku, koTko ho prijmú. Přitom /£ < a aj pře 
přítok z množiny Wc platí 

f{Wi, v>i-i) > g{wu ž 0, čiže 
t(wj, Wi_x) > 0 

Obr. 20 
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2 /(», v>) < 2 g{v,w) 
vewc 

106 w 

Potom ale nevyhnutné 

t>ewc 

we»»' 

2 /(«>. ») < 2 v) weH' 
«6»FC 

čo je v spore s tým, že na všetkých hranách z W do W° 
má platit f(w, v) ^ g(w, v). Předpoklad u e WG teda 
vedie k sporu. 

Tým sme dokázali, že u e W, t. j. že existuje postup-
nost p = v0,vu ..., vn = u, na ktorej 

í/ÍWí.!, Wi) < k{Wi_u Wi) pre (w{_lt w J e H („vpřed") 
\f(Wi, > 0 pre (wt, w^eH („vzad") 

Označme 
d = min {minj^Wi.!, wť) — f(w¡.j, wt)], min f(wit m>í_!)} 

(».• , , »•)€« («7-. MJ. )eH 1-1 i i l—1 

a definujme teraz nový tok / pomocou postupnosti 
p = w0, wu . . w„ = u a čísla d\ 

f(h) + d pre h = (wt_v w{) 
(F) f(h) = ¿-f(h) — d pre h = («*, 

f(h) v ostatných prípadooh 

Ukážeme si, že / je opat tok, váčší, ako /. 
Z definície čísla d vyplývá, že 0 ^ J(h) Si k(h) pre 

všetky heH. 
„Kirchhoffov zákon" sa tiež nenaruší, pretože pre 

vrcholy, ktoré nie sú prvkami postupnosti, sa tok / 
nezmenil, a ak i = 1, . . . , n — 1, tak móže nastat len 
jeden z prípadov z obrázku 21 a v žiadnom z nich sa táto 
podmienka nenaruší. 
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Pretože w0 = p, platí = /J + d a teda tok sa zváč-
' šil. 

Postupnost p, wlt . . . , m>„-i> u nám teda poslúžila na 
zváčšenie toku /. Na zváčšenie toku / však už poslúžiť 
nebude móct, pretože vdaka definícii korekcie d sa jedna 
z nerovností (Ď) stane rovnostou. 

Obr. 21 

Pretože všetkých ciest na grafe s konečnou vrcholovou 
množinou je len konečný počet, po konečnom počte 
krokov už vyřadíme všetky takéto korekčné postup-
nosti. Ford-Fulkersonov algoritmus má teda vždy len 
konečný počet krokov. 

Móžeme teda zhrnúť: 
1. Ak východiskový tok / nie je maximálny, tak 

existuje postupnost vrcholov p = w0, wx, ..., w„ = u 
s vlastnosťou (D) a pomocou nej možno ku / definovat 
nový tok /, váčší, ako /. 

2. Ak / je maximálny tok, tak takáto postupnost 
neexistuje, pretože keby existovala, / by sa dal zváčáiť. 

Cestu s vlastnostami (D) móžeme hladat viacerými 
spósobmi. Například při ručnom spracovaní móžeme 
farebnou ceruzkou vyznačit na jednotlivých hranách, či 
spíňajú podmienku (D) vpřed, vzad, alebo obidvoma 
smermi. 

Pri spracovaní na počítači sa jeden krok Ford-Fulker-

61 



sonovho algoritmu s východiskovým tokom / vykoná 
takto: 

3.3.2.1. Vrcholu p přiřadíme pomocný index 0. 

3.3.2.2. Ak vrchol v už pomocný index má a vrchol w 
nie, prióom f(v, w) < k(v, w), přiřadíme vrcholu w pomoc-
ný index -j-«. Tým si označíme, že při tvoření cesty 
s vlastnosťou (D) móže za vrcholom v nasledovať w 
v zmysle „vpřed". 

3.3.2.3. Ak vrchol v už pomocný index má a vrchol w 
nie, prióom f(w, v) > 0, přiřadíme vrcholu w pomocný 
index —v („vzad"). 

3.3.2.4. Ak po pridelení pomocných indexov všetkým 
vrcholom, ktorým sa to dá, zostane vrchipl u bez pomoc-
ného indexu, je tok/ maximálny. Ak má vrchol u pomoc-
ný index -\-v, položíme w„ — u, wn_x = v (postupnost 
konstruujeme od konca a číslo n zatial nepoznáme). 
w„_2 bude potom vrchol, vymenováný v pomocnom 
indexe vrchola atd., až sa dostaneme k vrcholu p. 

V případe, že hladáme celočíselný tok, a že aj kapacity 
k(h) sú všetky celočíselné, móžeme súčasne s konštruk-
ciou postupnosti ihned opravovat tok o jednotku takto: 

Ak ma vrchol u = wn index přidáme k f{wn_ 
wn) číslo +1 . 

Ak má vrchol index -\-w{_ít přidáme k f(Wi_lt wt) 
číslo + 1 . 

Ak má vrchol wt index — o d č í t á m e od f(Wi, w ^ ) 
číslo 1. 

Je zřejmé, že po konečnom počte krokov tento postup 
skončí, pretože tok je zhora ohraničený a pri každom 
kroku vzrastie o 1. 
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V případe, že nejde o celočíselnú úlohu v tomto zmys-
le, musíme po skonštruovaní postupnosti vyrátat d 
a opravit tok podia (F). 

3.3.3. Příklad (pokračovanie 3.3.1). Predpokladajme, 
že v sieti z obr. 19 je zatial nulový tok. Vlastnost (D) 
má napr. postupnost p, A, 1, u a móžeme na nej defino-
vat opravu d = 40, ktorú přidáme k toku na hranách 
(p, A), (A, 1) a (1, u). Ďalej móžeme postupovat napr. 
takto: 

Obr. 10 

63 



Postupnosť p, 
Postupnost p, 
Postupnosť p, 
Postupnosť p, 
Postupnosť p, 
Postupnosť p, 
Postupnosť p, 
Postupnosť p, 
Postupnosť p, 

A, 6, u 
B, 2, u 
B, 6, u 
C, 2, u 
D, 2, u 
D, 4, u 
E, 4, u 
E, 5, u 
F, 5, u 

nam 
nám 
nám 
nám 
nám 
nám 
nám 
nám 
nám 

dá opravu 20 
dá opravu 20 
dá opravu 10 
dá opravu 50 
dá opravu 20 
dá opravu 50 
dá opravu 25 
dá opravu 15 
dá opravu 20 

Pri týchto úpravách pri ktorých sme použili smer vpřed 
dojdeme k sieti s tokom na obr. 22. Čitatel zlomku na 
hrané znamená kapacitu, menovatel veTkosť toku. 

Tu už sa nedá nájsť postupnosť s vlasnosťou (D), ktorá 
by používala len smer „vpřed". 

Obr. 23 



Pře vyhladanie korekčnej cesty použijeme pomocné 
indexy a postupné ich pridelíme takto: 
vrcholu p, F, 4, D, 2, C, 1, A, 3, u 
index 0, +p, +F, —4, +D, —2, +C, —1, +A, + 3 

Keďže sme už dosiahli vrchol u, nebudeme přidělovat 
dalšie indexy, hoci by to bolo možné. 

Na korekčnej ceste p, F, 4, D, 2, C, 1, A, 3, u máme 
d = min {60, 80, 50, 45, 50, 35, 40, 50, 60} = 35 

Toto číslo přidáme k toku na hranách (p, F), (F, 4), 
(D, 2), (C, 1), {A, 3), (3, u) a uberieme na (D, 4), (C, 2), 
(A, 1). 
Dostaneme tok z obr. 23. Pridelíme pomocné indexy 

Obr. 10 
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Odberatel 1 2 3 4 5 6 spolu 
Ne-

Zdroj 
\ P o ž i a d . 

\ 
využ. Zdroj 

\ 
\ 

50 90 60 75 35 60 dodá po-\ 
\ nuka 

P o n u k a \ 

A 60 6 — 35 — — . 20 60 — 

B 30 — 10 — — — - 20 30 — 

C 50 35 15 — — — — • 50 — 

D 70 — 65 — 5 — — 70 — 

E 40 — — — 25 15 — 40 — 

F 80 — — — 45 20 — 65 15 

Spolu 
dostaneme 40 90 35 75 35 40 315 

Neuspoko- Spolu 
jená požia- přepra-
davka 10 — 25 — — 20 vené 

Tab. 5 

vrchol p, F, 4, D, 2, B, 6, u 
index 0, +p, +F, —4, +D, —2, +B, + 6 

a na ceste p, F, 4, D, 2, B, 6, u dostaneme 
d = min {35, 45, 15, 10, 20, 20, 30} = 10 

Po přidaní tohto čísla k toku na hranách (p, F), (F, 4), 
(D, 2), (B, 6), (6, u) a jeho ubraní od (D, 4) a (B, 2) dosta-
neme tok z obr. 24. 

Tu možeme dať pomocné indexy takto 
vrchol p, F, 4, 5, E, D 
index 0, +p, +F, +F, —4, —4 
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a žiadne dalšie. Vrchol u teda index nedostane, čiže tok 
je maximálny. 

Znamená to potom rozdelenie dodávok jednotlivými 
linkami podia tabulky 5. (například z A do 1 dodávka 5, 
z A do 3 dodávka 35 atď.). Vidíme, že ponuka zdrojov 
sa využila temer úplné, kým požiadavka odberatelov 
(ktorá bola váčšia, než ponuka) zostala u niektorých 
z nich čiastočne neuspokojená. 

3.3.4. Úloha o pridelení praeovníkov na pracoviská. 
Predpokladajme, že niektorý podnik rozšiřuje počty 
svojich praeovníkov, například preto, že zakúpil nové 
stroje a potřebuje robotníkov na ich obsluhu. Predpo-
kladajme, že ku strojom třeba dovedná šest praeovníkov 
na pracovně miesta č. 1, 2, . . . , 6 a že podnik přijal šest 

Obr. 10 
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nových robotníkov Adama, Blažeja, Cyrila, Dušana, 
Emila a Floriana, ktorých skrátene označíme A, B, C, 
D, E, F. Predpokladajme, že ide o pracovníkov kvalifi-
kovaných a skúsených, pričom 

A má předpoklady zastať miesto 1, 3, 6 
B —,,— miesto 2, 6 
C —,,— miesto 1, 2 
D —,,— miesto 2, 4 
E —,,— miesto 4, 5 
F —,,— miesto 4, 5 

Vedúci by týchto pracovníkov rád rozmiestil tak, aby sa 
každý pracovník dostal na miesto, na ktoré už má před-
poklady (kvalifikáciu, zapracovanie apod.), aby ho ne-
bolo třeba školil 

Obr. 10 
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Pretože pracovníkov je poměrně málo, po istej náma-
he by sa (například postupným preberaním všetkých 
variantov) vedúcemu podařilo nájsť najlepšie rozmieste-
nie. Ak by ich však bolo povedzme tridsať, úloha by bola 
nad jeho sily. Tu móže pomoct matematika, presnejšie 
dopravné siete. 

Áno, dopravné siete, hoci v zadaní úlohy o žiadnu 
dopravu nejde. Dostaneme sa k nim takto: 

Je celkom prirodzené znázornit pracovníkov a pra-
covně miesta vrcholmi grafu (obr. 25) a spojit každého 
pracovníka orientovanou hranou s tými pracovnými 
miestami, pře zastávanie ktorých má předpoklady. Úlo-
ha, ktorú třeba riešit, je vybrat čo najváčší počet hrán 
tohto grafu tak, aby žiadne dve z nich nemali spoločné 
vrcholy. Táto úloha sa volá úlohou o párovaní vrcholov 
prostého grafu. No a k dopravným sietám je už len kró-
čik. Stačí přidat ku grafu z obr. 25 fiktívny prameň p 
a ústie u (obr. 26), předpokládat, že všetky hrany majů 
kapacitu 1 a hladat maximálny celočíselný tok. 

Každý celočíselný tok / v tejto sieti móže na hranách 
siete nadobúdat len hodnoty 0, alebo 1. Hrany v stred-
nej časti grafu, na ktorých / = 1, sú isté také, že žiadne 
dve z nich nemajú spoločný vrchol (nemóžu to byť 
například hrany (A, 1) a (A, 3), pretože podia „Kirch-
hoffovho zákona" by muselo byť f(p, A) ;> 2 čo je spor 
s tým, že kapacita hrany (p, A) je 1). 

Cím váčší je tok /, tým viac je vybraných hrán 
( = dvojíc) na ktorých / = 1. Maximálny tok nám po-
tom dá aj maximálnu vybránu množinu. 

Riešme teraz našu úlohu vyhladaním maximálneho 
toku v sieti z obr. 26. Postupným výberom korekčných 
ciest {p, A, 1, u), {p, B, 2, u), (p, D, 4, u), (p, E, 5, u) 
dostaneme tok /, pre ktorý /J = 4, pričom hrany h, na 
ktorých f{h) = 1 označíme čiaročkou. Tento tok sa už 
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cestami „len vpřed" nedá zváčšiť, použijeme preto po-
stupnosti, ktoré idú aj „vpřed" aj „vzad" a hladajme 
ich pomocou pridavných indexov. Tak postupné přidě-
lí me tieto indexy: 

vrchol p, C, 1, A, 3, u 
index 0, +p, +C, —1, +A, + 3 

Obr. 27 

Čiže přidáme jednotku toku na (p, C), (C, 1), (A, 3), 
(3, u) a uberieme ju na (A, 1) — obr. 27. 
Potom podobné 

vrchol p, F, 4, D, 2, B, 6, u 
index 0, +p, +F, —4, +D, —2, +B, + 6 
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čím dostaneme tok (už maximálny) na obr. 28. Ten nám 
určuje, že pracovníkovi A třeba přidělit miesto 3, 
B—6, C—1, D—2, E—5, F—4. Existuje aj riešenie 
v ktorom namiesto E—5, F—4 je F—5, E—4. 

Obr. 28 

3.3.5. ťíloha o tunrasoch dopravných prostriedkov. 
Táto úloha na rozdiel od predchádzajúcej, je dopravného 
charakteru, ale uplatnenie dopravných sietí v nej bude 
i tak založené na prekvapujúcom obrate. 

Predpokladajme například, že istá obec má staré 
centrum i so žel. stanicou — označíme ho C, dalej nové 
sídlisko — S, závod — Z a školu — Š, (ktorá je mimo 
centra i sídliska, pretože slúži aj deťom zo susednej 
obce). Jazdné doby autobusov medzi týmito miestami 
sú vidno z obr. 29. Vzhladom k tomu, že robotníci v zá-
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vode pracujú od 6,00, administratívni pracovníci tamže 
o 6,45, v centre od 7,15, vlak odchádza o 6,30 a v škole sa 
začína dopoludnajšia směna o 7,30, je potřebné, aby 
chodili tieto autobusové spoje: 

Obr. 29 

Spoj. č. 1: centrum 53a závod 560 

Spoj. č. 2: sídlisko 540 závod 5B0 

Spoj. č. 3: sídlisko 600 centrum 620 

Spoj. č. 4: sídlisko 640 centrum 700 

Spoj. č. 5: centrum 604 sídlisko 624 závod 634 

Spoj. č. 6: centrum 6" sídlisko 708 škola 724 

Otázka je, aký minimálny počet autobusov je potřebný 
na obslúženie týchto spojov. 

Pri riešení tejto úlohy (nielen tejto konkrétnej, ale aj 
všeobecnej úlohy v turnusoch vozidiel), hrá dóležitú 
úlohu binárna relácia na množině spojov. Dva spoje sú 
v tejto relácii, ak jeden dopravný prostriedok po obslú-
žení jedného spoja stihne obslúžiť aj druhý (táto relácia 
je zrejme nesymetrická, druhý spoj je vždy v časovej 
následnosti za prvým). 

Jedna možnost na využitie grafov sa tu priam núka. 
Zostrojme orientovaný graf, ktorého vrcholmi budú spo-
je s a orientované hrany budú vyjadřovat reláciu, o kto-
rej sme si už hovořili. Niektoré hrany však móžeme 
z grafu vynechat, a to tie, ktoré i tak vyplývajú z tran-
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zitivity našej relácie. Například ak pře tri spoje platí 
sx -*• s2 a s2 -»• s3, zrejme aj ->- s3, ale túto hranu mó-
žeme pre jednoduchost a prehladnost vynechat z grafu. 
Pře náš konkrétny příklad máme tento graf na obr. 30. 
Postupnost vrcholov s^ s2, . . ., taká, že každá dvojica 
(«;_!, sť) je hranou grafu, určuje poradie spojov pre jed-
notlivé vozidlo, čiže jeho turnus. 

Obr. 30 

Úlohou je pokryt celú vrcholovú množinu najmenším 
možným počtom takýchto postupností. Ak by niektorý 
vrchol ( = spoj) bol vo viacerých postupnostiach, jedno-
ducho ho vynecháme zo všetkých postupností, okrem 
jednej. 

Riešit túto úlohu na grafe z obr. 30 je velmi jednodu-
ché. Na prvý pohlad nám stačia dve postupnosti, napří-
klad 1, 3, 4 a 2, 5, 6. 

V skutočných úlohách z praxe sa však uvažujú 
desiatky, ba stovky spojov a tam sa už na intuiciu spo-
liehat nemožno. Třeba mať algoritmus, ktorý zaručene 
vedie k optimálnemu riešeniu, čiže k minimálnemu počtu 
potřebných vozidiel, a to taký, ktorý by sa dal použit 
aj na počítači. 

Žial, priamo pre úlohu v tom znění, o akom sme dosial 
uvažovali, algoritmus nepoznáme. Tu přídě fígel o kto-
rom sme už hovořili a ktorým úlohu prevedieme na 
dopravné siete. 
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Najprv si uvedomíme, že pře riešenie nasej úlohy 
nemusíme poznat celý spoj, od odchodu z východiska, 
cez přechod všetkými zastávkami až po příchod do cielo-
vej stanice. Stačí nám poznat ho v dvoch momentoch: 
pri odchode a pri příchode. Namiesto jedného spoj a s 
stačí nám uvažovat jeho odchodovú charakteristiku s0 
(čas odchodu a východisko) a príchodovú charakteristi-
ku sP. Co keby sme teda každému spojů nepridelili jeden 
vrchol grafu, ale dva — příchodový a odchodový. Po-
dobné, ako v grafe na obr. 18 móžeme dat „příchodové" 
vrcholy do lavého a odchodové do pravého stlpca. 
Přitom spojíme sp hranou s vrcholom S0, ak jedno vozidlo 
po vykonaní spoj a s móže vykonat spoj š. 

Uvážme teraz úlohu o párovaní v tomto grafe. Ak 
vyberieme pár, čiže hranu (sv, S0)T znamená to, že to isté 
vozidlo vykoná spoj s a po ňom S. 

Predpokladajme, že spojov je dovedná m. Ak by sme 
z grafu nevybrali žiadnu hranu, potřebovali by sme 
toTko vozidiel, korko je spojov, čiže TO. Vybráním každej 
hrany sa potřebný počet vozidiel zníži o jedno, pri vy-
bere n hrán je potřebný počet vozidiel m—n. Maximál-
nym možným počtom vybraných hrán minimalizujeme 
potřebný počet autobusov. 

Ak máme vybrané hrany, turnusy už vytvoříme lahko. 
Vyhíadáme taký vrchol 8™, do ktorého neústi žiadna 
hrana. Ten nám určí, že spoj s(1) bude prvým v turnuse 
pre niektoré vozidlo; ak z s^' nevedie vybraná hrana do 
žiadného sj,2', vykoná toto vozidlo len jeden spoj s(1). Ak 
vedie vybraná hrana do sj,21, vykoná vozidlo po spoji 
s(1) spoj s(2). Podobné postupujeme dalej. 

Vidíme, že úlohu o optimalizácii turnusov sme pre-
viedli na úlohu o maximálnom párovaní vrcholov 
prostého grafu. No a o tejto úlohe sme si už ukázali, že 
přidáním fiktivneho prameňa p, ktorý teraz spojíme 

74 



s každým s„ a ústia u, s ktorým teraz spojíme každý 
vrchol s0, dostaneme dopravnú sieť, v ktorej kapacitu 
každej hrany předpokládáme jednotkovú. Maximálny 
tok v tejto sieti nám určí maximálně spárovanie a tým 

Obr. 31 

aj minimálny počet vozidiel. Pre náš jednoduchý příklad 
dostáváme sieť z obr. 31, na ktorom už je aj optimálny 
tok, ktorý nám vyberá dvojice (lj,, 3„), (2V, 5„), (3„, 4„), 
(5P, 60). Vidíme, že do 10 a 2„ žiadna vybraná (dokonca 
vóbec žiadna) hrana neústi a spoje č. 1 a 2 budú za-
čiatkami turnusov. Ďalej je spojené 1„ 3„ a 3P -*• 4„, 
z čoho vyplývá turnus 1, 3, 4. Zo spojenia 2P ->• 5„ 
a 5P -> 60 vyplývá zasa turnus 2, 5, 6. 
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Cvičenia 

1. Graf voláme rovinným, ak ho možno zakreslit do roviny 
tak, aby sa žiadne dve hrany nepretínali v inom bode, ako vo 
vrchole grafu. Nájdite najmenšie n tej vlastnosti, že existuje 
rovinný graf, ktorý má n vrcholov a ktorého vrcholy nemožno 
vyfarbiť troina farbami tak, aby všetky súsedné vrcholy mali 
rdznu farbu! 

2. Vezmite si autoatlas ČSSR, v ktorom je aj tabulka vzdia-
leností miest. Preverte, či niektoró vzdialenosti v tabulke 
súhlasia so vzdialenosťami podia mapy! Bolo by vo vašich 
silách preveriť všetky ? 

3. Máme daných n tovarov, o ktorých vieme, že niektoró 
dvojice z nich nesmú byt skladované v jednej miestnosti. 
Úlohou je do prvej, najváčšej skladovej miestnosti vybrat čo 
najviac druhov tovarov, ktoré sa móžu spolu skladovat. Ktorú 
známu úlohu teórie grafov tu možno využit ? 
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4. k a p i t o l a 

LINEÁRNE PROGRAMOVANIE — 
ZBRAŇ Y RUKÁCH EKONÓMA 

4.1. Zák ladné po jmy a úlohy 

Ak c, , . . ., c„ sú konstanty (u nás budú vždy reálne) 
a xx, ..., xn sú nezávisle premenné, voláme funkciu 

L(x1, ...,xn) = CjXí + . .. + c^c„ + c 

lineárnou funkciou (n premenných). 
Vztah 

L(xlt ..., xn) = 0 
sa volá lineárna rovnica. Ak v tejto rovnici nahradíme 
znamienko = hociktorým zo znamienok > , < , 
dostaneme lineárnu nerovnicu. Prvé dva případy („ostré" 
nerovnosti) nebudeme uvažovat, v praxi sa temer ne-
vyskytujú. 

Lineárne rovnice a nerovnice sa volajú lineárne pod-
mienky. 

Všeobecná úloha lineárneho programovania sa dá 
formulovat takto: 

Nájst maximum lineárnej funkcie na množině, uréenej 
lineárnymi podmienkami. 

Co je to isté, ako: 
Nájst maximum funkcie L(xx, ..., x„) za předpokla-

du, že sa splnia podmienky 
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Lx(xx, . .., xn) = O, 

Lmi , • • •, 3-n) — O, 
-^mi + lfal' • • • > ®») ^ O, 

, . . . , ^ 0. 
Poznamenáváme, že ke by išlo o hladanie minima 

funkcie c ^ , + . . . + cnxn + c, bolo by to to isté, ako 
hladanie maxima funkcie (—cx) xx + (—c2) x2 + ... + 
+ (—c„) xn — c, ktorá je tiež lineárna. Podobné při 
opačnej nerovnici (sS) stačí previesť všetky členy na jej 
druhů stranu. 

Možno sa pozastavit nad slovom „programovanie" 
v názve tejto matematickej disciplíny, pretože tu zna-
mená isto niečo celkom iné, ako programovanie na sa-
močinných počítačoch. Dochádza tu k nežiadúcemu 
javu, že dva rózne pojmy sa označujú tým istým názvom 
(homonymum). Je to dósledok historického vývoja, pre-
tože vznik lineárneho programovania aj začiatok využí-
vania počítačov spadajú přibližné do toho istého obdobia. 

4.2. Úloha o sk ladbě výroby 

Táto úloha je typickou aplikáciou lineárneho progra-
movania. Střetáváme sa s ňou vtedy, ked podnik vyrába 
viac druhov výrobkov, pričom niektoré z nich vyrába na 
tých istých strojoch, připadne z tej istej suroviny. Slovo 
„surovina" tu chápeme o niečo všeobecnejšie, ako zvy-
čajne. Za surovinu považujeme například aj elektrický 
prúd, aj výrobnú kapacitu stroja, proste všetko, čo 
nám obmedzuje rozsah výroby. 

4.2.1. YSeobeená formulácia úlohy. Nech n je počet 
druhov výrobkov, pri výrobě ktorých sa používá m 

78 



druhov surovin. Nech sú disponibilné množstva suro-
vin , . . . , bm a nech na výrobu jednotkového množ-
stva y-teho druhu výrobkov je potřebné množstvo 
Oa i-tej suroviny. Nech jednotkové množstvo /-teho 
výrobku prinesie podniku zisk Cj finančných jednotiek. 
Hladané množstvá vyrábaných výrobkov si označme 
xx, ..., xn. Úlohou je nájsť maximum cielovej funkcie 

(0) z = c1a;1 + . . . + cnxn 

za předpokladu 

Předpoklad (1) žiada, aby sa nespotřebovalo viac 
suroviny, než je disponibilná zásoba. Předpoklad (2) zas 
nevraví nič iné, než aby sa výrobky vyrábali a neničili. 

4.2.2. Příklad. I ked zadanie tohto příkladu vyvolá 
možno úsměv, jeho instruktivná hodnota je nesporná. 

Majme dielňu na výrobu krompáčov a lopát. Keby 
dielňa vyrábala celý deň len lopaty, vyrobila by ich 55, 
keby len krompáče, tak by ich vyrobila 110. Ďalej je 
známe, že plechu dostane denne dielňa maximálně na 
40 lopát a železa maximálně na 70 krompáčov. Dřeva na 
násady dostane maximálně na 80 kusov denne. Napokon 
predpokladajme, že s odbytom týchto výrobkov niet 
ťažkostí a že jeden krompáč prinesie zisk 3 Kčs a jedna 
lopata 4 Kčs. Otázka, je, kolko krompáčov a kolko lopát 
třeba vyrobit, aby sa dosiahol maximálny zisk. 

( 1 ) 

(2) xx ^ 0, . . . , x„ ^ 0. 
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Označme počet vyrobených krompáčov x a lopát y. 
Zisk, ktorý přinesu, je 
(Oa) z = 3x + áy 
a tuto funkciu třeba teda maximalizovat. 

Čísla x, y musia splňať tieto podmienky: 

(la) x ^ 70, 
y ^ 40, 

* + y ^ so, 

(2a) x ^ 0, 
yž o. 

Prvá nerovnica vyplývá z toho, že na výrobu jedného 
krompáča třeba 1/110 dňa, teda na x krompáčov x/110 
dňa. Podobné na y lopát yj55 dňa, čo spolu nesmie pře-
výšit jeden deň. 

Množina bodov roviny (x, y), ktoré vyhovujú lineár-
nej nerovnici, je polrovina, ohraničená priamkou, ktorej 
rovnicu dostaneme, keď v nerovnici nahradíme zna-
mienko nerovnosti rovnítkom. 

Spoločná časť všetkých šiestich polrovín, určených ne-
rovnicami (la) je na obr. 32 vyšrafovaná a označená R. 
Z tejto množiny přípustných riešení třeba vybrat taký 
bod (x, y), v ktorom funkcia 3x + 4y nadobúda svoje 
maximum. 

Uvážme množinu priamok s rovnicami 3x -f- éy = c, 
kde c je lubovolné číslo. Niektoré z nich sme si vyznačili 
na obr. 32 čiarkovane. V každom bode (x, y) takejto 
priamky nadobúda funkcia 3x + 4y hodnotu c. Táto 
hodnota je teda tým váčšia, čím je priamka dalej od 
počiatku a maximálnu hodnotu dostane na priamke, 
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ktorá ako posledná má ešte s množinou přípustných ne-
sení R spoločný bod. Na obr. 32 je to priamka 3a; + <ty = 
= 270, ktorá má s R spoločný bod x = 50, y = 30. To 
znamená, že optimálně rieěenie je vyrábat denne 50 
krompáčov a 30 lopát. Toto riešenie prinesie potom 
zisk 270 Kčs denne. 

Grafická metóda riešenia, ktorú sme použili v tomto 
případe, je vhodná len na úlohy s dvoma premennými, 
i ked šikovný deskriptivár by si mohol trúfnut i na troj-
rozmernú úlohu. Pre viac, ako tri premenné je jej použi-
tie prakticky vylúčené. Bolo preto třeba vypracovat inú 
metodu. 
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4.3. S implexová me toda 

Simplexová metóda na riešenie všeobecnej úlohy li-
neárneho programovania má v tejto teorii asi také vý-
znamné postavenie, ako Ford-Fulkersonov algoritmus 
v teórii dopravných sietí. 

Simplexová metóda využívá při riešení všeobecnej 
úlohy lineárneho programovania niektoré vlastnosti mno-
žiny riešení, ktoré sa dali vycítit aj v našom predošlom 
dvojrozmernom případe. 

Podobné, ako v dvojrozmernom priestore, ktorého 
prvky sú body (x, y), aj v w-rozmernom priestore, kto-
rého prvky sú body (®1, . . . ,x„) , platí, že na jedno-
značné určenie bodu třeba n navzájom nezávislých 
lineárnych rovnic 

® u x i + • • • + ®i»a;n = 

+ . . . + 
Rovnice voláme lineárne nezávislé, ak žiadnu z nich 

nemožno dostat ako lineárnu kombináciu ostatných, 
t j . že žiadnu z nich nedostaneme, ak každú zo zvyšných 
rovnic vynásobíme nějakým číslom a sčítáme ich. Tak 
například rovnice x y z — 1; x — 2y 2z = 5; 
3a; — 3y + 5z = 11 sú lineárne závislé, pretože tretia je 
súčet prvej a dvojnásobku druhej. 

Podobné, ako v dvojrozmernom případe, sa dá 
dokázat, že ak na množině přípustných riešení, určených 
nerovnicami (1) a (2), existuje maximum lineárnej 
funkcie 

z = c1a;1 + . . . - ( - cnxn 

tak ho táto funkcia nadobudne v jednom z bodov, ktoré 
dostaneme, ak n nezávislých nerovnic zpomedzi (1) 
a (2) zmeníme na rovnice. 
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Simplexová metoda postupuje tak, že 
1. Zvolí jeden z takých bodov 
2. Rozhodne či tento bod je přípustným (oporným) 

riešením. Ak áno, přejde ku 3., ak nie, zistí, či je možné 
volbou susedného bodu dostat sa bližšie k množině pří-
pustných riešení. Ak áno zvolí ten bod a vykoná znovu 
krok 2. Ak nie znamená to potom, že množina oporňých 
riešení je prázdna a úloha je sporná. 

3. Rozhodne, či oporné (přípustné) riešenie je už 
optimálně (tj. či maximalizuje cielovú lineárnu funkciu). 
Ak áno, je postup skončený. Ak nie, zistí, či sa možno 
prechodom do susedného bodu dostat bližšie k optimu. 
Ak áno, zvolí ten bod a znovu vykoná krok 3. Ak nie, 
znamená to, že cielová funkcie nemá na množině pří-
pustných riešení maximum, čiže je neohřáničená. 

Poznamenáváme, že ak máme bod, určený tak, že 
zpomedzi nerovnic (1) a (2) vyberieme n a zameníme 
rovnicami, za susedný k nemu považujeme bod, ktorý 
dostaneme vynecháním jednej z určujúcich rovnic a jej 
nahradením inou (ktorá bola predtým nerovnicou). 

Při pohlade na simplexovú metodu vidíme, že sa 
vlastně skládá z rozhodovaní a prechodov k susedným 
bodom. Určenie pravidiel rozhodovania je poměrně 
jednoduché, ale přechody k susedným bodom třeba vy-
konávat tak, aby boli přehradně, jednoduché a nespotře-
bovali příliš vela operácií. O tom, ako na to, nám povie 
následujúci odsek. 

4.3.1. Modifikovaná Jordánová eliminácia. Násobme 
nerovnice (1) číslom (—1), odčítajme od nich po rade 
čísla —by, . . . , —bm a označíme lavé strany týchto ne 
rovnic po rade yx, . .., ym. Dostaneme 
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Ií/i = — axxxx — ... — ainxn + i>j ^ O 

ijm = —«ml^i • • • amnxn + bn > O 
a doplníme k nim 

íxx ^ 0 
(2) . . . 

I xn ^ 0 
Máme teda m + n nezáporných premenných x: 

%n> y i) • • •, ym • 

—Xi . . . . . . —xf . . . • • • 1 

Vi o „ . . . . . . . a^ . . . . . . . al1t b! 

Vi a{l . . . . . . . Oj,- . . . . . . . ain bi 
Vm o„„ . . . . bm 

Tab. 6 

Vzťahy (3) móžeme formálně zapísať v tvare tabulky 
6. Túto tabulku třeba rozumieť tak, že hodnoty, napísa-
né v riadku vlavo od prvej zvislej čiary, sa rovnajú lineár-
nej kombinácii hodnot, uvedených nad tabulkou, pričom 
koeficienty sú v príslušnom riadku tabulky. Teda na-
příklad 
(4) Ví = —«¡í^i — ... — cttjXj — ... — ainxn + bi. 

Predpokladajme, že číslo ať,- ^ 0. Potom ním móžeme 
vydělit rovnosť (4) a vyjadriť z nej Xj: 

aix cti i _i 1 



Po dosadení (5) do všetkých rovnic, okrem ý-tej, a po 
nahradení j-tej rovnice rovnicou (5) dostaneme v (3) 

^ = s r h — — - s i - » — • — 

s r J ^ + r — s r J ' 
ia\ aH 1 Oin , h 
(6) xj = — — x1—...——yi—...— — xn+—, 

au au aif atj 

( au amA amj 
o»i — + —— 2/i — . . . — 

Uij ) 
( ainami \ ( bi ami 

— amn —- \xn + \bm 
l a* J l. a« ) 

a (samozrejme) 

(7) » i ^ O y t ^ 0, . . . , « „ ^ 0 , 2 / ^ 0 , . . . , 
Xj^O, . . . , yn ^ 0. 

Podobné ako vztahy (3), móžeme i (6) zapisať do 
tabulky (tab. 7). 

Pře priamy přechod od tab. 6 ku tab. 7 platia teda 
tieto pravidlá: 

1. Ak chceme navzájom zaměnit premenné í/ť a xf, 
musí byť ať)- ^ 0. Tento prvok nazveme riešiaci prvok; 
podobné riadok a štipec, u ktorých sa tento prvok na-
chádza, voláme riešiace a orámujeme ich čiarkovane. 

2. Nahradíme riešiaci prvok jeho obrátenou hodnotou. 
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3. S výnimkou riešiaceho prvku nahradíme každý 
prvok riešiaceho riadku ním samým, podeleným riešia-
cim prvkom. 

4. S výnimkou riešiaceho prvku nahradíme každý 
prvok riešiaceho stlpca ním samým, podeleným riešia-
cim prvkom s opačným znamienkom. 

5. Pri nahradzovaní prvku a„T mimo riešiaci riadok 
a štipec použijeme ešte tri prvky, ktoré spolu s ním 
tvoria obdižnik, a sice tieto: 

— 2/i 

3/i 

2tm 

(OiiO,A a,j ( OinOiA 
a „ , . . . ; . . . <zln — 

o« J aU V o« ) a<n 
On 

( aiíam} Bmi f OinamA 
|Oml • • ! • • • «mn 
V J an l an J 

6 i -

A 
aH 

Mu-

bi<*n 

Tab . 7 

ow- — prvok v riešiacom štipci a v tom istom riadku ako 
nahradzovaný 

air — prvok v riešiacom riadku a v tom istom štipci, 
ako nahradzovaný 

au — riešiaci prvok. 

Vytvoříme súčin a iravj prvkov v druhej uhlopriečke 
než je riešiaci prvok, tento súčin podelíme riešiacim 
prvkom a výsledok odčítáme od nahradzovaného prvku. 
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Schématicky: 

Přechod od tab. 6 ku tab. 7 sa volá modifikovaná 
Jordánová eliminácia. 

Hoci modifikovanú Jordánovu elimináciu využijeme 
najma při simplexovej metóde, možno ju použit aj na 
iné ciele. Majme například systém štyroch rovnic o šty-
roch neznámých 

3a; j + 2x2 — 5x3 + x4 + 11 
—xx -I- x2 + 2X3 2X4 -(- 2 

X I 2XG - ( - XG X4 1 

2xx + x2 + x3 + x4 — 1 

Tieto rovnice móžeme prepísať do tabulky 

Xj x2 x3 x4 1 
0 — 3 — 2 5 —1 11 
0 1 — 1 — 2 — 2 2 
0 1 — 2 — 1 1 — 1 
0 — 2 — 1 — 1 — 1 — 1 

Zvolme si za riešiaci prvok a21 = 1 a zameňme druhů 
nulu za Xj: 

= 0 
= 0 
= 0 
= 0 
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O " ~X2 m ÍT̂  1 

O 3 — 5 — 1 —7 17 
a?! 1 — 1 — 2 — 2 2 
0 — 1 — 1 1 3 — 3 
0 2 — 3 — 5 — 5 3 

prvý štipec móžeme vynechat, pretože násobením nulou 
dostaneme len nulu. Podobné zameníme x3 za tretíu 
nulu: 

—x2 —xt 1 

0 —6 —4 14 
—3 4 — 4 

«3 —1 3 — 3 

0 —8 10 —12 

x4 za poslednú nulu: 
—x2 1 

0 0 ! ~9'2 - 9,2 

«i ! 0,2 I 0,8 
i 1,4 i 0,6 

«4 : —0,8 ! —1,2 

a napokon x2 za prvú nulu 
1 

%2 — 1 
»i 1 
«3 2 
»4 — 2 
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Teda riešenie je xx = 1, x2 = —1, x3 = 2, xl = —2. 
Záverom třeba poznamenat, že modifikovaná Jordá-

nová eliminácia je len málo odlišná od obyčajnej Jor-
danovej eliminácie. Jediný rozdiel je v tom, že pri pře-
chode premennej zhora na bok sa mení znamienko 
a vďaka tomu sú opačné znamienka v riešiacom riadku 
a štipci. 

— X 1 • • • . . . —Xj . . . 1 

Ví . . . alf . . . . . . aln 
Vi atl . . . . • • • • • • • • • "in bi 
Vm a m l . . . . • • • amj • • • bm 

Z — c t . . . . . . —c, . . . . . . —C„ 0 

Tab . 8 

4.3.2. Simplexová tabulka. Podmienku (3), ako aj 
cielovú funkciu (0) zapíšeme do tabulky 8. Táto tabulka 
nám nielen ukáže závislost premenných yí, ..., ym a z na 
xlt ..., x„. Súčasne vyjádří tých n nerovnice spomedzi 
nerovnic (2) a (3), t j . spomedzi nerovnic 

(7) xx ^ 0, ..., x„ ^ 0 , Vl ^ 0, .. ., ym ^ 0 , 

ktoré sa menia na rovnice pri určovaní riešenia ( = bodu 
v »-rozmernom priestore). Vždy to budú tie, ktorých 
premenné sú nadpísané nad tabulkou (teda na začiatku 
xt = 0, ..., x„ = 0). Za tohto předpokladu budú hod-
noty v poslednom stl'pci vyjadřovat hodnoty zvyšných 
premenných ylf ...,ym, z. 
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4.3.3. Vyhladanio přípustného riešenia. Simplexová 
tabulka 8 nám vyjadřuje riešenie 
(8) %i — 0 xn = 0, yx = bí,..., ym = bm, 
pri ktorom cielová funkcia nadobúda hodnotu z = 0. 
Toto riešenie je přípustným riešením právě vtedy, ked 
vyhovuje nerovniciam (7), tj. ked bx 0, . . . , 6m 2> 0. 
Ak toto platí, máme už přípustné riešenie a přejdeme 
k hladaniu optimálneho riešenia, ktoré si opíšeme 
neskór. Ak je niektoré b{ < 0, nie je riešenie (8) pří-
pustné a pokusíme sa prechodom k susednému bodu do-
siahnút přípustné riešenie, alebo sa k nemu aspoň při-
blížit. 

Předpokládáme přitom, že žiadne číslo z blt . . ., bm sa 
nerovná nule. Ak niektoré bk = 0, volá sa tento případ 
degenerovaný a třeba ho riešit niektorou špeciálnou me-
todou; jednou z nich je ten fígel1, že namiesto bk = 0 
položí sa bk = e > 0. e je tu číslo o niekolko rádov men-
šie, ako čísla bx, ..., bn a teda toto malé posunutie ne-
móže ovlivnit výsledok riešenia; tejto metóde sa hovoří 
e-nová metoda na odstránenie degenerácie. 

Vrátme sa teda k předpokladu, že 6; < 0 a žiadne 
z čísel 6j bm nie je nulové. Připomeňme si, že za 
susedný bod (ktorý určuje susedné riešenie) považujeme 
ten, v ktorom jednu z rovností (8) vynecháme a nahradí-
me inou, ktorá bola predtým nerovnostou. 

To ale znamená, že jedna z premenných nad tabulkou 
sa zamění s niektorou z premenných vlavo od tabulky 
(samozřejmé okrem z), čiže nevykoná sa nič iné, ako mo-
difikovaná Jordánová eliminácia. Třeba len určit, ktorú 
záměnu vykonat, t j . ktorý prvok zvolit za riešiaci. 

4.3.3.1. Volba riešiaceho stlpea. Ak bt < 0, zvolíme za 
riešiaci štipec ten, ktorý má s ¿-tým riadkom spoločný 
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záporný prvok. Ak je takých stípcov viac, volíme ktorý-
kolvek. Případ, že by taký štipec neexistoval si rozobe-
rieme neskór. 

4.3.3.2, Volba rieSiaceho riadku. Ak už máme zvolený 
j-tý štipec za riešiaci, všímáme si v každom riadku po-
diel člena v poslednom a riešiacom štipci. Za riešiaci 
riadok vezmeme k-ty, ak biclakj je najmenší spomedzi 
tých spomínaných podielov, ktoré sú kladné, a přitom 
aj bk > 0. Ak takého niet, vezmeme za riešiaci ten prvok, 
pře ktorý je bk < 0 akj < 0, ale bk/akj najváčšie. 

Po vykonaní modifikovanej Jordanovej eliminácie 
s riešiacim prvkom dostaneme v poslednom štipci 
v i-tom riadku číslo bklaki > 0 a pre r k v r-tom riad-
ku číslo 

bk aTj b, akj 

Ak aki < 0, 6jt < 0 (a teda všetky br < 0) tak 

ahi v. aM ari) 

pretože bolo najváčšie možné. 

Ak akj > 0, bk > 0, uvážme dva případy 

a) br > 0 ; vtedy 

, . ^ 6, > 0 ak a„ < 0 
£ bka„ / 

M ^ o ak a * > 0 . 
I Ori akj J 
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b)bT < 0 ; vtedy při aTj < 0 (60 isto platí pře r = i) 

, han ^ , 
bT > b,. 

ati 
Vidíme, že po vykonaní eliminácie zostane nezáporné 
číslo všade tam, kde bolo br > 0. Naopak, počet zápor-
ných absolútnych členov buď poklesne, alebo ak zostane, 
vybraný i-tý absolutny člen sa zváčší a po konečnom 
počte krokoy sa nutné stane nezáporným. Po konečnom 
počte krokov sa teda napokon dostaneme k tabulke, kde 
všetky br > 0 (prípadnú nulu odstránime e-metódou) 
a takto postupné odstránime všetky záporné čísla z po-
sledného stlpca. Tým dostaneme přípustné riešenie, ktoré 
vyjádříme tak, že premenné nad tabulkou položíme 
rovné nule a premenné vlavo položíme rovné číslam 
z posledného stlpca. 

Zostáva nám objasnit případ, ked pri kroku 4.3.3.1 
dojdeme k riadku, například i-temu, v ktorom bi < 0, 
ale aix 0 ain Sg 0. To však znamená, že pre 

.. ., xn ^ 0 platí 

Ví = —anXi — ... — ainxn + b{ < 0 
čo je v spore s predpokladom í/ř Si 0. Úloha je teda 
sporná, nemá riešenie a nemusíme ju dalej riešit. Býva to 
zváčša svedectvom chyby pri jej formulácii. 

4.3.4. Přechod k optimálnemn rieSeniu. Podia toho, 
čo sme si povedali, za optimálně považujeme to riešenie, 
pri ktorom cielová funkcia nadobúda maximum. Bude to 
přípustné riešenie, pre ktoré v pravom dolnom rohu 
tabulky máme najváčšie číslo. Lenže, ako poznáme, že 
niektoré iné riešenie nebude mat túto hodnotu ešte 
váčšiu ? 
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—NI • • • . . . — TLJ . . . . • • • VN 1 

VN+L . . . < * „ . . . . Pi 
*LN+I <*ii • • • • . . . . . . . • • • <*in A 
VN+M 

a m i . . . . Pm 

Z Ví • • • • . . . y, . . . . • • • YN Ó 

Tab . 0 

Predpokladajme, že sme už dospěli k tabulko 9, v kto-
rej /?! > 0, . . . , /}m > 0 a teda riešenie 

r ] l = 0 , . . . , r j n = 0 , r j n + 1 = / ? x , . . . , t ] n + m = /?m 

jeprípustné. O tom, či je aj optimálně, rozhodne posled-
ný riadok: 
ak yy ^ 0, . . . , y„ ^ 0 je riešenie optimálně, pretože 

z = —YiVi — ••• — ynrin + <5 ^ <5 
pričom rovnost nastane pře rjx = 0, ..., t]n = 0. 

Ak je naopak niektorý člen záporný, například y,- < 0, 
tak zrejme — y,»?,- > 0, > 0 nám dá vyššiu hodnotu 
z ako rjj = 0 a teda riešenie nie je optimálně. 

V tomto případe volíme j-ty štipec ako riešiaci a rie-
šiaci k-ty riadok volíme podia pravidla 4.3.3.2. 

Tak isto, ako v 4.3.3, aj tu všetky prvky posledného 
stlpca (připadne okrem d) zostanú nezáporné, riešenie 
teda zostane oporné a namiesto člena S budeme mat 
(pretože y, < 0, (bk/ak) > 0) 

a k j 
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čiže hodnota cielovej funkcie vzrastie, přiblížíme sa 
k optimu. 

Po konečnom počte krokov buď dosiahneme optimum, 
alebo prídeme k situácii, že y, < 0, ale v celom zvyšnom 
?'-tom štipci niet kladného prvku. To však znamená, že 
pre všetky i vo výraze 

rji = — — . . . — (Xijfjj — . . . — Xi„rjn + /9„ 

je aj člen — , ktorý je nezáporný pre všetky ??,• 
a teda rjj > 0 móže byť lubovolné velké a i tak splní 
všetky ohraničenia. Keďže aj výraz pre z obsahuje 
člen —y}rji > 0, móže jeho hodnota vzrastať nad všetky 
medze, funkcia z je tak na množině přípustných riešení 
neohraničená a teda jej maximum neexistuje. 

I toto zvyčajne znamená, že pri zostavovaní úlohy 
došlo k chybě. 

4.3.5. Příklad s krompáčmi a lopatami. Pre premenné 
x a y z tohto příkladu platia ohraničenia 

yx = —x — 2 y + 110 ^ 0, 

y2 = —x — y + 80 > 0, 
y3 = —x + 70 ^ 0, 
2/4 = — V + 40 > 0, 

x ^ 0 , y ^ 0 

pri ktorých třeba maximalizovat cielovú funkciu 
z = 3a; + 

Tabulka 10 představuje simplexovú tabulku pre túto 
úlohu. Vidíme, že x = 0, y = 0 je přípustné, ale nie opti-
málně riešenie. Za riešiaci štipec si vezmeme například 
prvý štipec (ale mohli by sme aj druhý). Riešiaci riadok 
je potom třetí (70/1 < 80/1 < 110/1) a modifikovanou 
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X —y 1 —2/3 —2/ 1 

2/i 1 2 110 ž/i —1 2 40 

2/» 1 1 80 2/Í —1 1 10 

y3 1 0 70 X 1 0 70 

yt 0 1 40 y*. 0 1 40 

z —3 —4 0 z 3 —4 210 

T a b . 1 0 Tab. 11 

—2/a —2/a 1 —2/i —2/a 1 

V\ 1 —2 20 2/3 1 —2 20 

y — 1 1 10 y 1 — 1 30 

X 1 0 70 X — 1 2 50 

y* 1 —1 30 y« —1 1 10 

z — 1 4 250 z 1 2 270 

Tab. 12 Tab. 13 

Jordánovou elimináciou přejdeme k tabulke 11, ktorá 
představuje přípustnériešenie x = 70, y = Os hodnotou 
z = 210. Dalšími elimináciami sa cez tabulku 12 dosta-
neme k tabulke 13, ktorá má už všetky prvky v posled-
nom riadku kladné a teda riešenie x = 50, y = 30, při 
ktorom z = 270 je optimálně. 
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4.3.6. Příklad. Nájsť maximum funkcie z = x + %y 
na množině, určenej podmienkami: 

yx = x + y— 10 ̂  0, 
y2 = —x + y + 1^0, 
2 / s = — 2/ + 8 ^ 0 , 

x ^ 0 , y ^ 0. 

X —2/ 1 

V\ —1 —1 —10 

y* 1 —1 1 

y% 0 1 8 

z — 1 —2 0 

— y 1 

2/i i —2 —9 

X i —i 1 

y> 0 i 8 

z i —3 1 

T a b . 1 4 T a b . 1 5 

—y* —2/3 1 

ž/i i 2 7 

X i 1 9 

y 0 1 8 

z i 3 25 

Tab. 16 

Tab. 14 je simplexovou tabulkou pre tieto rovnice. 
Příslušné riešenie nie je ani přípustné, pretože medzi 
absolútnymi členmi je —10. Po dvoch elimináciach 
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dostaneme tab. 16, ktorej zodpovedajůce riešenie x = 9, 
y = 8 je už nielen přípustné, ale aj optimálně. Cielová 
funkcia při ňom nadobúda hodnotu z = 25. 

4.3.7. Příklad o režných plánoch. Předpokladajme, že 
v tovární, kde sa vyrábajú dveře do bytov v novostav-
bách sa vyrábajú rámy (zárubne) týchto dveří z tyčí 
s profílom U, ktoré sú dlhé 6,5 m. Takýchtotyčí je kdis-
pozícii 100. Třeba určit, ako tyče řezat, ked na rám jed-
ných dveří sú potřebné dva kusy dlhé 2 m, a jeden kus 
dlhý 0,9 m pričom chceme dosiahnut, aby sa zo spo-
mínaných 100 tyčí vyrobilo čo najviac rámov (a teda 
odpad bol minimálny). 

Jednu tyč móžeme rozřezat týmito spósobmi: 
1. na 3 kusy po 2 m, 0 kusov po 0,9 m a zvyšok 0,5 m, 
2. na 2 kusy po 2 m, 2 kusov po 0,9 m a zvyšok 0,7 m, 
3. na 1 kus po 2 m, 5 kusov po 0,9 m a zvyšok 0 m, 
4. na 0 kusy po 2 m, 7 kusov po 0,9 m a zvyšok 0,2 m. 

Režný plán musí určit čísla 
xx — počet tyčí, ktoré sa budú řezat 1. spósobom, 
x2 — počet tyčí, ktoré sa budú řezat 2. spósobom, 
x3 — počet tyčí, ktoré sa budú řezat 3. spósobom, 
x4 — počet tyčí, ktoré sa budú řezat 4. spósobom. 
Pre neznáme xlt x2, x3, xt musí platit 

+ + X3 + ^ 100 
Xi ^ 0, x2 ^ 0, x3 0, xt :> o 

xltx2, x3, xi sú celé čísla. 
Tieto podmienky nestačia na plné určenie dovolenej 

množiny riešení a chýba nám aj dělová funkcia. 
Pri hladaní cielovej funkcie by sme mali vychádzat 

z toho, že našou snahou je dosiahnut, aby sa z nareza-
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ných kusov dalo vyrobit maximálně množstvo rámov. 
Lenže počet vyrobitelných rámov nie je možné vyjádřit, 
ako lineárnu funkciu premenných xv, x2, x3, xx. Túto 
tažkost překonáme istým šikovným obratom, ktorý sa 
v róznych obměnách velmi často používá pri aplikáciách 
lineárneho programovania. 

Označme y počet rámov, ktoré móžeme z nařezaných 
tyčí zhotovit. Na tento počet rámov budeme potřebovat 
2y kusov 2 m dlhých a y kusov 0,9 m dlhých. Přitom 

xx tyčí, pořezaných 1. spósobom dá 3xx ks 2 m a 0 ks 
0,9 m, 
x2 tyčí, pořezaných 2. spósobom dá 2x2 ks 2 m a 2x2 ks 
0,9 m, 
x3 tyčí, pořezaných 3. spósobom dá x3 ks 2 m a 5x3 ks 
0,9 m, 
xi tyčí, pořezaných 4. spósobom dá 0 ks 2 m a 7a;4 ks 
0,9 m. 
Teda musí platit 

3*! + 2X2 + X3 > 2Y, 

2X2 + 5X3 + 7a;4 y. 

Tieto a predchádzajúce nerovnice móžeme upravit na 
tvar nasledovných podmienok 

Ž/i = 3a;x + 2X2 + X3 — 2y ^ 0, 
y2 = 2X2 + 5X3 + 7a;4 — y ^ 0, 
y3 = —xx — x2 — x3 — xx + 100 0, 

xx ^ 0, x2 ^ 0, x3 ^ 0, x 4 ^ 0, 

pri ktorých třeba maximalizovat cielovú funkciu z = y. 
Túto úlohu máme zapísanú v tab. 17. Vidíme, že rie-

šenie xx = x~ = x3 = xt = y = 0 je přípustné, ale nie 
optimálně. Dalej vidíme že ide o degenerovaný případ, 
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pretože absolútne členy v 1. a 2. riadku sú nulové. Tu by 
sme mohli použit e-novú metodu na odstránenie degene-
rácie. V tab. 17 však nastala tá šťastná okolnost, že napr. 

— —x s —»4 — y i 

ž/l —3 —2 — i 0 2 0 

y* 0 —2 —5 —7 i 0 

y> 1 1 1 1 0 100 

z 0 0 0 0 — i 0 

Tab. 17 

v 2. štipci je v 1. aj 2. riadku záporné číslo. Ak v tomto 
případe zvolíme druhý štipec za riešiaci, móžeme riešiaci 
riadok v súlade s 4.3.3.1 volit tak, ako keby namiesto 
núl na konci 1. a 2. riadku boli malé kladné čísla e, bez 
toho, že by sme ich tam museli písat. Riešiacim prvkom 
je potom a32 = 1 a elimináciou dostaneme tab. 18. 

—Zl —y% —»3 —y i 

Ví —1 2 1 2 2 200 

Vt 2 2 —3 —5 i 200 

¡»t 1 1 1 1 0 100 

z 0 0 0 0 — i 0 

Tab. 20 
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—«1 —y» — —X, Vi 1 

y 
1 

l 
1 

Y 
1 

1 
2" 

100 

y% 
5 i 

7 
—6 

1 
100 

X, 1 i 1 1 0 100 

z 
1 

_ 2" 
i 

1 
~2 

1 
1 

Y 
100 

T a b . 1 9 

—y* —y» —«8 — —Vi 1 

y 
i 

~6 
6 

~jF 
1 

_ IT 
1 

_ ~ ö 
2 

120 

2 
~5 

2 
T 

7 12 
T 

1 
_ IF 

40 

X, 2 3 
~5 

12 17 1 
ö" 

60 

2 
1 

~6 
6 

1 
1 

~ " 5 
1 

_ " 5 
2 

T 
120 

Tab. 20 
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Dalšími elimináciami, ktoré sú našimi pravidlami jedno-
značné určené, přejdeme k tabulkám 19 a 20. 0 přechode 
k tab. 21 však třeba povedať viac. 

y i —y» —X, —X, —2/1 1 

y 125 

«i 75 

x, 25 

z 
i 

¥ 
5 
T 

1 
12 

1 
u 

5 
Ti" 125 

Tab. 21 

V poslednom riadku sú dve záporné čísla y3 = yt = 
= — 1/5 v 3. a 4. štipci. Keby sme si hociktorý z nich 
zvolili za riešiaci, pravidlo 4.3.3.1 nám určí za riešiaci 
třetí riadok. Máme teda dve možnosti volby riešiaceho 
prvku: a33 = 12/5, alebo aM = 17/5. Keby sme však boli 
zvolili druhů možnost, dostali by sme v poslednom riad 
ku a 3. s tip ci číslo 

1 , 1 12 5 1 , 12 
— . — < 0 6 5 5 17 6 85 

a teda riešenie by nebolo optimálně (kým pri prvej 
možnosti sme už optimum dosiahli). 

í)alej si všímáme, že tabulku 21 sme začali vypíňať 
od posledného riadku a stipca. Ked totiž zistíme, že 
prvý až predposledný prvok posledného riadku sú nezá-
porné, je jasné, že sme dosiahli optimálně riešenie, ďalšie 
eliminácie už nebudú potřebné a netřeba teda vypíňať 
ani vnútro tabulky. 
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Optimálnym riešením je xx = 75, x2 = O, x3 = 25, 
= O, y = 125. To znamená, že třeba rozrezať 75 tyčí 

prvým a 25 tyčí třetím spósobom. Dostaneme tak 
75.3 + 25 = 250 kusov dížky 2 m a 25.5 = 125 kusov 
dížky 0,9 m. Tieto právě stačia na zhotovenie 125 rá-
mov, čo je maximálny dosiahnutelný počet. 

Třeba ešte poznamenat, že sme malí šťastie, že rieše-
nie vyšlo celočíselné (vždy to tak nemusí byť!). Inak by 
sme museli hladať riešenie odhadom v blízkosti necelo-
číselného optimálneho riešenia, pretože žiadnu z metod 
na riešenie celočíselnej úlohy sme nepreberali. 

Mnohí čitatelia by mohli tiež namietať, že prvá ne-
rovnica medzi našimi podmienkami by sa mohla nahra-
diť rovnicou. Majů pravdu a výsledné riešenie by muselo 
vyjsť rovnaké. Islo by o tzv. zmiešanú úlohu s rovnicami 
a nerovnicami. Pri zostavovaní tabuTky pre ňu by sme 
pre žiadnu rovnicu nenapísali vlavo od tabulky pre-
mennú, ale nulu. Potom by sme prvými elimináciami 
tieto nuly zlava eliminovali a vynechali každý štipec, 
nad ktorý sa elimináciou dostane nula. Tým by sa 
tabulka vlastně zúžila, čo by najma pri „ručnom" 
spracovaní bola výhoda. 

4.4. Dopravný problém 
Majme, podobné, ako v kap. III , m dodávatelov toho 

istého tovaru, ktorí ponúkajú množstvá alt ..., am\ 
dalej n spótrebitelov, ktorí tohto tovaru požadujú 
bíy . . . ,&„. Zvyčajne sa předpokládá, že 

m n 
2 * = 2 bt = b 

i=l j= l 
hoci metodou, ktorú si ukážeme, možno riešiť aj úlohu 
v ktorej sa tento předpoklad nesplní. 
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I)alej predpokladajme (na rozdiel od kap. III), že niet 
kapacitných obmedzení. To znamená, že při Iubovol-
ných i, j možno Tubovolné množstvo tovaru (pokial ho 
má dodávater k dispozícii a odberatel ho požaduje) 
dopravit od i-tého dodávatela j-temu spotřebitelovi. 
Predpokladajme tiež, že přeprava jednotkového množ-
stva tovaru na tomto smere stojí ci}- Kčs. Třeba určit 
množstvá a;„ tovaru, ktoré sa dopravia od i-tého dodá-
vatela 7-temuspotřebitelovi (i = 1, .. .,m,j = 1, ...,n) 
tak, aby sa prepravilo celé požadované množstvo b 
a dopravné náklady boli minimálně. 

Toto je formulácia klasického dopravného problému, 
ktorý patří do lineárneho programovania, pretože při 
ňom třeba minimalizovat lineárnu cielovú funkciu 

Z = 2 CijXij 
t=l m 
Í=1 n 

za predpokladov 
B 

= <k (t = 1 , . . . , m), 
i=1 
m 

= bj (j = 1, ..., n), 
4=1 

xi} ^ 0 {i = 1, .. ., m; / = 1, ..., n). 
Riešit túto úlohu simplexovou metodou by vsak bolo 

dost zdíhavé. Už například při štyroch dodávateloch 
a piatich spotrebiteloch by sme mali 9 rovnic pre 20 
neznámých. 

Vzhladom na túto skutočnost vypracovali matematici 
iné metody, ktoré sú určené špeciálne pre túto úlohu 
a vedú k cielu ovela rýchlejšie, ako metoda simplexová. 
My si preberieme jednu z nich, metodu sovietskeho pro-
fesora A. L. Lurje. 
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Vychádzame při nej z tabulky 22, keď má táto najme-
nej tolko stlpcov, ako riadkov. Ak nemá, tak vychádza-
me z preklopenej tabulky 23. Pře metodu je proste vý-
hodnejšie, keď má tabulka viac stípcov, ako riadkov. Pre-
tože tabulka 23 sa od tabulky 22 formálně vóbec neliší, 
stačí, keď si riešenie popíšeme iba pře prvú z nich. 

" ^ \ O d b e r a -
tel 

d á v a t e P \ 
1 . . . . p o n u k a 

1 Cn . . . . . . . . cln Ol 

m cmi . . . . <*m 

požiadavka b, . . . . K b ^ ^ 
^ ^ spolu 

Tab . 22 

~ \ J D o d á v a -
tel 

beratel 
1 . . . . m požiadavka 

1 ®ii . . . . bi 

m ®in . . . . bn 

ponuka Ot . . . . b ^ ^ 
^ ^ spolu 

Tab. 20 

104 



Metóda sa zakladá na nasledujúcej vete: 
Veta. Ak xn> ..., xin, ..., x„,i, ..., xm„ je optimálně 

rieáenie dopravného problému z tabulky 22, zostane 
optimálnym aj pře dopravny problém, ktorý zodpovedá 
tabulke, ktorá vznikne z tabulky 22 tak, že k prvkom 
niektorého riadku vovnútri tabulky připočítáme číslo d. 

Dókaz si vykonáme pře k-ty riadok. Po připočítaní 
v ňom budeme mať prvky = cM + d, ..., čk„ = 
= Čím + d. V ostatných riadkoch budeme mať prvky 

= Cij. Hodnota cenovej funkcie, ak v tejto novej úlo-
he si zvolíme póvodné riešenie, bude 

ž = 2 Ciixu = 2 caxu + =z + dak. 
<=1 m 1-1 m /=1 
í=1 n í=1 n 

Pretože hodnota dak nezávisí od voTby riešenia xiu 
hodnota ž bude minimálna právě vtedy, kedy z, čiže 
optimálně riešenie pre jednu úlohu je takým i pre druhů 
a veta je dokázaná. 

Postup algoritmu je takýto: 
1. Pře každé j si vyhladáme minimálny prvok 

v ý-tom štipci tabulky čísel c,,. 
2. Zakrúžkujeme si minimálně prvky v stlpcoch. 

Přitom ak je v jednom štipci viac (rovnakých) minimál-
nych prvkov, zakrúžkujeme si každý z nich. 

3. Vyhladáme pseudooptimálne riešenie xa, ktoré má 
tieto vlastnosti: 

I. Xij > 0 => Ci, je zakrúžkované (t. j. odberatel odo-
berá len od dodávatelov, od ktorých sú dopravné ná-
klady minimálně). 

II . Súčet všetkého dodaného množstva 
t = 2 

i. i 
je maximálny možný. 
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Při úlohách malého rozsahu vyhladáme pseudoopti-
málne riešenie priamo odhadom, pri váčších postupuje-
me pomocou grafu z obrázku 22, v ktorom hrany z p 
do u budú konštruované podia nezmenených zásad 
a v prostrednej časti spojíme hranou i-teho dodávatela 
s ?-tym spotrebitelom, ak ctj sme zakrúžkovali pri kroku 
2. Tejto hrané pridelíme potom nekonečnú kapacitu 
(alebo rovnajúcu sa at). Maximálny tok v takejto sieti 
nám určí pseudooptimálne riešenie. 

4. Ak t = b, je pseudooptimálne riešenie aj optimálně 
(vozíme len cez najlacnejšie cesty) a sme hotoví. Ak 
nie, znamená to, že sa nám nepodařilo previezt všetko 
množstvo tovaru a přejdeme ku kroku 5. 

5. (teraz využijeme tvrdenie našej vety, zmeníme 
maticu ||cj,|| připočítáním vhodného čísla d ku vhodným 
riadkom tak, aby sme dostali výhodnejšie položené za-
krúžkované prvky). Ak pre niektorého dodávatela 
platí, že existuje také e > 0, že pri zvýšení jeho ponuky 
z ak na ak + e> bolo by možné zvolit taký pseudoopti-
málny plán, že by sme namiesto t mali t + s (t. j. mali 
by sme kam dodat i o niečo zvýšené ponúkané množstvo 
od ¿-teho dodávatela), voláme ¿-ty riadok nedostatko-
vým. Riadky, ktoré nie sú nedostatkové, voláme dostat-
kové. Ku každému nedostatkovému riadku potom 
připočítáme istú hodnotu d, ktorú si určíme v kroku 6. 
Dostatkové riadky ponecháme bez změny (alebo, čo je 
to isté, necháme bez změny nedostatkové riadky a od 
dostatkových hodnotu d odčítáme). 

6. Pre všetky j vyhladáme v 7-tom štipci prvok <5,-, 
minimálny zpomedzi prvkov ý-teho stlpca, ktoré sa 
nachádzajú v dostatkových riadkoch. í)alej vypočítá-
me dj = 8) — fXj. Napokon vezmeme všetky kladné čísla 
dt a definujeme opravu d ako najmenšie z nich, t. j. 

d = min {dj: dj > 0} 

106 



S číslom d, ktoré sme si takto určili, vykonáme úpravy 
matice ||c#||, ktoré sme opísali v kroku 5. S novo upra-
venou maticou S8I Z £19 čt vrátime ku kroku 1. 

Dá sa dokázat (dókaz vynecháme, možno ho nájst 
například v [5]), že po konečnom počte úprav dospejeme 
k tomu, že pseudooptimálny plán bude už optimálny. 

30 

Obr. 33 

4.4.1. Příklad. Na obr. 33 je čestná sieť, na ktorej sú 
mestá A, C a dědiny B, D, E, v ktorých stavebný pod-
nik stavia rózne objekty. Na ich výstavbu potřebuje 
štrkopiesok, a to v denných množstvách v tónách podia 
čísel, ktoré sme pripísali k jednotlivým obciam. Štrko-
piesok dodávajú štrkoviská — *§4 v denných množs-
tvách, ktoré sú v zátvorkách (taktiež v tónách), čísla pri 
cestných úsekoch znamenajú ich dížky. Třeba určiť, 
kolko štrku z ktorého štrkoviská na ktorú stavbu třeba 
vozit, tak, aby celkový počet tonokilometrov bol mini-
málny. 
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Pokúsme sa najprv určit rozvozný plán odhadom (bolo 
by vhodné, aby sa každý čitatel pokusil aj sám). Zvolme 
například 

z St 100 t do A 
z 50 t do A 
z 50 t do A, 30 t do B, 70 t do C, 40 t do D a 10 t 

do E 
z/§3 50 t do E. 

Úhrnom sa pri týchto přepravách dosiahne nasledov-
ný počet tonokilometrov: 

3.100 + 7.50 + 11.50 + 4.30 + 7.70 + 9.40 + 
+ 16.10 + 2.50 = 300 + 350 + 550 + 120 + 490 + 
+ 360 + 160 + 100 = 2430 tkm. 

Přikročme teraz k určeniu optimálneho rozvozného 
plánu metódou Lurje. 

D o - ^ \ tel 
dávate l 

A B C D E ponuka 

sl 11 4 (7)70 9 16 200 dost . 
Sn (3)100 4 15 8 15 100 ned. 

14 14 8 9 (2)'° 50 ned. 
7 (3)D0 12 (2)2» 9 50 ned. 

po ž. 
d, 

200 
8 

30 
1 

70 
0 

40 
7 

60 
14 

400 

Tab. 20 
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Zapíšeme si úlohu do tab. 24. Vyznačme krúžkom*) 
minimálně prvky v stlpcoch a určme si maximálny 
možný rozvozný plán cez zakrúžkované směry (pseudo-
optimálne riešenie). Rozvážané množstvá si připíšeme 
ku krúžkom vpravo hore. Vidíme, že je dostatkový 
dodávatel (ponúka 200, rozvezie len 70), kým zvyšné 
riadky sú nedostatkové, pretože keby mal S2 101 na-
miesto 100, alebo Š 3 51 namiesto 50, alebo Š t 51 namiesto 
50, mali by ich kam dodať v rámci pseudooptimálneho 
riešenia cez zakrúžkované trasy. 

Čísla 6j sú teda všetky prvkami prvého riadku. Roz-
diely dj máme pod tabulkou a vidíme, že d = 1, do 
odčítáme od 1. riadku. Dostaneme tab. 25, v ktorej 
pseudooptimálne riešenie znamená rozvoz o 20 váčší, 
ako v tab. 24. Nedostatkovými sú 2. a 3. riadok. Čísla 
dj vyznačíme štvorcovým orámováním, vypočítáme 
dj a z nich d = 4, čo připočítáme k 2. a 3. riadku. Dosta-
neme tab. 26, kde je rozvozný plán opáť váčší, už 300. 
Zvyčajným spósobom určíme d = 3, čo odčítáme od 
1. riadku. Dostaneme tab. 27, v ktorej celkové rozvezené 
množstvo, 390, je už len o 10 menšie, než je třeba. Opa-
kovaným použitím krokov 1 až 6 zistíme d = 3, čo při-
počítáme k 3. riadku. Dostaneme tab. 28, v ktorej už 
pseudooptimálny plán rozmiesťuje všetok šterkopiesok, 
je to teda riešenie optimálně. Určuje nám, aby išlo 

z Št 100 t do A, 30 t do B a 70 t do C 
z <§a 100 t do A 
z i§3 50 t do E 
z Št 40 t do D a 10 t do E 

*) Z technických dóvodov nebolo možné dodržat v tab . 24 
až 32 označenie uvedené v texte . V t ab . sú vysadené miesto 
krúžku gula té zátvorky a miesto fitvorčeka h r ana t é zá tvorky. 
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Ak chceme zistiť úhrnné tonokilometre, musíme ich 
vypočítat z východiskovej tab. 24 (přechody k dalším 
tabulkám zachovávali optimálně riešenie, ale nie jeho 
cenu!): 

~ \ O d b e r a -
D o > \ t e I 
d á v a t e i " \ 

A B G D E ponuka 

10 [(3)]'° [(6)]'» 8 15 200 d 
s, (3)100 4 15 8 15 100 n 
s. 14 14 8 9 (2)'o 60 n 
st [71 (3) 12 [(2")1 [9] 50 d 

pož. 200 30 70 40 60 4 0 0 ^ ^ 
dj 4 0 0 0 7 

Tab . 26 

^ \ O d b e r a -
D o - \ . tel 
d é v a t e i ^ \ 

A B O D E ponuka 

Sl 10 (3)»» (6 )'• 8 15 200 d 
(7)ioo 8 19 12 19 100 n 

š . 18 18 12 13 ( 6 ) " 50 n 
s. ( 7 ) i . (3) 12 ( 2 ) " 9 50 n 

pož. 200 30 70 40 60 400 ^ 
3 0 0 6 9 ^ » P 

Tab. 20 
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11.100 + 4.30 + 7.70 + 3.100 + 2.50 + 2.40 + 
+ 9.10 = 1100 + 120 + 490 + 300 + 100 + 80 + 
+ 90 = 2280 tkm 
čím sme oproti riešeniu, ktoré sme získali odhadom, zís-
kali 150 tonokilometrov denne, čo je přibližné 6 %. 

^ \ O d b e r a -
tel 

d á v a t e T ^ \ 
A B O D E ponuka 

[(7)]•• [(0)]»° [ ( 3 > r e 12 200 d 
s, (7)ioo 0 19 12 19 100 d 
s. 18 18 12 13 (6)» 60 n 

( 7 ) i . 3 12 [ (2)]" [0] 60 d 

pož. 200 30 70 40 60 4 0 0 ^ - ^ " 
d,. 0 0 0 0 3 

Tab . 27 

^ \ O d b e r a -
D o - \ t e I 
d á v a t e i \ ^ 

A B G D E ponuka 

sí 
(7)ioo (0)«° (3)" 5 12 200 

a. (7)"® 9 19 12 19 100 
š . 21 21 16 16 (9 )" 60 

(7) 3 12 (2 )" (9)» 60 

pož. 200 30 70 40 60 4 0 0 ^ , ^ 
sp 

Tab. 20 
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4.4.2. Priraďovacf problém. V kap. I I I sme sa střetli 
s úlohou priraďovania pracovných miest pracovníkom. 
Vhodnost priradenia miesta pracovníkovi sme hodno-
tili len „dvojstupňovo": vhodné — nevhodné. 

Mohli by sme však použit aj jemnejšie hodnotenie 
a přiřadit každej dvojici pracovník — miesto nezáporné 
číselné ohodnotenie jeho vhodnosti, a to systémom zá-
porných bodov, t. j. nula by znamenala najvhodnejšie 
priradenie a čím váčšie číslo, tým horšie. Celkové rieše-
nie by sme potom považovali za optimálně, ak by súčet 
ohodnotení vybraných dvojíc bol minimálny. Problém 
vyhladania tohto optimálneho riešenia je špeciálnym 
prípadom priradovacieho problému, ktorého všeobecná 
formulácia je nasledovná: 

Nech {Dj, . . . , D„} a {0X, . . . , 0„} sú dve rovnako po-
četné množiny. Nech ||cí,|| je štvorcová matica s n riad-
kami a stlpcami, ktorej všetky prvky sú nezáporné 
čísla. Třeba určit dvojice (Dlt O,,), . . . , (D„, 0 , J tak, aby 
On • • •, jn) bola permutácia čísel (1, . . . , n) a aby súčet 

n 
Z = 2 CIU 

i=l 

bol minimálny. 

Eahko sa presvedčíme, že priradovací problém je špe-
ciálnym prípadom dopravného problému, v ktorom má-
me dodávatelov Du ..., Dn, pričom každý dodává 
jednotku „produkcie" a odberatelov 0,, . . . , 0», z kto-
rých každý odoberá zasa jednotku produkcie. Ďalej 
máme cenovú maticu ||c«||. Třeba zvolit čísla x^ e {O, 1}, 
i, j = 1, ..., n tak, aby súčet 

n 
z = E CijXij 

i.J=l 
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bol minimálny, za předpokladu 
n 
2 Xif =1 (j = i w) 

t=i 
n 
2 Xij = 1 (i = 1, ..., n) 

0 . 0 , 0 . o . 0 . o . 

Di (I)1 2 3 (2) (1) (0) n 
D, 4 7 7 6 6 5 d 
D» [2] [(I)]1 [(2)] 4 4 [3] d 
D4 e 6 4 4 7 6 d 
D„ 4 4 (2)1 [3] 4 5 d 
Dt 3 2 4 4 [2] 5 d 

d, 1 0 0 1 1 3 d = 1 

Tab . 20 

0 ! 0 , 0 . 0 . 0 , o . 

f i (2) 3 4 (3) (2) (D l n 
Dt 4 7 7 6 6 5 d 

(2) (1) (2)i 4 4 3 n 
•D. 6 6 4 4 7 6 d 
Dt 4 4 (2) (3)1 4 5 n 
Dt [3] [2] [4] [4] [(2)]' [5] d 

d, 1 1 2 1 0 4 a. II 

Tab. 20 
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Uvažme například úlohu z tab. 29. Tu sa móžu čitatelia 
pokúsit odhadnúť riešenie sami, prv, než ho najdeme 
Lurjeho metodou. 

Postupným prechodom až k tab. 32 dospejeme k opti-
málnemu priradeniu (Z)1; Oe), (Z)2, OJ, (D3, 02), (Dt, 04), 
(Z>5, 03), (-D9, 06)> ktorého cena, podia tabulky 29, je 
0 + 4 + 1 + 4 + 2 + 2 = 13. 

Oi o8 0, 04 0, 0. 

(3) 4 5 (4) 3 (2)i n 
Dt [4] 7 7 6 6 5 d 
Dt (3P (2) (3) 5 5 4 n 
Dt 6 6 4 (4)i 7 [5] d 
Dt 5 [6] [(3)]i [(4)] [5] 6 d 
D. (3) (2) 4 (4) (2)i 5 n 

d, 1 3 0 0 3 3 d = 1 

Tab. 31 

0x o a 0, o 4 0» 0, 

(4) 5 6 5 4 (3)i 
z>, (4)1 7 7 6 6 5 
-D. (4) (3)i 4 6 6 5 
D4 6 6 4 (4)i 7 5 
D> 5 5 (3)i (4) 6 6 
D% (4) (3) 5 5 (3)i 6 

Tab. 20 
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Cvičenia 

1. Zistite, ktoré z úloh teórie grafov možno sformulovať ako 
úlohy lineárneho programovania. 

2. Cestovné na električko je 1 Kčs, pokuta za cestovanie bez 
lístka 50 Kčs, náklady na skontrolovanie jedného cestujúceho 
revízorom sú 0,10 Kčs. Určete grafickou metódou optimálny 
poměr x počtu kontrolovaných cestujúcich ku všetkým cestu-
júcim! (Návod: označte po řade fi(x), J,(x) s trednú hodnotu 
zisku dopravného podniku na jedného platiaceho, resp. ne-
platiaceho cestujúceho. Třeba nájsť také x, pre ktoré je 
min [/,(«), ft(x)] najváčšie. Riešenie je x = 0,0197, čiže 
kontrolovat t řeba 1,97 % cestujúcich). 
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DOSLOV 

Končí sa naša malá prechádzka po niektorých častých 
aplikáciách matematiky v oblasti ekonomiky, organizá-
cie a riadenia. 

Neberte ju, milí čitatelia, iba ako pokus ukázat Vám 
niektoré matematické metódy, ktoré sa v praxi často 
používajú. Snažte sa v nej nájsť viac, urobit si obraz 
o tom, ako pracujú aplikovaní matematici, ako uskutoč-
ňujú přechod od praktického problému k jeho matema-
tickému riešeniu a v nie poslednom řade, ako riešenie 
praktických úloh stimuluje aj rozvoj „čistej" matemati-
ky. Ved váčšina pojmov a metód čisto matematických, 
ktoré ste střetli v tejto knižke, bola pred niekolkými 
desaťročiami ešte celkom neznáma. 

Aplikovaná matematika je aj v súčasnom období 
stimulátorom pokroku v mnohých teoretických mate-
matických disciplínách. Nie sú to len tie, o ktorých sme 
hovořili v tejto knižke, ale aj mnohé dalšie, ako napří-
klad teória pravděpodobnosti, teória jazykov, teória 
automatov, teória optimalizácie a mnohé iné. Ak sa 
teda mnohí nematematici pýtajú: ,,Čo móžete v mate-
matike stále nového vymýsTať, veď jedna a jedna sú 
stále dvel", tak nemalú zásluhu na neopodstatnenosti 
tejto otázky má aj aplikovaná matematika. 

A vy, čo premýšlate o volbě aplikovanej matematiky 
za svoje budúce povolanie, ste snáď získali presnejší 
obraz o ceste, ktorá by vás čakala. Je to iste cesta ne-
lahká, ale pestrá a zaujímavá, pravděpodobně zaujíma-
vejšia, než při váčsine iných povolaní. 
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