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PREDSLOV

Obsah tejto knizky v podstate nepresahuje ramec toho,
¢o sa vyuéuje o pravdepodobnosti na gymnaziach.
Pravda, osnovy davaji pravdepodobnost az do stvrtého
ro¢nika. Okrem toho viéSinou sa tejto partii nevenuje
velka pozornost.

Preto sme koncipovali knizku ako samostatny a ele-
mentarny vyklad niektorych zakladnych pravdepodob-
nostnych pojmov. Tento vyklad by mal byt pristupny
sirokému okruhu d&itatelov.

Aj dodatky o kombinatorike a nekoneénych radoch si
napisané ako samostatny celok. Pravdaze, v nich sme sa
sustredili len na tie najnevyhnutnejsie poznatky, pouzité
na niektorych miestach zakladného textu. Ostatne, pre
nadejného matematika by mohlo byt prave zaujimavé
samostatne zovseobecnit to, o sme vyloZili na jednodu-
chych prikladoch.

Napokon priklady (rieSené i neriesené — s pripojenymi
vysledkami) tvoria kostru celej knizky. Nemali sme
v imysle budovat tedriu, ale prikladmi ilustrovat niekto-
ré myslienky a problémy tedrie pravdepodobnosti.
Citatelom prajeme, aby sa dodkali hodne radosti zo
spravne rozriesenych iloh.







1. kapitola

UDALOST A JEJ PRAVDEPODOBNOST

Pojem pravdepodobnosti je nam znamy z beZného
zivota. Ak sme o nieom pevne presveddéeni, hovorime,
ze je to isté na 100 9%,. Ak vSak o nietom prehlasime, Ze
mame 959, istotu, pripistame, Ze zo 100 pripadov asi
v piatich dané tvrdenie neplati.

V matematike vyjadrujeme pravdepodobnost nejakej
udalosti nie v percentach, ale odpovedajicim ¢&islom
z intervalu (0,1). Teda nehovorime o pravdepodobnosti
57 %, 13 %, 20 °, a pod., ale 0,57, 0,13, 0,2 a pod.
Skutoénost, Ze pravdepodobnost nejakej udalosti je 0,2
intuitivne chapeme tak, Ze pri ,,velkom poéte‘ pokusov
nastane ta udalost asi v 1/5 pripadov.

Spoéiatku budeme pracovat s tym azda najjednoduch-
8im modelom: budeme predpokladat, Ze dany experiment
ma len koneény podet moznych vysledkov a vSetky sd
rovnako pravdepodobné. Napr., ak hddZeme kockou,
ktorej steny s odfslované ¢islami 1 az 6, mame 6 moz-
nych vysledkov; oznatme ich w;, w, ..., wg Ak
je t4 kocka pravidelndi a homogenna, predpoklad,
ze vietky vysledky si rovnako pravdepodobné (t.
j.» Ze kazda ¢&islica bude ,rovnako d&asto’ padat) je
prijatelny.

Definicia 1.1. Nech 2 = {w,, w,, .... ®,} je neprizdna
mnoZina. Podmnoéiny mnofiny Q budeme nazjvaf $ieZ
wdalostami; &pecidlne O sa nazijoa. nemoind udalost, 2 sa
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nazyva 1std udalost. Pravdepodobnostou P(A) udalosts A
rozumieme Cislo

P(4) =,

kde m je pocet prokov mnoziny A ( pocet prvkov prdzdnej
mnofiny 8 je 0) a n je pocCet prokov mnoZiny £.

Priklad 1.1. Vykonajme hod pravidelnou kockou, ‘na
stenach ktorej je postupne jedna, dve, tri, ..., Sesf bo-
diek. Akd je pravdepodobnost udalosti, Ze na padnutej
stene bude parny podet bodiek ?

Riedenie. V naSom pripade je Q = {w,, wy, ..., wg}
prifom prvok w; odpoveds stene, na ktorej je prave
¢t bodiek. Pytame sa teda na pravdepodobnosﬁ udalosti

A = {w,, wy, wg} ,

ktora ma tri prvky. Podla definicie plati P(4) = 3/6 =
= 1/2.

Priklad 1.2. V hromade hracich kariet je 32 dobre
zamieSanych kariet. Vyberieme tri. Aké je pravdepodob-
nost toho, Ze vietky tri budu dervene?

Riedenie. Prvkov zakladného priestoru A je tolko,
kolko je moZnych réznych trojic kariet vybratych spo-
medzi 32. Ako je zndme (pozri Doplnok I), trojprvko-
vych kombinacii z 32 prvkov mozZno vytvorif celkom

39 32.31. 30*
[ ) s = 4960

Preto 2 = {w,, v, ..., 0, g4} Kazdé w; je trojica ka-
riet. Jednou trojicou je napr. trojica (dervend sedma,
dervena osma, zeleny tiz). Oznaéme ju w;. Udalost A4,
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ktorej pravdepodobnost hladame pozostava len z ta-
kych trojic, v ktorych vsetky karty st ¢ervene. Uvedend
trojica w;, nepatri do 4 (¢o zapisujeme w;, ¢ 4). A obsa-
huje tolko prvkov (trojic), kolko trojprvkovych kombi-
nacii mozno vybrat spomedzi 6smich prvkov. A to je

[8) _8.7.6 _ .

3 3.2.1
Preto
56
—_— —— T ll .
P(4) 1960 0,0

Priklad 1.3. Do stanice vchddza vlak s dvandstimi
voznami. Nastupuje doiiho 7 cestujitcich. Aka je pravde-
podobnost toho, Ze vietci siedmi pocestuji v réznych
vagénoch (t. j. v Ziadnom vagdéne nepocestuje viac ako
jeden z nich)?

Riedenie. Podobne ako v predoslych prikladoch je

P(4) = m/n, kde n je podet vsetkych moZznych roz-
miestneni 7 cestujicich do 12 vagénov a m je podet
takych rozmiestnenf, pri ktorych si kaZdé dve osoby
v dvoch réznych vagénoch.

Cislo n je vlastne podet varidcii s opakovanim 7-ej
triedy z 12 prvkov. Prvého cestujiceho méZzeme umiest-
nit do lubovoIného z 12 vagénov. K TubovoInému umiest-
neniu prvého cestujiceho méme 12 umiestneni druhého,
teda prvych dvoch cestujicich méZeme umiestnit cel-
kom 12.12 = 122 spésobmi, prvych troch 12.12.12 =
= 123 spdésobmi atd. Vidime teda, Ze n = 127,

Cislo m je zase podet varidcif bez opakovania 7. triedy
z 12 prvkov. Prvého cestujiiceho méZeme umiestnit do
[ubovolného z dvanastich vagénov, druhého uz len do
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IubovoIného zo zvysnych jedenastich atd. Teda na
umiestnenie vSetkych siedmich madme mozZnosti celkom

!
m = 12.11.10.9.8.7.6 = -152'—

Preto
- m 12.11.10.9.8.7.6
PA) =—- =313 12.12.12.12.12 _ 114

Napriek tomu, Ze formalne je rieSenie prikladu 1.3
v poriadku, zd4 sa, Ze vysledok nie je v stilade so skutod-
nosfou. Skisenosti ukazuji, Ze nemozno akceptovat
predpoklad, Ze nastipenie cestujiceho do Tubovolného
z voziov je rovnako pravdepodobné. Okrem toho
cestujuici obvykle necestuji nezavisle jeden na druhom,
ale vo vadsich, ¢ mensich skupinkach. PouZity matema-
ticky model je nevhodny. (PravdaZe, tazkosti uvedeného
razu nie su Specialitou teérie pravdepodobnosti. S podob-
nymi fazkostami treba ratat pri aplikovani lubovoIného
matematického aparatu v praxi.)

Priklad 1.4. Predpokladajme, ze v sérii 100 vyrobkov
je 5 chybnych. Vyberme spomedzi tych 100 vyrobkov
ndhodne 10. Aka je pravdepodobnost toho, Ze medzi
tymito desiatimi vyrobkami budd prave tri chybné ?

Riedenie. Polet n vSetkych desatmiestnych vyberov
zo 100 vyrobkov, tj. pobet vietkych kombinacii desiatej
triedy zo sto prvkov je -

_(100).
»=(')
Skutoénost, Ze vyberame ndhodne znamena vlastne to,

ze kazda z tychto desatic (teda kazdy prvok zakladného
priestoru) je rovnako pravdepodobna. Tri chybné vy-
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robky spomedzi piatich méZzeme vybraf [g) spdsobmi.
Zvysnych sedem vyrobkov musi byt dobrych, teda
vyberame ich spomedzi 95 dobrych vyrobkov. Na vyber

siedmich spomedzi 95 dobrych vyrobkov mame (975 moz-
nosti. Ku kaidej z tychto sedmic dobrych mame [g]

trojic chybnych vyrobkov. Preto desatic skimanej
vlastnosti (7 dobrych, 3 chybné) je

= (1))
G

n 100
10

Priklad 1.5. Hdd%eme dvoma hracimi kockami. Aka
je pravdepodobnost toho, Ze siiéet bodiek na oboch koc-
kach bude 9? :

Riedenie. Tento priklad pouZijeme aj na to, aby sme si
pripomenuli pojem kartézskeho siéinu dvoch mnoZin.
Kartézskym si¢inom dvoch mnozin A, B (oznalenie
A x B) rozumieme mnoZinu vsetkych takych usporia-
danych dvojic (z, y), 2¢ xe€ A, y € B. V nasom priklade
je A mnoZina vysledkov na prvej kocke, B je mnoZina
vysledkov na druhej kocke. V8etky mozné vysledky pri
hode dvoma kockami si charakterizované vsSetkymi
dvojicami (¢, ), kdes =1,2,...,6,7 =1,2, ..., 6, teda
kartézskym sid¢inom

t{1,2’...,6}><{1,2’ ""G}'

éize

P(4) =

)



Zékladny priestor teda pozostiva z n = 36 prvkov.
Podrobne rozpisané

Q = {(L1), (1,2), ..., (1,6),
(2:1), (2,2), ..., (2,6),

(6,1), (6,2), ..., (6,6)} .

Napr. prvok (5,2) charakterizuje tu skutocnost, Ze na
prvej kocke padla stena s piatimi bodkami, na druhej
stena 8 dvoma bodkami.

Udalost M, ktorej pravdepodobnost hladime pozo-
stava z tychto prvkov

M = {(6,3), (3,6), (4,5), (5,4)} .
tedam = 4 a

Priklad 1.6. V telefénnej tstredni mozno vytaéat
trojmiestne ¢&isla (0 moézZe byt aj na zadiatku). Aka je
pravdepodobnost toho, Ze v nahodne vytofenom troj-
miestnom é&isle budi véetky cifry rézne ?

Riedente. Vietkych moznosti je tolko, kolko je varia-
cif s opakovanim tretej triedy z 10 prvkov 0,1, 2, ..., 9.
teda

n = 103

Fakt, Ze sme vytadali ndhodne znamend, Ze vietky tro-
jice si rovnako pravdepodobné.

Do skiimanej udalosti 4 patria tie usporiadané trojice
(¢, 7, k), v ktorych si 4, §, k navzdjom rézne. Polet m
takychto trojfc je podet vietkych variicif (bez opakova-
nia) tretej triedy z 10 prvkov, teda
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m = 10.9.8.

Preto
10.9.8
P(4) = To1or5 = 072,
Cvi¢enia

1.1. Na otvorenic trezoru jo potrebné poznaf uréité troj-
miestne &islo (nula moéze byt a) na zadiatku). a) Akd je pravde-
podobnost toho, Ze pfi 27 ndhodno volenych trojéfsliach otvo-
rime trezor ? b) Kolko volieb treba urobit, aby pravdepodob-
nost toho, Ze trezor otvorime bola véadésia ako 1/3°?

1.2. Akd je pravdepodobnost, Ze pri hode dvoma hracimi
kockami padne na oboch to isté &islo?

1.8. V triede je 12 dievéat a 15 chlapcov. Aké je pravdepo-
dobnost toho, Ze medzi prvymi desiatimi podla abecedy je
préve b dievéat ?

1.4. Aké je v Sportke pravdepodobnost vyhry tretej ceny
na jeden tip? (Zo 49 &isel tipujeme 6 &isel, pricom na tretiu
cenu musime uhddnut prdve styri &isla.)

1.8. Do vytahu v dvadsatposchodovej budove vstupuje
5 0s6b. Aké je pravdepodobnost toho, %e kaZdy vystipi na
inom poschodi? (Predpokladéme pritom, Ze vystupuji nezé-
visle na sebe a pravdepodobnost vystipenia na ktoromkolvek
poschodi je rovnak4.)

1.6. Aké je pravdepodobnost toho, Ze dvaja ndhodne vybra-
ti Judia nemaji ten isty mesiac a def narodenia?! (Na roku
nezdlezi, 29. februdr vyhiéime z avah.)

1.7. Na festivalové predstavenie kupili si nezdvisle po
jednom do jedného radu listky 3 Ameri¢ania, 5 Francizi,
2 Poliaci a 5 Sovieti. Aké je pravdepodobnost toho, Ze vSetci
prisludnici tej istej krajiny budu sedief spolu ?

Pravda, siahat po definicii pravdepodobnosti nemusi
byt vZdy najschodnejSou cestou. Niekedy je vhodné
rozloZif dani udalost na jednoduchsie, resp. vyjadrif ju
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potnocou inych udalosti. K tomu sldazia mnoZinové ope-
racie. Budeme pouzivat tri.

Komplement A’ mnoziny A je mnozina tych prvkov
w €2, ktoré nepatria do A. Strugne zapisané, A’ =
= {wef; w¢ A}. V tedrii pravdepodobnosti sa A’ nazy-
va aj opatnou udalostou k udalosti 4.

Zjednotenie A \J B mnoZin A, B je mnoZina prave
tych prvkov w € 2, ktoré patria aspon do jednej z mno-
zin A, B. (Ale mdzu patfif aj do obidvoch!) Teda
AUB={wel; wed, alebo w € B}.

Koneéne prienik A (\ B mnozin A, B je mnoZina
prave tych prvkov w € 2, ktoré patria sid¢asne do oboch
mnozin 4, B; A N\ B ={wel; wed a weB}.

Nech napr. 4 je udalost spoéivajica v tom, Ze na hra-
cej kocke padne stena s parnym poétom bodiek, B —
padne stena s po¢tom bodiek vidésim ako 2. Teda

4 = {0)2, Wy, ws} ’ B = {w:!a Wy, Wg, wﬁ} .
Potom
A = {wl’ w3, Ws}

spoéiva v tom, Ze padne stena s neparnym poétom bo-
diek,
A ﬂ B = {CU4, we}

spodiva v tom, Ze padne stena, na ktorej st §tyri bodky,
alebo stena, na ktorej je 6 bodiek; koneéne

A U B = {w,, 0,, 0y, w5, e}

nastane, ak padne stena s vidsim poétom bodiek ako 1.

K tomu, aby sme vedeli vypoéitat pravdepodobnosti
udalosti 4', A \ B, A |J B je potrebné poznat poéty
prvkov mnozin A, A N B, A (J B. (Oznadme ich
m(A’), m(A ) B), m(A U B) resp. m(A), m(B).) Naj-

Inhgie je to v pripade udalosti A’.
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Ak udalost 4 obsahuje m(4) = m prvkov a cely. pros-
tor obsahuje n prvkov, tak udalost .4’ obsahuje » —
prvkov, totiz tie prvky z Q, ktoré nepatria do 4. Preto

m(d'y =n—m =n—m(4),
md) _n—m(d) _n _ m(4)
n

n n n
= 1— P(A).

Pravdepodobnost opaénej udalosti (k udalosti 4) je teda
¢islo 1 — P(4).

V pripade udalosti A () B, A J B je situicia kompli-
kovand tym, Ze podet prvkov mnozin 4 B, A U B
nie je uréeny poétom prvkov mnozin 4, B. A (} B mdZe
byt napriklad prazdna mnoZina 8, dvojprvkovi ako
v predoSlom priklade a pod. Ak je ale znimy podet
prvkov A () B, uz je znamy aj podet prvkov mnozZiny
A {J B. Nech napr. m(4 N\ B) = 3, m(4) = 8, m(B) =

P(4') =

A B

Obr. 1

= 7. Potom ,,mesiadik‘‘ A )\ B’ (mnoZina tych w, ktoré
patria do A, ale nie do B; oznaduje sa tiez 4 — B)
obsahuje 8 —3 = 5 prvkov. Cel4 mnoZina A mi 8
prvkov; z nich 3 patria aj do B, teda 5 je takych, ¢o
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partria do 4 a nepatria do B. Podobne zistime, Ze mno-
Zina B () A’ ma 7 — 3 == 4 prvky, teda mnozina 4 () B
mé celkom 5 4+ 3 + 4 = 12 prvkov.

Obr. 2

. Prejdime k vBeobecnému pripadu. Nech mnoZina
A ( B ma k prvkov, mnozZina 4 ma m, prvkov, mnoZina
B mi m, prvkov, t. j. m(4 (\ B) =k, m(4) = m,,
m(B) = m,. Potom mnozina 4 (y B’ ma m, — k prvkov,
mnoZina B () 4’ md m, — k prvkov, teda pocet prvkov
mnoZiny 4 () B je

m(d U B) = (my— k) + k + (m; — k) =
=my; + my—k = m(4) + m(B) — m(4 () B).

Ak predelime uvedeni rovnost poétom n prvkov zi-
kladného priestoru £, dostaneme

P(4 U B) =
_ mAU B) _ m(4)

m(B)  m(4 N B)
n n + n n -
= P(A) + P(B)— P(4A N\ B) .
Dok#zané rovnosti
P(4') =1—P(4), (1)
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P4 U B) = P(d)+ P(B)— P4 NB) (2

budua v dalsich prikladoch nasim zikladnym pracovnym
prostriedkom.

Vsimnime st Specialny, ale doélezity pripad, kedy
A, B nemaju spolo¢né prvky, t. j. 4 N\ B = 8. O ta-
kychto udalostiach hovorime, Ze st disjunktné, alebo,
ze sa navzajom vyluéuju. V takom pripade

m(A ) B) = m(4) + m(B),
teda

P(AY B) =

m(A\) B)  m(4) m(B)
n =" T Taw T

— P(4) + P(B).

Pravdepodobnost zjednotenia navzajom sa vyluéujicich
udalosti sa rovna suétu ich pravdepodobnosti:

ANB=b= P(AUB)=PA) + PB). (3)
Implikacia (3) je ostatne bezprostrednym désledkom (2).

Ak totiz A B =09, tak P(4 (\ B)=P(8) = 0,
teda

P(A U B) = P(4) + P(B) — 0 = P(4) + P(B).

Priklad 1.7. Had%eme tromi hracfmi kockami. Ak4 je
pravdepodobnost, Ze aspon na jednej bude Sesfka ?

Riedenie. Lahsie vypotitame pravdepodobnost uda-
losti 4: ani na jednej kocke nepadne estka. Skutodne

5.5.5 53

Pld) == =&

pretoze vietkych usporiadanych trojfc z &isel 1, 2, ..., 6
je 63 a vietkych usporiadanych trojfc z &sel 1,2, ..., 5
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je 57, Skumana udalost — aspoii na jednej kocke padne
gestha — je opadnou k udalosti . Preto pre jej pravde-
podobnost plati

Priklad 1.8. Opiat hddZeme tromi hracimi kockami.
Aka je pravdepodobnosf, Ze padne nanajvys jedna
Sestka ?

Riedenie. Nech A, je udalost: nepadne Ziadna Sestka,
A, — padne prave jedna Sestka, 4 — padne najviac
jedna Sestka. Potom A = A4, U 4,, 4, N 4, = 9,
teda

P(A) = P(4,) + P(4,).
Zrejme

P(dg) = o5

Dalej, A, = B, U B, U B,, kde B, znamen4, %e na i-tej
kocke padne Sestka, ale na zvySnych dvoch nie. Teda
napr. B, pozostiava zo vietkych trojic (8, ¢, ), kde ¢ # 6,
9 # 6. Takych trojic je 5.5 teda

52
P(B,) = 68

Podobne
P 52
P(Bz)=P(Ba)=ﬁ,

teda (vzhladom na to, Ze B,, B,, B, se navzajom vyludu-
ja)
3.5

P(Al) =P(Bl) + P(Ba) +P(Ba) = 6
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53 3.5°%
P(A) =—€3* + 6%

= 0,93.

Priklad 1,9. HidZeme dvoma hracimi kockami. Aka
je pravdepodobnost toho, Ze aspon na jednej padne
sestka ?

Riedenie. Podobnu tulohu sme riesili v priklade 1.7.
Tentokrat nepouZijeme opadénu udalost, ale rovnost (2).
Nech 4 je udalost — Sestka padne na prvej kocke, B —
Sestka padne na druhej kocke. Mame vypoéitat P(4 {J B);

P(A U B) = P(A) + P(B)— P(4 ( B).
Ale P(4) = P(B) = 6/36, P(A () B) = 1/36, teda
6 6 1 11

36 T 36 36 _ 36

Chvalabohu, pomocou opaénej udalosti vyjde ten isty
vysledok.

P(A U B) =

PAUB) =1—P4'NB)=1—2 _ 1L

(4 U5 = ( N 62 36
Koneéne, prvky mnoziny 4 (J B mozZno systematicky
vypisat:

(6,1), (6,2), ..., (6,5)
(1,6), (2.,6), ..., (5,6)
(6.6)

11

Skutoéne, P(4 ) B) = 36
CviCenia

1.8. Akd je pravdepodobnost toho, Ze dvaja ndhodne viybra-
ti Tudia maju v ten isty den narodeniny ?

17



1.9. Akd je pravdepodobnost toho, %6 z » ndhodne vybratych
[udi aspoil dvaja maju v ten isty deil narodeniny ?

1.10. Skupinu z kolkych [udi inusime mat, aby sme s prav-
depodobnostou vaésou ako 1/2 mohli tvrdit, Ze aspon dvaja
dlenovia tej skupiny majui narodeniny v ten isty deh ?

1.11. Do vytahu sedemposchodového domu nastupuji 3 oso-
by. Aké je pravdepodobnost toho, Ze aspoil dve z nich vysta-
pia na tom istomn poschodi?! (Podobne ako inde predpokladé-
me, %e vystupuji nezavisk na sebe a pravdepodobnost
vystupenia na [ubovolnom poschodi je rovnaks.)

1.12. Ak& je pravdepodobnost toho, Ze pri scdemnédsobnom
hode hracej kocky padne scstka a) prdve dvakrdat b) najviac
dvakrét ¢) aspon dvakrat ?

1.18. Z dvanéstich predajni méasa v meste v 8tyroch predra-
%uju tovar. Ndhodne vyberieme na kontrélu 2 predajne misa.
Ak4 jo pravdepodobnost toho, Ze a) v oboch predraZzuji tovar
b) v oboch preddvaji bez predraZovania c) aspon v jednej
predrazuju tovar?

1.14. Medzi 10 dobrych Ziaroviek bolo omylom priemiese-
nych 6 chybnych. Ndhodne vyberieme 3 z tych 15 Ziaroviek.
Aké je pravdepodobnost toho, Ze a) vdetky tri si dobré
b) préve jedna je chybnd c) asponl jedna je chybné ?

1.15. Do okresného mesta v okrese, v ktorom je 30 obhci sa
schédzaji dvadsiati branci.”"Aké je pravdepodobnost toho, Ze
aspoil dvaja budi z te) istej obce?

Vlastnost (3) m6Zeme zovseobecnit na viac &initelov
ako 2. UZ v priklade 1.6 sme to pouZili.

Priklad 1.10. Dokazte: Ak 4,, 4,, ..., 4, si navza-
jom sa vyludujice udalosti (t. j. 4; () 4; = 0 pre 1 #
# ), tak

P4, 04,0 ... U4d,) =P4,) + P(4,) +
... + P(4,).

Riedenie. D6kaz urobime indukeciou pomocou (3). Pre
n = 1 uvedené tvrdenie platf (P(4,) = P(4,)). Predpo-
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kladajme, Ze plati pre nejaké n. Mame ju dokazat pre
n 4+ 1. Majme teda n 4 1 navzajom sa vyludujucich
udalosti 4,, 4,, ..., 4., 4., (t. j. 4; N 4; = 0 pre
i #j).
Potom udalosti

A=4,... YU4,,B=4,,

sa tiez disjunktné, t. j. 4 N\ B = 8. Keby totiZ existo-
val prvok w e 4 ) B, potom by existoval taky index %
spomedzi 1, 2, ..., », Ze w € 4;; sutasne w € 4,,,, teda
weA; ) Anyy, €0 nie je moiné, pretoie ¢ #n + 1.
Podla (3) potom mame

P(4, U ... U 4ss1) = P(4 U B) = P(4) + P(B)
= P4, U ... Ud,) + P(4..1),
teda, ak pouzijeme iudukény predpoklad, dostaneme
P(Al U... Udan) =PA4) + ... +
+ P(A4,) 4 P(4.4) -

Priklad 1.11. Skisme sformulovat a dokazaf tvrdenie

Obr. 3
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analogické rovnosti (2) pre tri mnoZiny, t. j. vyjadrit
P(4 \J B \J C) pomocou P(4), P(B), P(C) a pravdepo-
dobnosti prienikov.

Riedenie. Zostrojme Vennov diagram. Mame (m(E) —
poéet prvkov mnoziny E)

mdYBJC) =k + ky+ kg +n, + n, +
+ny+k=(k +n+n+k)+ (kg + ny +
+ns+ k) + (ks + ny + ny + k) — (1, + 7y +
+ 7y + 2k) = m(A) + m(B) + m(C) — (n, + k) —
— (g + k) — (ny + k) + & = m(A) + m(B) +
+ m(0) —m(4 () C) —m(4 \ B)—m(B ( C) +

+m(ANBNC).
Dostali sme teda vzorec
P(4 U B Y C) = P(4) + P(B) + P(C) —
— P4 NB)—PANC)—PBNC) +
+PANBNO).
Teraz uvedeny vzorec dokaZeme pomocou vzfahu (2):
PAUBUC) =P(AUB UOC) =
= P(AUB) +POC)—P(AUB NC) =
— P(4) + P(B)— P(4 (\ B) + P(C) —
—P(ANC)UBNC).
Ale podla toho istého vztahu (2) je
P(ANC)UBNO) =PANC) +
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+PBNC)—P(ANC)NBNC) =
=PANC)+ PBNC)—PANBNC).
Preto
P4 Y B ()= P4) + P(B) + P(C)— P(ANB) —

— P((4 NC) U (B NCO) =PA)+ P(B) +
+ P(C)—PANB—PANC)—PBNC)+
+PANBNO).

Cvifenia

1.16. Dokézte: Ak 4, BsiTubovolné udalosti, tak P(4 (} B')=
— P(4) — P(4 () B).

1.17. Nech 4, B su také udalosti, Ze P(A {J B) = 3/4,
P(4") = 2/3, P(4 (| B) = 1/4. Néjdite a) P(4) b) P(B)
c) P(4 ) B').

1.18. Dokdite: Ak A, B sd . lubovolné udalosti, potom
P(B)y=PBN A) + P(BN 4.

1.19. Vyjadrite podobne ako v priklade 1.11 P(4 () B {J
UcyU Dy E) pomocou P(4), P(B), P(C), P(D), P(E)
a pravdepodobnosti prienikov.

n

1.20. Néjdite vzorec pre vypocet P({) 4;) a dokdite ho

s

indukeiou. i=1

Priklad 1.12. Na 5 vesiakov si 5 navidtevnikov odlozilo
5 dplne rovnakych klobikov. Pri odchode si nahodne
vyberaja klobiky. Aka je pravdepodobnost, Ze aspon
jeden z navstevnikov odide v tom istom klobiku ako
prisiel ?

Riedenie. Nech A4; znamena: i-ty zakaznik odchadza
s tym istym klobikom, s ktorym prisiel. Hladdme
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P4, U4, U ... Ud;). Podla cvitenia 1.19 (resp.
1.20, n = 5)
P(Al UAzU--- UA5)=P(A1)+P(A2)'|'
+ ... + P(4;) — P4, N 4;) — P(4, N 4,) —
— ... — P4, N 4;) 4 P4, N4, N 4,) +
+PA, N4 NA)+ ... + P(A4; N A, N 4;) —
—PA, N4, N4, N4)— ... — P4, N4, N
NA4, N4+ P4, N4, N4 N4 N 4y) .

Potitajme P(A,). VSetkych rozmiestneni piatich klobu-
kov na pit vesiakov je 5! (potet permutacif z 5 prvkov).
A, nastane, ak prvy navstevnik vezme svoj klobik;
ostatni &tyria sa moézu podelif o zvysné klobuky 4!
spésobmi. Preto

4! 4.3.2.1 1

PlA)=3r=%2331 " 35"

Podobne

P(4,) = P(4,) = P(4,) = P(4;) = %.

Vypoéitajme teraz P(4, () A;). VSetkych rozmiestneni
je opit 5!, ale ,,priaznivé‘ si len tie, pri ktorych prvy
a druhy navstevnik natrafili na svoj klobik. Zvysni
traja sa preto moézu podelit o ostatné klobiky uZ len 3!
spO6sobmi. Preto

3!
P(Al nAz) = 51 =

-

3.2.1 1
5.4.3.2.1 5.4
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Podobne
1

P(4:N 45) = PANA) = ... = PA,N 4) = 5

a analogicky
PA, N4: N4 =PA4, N4 N4 = ... =
1

=P(A3 nAC nAﬁ) = 5.4.3°

PA, N4: N4 NA) = ... =
1
=P(Az nAs nA4 nAs)'—‘m,

PA, N4, N4 N AN 4y) = 5.4.;.2.1 '

Ak uvazime, Ze udalostf 4,, 4,, ..., 4; je pit, prieni-
kov 4, N 4,, 4, N A4,, ... je [g], prienikov 4, ()

NA4;: N4, 4, Q04 N4, ... Je [g] , atd. dostaneme

P4 U4 Y. 0 =(8)5—(8) 51 +

5 1 5 1 5) 1
+ (3) 54.3 _[4] 5432 [5]’5_!

I

5.4 5.4.3
=l—s3sst331533
5.4.3.2 ] 1 1 1 1
—43215432 T ot atE
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Cvicenia

1.21. Sekretiarka naéhodnym spdsobom rozmiestinuje pat lis-
tov do piatich spravne napisanych obélok. Aké je pravdepo-
dobnost toho, Ze aspon jeden list sa dostane do spravnych ruk ?

1.22. 32 kariet rozdali medzi 8tyroch hrdéov. Akéd je pravde-
podobnost toho, Ze aspoii jeden z nich dostane vietky karty
rovnakej farby ?

1.28. V novostavbe odovzdali 8iestim obyvatelom 8est
r réznych kludikov od &iestich oznaenych listovych schrénok.
Aké je pravdepodobnosf. toho, Ze a) Ziadny nedostal sprdvny
kIGéik t. j. klaéik od svoje) schranky b) jediny dostal spré.vny
klaéik c) asponn jeden dostal sprdvny kladik d) aspon dvaja
dostali sprévny klaéik ?

Zda se, Ze je na ¢ase, aby sme upustili od predpokladu,
¥e vietky prvky priestoru {2 si rovnako pravdepodobné.
Budeme predpokladat, Ze pravdepodobnosti jednotli-
vych jednoprvkovych mnozin {w} st dané. Napr. ak
hidZeme nepravidelnou kockou, nebudu vietky steny
padat s rovnakou pravdepodobnostou. Prisluéné pravde-
podobnosti sa v praxi ziskavaji (odhaduji) experimen-
talne a v naSich prikladoch s4 vopred dané. Nech napr.
Pl{wy}) = Pl{wg}) = 1/9, P({ws}) = Pl{wg) = 29,
P({wg}) = P({we}) = 1/6. (Prirodzene, sudet vietkych
P({w;}) musi byt 1.) Pravdepodobnost inych udalostf
uréime pomocou vzfahu z prikladu 1.10. Vietky {w:} sa
totiZz navzdjom vyluéuji. Preto je rozumné definovat
pravdepodobnost nejakej udalosti A ako sidet pravde-
podobnost{ tych {w;}, pre ktoré w; € 4. Napr., ak 4 zna-
mend padnutie steny s parnym poétom bodiek, tak

P(A) = P({wg} U{ogd U {od) =
= P({wy}) + P({wg)) + P({wg) =
24



1 1

- L4y
— 9 "9 "6 2

Pravdepodobnost toho, Ze padne stena s po¢tom bodiek
vadsim ako 3 je
P(B) = P({wg} U {ws} U {wg}) =
= P({wg) + P({ws}) + P({we}) =

2 1 1 5
=9 tTetse =9
Definicia 1.2. Nech 2 = {w,, ..., w,} je konelnd ne-
prdzdna mnofina, p,, P, ..., Pa SU nezdporné Eisla,

ktorych silet je 1. Pravdepodobnosfou udalosti A C 2
je ctslo
P(4) = 3 p
w,€d

i
Dalej definujeme P(8) = 0.
Viimnime si, Ze pojem pravdepodobnosti z definicie
1.1 je Specidlnym pripadom pravdepodobnosti z defini-
cie 1.2. Skutoéne, poloime v definfcii 1.2 p, = p, =

1
- o o o = pn - —1b-o Potom
m(A4)

PA) = 3 o = o mid) = 22

kde m(A) je podet prvkov mnozZiny A.
TiezZ si je hodno povsimnif, Ze aj pri tomto zo-
vieobecneni zostani v platnosti rovnosti (1), (2) t.j.

P’y =1—P(4), P(A\ B) = P(A) + P(B)—
— P(4 () B)
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a teda aj implikacia (3):
AQNB=8%8 => PA4\B)=PA)+ PB).

Priklad 1.13. Dva pristroje pracuju tak, Ze po cely
denl je zapnuty aspon jeden z nich. Pritom 1. pristroj
‘pracuje 70 %, dna, 2. pristroj 65 9, dna. Aka je pravde-
podobnost, Ze v uréity Sasovy okamih budi zapojené
oba pristroje? (Predpokladame, Ze sa zapinaji a vypi-
najai nezavisle jeden na druhom.)

Riedenie. Nech 4 je udalost — v danom okamihu je
zapnuty 1. pristroj, B — zapnuty je 2. pristroj. Podla
predpokladu 4 {J B = 2 je istd udalosf. Preto

1 = P(4 U B) = P(4) + P(B)— P(4 ) B) =
= 0,7 + 0,65 — P(A ( B)

odkial
P(A (\B) =0,7+ 0,66 —1 = 0,35.

Cvitenia

1.24. V pristroji su tri sidiastky. Pravdepodobnost toho, Ze
v uréitom okamihu pracuje urdité sdéiastka je pre kazdu
z nich 0,5, Ze pracujui siéasne uréité dve spomedzi nich je
(pre kaZzdu dvojicu) 0,1875, Ze pracuju veetky tri naraz je
0,0625. Akd je pravdepodobnost toho, Ze v danom okamihu
nebude pracovat ani jedna sGéiastka ?

1.256. V skupine tlmoénikov je 90 9, takych, &o ovlddaja
jazyky A, F, R. Pravdepodobnost, Ze tlmoénik ovldda A je
1/3, pre F tie% 1/3, pre R 2/3, pravdepodobnost, Ze ovldda
viotky tri uvedené jazyky je 1/30. Aké je pravdepodobnost
toho, Ze tlmodénik ovldda aspon dva jazyky ?
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2. kapitola

GEOMETRICKA PRAVDEPODOBNOST

Co je to vlastne pravdepodobnost ? Aké st jej vlastnosti?
V kapitole I. sme odpovedali na prvi otdzku formaélne,
a to tak, Ze sme sa obmedzili len na uréity druh problé-
mov: mnoZina moznych vysledkov je koneénA.

Ale aj v tomto jednoduchom pripade sme videli, Ze
pravdepodobnost P je vlastne zobrazenie

E > P(E),

ktoré kazdej mnozine E uréitého typu (také mnozZiny
nazveme merateInymi — v danom pripade to boli Tubo-
volné podmnozZiny danej koneénej mmnoZiny) priraduje
redlne é¢fslo P(E), pritom plati napr. toto: -

P@®) =0, P(Q) =1;
P(E) = 0 pre vietky merateIné mnozZiny Z;

P(E) + P(F) = P(E \) F) + P(E (O F) pre vietky me-
rateIné mnoZiny E, F.

Aby sme sa v tomto pohlade na vec utvrdili, uvedie-
me niekolko jednoduchych a okrem toho velmi popu-
larnych prikladov iného druhu.

Nech 2 je nejaka rovinnd mnoZina, 4 C £, pri¢om
vieme vypoditat obsah mnoZin 4 i 2. (Nebudeme pre-
cizovaf, ¢o to znamend ,,vieme vypoditat obsah‘; p6jde
obvykle o mnoziny ako pravouholnik, kruh, jeho &fasti
a pod.) MnoZiny, ktorych ,,obsah vieme vypoditat
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nazveme opidt meratelnymi. Akd je pravdepodobnost,
ze nejaky bod, ktory padne do 2 padne aj do A4 ?

A, 2 byvaji nekoneéné mnoZiny. Preto nie je mozné
definovat pravdepodobnost pomocou podtu prvkov.
Zd4a sa byt vsak prirodzenym definovat pravdepodob-
nosf udalosti 4 ako podiel plosnych obsahov

_ m(4)
( )“Wa

kde m(A4) resp. m(f2) je obsah mnozZiny A resp. Q.
Odhliadnuc od toho, Ze sme nedefinovali podrobne vset-
ky pojmy, opif priradujeme kazdej ,,meratelnej‘ mno-
Zine K ¢&islo P(E) a zobrazenie E —— P(K) ma opit
vys8ie uvedené vlastnosti.

Priklad 2.1. (Buffonova ihla). V rovine je dany neko-
neény systém navzijom rovnobeZnych priamok vo
vzdialenosti d. Na tito rovinu hidzeme ihlu dlzky
k(k < d). Akd je pravdepodobnost toho, Ze ihla pretne
niektori z rovnobeziek ?

Riedenie. Priradme kaZdej polohe ihly dve siradnice:
vzdialenost ¢ jej stredu od najblizsej z priamok a uhol

250 %0S0 e % ¢S
PO ot 09,079 g% ¢
.o‘.".".‘.‘.‘.“. ‘.‘:0‘.0‘ ‘:.4

N OSSTIUS SO S S OSSO a %
70000% 000 0 0a % 6% 0% 00s %, 0 (e

Obr. 5
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@ ihly s danymn systémom priamok (ktory vhodne orien-
tujeme); 0. < p = d/2, O < @ < m. Ihla pretne najbliZsie

poloZend priamku, ak —sin @ = p.

Vsetkym moZnym polohé,m ihly odpoveda pravo-
uholnik = (0, =) x (0, %) . Poloham ihly, v ktorych
ihla pretne niektorii z priamok odpovedd mnoZina 4
tych bodov (¢, @), pre ktoré je 0 < p < Ll sin ¢. Mno-

2

%ina 4 je ohranidend sinusoidou o = 5 sin ¢ a priamkou

o = 0. Pravdepodobnosf, Ze ihla v nejakej polohe
(@, o) pretne niektori z priamok, t. j. pravdepodobnost,
%e odpovedajici bod (¢, o) padne do mnoZiny A4 je po-
mer plosnych obsahov

_ m(4)
PA) =)
Cislo m(R) je obsah obdl¥nika, m(Q) = d — 7. Na druhej
strane
A) = .nksin d _k 2=k
m( -—j——2~ pdp =5 .2=14r.
0
Preto
2k
P(A) = i
Cvilenia

2.1. Héd%eme mincu na stdl, na ktorom je &tvorcovd siet
(priemer mince je 3/4 strany &tvorce). Akd je pravdepodob-
nost toho, Ze minca bude celdé obsiahnutd v niektorom &tvroci ?
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2.2, Na danej kruzZnici umiestnime ndhodne a nezévisle na
sebe dva body A, B. Aké je pravdepodobnost toho, Ze dizka
uselky .1B nebude vac¢dia nez polomer tej kruznice ?

2.8. Duelanti sa maji stretnit na sﬁbc:i’ v ndhodne vybrany
¢as medzi piatou a 8iestou hodinou réno. Ten, ktory pride prvy
éakd na protivnika len 6 mimit, potom odchéddza. Akd je
pravdepodobnost toho, %e sa siibo) uskutoénf?
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3. kapitola

NEZAVISLE UDALOSTI

Zaénime s jednoduchym prikladom.

Priklad 3.1. HddZeme dvakrat tou istou kockou. Aké
je pravdepodobnost toho, Ze po oba razy padne Sestka
(oznaéme tato udalost znakom (4, 4)); Ze prvy raz
padne BSestka, druhy raz nepadne (udalost (4, —));
ze prvy raz nepadne, druhy raz padne (udalost (—, -));
Ze nepadne ani raz (udalosf (—, —))?

Riedente. Pri dvojndsobnom hode kockou je moznych
celkom 36 vysledkov (1, 1), ..., (1, 6), (2, 1), ..., (2, 6),
..., (6, 1), ..., (6, 6). Pri prvom hode je totizZ moZnych
6 vysledkov a ku kazdému z nich mame 6 moZnych
vysledkov pri druhom hode. Zakladny priestor (ista
udalost) 2 pozostava teda z 36 prvkov

Q=1{(1,1),(1,2), ..., (6, 5), (6, 6)}.
Udalost, ktori sme oznadili znakom (-, 4+ ) nastane
vtedy, ked po oba razy padne Sestka, teda

(+, +) = {(6, 6)} .
Preto
1 1

1
P(+, +) = 36 -6 6
Dalej
(+, —) = {(Ga l)’ (6’ 2)a (6’ 3)’ (6’ 4), (61 5)} .
teda
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5 1 5
P(+, —) ~ 36— 6 6
Podobne
(_’ +) = {(l’ 6)’ (2’ 6)! (3’ 6)’ (49 6)3 (53 6)} ’
5 5 1
P(-—,+)=%'=F°F°
Koneéne

(——)={1,1),(1,2),...,(1,5),...,(5,1), ..., (5, 5)}.

teda
25 5 5
P===3%~%" %
Citatel si iste pamita, Ze 1/6 resp. 5/6 je pravdepodobnost
toho, Ze pri jednom hode padne resp. nepadne Sestka.
Preto si lahko sim z vysledkov

1 1 1 5
P(+,+)='§"F, P(+a_)=_6_'?9
1 5 5

P(_a"l'“):%”a—’ P(—,_)_?._G—

vytvori hypotézu. Overme si ju najprv na daldich prikla-
doch.

Priklad 3.2. HddZme trikrat po sebe kockou, vypisme
vietky udalosti stvisiace s padnutim resp. nepadnutim
Sestky a vypoditajme ich pravdepodobnost.

Rieente. Zakladny priestor 2 ma teraz 6% = 216 prv-
kov. Nés zaujima 8 = 23 udalosti (4, +, +), (+, +,—),
(+v > +)’ (_, +, +)’ (+3 T _)’ (_s +s _)’
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(— — +) (+—, —, —). Podobne ako predtym vypo-
éitame a

Pt 4 H)h= g = 5 5 o
P4, 4, =) = oy = = 5 o
P4, — 4) = o5
Pl +,+) =g 5
S
Ple 4, —) = oo
S A
SRS W
Cvienia

8.1. HddZme trikrdt po sebe kockou. Akéd je pravdepodob-
nost toho, %e a) prdve dvakrdt padne 8estka b) aspon raz
padne Sestka c) Sestka padne nanajvys dvakrdt ?

8.2. Hid¥me péatkrdt mincou. Akd je pravdepodobnost
toho, Zo a) nikdy nepadne znak b) prdve trikrdt padne znak
c) prdve dvakrdt padne znak d) najviac dvakrédt padne znak?

8.8. V .desiatich urndch je po deviatich bielych a jednej
tiernej gulke. Vytiahneme z kaZdej urny po jednej gulke. Akd
je pravdepodobnost toho, %e vSetky budu biele ?
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3.4. Vytahujeme gulky z troch urien. V prvej si 3 biele
a 2 ¢éierne gulky, v druhe) 5 bielych a 1 &ierna, v trete) 3 biele
a 4 tierne. Vytiahneme z kazdej urny po jednej gulke. Aké je

pravdepodobnost toho, Ze vsetky tri budua biele ?
<

Priklad 3.3. Nech 2 = {z,, ..., z;]} je koneénd mnoZi-
na pozostavajica z ¢ prvkov, 8 # 4 C 2, A pozostava
z m prvkov. Nech 2 x 2 je mnoZina v8etkych usporia-
danych dvojic (z, y) prvkov z mnoZiny £2. Aka je pravde-
podobnost toho, Ze oba prvky z, y patria do mnoZiny 4
(inak povedané, Ze v oboch opakovaniach nastane uda-
lost A); 2execA,y¢ A;%e x¢ A, ycAd;te x¢ A, y¢ A

Riedenie. Spominané udalosti oznaéime porade (4, +),
(+, —), (—, +), (—, —). V8etkych usporiadanych dvo-
jic (z, y) prvkov mnoZiny 2 jei.: = 2. FI))a,lej , podet prv-
mnoziny (4, +) je m.m = m?, teda

m? m m

P+, +) = o = == - =

O
Poéet prvkov mnoziny (+, —) je m.(t—m), teda

P(4,—) = 2. b—m _m [1—1).

% ) )
Podobne

P(—, +) = [1_%.’;,

P— —)=-—" =" =(1—ﬂ.][1—-"$)
! ? 0 0
Oznadéme znakom p pravdepodobnost udalosti 4, t. j.

p = P(A) = - znakom ¢ pravdepodobnost opaéne]
udalosti 4’, t] q—P(A)_l_P(A)—l__T=
= 1 — p. Potom
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P(+,4+)=p.p=p*, P(+,—)=p.9q,
P(— +)=q.p, P(— —) =q.9=¢°

Priklad 3.4. Nech Q = {w,, w;, w3, w,;, wg, A =
= {w,, w,, wy}, (takie P(4) = p = 3/5). Nech Q" =
=0 x  X...xX £ je mnozina vSetkych usporiada-

n-krét
nych n-tic prvkov z Q (t. j. mnozina vSetkych moZnych
vysledkov pri n-nasobnom opa,kova.ni »pokusu® Q).
Aka je pravdepodobnost udalosti B, Ze n-tica (x,, .
+» n) bude ma,ﬁ prvky z mnozZiny A prave na miestach

:’1 ’ ?2) ) 7k

Riedenie. Vetkych prvkov mnoiiny Qijeb.5.....5
= 5". Do stiradnfc § SITRRRIY modZeme dosadit po 3 prvky,
na iné miesta zvysne dva prvky, takZe vietkych prvkov
skiimanej mnozZiny je

2. ....3.....3.....83.... =32k
h J2 Tk
teda
31: om—k g ¢ 9 -k
e == (5] (5) -
(3 k 3 ""‘_ o
-(5) (1 —5) -ra—or=
Cvidenia

8.5. Hodme 1 000-krat kockou. Akéd je pravdepodobnost
toho, Ze a)Bestka padne prédve 200-krét b) padne aspon
100 krdt ?

8.6. Hodme kockou n-krédt. Akd je pravdepodobnost toho,
%o a) Sestka padne prave k-krdt b) padne aspo® k-krét ¢) naj-
viac k-krdt ?
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3.7. Sprdvca mincovne dava do kazdej kazety so 100 min-
cami jednu faloSnu. Kral da preverit 100 kaziet tak, Ze z kaz-
dej vyberie po jednej minci a tato preskuma. Akd je pravde-
podobnost toho, Zo falSovatel bude prichyteny ?

Pojem nezavislosti resp. zavislosti si vysvetlime najprv
na nasledujicich dvoch prikladoch.

Priklad 3.5. Majme v urne 7 bielych a 9 modrych
guliek. Vyberieme jednu z nich, vratime ju spif a zamie-
same. PPotom znovu vybericme gulku. Aka je pravde-
podobnost toho, Ze obe gulky budid biele (udalost BB),
ze prva bude biela, druhd modra (BM), Ze prva bude
modra, druhd biela (M B), %e obe budd modré (MM)?

Riedenie. VSetkych mozZznych dvojic pri tahani je
16.16. PretoZe prvi mdzZeme vytiahnut spomedzi 7 bie-
lych a druhi tak isto, obsahuje mnozina BB 7.7 prvkov,

teda
7.7 7 )2
P(BB) = 1g¢ = [1_6] '
Podobne
7 9 9 7
P(BM) =~ qg+ PUMB) =& 3¢
9 2
PMM) = [16]

N&§ priklad je ostatne Specidlnym pripadom prikladu
3.3, kde p = 7/16,q = 1 — p = 9/16.

Priklad 3.6. Opif vyberdme z urny, kde je 7 bielych
a 9 modrych guliek. Ale prvi vybratd gufku nevratime
do urny. V urne teda zostava po prvom fahu len 15 gu-

liek, z ktorych vyberame druhd. Opédt sa pytame na
pravdepodobnosti udalosti BB, BM, MB, M M.
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Riedente. Podet vsetkych dvojic vybranych guliek sa
zmensi: prvi vyberame spomedzi 16, druhd spomedzi 15,
teda podet vSetkych vyberov je 16.15. Na to, aby prva
z guliek bola biela je 7 moZnostf, na to aby aj druha bola
biela je uZ len 6 moZnosti (prvi vytiahnuti — bielu
gulku sme nevratili). Preto

7.6
P(BB) — -im—'
Podobne
7.9 9.7
P(BM) = 1615 PWMB) =14
9.8
PUM) = 1635

V ¢om sa lisia priklady 3.5 a 3.6? V prvom pripade bol
druhy fah ,,nezavisly* od prvého. V druhom pripade za-
visel vysledok druhého tahu od vysledku prvého, teda
od toho, akej farby bola prva vytiahnuta gulka. V§imni-
me si, Ze vo viSetkych prikladoch tejto kapitoly (okrem
prikladu 3.6) islo o ,nezavislé‘* opakovania. Vysledok
druhého hodu kockou nezavisi od toho, aké ¢islo padlo
pri prvom hode.

Aké bolo matematické vyjadrenie faktu ,,nezdvislos-
ti““? Vo vietkych prikladoch sme ,,prislusné‘“ pravde-
podobnosti vynasobili. To nas vedie k tejto definicii.

Definicia 3.1. Udalosti A, B nazyvame nezdvislé, ak
P(4 (\ B) = P(4) P(B).

Ako je to napr. v priklade 3.1? Nech A, je udalosf
spodivajiica v tom, Ze pri prvom hode padne Sestka,
teda
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Al = {(6’1), (6’2)v (6’ 3)7 (Gv 4): (67 5)7 (6’ 6)} =
=(+, ) UM, +)

a nech A, je udalost spoéivajica v tom, Ze pri druhom
hode padne Sestka, teda

Az = {(17 6)’ (2: 6)a (3’ 6)’ (4’ 6): (5a 6), (6a 6)} =

= (_? -I_) U(+’ +)'
Potom
4, N4, ={(6,6)} = (+, +),
6 1 6 1
P(A1)=3—6=?, P(A2)='%‘=—6—',
P(d, () Ay) = gz = & - 5 = P(d,) P(4y),

teda udalosti 4,, 4, st nezavislé v zmysle definicie 3.1.

Rozoberme podobne priklad 3.6. Nech B, je udalost
(v priestore dvojic (x,, z,) guliek, kde z, # z,) spodfva-
juca v tom, Ze prva vytiahnutd gulka je biela. Ak ozna-
¢ime jednotlivé biele gulky znakmi b, , b,, ..., b, a modré
znakmi m,, m,, ..., my, potom

B, = {(by, bs), ..., (by, by), (b1, my), ..., (by, my), ...
coes (b7, By), ooy (Bq, bg)y (bgy, my), - .., (bg, my)} .
Podet prvkov mnoziny B, je 7.15, teda

7.15 7
PB) =1615 = 16

(Je to taka ista pravdepodobnost ako pravdepodobnost,
ze vytiahneme bielu gulku pri jedinom tahu.)
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Nech M, je mnoZina tych dvojic, v ktorych na dru-
hom mieste je modra gulka, t. j.

My = {(by, my), ..., (by, my), (Mg, My), ..., (Mg, Mmy),
oy (by, My), ..., (bg, my), (My, My), ..., (Mg, M)} .
Mnozina M, pozostdva z 15.9 prvkov. Preto
. 15.9 9
P =615 = 16

Naproti tomu
B, N M, = {(by, my), ..., (by, my), (by, M), ...,
cos (bgymg), ooy (Byymy), o ..y (Dq, my)}.
Poéet prvkov mnoZiny B, \ M, je 7.9. Preto
7.9 7 9
16.15 o 1616 P(B,) P(M,) .
Teda udalosti B, a M, nie si nezavislé.

P(Blﬂ Mz) =

Cvicenia

8.8. Zistite, ¢ s nezédvislé udalosti 4 — na kocke padne ste-
na s pdrnym poétom bodiek, B — stena s piatimi alebo Siestimi
bodkami.

8.9. Zistite, &1 su nezdvislé udalosti A — na kocke padne ste-
na 8 parnym poétom bodiek, C — stena s nepdrnym poétom
bodiek.

8.10. Dokézite, Z2e B a A su nezdvislé pre kaidd udalost
AC Q.

8.11. Dokédite, 2e A a 2 sdi nezavislé pre kazdd udalost
A C .

8.12. Dokédzte: Ak A, B si disjunktné udalosti, tak 4, B si
nezdvislé prdave vtedy, ked aspon jedna z udalosti A, B mé
nulovi pravdepodobnost.

39



3.13. Z 6smich tlinoénikov ovlddaji R alebo 4 siedmi, len R
Biesti, A Styria. Su udalosti R, 4 nezdvislé?

3.14. Dokéite: Ak A, B su nezévislé udalosti, tak si nezé-
vislé aj A’, B'.

8.15. Dokéztc: Ak A, B sd nezdvislé udalosti, tak su nczé-
vislé aj A’ a B.

Pojem nezavislosti ma, pravda, svoj intuitivny obsah
a nie je vidy nevyhnutné pristupovat k formalizacii.
Ulohou matematika je pritom najst primerany matema-
ticky popis danej realnej situacie.

Priklad 3.7. Predpokladajme, Ze na teré strielaja dva-
ja strelci. Pravdepodobnost toho, Ze prvy zasiahne ciel
je 0,8, u druhého je tato pravdepodobnost 0,9. Aka je
pravdepodobnost toho, Ze obaja strelci trafia ciel, ak
predpokladame, Ze sa navzajom neovplyviujud.

Riedenie. Oznadme znakmi A resp. B udalosti spoéiva-
juce v tom, Ze prvy resp. druhy strelec traff ciel, teda
P(4) = 0,8, P(B) = 0,9. Podla podmienky ilohy sid
A, B nezavislé, teda

P(A \ B) = P(4) P(B) = 0,8.0,9 = 0,72 .

Predosli dvahu sme mohli este takto interpretovat:
Predpokladajme, Ze obaja strelci vystrelia 100 krat,
teda Q = {w,, w,, ..., gy, W10}, kde kazdé w; je dvo-
jica vystrelov. A pozostava z tych dvojic w;, v ktorych
trafil ciel prvy strelec, B z tych dvojic w;, v ktorych
trafil ciel druhy strelec. Rovnosf P(4) = 0,8 moéZeme
chipat tak, Ze mnoZina 4 ma 80 prvkov. Pretoze B
nastiva z kaidych 10 pokusov pribliZne 9krat (neza-
visle na A4), spomedzi uvazovanych 80 prvkov (mnoZiny
A) nastane 8.9 = 72-krat. To znamend, Ze spomedzi
80 prvkov mnoziny A 72 patri aj do B, teda
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| 72 8 9
P4 N B) =56 =10 " 1o

Priklad 3.8. Urobme tie isté predpoklady ako v pred-
chadzajicom priklade. Aka je pravdepodobnost toho,
Ze aspon jeden z nich trafi ciel ?

Rie§enie. Mame vypotitat P(A |J B). Podla vztahu
2) z kapitoly 1. plati

P(A ) B) = P(4) + P(B)— P(A N B) =
— P(4) + P(B)— P(4) P(B) =
=08+ 09—0,8.0,9 =0,98.

Iny sposob rieSenia. KedZe 4, B s nezavislé udalosti,
nezavislymi sd aj udalosti A’, B’ (cviéenie 3.14) spoéiva-
jice v tom, Ze prvy resp. druhy strelec netrafi ciel.
Pretoze (4 |y B)Y = A’ () B, mame

P(AUB)=1—-P(4 U B)) =
=1—PA' N\B)=1—PA')PB') =
—1—0,2.0,1 = 0,98 .

Alebo este iny spdsob. AUYUB=4dNB U
UdnB)yU(A' NB), pricom 4 N B, 4 N B,

A’ () B sa navzajom vyluduja, teda
P(4 U B) =P N B)+ P(4 N B)+ P4’ N B).

Ak s1i ale A, B nezavislé, tak si nezavislé aj 4, B’ resp.
A’, B (cvidenie 3.15), teda

P(4 U B) = P(4) P(B) + P(4) P(B') + P(4') P(B) =
= 0,8.0,9 4+ 0,8.0,1 4+ 0,2.0,9 = 0,98 .

— P(A4) P(B).

-
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Cvicenia

8.16. V trojélennej porote su dvaja ¢lenovia seriézni a pri-
jimaji sprdvne rozhodnutie s pravdepodobnostou p. Treti
¢len poroty sa rozhoduje tak, Ze vyhodi mincu a hlasuje podla
toho, ¢o mu spadne. Porota prijima rozhodnutie, za ktoré
hlasuji aspon dvaja je) élenovia. Aké je pravdepodobnost
toho, Ze sa porota rozhodne sprdvne ?

8.17. Otec chce povzbudit syna v tenisovom tréningu a slu-
buje mu odmenu, ak vyhrd dva po sebe nasledujice zapasy
z troch podla schémy otec, tréner, otec, resp. tréner, otec, tre-
ner. Ktord z tychto alternativ si méa syn vybrat, ak otec hréd
horsie ako tréner?

8.18. Kolko Iudi sa musite opytat na détum narodenia, aby
ste medzi nimi nasli ¢loveka s vasim ddtumom narodenia, a to
s pravdepodobnostou véaésou nez 1/2?

Priklad 3.9. Dvaja pani X a Y strielaju proti sebe pri
siboji. Pravdepodobnost toho, Ze X trafi je 0,6, pravde-
podobnost toho, Ze Y trafi je 0,8. Pan X striela prvy,
pretoze Y ho vyzval na sdboj. Strielaji striedavo aZ po
prvy zasah. Aka je pravdepodobnost toho, Ze X nebude
trafeny ?

Riedenie. Oznadéme udalost, ktorej pravdepodobnost
hladame znakom 4. Potom

A=4, U4, U4, U...,

pritom A, nastane, ak X zasiahne Y pri svojom prvom
vystrele, 4, nastane, ak X ani Y netrafia na prvykrat,
ale X zasiahne Y pri druhom vystrele, 4, nastane, ak
X prvykrat zasiahne Y az pri trefom vystrele atd. Je
zrejmé, Ze udalosti 4,, 4,, A,, ... sa navzajom vylu-
¢uju, teda

P(A) = P(A,) + P(4,) + P(4,) + ...



Podla predpokladu P(A4,) = 0,6. 4, nastane, ak sac¢asne
X netrafi Y, (pravdepodobnost ¢oho je 0,4), potom Y
netrafi X (pravdepodobnosf ¢oho je 0,2), na o X traff ¥
(pravdepodobnost toho je 0,6), teda (vzhladom na ne-
zavislost)

P(4,) = 0,4.0,2.0,6 .
Podobne
P(4,) = 0,4.0,2.0,4.0,2.0,6 = (0,4.0,2)2.0,6 ,
P(4,) = (0,4.0,2)*.0,6 atd., '
teda
P(A) = 0,6(1 4 0,4.0,2 1+ (0,4.0,2)2 +
+(0,4.0,2) + ...) =
— 0,6(1 + 0,08 + 0,082 + 0,088 + 0,084 + ...).

V zatvorke je geometricky rad s kvocientom 0,08 a pr-
vym ¢&lenom 1. Preto (pozri Doplnok II)

0,6

—— = 0,65.
1—0,08 o

P(4) =

Cvidenie

8.19. Ak4 je pravdepodobnost, Ze X obide nasucho, ak prvy
zadne strielat Y ?

Priklad 3.10. Od akého strelca si méze dovolif pan
X dat sa vyzvat na siiboj (t. j. X striela prvy), ak chce,
aby pravdepodobnost jeho uspechu bola viésia ako 0,92

Riedenie. Nech p je pravdepodobnost zasahu u pana Y.
Polozme ¢ = 1 — p. Potom

P(A) =0,6 + 0,4.4q.0,6 + 0,4.9q.0,4.4q.0,6 + ... =
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= 0,6(1 + ¢.0,4 + (¢.0,4)2 4 ...) =

0,6
1—q.04

Ziadame, aby P(4) > 0,9. RieSenim nerovnice

0,6

1—g.04 = >

dostaneme, Ze
0,3
1~ 0,36 =

teda stadf, aby 1 —p =¢ > 0,84, t. j. p < 0,26. X ma
nadej na uspech viésiu ako 90 %, ak jeho stper triafa
s pravdepodobnosfou mensou ako 0,26.

Cvicenia

8.20. Predpokladajme, Ze X si nemdzZe vybrat sipera, ale Ze
mé dost éasu vopred trénovat a zlepsit svoje strelecké schop-
nosti. Na aky stupen dokonalosti sa musi dostat (opét striela
grvy), ak chce aby pravdepodobnost dspechu bola viésia ako

9?

8.21. Aké strelecké schopnosti mé mat pén Z, aby pri suboji
proti pdnovi Y (ktorého pravdepodobnost zésahu je 0,8), pri
ktorom Z striela prvy, mal Z nddej na uspech vaésiu ako 0,5?

Priklad 3.11. Aké strelecké schopnosti musf mat pan
Z, aby si mohol dovolif urazif sa a teda vyzvaf pana Y
na siboj (v tom pripade Y striela prvy), ak pravde-
podobnost uspechu ma byt vidésia nez 0,6 resp. 0,9?

Riedenie. Nech p je pravdepodobnost toho, Ze Z za-
siahne ciel. Pravdepodobnost tispechu pana Z je

0,2.p4+02(1 —p)02p 4 ... =
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= 0,2p(1 + 0,21 —p) + (0,2(1 —p)* + ...) =
__U2p _
1—0,2(1 — p)

Médme najst také p, aby

0,2p
1 —02(1—p) > 0,5.

RieSenim tejto nerovnice dostaneme p > 4. Vidime
teda, %e také p neexistuje, pretoze p < 1. To sa dalo oda-
kdvat, pretoZze nidej na udspech pana Y je aspon 0,8
(Y striela prvy), teda nddej pana Z je nanajvys 0,2.

0,21
0
Obr. 6
Pozrime sa na graf funkcie y = 0,2p =
1—0,2(1 — p)

=7 i T Zaujimaji nas hodnoty pe(0,1). V tomto
intervale uvaZovana funkcia rastie. Preto P(4) <
< l-}- y < 0,2. Najviadsiu Sancu ma Z, ak striela
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so 100 9, istotou, a v tom pripade ma nadej na tspech
0,2.

Cvidenie

8.22. Na akého péna U si mdze dovolit urazit sa pan X(U
potom striela prvy), aby jeho nddej na uspech bola vaésia ako
0,5 resp. 0,9? Pdn X triafa ciel s pravdepodobnostou 0,6.

Priklad 3.12. Majme teraz troch panov 4, B, C, ktori
maji vzajomny siboj podla tohto pravidla: zadina
strielat 4, moze si vybrat B alebo C. V pripade, Ze
prvykrat vystrelil na B, striela potom B na C, C na 4
atd. Prirodzene, ak je niektory z udéastnikov vyradeny
striela nasledujici podla uvedeného poradia. Ak ale po
prvygré,t vystrelil 4 na C, potom striela C na B, B na
A atd.

Na ktorého protivnika ma A zadaf strielaf, aby jeho
nadej na uspech bola viésia, ak pravdepodonobst zasa-
huje0,7ud,l1uBa04udC.

Riedenie. 1. Predpokladajme, Ze A zadal strielaf na B.
St dve moznosti:

a) A netrafi B, B trafi C, 4 trafi B a je po siboji.
Pravdepodobnost tejto udalosti je 0,3.1.0,7 = 0,21,

p) A trafi na prvy raz B, nao nasleduje siiboj medzi
C a A. Pravdepodobnost, ze A v nom zvifazf je

0,7(0,6.0,7 + 0,6.0,3.0,6.0,7 + 0,6.(0,3.0,6)2.0,7 +

1
2 0 .
| . e o) 0,610,7 1 ’18 —_— 0’358

Teda pravdepodobnosé uspechu 4 v pripade, Ze zahajil
strelbu na B je

0,21 + 0,358 = 0,568 .
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Predpokladajme, ze 4 zadal strieiat na C. V tomto
prlpade ma 4 (nenulovid) nadej na uspech len vtedy,
ked C zastreli B a A vyhra v nastivajicom siboji
medzi C' a A. Pravdepodobnost toho je

0,3.0,4(0,7 + 0,3.0,6.0,7 + (0,3.0,6)2.0,7 + ...) =

0,3.0,4.0,7
~1-03.06 0,102. -

Vidime, Ze A ma vidSiu nadej na dspech, ak zadne strie-
Iat na B.

Este viésiu nadej na tspech bude mat 4, ak sa bude
tvarit, Ze striela na B, ale vystreli do vzduchu. Potom
B zastreli C' a A triafa B s pravdepodobnosftou 0,7 >
> 0,568.

Keby sa A tvaril, Ze striela na C, ale vystrelil by do
vzduchu, mal by 4 nadej, Ze C zastreli B a 4 vyhra
siboj s C takuto:

0,4(0,7 + 0,3.0,6.0,7 + (0,3.0,6)2.0,7 + ...) =

0,4.0,7
= T—03.08 _ 3%

Cvidenia

8.28. Aku m4 nddej A, ak zaédina strielat C (neovladajici
zdklady pra.vdepodobnostl) ? Pravdepodobnost, Ze C zaéne
strielat na A je takéd istd ako pravdepodobnost, Ze C za&ne
strielat na B, t. j. 1/2!

8.24. Aka mé nddej A4, ak zadne strielat B?

8.25. Co méd robit A, ak stricla prvy a chce zachrénit C (tre-
bérs na svoj tkor)?
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'V -predchadzajieich prikladoch sme mlc¢ky pracovali
aj s viac ako dvoma nezavislymi udalostami. Udalosti
Ay, ..., A, sa nazyvaja nezavislé, ak

P4, N4, 0 ... NA4;) = P(4;) P(4,) ... P(4;)

pre vsetky koneéné postupnosti j,, ..., ji, kde 1 <
Sh<je<... <jr=mn,2=k=n. Teda 3 udalosti
A,, 4;, 4, st nezavislé (n = 3), ak

P(4, () 4,) = P(4,) P(4,), P(4, () 4,) = P(4,)P(4,),
P(4, () 4;) = P(4,) P(45)
(tu je £ = 2) a navyse (k = 3)

P4, N 4. ) 4,) = P(4,) P(4,) P(4,) .

Zaujimavé je uvedomif si v tejto suvislosti, Ze napr.
v uvedenom pripade (n = 3) k nezavislosti 4,, 4,, 4,
nestadi ani podmienka P(4, (\ 4, N 4,) = P(4,) P(4,)
P(A,) ani nezavislost kazdych dvoch z udalosti 4,, 4,,

Priklad 3.13. V triede je 24 Ziakov. Z nich vie 6 pla-
vat, lyZovat sa aj kordulovat sa, 6 vie len plavat (a nevie
sa lyZovat ani koréulovat), 6 sa vie len lyZovaf a 6 len
koréulovat. Nech 4, je udalost spodivajica v tom, Ze
nédhodne vybraty Ziak vie plavat, 4, spoéiva v tom, Ze
sa vie lyZovaf a 4, v tom, Ze sa vie kordulovat. DokaZte,
%e A,, A, resp. A,, 4,, resp. A,, A, si nezdvislé, ale
A,, A,, A4 nie st nezavislé.

Riedenie. MnozZina A, pozostava z tych Ziakov, ktorf
ovladaju vietky 3 uvedené Sporty a navyse zo Siestich
Specialistov — plavcov, teda ma 12 prvkov, P(4,) =
— 12/24 — 1/2. Podobne P(4,) — P(4,) — 1/2. Dalej
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AiN4, =4, N4;=4: N4, =4, N4;: N4,

je mmnoZina pozostavajica zo Siestich univerzilnych
sportovcov. Preto

P(A; N 4) = 5 = 3 = 55 = P(4}) P(4,).

Podobne sa dokaZe nezivislost 4, a 44 resp. 4, a A,.
Naproti tomu

P(Alﬂ Az ﬂ Aa) = !

1
4 7§ = P(4)) P(4,) P(4,).

Cvifenia

~ 8.26. HddZeme dvoma kockami. Nech 4, je udalost spodi-
vajica v tom, Ze na prvej) kocke padne stena s nepdrnym
poétom bodiek, 4, spoéiva v tom, Ze na druhej kocke padne
stena 8 pérnym poé¢tom bodiek. Kone&ne nech 4; spoédiva
v tom, Ze sidet bodiek na oboch kockédch je nepdrny. Dokézte,
e A,, Ay resp. A;, Ay resp. A,, A, 8\ nezdvislé, ale 4,, 4,, 4,
nie su nezdvislé.

8.27. Nech Q2 = {w,, w,, 0y, w,, 05}, P({w,}) = P({w,}) =
— P({ws}) = 1/4, P({w}) = 1/12, P({wg}) = 1/8. Polozme dalej
A = {w), Wy, w;}, B = {0)3‘, Wy, ws}, 0 = {w‘, w‘}- DOkééte, ie
P(A N BN C) = P(A) P(B) P(C), ale nie vietky dvojice
A, B, C si nezdvislé.
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4. kapitola

PODMIENENA PRAVDEPODOBNOST

Vratme sa k prikladu 3.6. V urne sme mali 7 bielych
a 9 modrych guliek. Pravdepodobnost P(M,) vytiahnu-
tia modrej gulky (pri prvom tahu) je teda 9/16. Ak v3ak
vytiahneme prvi bielu gulku a nevritime ju, pri dru-
hom tahu sa pravdepodobnostné pomery menia. Pravde-
podobnost, Ze bude vytiahnutd modra gulka (za pred-
pokladu, Ze prva vytiahnuta gulka bola biela) je o nieéo
vadsia — 9/15.

V priklade 3.6 sme, pravda, vypo¢itali P(B,) = 7/16,
P(M,) = 9/16 . Ale M, je udalost spodfvajica v tom, Ze
druhé vytiahnuta gulka je modra, bez ohladu na to, aké
bola prvi. (Zikladny priestor 2 pozostiva z dvojfc
tahanych guliek a obsahuje celkom 16.15 prvkov.) Tych
9/15 je pravdepodobnost udalosti M, podmienend tym,
%e sa uskutodnila udalost B,; ozna¢me ju znakom
P(M,| B,). Cim je charakterizovana? Ako ju definovat,
resp. vypo¢itat ?

V priklade 3.6. sme zistili, Ze

7.9 7 9
PB, N M) =675 = 16 " 15

A prave tuto rovnost pouZijeme na definiciu podmiene-
nej pravdepodobnosti.

Definicia 4.1. Nech A, B silubovolnéudalosti, P(B) > 0.
Potom definujeme

= P(B,) P(M;,| B,) .
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p4B) = L “;(2)3) .

Cislo P(A|B) nazgvame podmienenou pravdepodobnostou
udalosty A za podmienky, Ze nastala udalost B.

Priklad 4.1. Mladé dievéa ma 20 potencidlnych pyta-
¢ov. Vie porovnat vlastnosti kazdych dvoch z tych,
ktori ju uz popytali o ruku. Ak sa rozhodne vydat sa,
berie si posledného z tych, ktori ju pytali (odmietnuti
pytadi uz neprichiadzaji do tvahy), a to vtedy, ak je
najlepsi zo vietkych dovtedajsich pytaéov. Povedzme,
ze siedmy pytaé v poradi bol dspesny. Aka je pravde-
podobnost toho, Ze si za muzZe vzalo najlepsieho spo-
medzi vSetkych dvadsiatich ?

Riedenie. Nech A je udalost — dievéina si vybrala naj-
lepsieho spomedzi dvadsiatich mlidencov, B — vybrala
8i najlepsicho spomedzi prvych siedmich. Vieme teda,
ze B nastala a pytame sa na P(A|B)

Sedem prvych pytatov mozno usporiadat celkom 7!
sp6sobmi. Pritom, ak je siedmy pytaé najlepsi, pre-
dos';l}'rch 6 pytaéov modZeme usporiadat 6! spdsobmi.
Preto

!
Py = oL L.

Podobne

P(4) = 210

Uvaime este, Ze A (\ B = A, (Najlepaf spomedzi dvad-
siatich je najlep8im aj spomedzi siedmich.) Teda

1
_PANB 20 7
P(41B) = P(B) 1 20
7
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Cvidenia

4.1. Na Prirodovedecke) fakulte 8tudujo 30 9%, posluchdcov
matematiku, 20 9%, matematiku a) fyziku. Akéd je pravdepo-
dobnost toho, Ze Student §tudujict matematiku bude dtudovat
aj fyziku ?

4.2, Hré¢ vytiahol 4 karty spomedzi 52 kanastovych kariet;
vBetky su &ervené. Aké je pravdepodobnost toho, Ze vSetky 4
budi srdcové alebo vSetky atyri budu kdrové?

4.8. Dané st pravdepodobnosti P(4) = 1/2, P(B) = 1/3,
P4 Q B) = 1/6. Vypotitajte P(A4|B), P(B|A), P (A'|B"),
P(B'[4").

4.4. Dané su pravdepodobnosti P(4), P(B), P(A () B).
Vypotitajte P(A|B).

4.5. Vypotitajte P(B|A) v pripade, Ze A C B.

4.6. Vypotitajte P(B|A) v pripade, 2e 4 () B = B..

Priklad 4.2. Z mesta X do mesta Y sa moZno dostat
dvomi cestami podla priloZenej mapy. Automobilista,
ktory nepozné cestu sa vyda spravnym smerom, ale na
ka¥dej kriovatke sa rozhoduje ndhodne; vietky moi-
nosti si rovnako pravdepodobné. Aka je pravdepodob-
nost, Ze automobilista pride do mesta Y ?

Obr. 7

Riefente. Oznaéme znakom A udalost — automobi-
lista pride do Y, B, — automobilista sa vybral po dolnej
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(pravej) ceste, B, — po hornej (lavej) ceste. Podla pod-
mienok dlohy, P(B,) = P(B,) = 1/2. Ak sa ale vydal po
hornej ceste, potom pravdepodobnost, Ze najde Y je
1/3 (md& 3 rovnako pravdepodobnosé moZnosti), teda
P(A|B;) = 1/3. Podobne dostaneme, Ze P(4|B,) = 1/2.
Uvaime, Ze '

4=(4 N B,) U (4 N By)

Skutoéne, ak we 4 (automobilista prisiel do Y), tak
alebo w € B, [} A (prigiel do Y po dolnej ceste), alebo
w€B; N A (priSiel do Y po hornej ceste), teda 4 C
C (4 N B,) U4 N B,); podobne sa dokdZe opalnd
inklizia. Pretoze 4 N B,, 4 (\ B, sa navzajom vyludu-
ja (cesty B,, B, sa pretni aZ v Y), mame

P(4) = P(4 ( B,) + P(4 (\ By =
— P(B,) P(4]B,) + P(B,) P(4|B,) =

_1 1 1 1_5
B L T S TR

Postup, ktory sme pouZili v priklade 4.2 mozno zo-
vieobecnif. Nech
A Cng" BNB; =8 (s+#j).
Potom
A=ANB)VUMANB)U ... U4 NB,),
teda
P(4) = P(ANB) + PANBy) + ... + PA N B,) =
—~ P(B,) P(A|B,) + P(B,) P(AIB,) + ... +
+ P(B,) P(A|B,) ,
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alebo kratko zapisané
n

P(4) = 3 P(B;) P(A| B)) .

=1

Priklad 4.3. Matematicky pavilon v Mlynskej doline
v Bratislave stojf na dost nezndmom mieste M. Aka je
pravdepodobnost, Ze Student motorista ho najde? Pri-
tom z hlavnej cesty na vedlajSiu odboduje s pravde-
podobnosfou 1/3; pri krizovatke ciest rovnakého vyzna-
mu mé kaZzdd z moZnosti rovnakd pravdepodobnost.
Student za&ne hladat pri Lafranconi L smerom von z mes-
ta (L — V) a prestane hladaf, ak prejde dvakrat po
tom istom mieste, alebo ak pride na Prazska cestu (P),
Devinsku cestu (D), pred televizne &tddio (7') alebo na
cintorin v Slaviéom udoli (C). (Prirodzene prestane hla-
dat aj vtedy, ked najde Matematicky pavilén M)

D M c
T
B H K
L
Y s °

Obr. 8§(Hlavnymi su cesty LVSP a LVBD.)

Riedenie. Student m4 dve moznosti B,, B,. Bud pdjde
vlavo (V, B), alebo vpravo (¥, S). Ak sa d4 po ceste B,,
1 1 1 .
3% =g (najprv

odbotuje na vedlajsiu cestu pri botanickej zdhrade B,

pravdepodobnost, Ze niajde M je
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potom prechadza kriZovatkou H ciest rovnakého vyzna-
mu). Ak sa da po ceste B,, pravdepodobnost, Ze najde

1 1 1 1
M (t. j., Ze pOjde po ceste S, K, H, M)]e—é— ERC R

Preto (oznaéme najdenie M na prvy pokus znakom M,)
P(M,) = P(B,) P(M,| B,) + P(B;) P(M,|B,) =
1 1 1 1 1

T et I 9

Uvedeny vysledok je v stlade s naSou skisenostou.
Najst Matematicky pavilon v Mlynskej doline je dost
fazlké.

Priklad 4.4. Povedzme, Ze po uvedomenf si netspechu
Student pokus najst M zopakuje podla tych istych pra-
vidiel. Aka je pravdepodobnost toho, Ze Student ndjde
Matematicky pavilén pri tychto dvoch pokusoch ?

Riedente. Oznaéme znakom M, udalost: tudent najde
M pri druhom pokuse. Potom

P(M,) = P(M, N\ P)+ P(M, N T) + P(M, N C) +

+ P(M, N\ D)+ P(M, N L) =

= P(P) P(M| P) + P(T) PUM,|T) + ... +

+ P(L) P(M,|L).
(Do L sa dostava, ak pri prvom pokuse prejde dvakrat to
isté miesto t.j. V. V tom pripade odchidza k L a otod&i
sa.) Vidno, Ze treba najprv vypoé&itat pravdepodobnosti
P, T,C, D, L (pri prvom pokuse). Podobne ako pri vy-
pocte P(M,) dostaneme

1 2 l 1 1 25
P(P)—'——+ "3 g
‘_..,_w —

2
Lv,s,p L, V,BHK,S,P

W'n—l
N':—-
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1 1 1 1 a1
=553 3+te 333 120 M0=p
—— — —
LV,S§8,K,T L, V,B,HK,T
1 2 1 1 1 1 1 25
O =g 3+te 3353 2~ 7
L p— - > -
Lv,B,D L,V,8,K,H B,D
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=g 3333 23377 %

LVBHKSV LVSKHBV
(Vimnime si, pre kontrélu, e P(M,) + P(P) + ... +
+ P(L) = 1.) Potitajme teraz podmienené pravdepo-
dobnosti

1 1 1 2 1 1 1 1
P(M2|P) =?. . + . . . ‘

7
1 1 1 1 1 1
P(MT) = P C) = 55+ 5 5 5

3
1 1.1 11 13
2 '3 2 2 3 2 72
1 1 2 1 1 1 1 5
PULID) = 55+ 33332~ 27
1 1 1 1 I. 1 1 1
PMID =533 2 tT 320

Po dosadeni dostaneme

25 1 1 13 1 13
PMy) =gt et 2t

% 5 1 1 .
75 21 T 369 = %190
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Pri dvoch pokusoch (M, ﬂ M, = 9) je teda
P(M, U M,) = 0,111 + 0,135 = 0,246 .

Priklad 4.56. Predpokladajme teraz, Ze Student pod-
nikne len jeden pokus, ale nekonéf ho v pripade, Ze pre-
chidza dvakrat po tom istom mieste. Aka je pravde-
podobnost toho, Ze najde M ?

Riedente. Student mé v podstate dve moznosti: Todit
sa v smere hodinovych rulidiek a pritom hladat M,
‘alebo todit. sa. naopa.k (Predpokladajme, Ze neméze
oto¢if .automobil do protismeru.) Pra.vdepodobnosﬁ jed-
nej lavotodivej otadky (zaéiname medzi H a B) je

1 1 1

11 1 1 1
2 23 3 2 2

'Pati(;hne pljaivdepo&bbnosﬁ. 'jecinej pravotodive] otacky
(za¢neme medzi H a K}-je

Preto
PO =g g g3t g g gyt
R R IR
Tt T 3yt
R S A CIAS
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—t i+t +E )+
T 72 T 728 g
1 (., 1 1 ‘
tplttat )=
1 1 18
—361_L+121_L—71'
72 72

Vidime tgda, Ze pravdepodobnost tspechu sa zvysi
celkom nepatrne. Neoplati sa teda motaf dvakrat
(dokonca nekoneéne velakrit) po tom istom mieste.

Cvilenia

4.7, Majme 4 urny. V prvej si 3 biele a 2 ¢ierne gulodky,
v druhej 2 biele a 2 &ierne, v tretej 1 biela 4 &ierne a vo §tvrtej
5 bielych a jedna é&ierna. Ndhodne vyberieme jednu urnu
a z ne) gulo¢ku. Akd je pravdepodobnost toho, Ze bude biela ?

4.8. Prvy stroj vyrdba 50 9, vyrobkov uréitého druhu, dru-
hy stroj 30 % & treti stroj 20 %. Z toho chybnych vyrobkov
je u prvého stroja 3 9, u druhého 4 9, u tretiecho 5 9%,. Akd je
pravdepodobnost toho, Ze nédhodne vybraty vyrobok bude
chybny ?

Priklad 4.6. Predpokladajme, Ze v urditom mieste po-
gas sezény patinu dnf préf, inokedy je pekne. Predpoved
dédzda byva chybna v polovici pripadov, predpoved'
pekného poéa,ma v desatine pripadov. Aka je pravde-
podobnost toho, Ze predpoved podasia na niektory den
bude spravna?

Riedenie. Nech udalost 4, znamena, Ze prsf, 4, — je
pekne, B, — predpovedali daZd, B, — predpovedali pek-
né podasie. Mdme vypoditat P((4, (Y B,) U (4, N B,))=
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P4, N B,) + P(4,  B,). Pritom vieme, 7e P(4,) =
= 1/5, P(Az) = 4/5; P(AllBl) = 1/2, P(4,|B,) = 1/10,
P(4,|B;) = 9/10 . Zrejme
P(4,) = P(4, N B)) + P(4, N B,) =
= P(AIIBI) P(Bl) + P(Alle) P(Ba) =
= P(AIIBI) P(Bl) + P(A1|Bz) (1 _'P(Bl));

teda
! _Ypeyra_pa
=7 ( 1)+1—0( — P(B,)) .
Odtial dostavame
PB)=-~, PB)=-1—L -3
(1)—4: 2)— —T=T
Preto
1 1 1
P(4, (\ B,) = P(B) P4,|B) =+ =+,
3 9 27
P(Aanz)—P(B)P(A|Bz)—T 1—0=4—,
. 1 27 4
P(AlnBl)‘l‘P(Aanz):? _43=?

Priklad 4.7. V herni hrd hra¢, ktory mé 50 Kés. Pri
kazdej hre moze s rovnakou pravdepodobnosfou vyhrat
resp. prehrat 1 Kés. Zaumienil si hrat dovtedy, kym ne-’
bude mat 100 Ké&s. Aka je pravdepodobnost toho, Ze
pride o vSetky peniaze?

Riedenie. Nech p(x) je pravdepodobnost toho, Ze hrag,
ktory ma z korin prlde pri danych pravidlach (a predsa,—
vzati mat 100 Kés) o victky. Zrejme p(0) = 1, p(100) —=
= 0,
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Pri prvej hre si dve moznosti. Bud vyhrda 1 Kés
(potom md x 4+ 1 Kd&s) a vtedy je pravdepodobnost
bankrotu p(xz + 1), alebo prehrd 1 Kés a pravdepodob-
nost bankrotu je p(xr — 1). Vzhladom na to, Ze pravde-
podobnost vyhry i prehry je 1/2, médme

p@) = 3 pl@+ 1) + 5 ple—1).

Riesenie tejto rovnice najdeme skusmo: kazda linedrna
funkcia p(z) = cx 4+ d je jej riesenim. Z podmienok
p(0) = 1, p(100) = 0 dostavame

1=d, 0=100c+1,

teda
x
plx) = 1 — oo
¥ . 50 1
V naSom pripade je z = 50, teda p(50) = 1 — o0 =3

Priklad 4.8. Opity ¢&lovek stoji krok od priepasti
a pohybuje sa po jednej priamke (kolmej na smer prie-
pasti), pricom pravdepodobnost toho, Ze urobf krok
k priepasti je p (p < 1/2). Aka je pravdepodobnost toho,
%e spadne do priepasti ?

Riedente. Oznadme znakom K, resp. K, udalost spo-
¢ivajicu v tom, Ze opity spadne do priepasti, ak je jeden
resp. dva kroky od nej. Miame vypoéditat P(K,). PretoZe
pravdepodobnost toho, Ze opity urobi krok k priepasti
resp. od priepasti je p resp. 1 — p, mime

P(K,) = p + (1 —p) P(K,) .

K, sa moZe uskutodnit len tak, Ze opity sa dostane zo
vzdialenosti 2 krokov do vzdialenosti 1 kroku od prie-
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pasti (pravdepodobnost éoho je taki istd ako P(K),))
a potom zo vzdialenosti 1 kroku do vzdialenosti 0 krokov
(to je udalost K,), teda

P(Kz) = P(Kl) P(Kl) .
Odtial dostavame kvadratickd rovnicu
P(K,) = p + (1 — p) (P(K,))*

(1 —p) (P(K,))* — P(K)) +p=0.
Jej rieSenie je .
(P(Khs = l ivl—4p(l—p)

alebo

2(1 —p)
_ 1 J0T—2pfF _1x|1—2p|
2(1 —p) 2(1 — p)
PretoZe p < 1/2, plati |1 — 2p; = 1 — 2p, teda

1
_1+Q—2p
(P(Kl) 1.2 — 2(1 _up) - \ P
l1—p
Pravdepodobnosf toho, Ze opity spadne do priepasti je
p/(1 — p).
Rozmanité dlohy moZno riedif aj pomocou tzv. Baye-

sovej formule. Skér ako by sme ju odévodnili vo vieobec-
nosti vysvetlime ju na priklade.

Priklad 4.9. Na fakulte Studuje 60 9, dievéat. Spo-
medzi chlapcov Studuje matematiku 25 9,, spomedzi
dievéat 10 9%,. Akd je pravdepodobnosf toho, Ze ndhodne
vybraty student matematiky bude dievéa ?
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RieSente. Vieme, Ze P(D) = 0,6, P(Ch) = 0,4,
P(M|Ch) = 0,25, P(M|D) = 0,1. Mame vypoéitat
P(D|M). Vyjdeme z rovnosti

P(D N M) = P(M) P(D\M),
P(D N M)=PD) PM|D).
Odtial

P(D|M) = P(D) P(M|D)  0,6.0,1 0,06

P(M) = TP ~ P

Pravdepodobnost P(M) vypotitame obvyklym spdso-
bom.
P(M) = P(D N\ M) + P(Ch N M) =
— P(D) P(M|D) + P(Ch) P(M|Ch) —
= 0,6.0,1 4 0,4.0,25 = 0,16 .

Preto

0,06 3
P(DIM) = oo = 5

Uvedent dvahu mdZeme urobit aj vo vSeobecnejsom

pripade. Nech M C {J D;, pricom D; s navziajom
i=1

disjunktné. (V predoslom priklade bolo n = 2, D, = D,

D, = Ch.) Potom

P(M) ’
priéom
P(M) = 3. P(M (\ D) = 5, P(D)) P(M| D),
teda B
P(D,IM) — nP(Di) P(MID,)

2 P(D) P(M| Dy)
A to je uz Bayesov' vz.orec.

62



Cvidenia

4.9. Majme 3 urny. V prvej su 3 biole & 2 Cervend gulky,
v druhej 1 biela a 4 &ervené, v tretej 2 biele a 3 ¢ervené. Né-
hodne vyberieme gulku z niektore) ndhodne vybratej urny.
Vidime, Ze je biela. Akd je pravdepodobnost toho, Ze bola vy-
tishnutd z prvej urny ?

4.10. Prvy stro) vyrdba 50 9% vyrobkov uréitého druhu,
druhy stroj 30 %, treti 20 9%. Chybnych vyrobkov sa na prvom
stroji vyrobi 3 9%, na druhom 4 9%, na tretom 5 9;. Vyberieme
jeden vyrobok a zistime Ze je chybny. Akd je pravdepodobnost
toho, Ze bol vyrobeny na prvom stroji?

4.11. V urditej oblasti je 60 9, Zien. VysSich ako 180 c¢m
je pritom 4 9% muZov a 1 9% Zien. Niektord osoba je vys3sia
ako 180 cm. Akéd je pravdepodobnost toho, Ze je to Zena ?

4,12, V urne su tri gulky. Su biele a &ierne, ale nevieme, kto-
rych je kolko. V8etky hypotézy (3 biele, 2 biele a 1 &ierna,
1 biela a 2 &ierne, 3 é&ierne) si rovnako pravdepodobné. Vy-
tiahneme jednu gulku a vidime, Ze je biela. Aké sui podmienenéd
pravdépodobnosti jednotlivych hypotéz ?

4.18. Pri vySetrovani pacienta je podozrenie na tri na-
vzéjom sa vyluéujice choroby s pravdepodobnostou vyskytu
0,3 resp. 0,6 resp. 0,2. Laboratérna skuska ddve kladny vy-
sledok u 15 9, chorych na prvii chorobu, u 30 % na druhi
a 20 9% na tretiu. Aké si pravdepodobnosti jednotlivych
ﬁhoréb po vykonani laboratérnej skidky s kladnym vysled-

om ?

4.14. RieSte podobni ilohu ako v 4.13 s tym rozdielom, Ze
laboratérna skuske je urobend pétkrdt a ddva v Styroch pri-
padoch kladny v jednom zédporny vysledok.
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5. kapitola

AXIOMY TEORIE
PRAVDEPODOBNOSTI

Uz dvakrit sme spomenuli, Ze pravdepodobnosf .je
vlastne zobrazenie, ktoré kazdej mnoZine K z nejakého
systému mnoZin & priraduje realne éislo P(E). V prvej
kapitole pozostaval & zo vietkych podmnoZin danej
koneénej mnoziny. V druhej kapitole pozostaval & zo
vietkych mnoZ%in v danej rovinnej .oblasti, - ktorych
,,obsah sa da vypoditat.

Teraz sa postavime na axiomatické stanowisko. Pre
teériu pravdepodobnosti nie je natolko ddleZita konstruk-
cia systému % resp. zobrazenia .P, ako ich vlastnosti.
Ulohou teérie pravdepodobnosti je -potom odvadzat
z jednoduchych, axiomaticky® ’vyinedzenych vlastnostf,
zloZitej8ie a tak vytvarat uémny apa.rat pre rieSenie.
praktickych iloh.

Ostatne, axiomatickd metéda je &itatelovi iste znama.
Uz tradi¢ne sa axiomaticky vymedzu]u pojmy * bod,
priamka, rovina. Najjednoduchsie je tieZ postavit sa na
axiomatické stanovisko pri vymedzeni pojmu é&fsla. Iny
dost znamy priklad pojmu, ktory sa definuje axiomatic-
ky (aj ked zatial moZno nie zo 8kolskej praxe) je pojem
grupy.

V naSom pripade mame teda zobrazenie P: ¥ — R
a chceme vymedzif niektoré vlastnosti, ktoré budi uréo-
vat pojem pravdepodobnost. Najprv sa budeme zaobe-
raf definiénym oborom & zobrazenia P. & pozostiva
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z podmnoZin danej mnoziny . Nemusf vak pozostavat
:zo vietkych jej podmnozZin.

Definicia 5.1. Systém & podmnotin neprdzdnej mnoZiny
Q2 sa nazyva o-algebrou, ak md tieto viastnosti:

1..% je neprdzdny.

2. Ak EeS, tak aj ' = Q — Ee¥.

3. Ak E;es (. =1,2,...),takaj E, YUE, U ... U
UE. U ...€e¥. Mnotiny patriace do & mnazijvame
udalostams, alebo meratelnymi mnoZinama.

Mnozinu E, YUE, ... U E, | ... oznatujeme ob-

vykle znakom G E,.. Je to mnoZina tych ze 2, ktoré

n=1

patria, aspon do jednej z mnoZin E,. Podobne znakom
n E, alebo E, NE, ... N Ex ) ... 0znatujeme

mnoilnu tych z € 2, ktoré patria do vﬁetkj'ch mnozin K,
Priklad 5.1. Nech E, = (2™, 27*+1), Nijdime mnoZi-
ny G E,, ﬁ E,.
Intzéeniz =Zlnt'szornime si gitudciu na obrazku. Zdd sa, Ze
plati rovnost G E. = (0,1). DokéZme ju.

Nech z € U E,, potom existuje také n, Ze x e E, =

= (277, 2"'*) c(0,1), teda xze(0,1). Naopak, nech
ze(0,1), t.j. 0 <z < 1. Potom existuje také n, Ze
2™ < z. Vezmime z tychto » najmensie a oznaéme ho
znakom n,. Potom

1
<z, ng

on,
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metoZe ng— 1 < n, a n, je najmensie spomedzi spo-
prenutych prirodzenych éisel. Vidime teda, zZe existuje
také prirodzené ¢&islo n,, Ze

X € (27, 27t (C (27, 27D
teda

ze | (27, 27
n=1
Dokazali sme teda skutodne, Ze
UE = U(2"‘ 274 = (0, 1) .

n=1

Co sa tyka prieniku n E., je to prazdna mnoZina 8.

Keby totiz existoval prvok z € n E,,potombyzeE, =

= (1/2, 1) ¢. j.2=21/2 a sul’:a,sne xeE, = (1/8, 1/4)
t.j. x < 1/4, ale to nie je moZné.

Priklad 5.2, Nech 2 = (0, 1) a nech &, = {9, (0,1/2),
(1/2,1), (0,1)}, &5 = {8, (0, 1/2), (1/2,1), (0,1)}. Zistite,

8 &,, S, su g-algebry.

Riedente. UvaZujme najprv o &;. &, je neprazdny,
&, je uzavrety vzhladom na komplementy. Koneéne,
&, je uzavrety vzhladom na spoéitatelné zjednotenia.
Vidime teda, Ze &, je o-algebra. Na druhej strane &,
nie je o-algebra, pretozZe (0,1/2) €#,, ale (0,1) —(0,1/2) =
= (1/2,1) ¢ ;.

Cvidenia
8.1. Dokédzite tzv. de Morganove pravidld

@ @ @ @®
(UE) =NE,, (NE)=UE,.
n=1 n=1 n=1 n=1

a8



=2}
5.2. Nech E, = .1-- 1/n, 1 + l/n). Vypogitajte |J Ey,
®© n=1
N E,.
n=1
b.8. Zistite, ¢i systém ¥ vSetkych intervalov na ¢&iselnej
osi Je g-algebrou.

8.4. UvaZujme o systéme & pozostivajicom z §, (0,1)
vdetkych intervalov tvaru (0, 1/n) a vietkych intervalov tvaru
(1/n, 1). Zistite, & je & o-algebrou.

6.6. Dokdite, Ze kaida o-algebra & je uzavretd vzhladom
na spotitatelné prieniky tj. ak E,ey(n=1,2,...), tak aj
[~ 2]
NEev.
n=1

65.6. Dokdzte, Ze kaZzd4d o-algebra & je uzavretd vzhladom
na koneéné zjednotenia a prieniky.

b.7. Ak & je o-algebra, tak 9§, Qe ¥.
5.8, Ak & je o-algebra a E, Fey, tak aj E — F = {x€4;
zeE, 2¢Fles.

5.9. Neprdzdny systém & podmnoZin danej mnoZiny 2 je
c-algebrou priave vtedy, ked je uzavrety vzhladom na kom-
plementy a vzhladom na spoéitatelné prieniky.

5.10. Dokédite, Ze systém % podmnoZin mnoZiny £ je
o-algebrou préve vtedy, ked mé tieto vlastnosti: 1. Qe <.
2. B, Fey=>E—F ={ze2; zeck, z¢Fley. 3. E,€¥

(-]
(n=l,2,...)=>U.En€.9’.

n=1

Teraz pristipime k axiomatickej definicii pravde-
podobnosti.

Definicia 5.2. Nech & je o-algebra podmnoZin mne-
prdzdnej mnofiny 2, P: & — R je zobrazenie, kioré
kafdej mnofine E €& priraduje redlne éislo P(E).
Zobrazenite P nazyvame pravdepodobnosfou, ak md tieto
viastnosts :
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1.PW) =0,P(2) =1.

2. P(E) = 0 pre vietky E€ &.

3.AkE,e S (n=1,2,...)aE, N E, =0 (n #m),
tak

PE,UEU...UEU...) =élP(E,.).

Viastnost uvedend pod Cislom 3 sa nazyva o-aditivnost
zobrazenia P.

Priklad 5.3. Ilustrujme si o-aditivnost na tomto pri-
klade: E, = (2™, 2™\, n =1, 2, ..., P((a, b)) =
=b—a.

Riedente. Podobne ako v priklade 5.1 zistime, Ze
U E. = (0,1), teda

=l

P(OE)=1.

n=1

Na druhej strane P(E,) = 21 — 2™ = 2™, teda

® © 1 1 1 1
2P(E,,)=n§12 =5+ +gtotogmt

Nem]

je geometricky rad s kvocientom 1/2. Preto

Vidime teda, Ze
P(n 91 E,) =Y P(E,).

n=1
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Priklad 5.4. Ilustrujme teraz o-aditivnost na inom
priklade: HadZeme kockou dovtedy, kym nepadne
gestka. Nech E, je udalost spodivajica v tom, Ze Sesfka
nepadne nikdy, E, je udalosf spodivajica v tom, Ze
Sestka padne prvykrat pri n-tom hode.

Riedenie. V tomto pripade je rozumné poloZit 2 =
= {Lg, Ly5 ++.y %, ...}. Potom E, = {x,} (n = 0,1, 2,

...). Udalosti E,, su zrejme navzajom disjunktné (E,

N E, = 0 pre n # m), UE,.—.Q teda
n=0

8

P(U B.) = 1.

Na druhej strane pre n = 1 je

5 5 5 1 6y 1
P(E,,)-——— e =[ ]

6 6 6] "6
teda
@ n-1 ]
SPE) =3 (5] 5=
n=1
1 1 5 1 (5Y)
=ete e T ‘e"(?] + ?'[F] o
je geometricky rad s kvocientem 5/6. Preto
1
© 6
> P(E,) = = 1.
n=1 l__5_
6

Zo o-aditivnosti dostavame
1 = P(n goEﬂ) =n§)P(En) = P(E,) +’EIP(E,) =
= P(EO) + 1 ’
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teda
P(E,) =0.

Pravdepodobnost toho, Ze Sestka nepadne nikdy je O.

Cvitenia
b.11. DokaéZte, Ze pravdepodobnost je koneéne aditivna, tj.
n n
P(.u1 E;) =.21P(E;), ak E,(YE; = O (i #)).
i= i=
6.12, Dokézte, Zze pravdepodobnost je subtraktivna, t. j.
P(E — F) = P(E) — P(F), v pripade, 2e F C E.

6.18. Dokéite, %e pravdepodobnost je monoténna, t. j.
z inklizie F C E vyplyva, Ze P(F) < P(E).

b.14. Ak P: ¥ — R je nezdporné a o-aditivna, tak P(8) = 0.
Dokézte.

5.15. Dokézte, ze P(E') = 1 — P(E).

6.16. Dokédzte, ze pre vSetky E, Fe¥ je P(E) + P(F) =
=PE\F) + PENPF).

8.17. Dokédite, ze pre vsetky E,, ..., E,€% plati
n n
P(UE;) = X P(E;)) — Z P(ENEy) + = P(ENENEY —. ..
t=1 i=1 i<f i<j<k
.+ (=) PE, (NE () --. () Ew) -
Nakoniec si dokazeme dve zloZitejsie tvrdenia.
Priklad 5.5. Nech B, e &, E, C E.,;, (n=1,2, ...),
E=\E.
n=1
Potom
P(E) = lim P(E,) .

n—»aw

Riedente. Polozme F, = E,, F, = E, — E,_, (n =
= 2, ...). Najprv dokazeme, z2e Y F, = E, = E.
n=1 n=1
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Na jednej strane totiz F, C E, C E, teda G F, C LK.

n=1

Nech na druhej strane x € E. Potom si dve mozZnosti:
1) z patri do vietkych E;, teda aj do E, = F,, CiZe
xe\) F,.
n=1

2) x nepatri do v8etkych E;. Oznadme znakom =
najmensie prirodzené d&fslo, pre ktoré z e E,. Potom
n > 1 (inak by z patrilo do v3etkych E;) a x ¢ E,_,.

Preto z€ E, — E,_, = F,, teda z € G F,.

=]
Zo g-aditivnosti pravdepodobnosti P dostdvame

P(E) = P(U F.) =3 P(Fy) .

n=1

Podla definicie je sidet nekoneéného radu limitou po-
stupnosti ¢iastoénych siétov s,,

8n=P(F1)+P(F2)+°--+P(Fn)°

Podla cvidenia 5.12 (E;_, C E;) je vB8ak pre ¢ > 1
P(F,) = P(Ey —_ E‘—l) = P(E,) — P(E;_l). Preto

8, = P(E,) + (P(E,) — P(E,)) + (P(E,) —
— P(E,)) + ... + (P(E,) — P(Ea_,)) = P(E,) .
Odtial dostavame
PE) = 2 P(F,) = lim s, = lim P(X,) .

n—+m n—+a
Priklad 5.6. Nech E,€ &, E.D Enyp, (n = 1, 2, ...),
E = N E,
n=1
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Potom
P(E) = lim P(E,) .

n-+wo

Riedenie. Polotme F, — E.. Potom F.e¥, F,C
CFpyy(n =1,2,...), teda podla prikladu 5.5 a cvide-
hia 5.15 je

P(B) = 1— P(E) = 1 — P( E.)) =

—1—P(JE) =1—P(J Fa) =

n=1 n=1
= 1—lim P(F,) = 1 — lim P(E’) =
=1—Ilim (1 — P(E,)) =1—1 + lim P(E,) =
n—>m n—»>w
= lim P(E,) .
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Dodatok 1.

KOMBINATORIKA
UvazZujme o mnozine 4 = {a,, a,, ..., a,} .
Permutaciou z » prvkov a,, a,, ..., a, nazyvame taky
prvok mnoZiny 4 X 4 x ... X A (t.j. usporiadant
n &initelov
n-ticu), ktory obsahuje kazdy z prvkov a,, a,, ..., a,
prave raz.

Priklad D 1.1. VSetky permutacie z prvkov 1, 2, 3 st

2 -3 1,23
sY<3_2 132
T, _1—3 21,3
<3_1 231
Ng o 1—2 31,2
~ 2 —1 3,2, 1

? ’

Zrejme prvy prvok moézeme vybrat tromi rdéznymi
sposobmi, druhy prvok uZ len dvomi réznymi spésobmi,
treti prvok uz len jednym spésobom. Spolu mdme

3.2.1 = 3! moZnosti.

Teda vSetkych permutacii z troch prvkov je 3! = 6.
Vieobedne plati: Podet vSetkych permutacii z n prv-
kov je P, = n!
Variaciou r-tej triedy z » prvkov a,, a,, ..., a, (r < n)
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nazyvame taky prvok mnoziny 4 X 4 x ... x A(t. .

r dinitelov
usporiadanu r-ticu), ktory obsahuje kaidy z prvkov
a,, @y, ..., G, Najviac raz.

Priklad D 1.2, Varidcie druhej triedy zo S§tyroch prvkov
@y, Ay, Ay, A4 SU:

d |
(@,04) [ (@A4) [(d,,09)

dy I(a,p:,) ﬁ’(aznﬂ Fq‘,a:,)
a

'(0,.02) (d;,ﬂz) (q‘ﬂz)

a4

a, _\" ay (a'l’ a’z)s (a'ls aa): (a’la a’4)
ay < Q3 (ag, @1), (@9, A3), (a3, ay)
Ay < Qg (aa’ a’l), (aa: (1,2), (aa’ 0/4)

a, < 2 (a4, @), (a4, a@3), (ay, a,)
ag

Celkom mame 4.3 = 12 variacii.
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Priklad D 1.3. Najdime pocdet vietkych variacii tretej
triedy zo siestich prvkov a, b, ¢, d, e, f.

Zrejme prvy prvok modZeme vybraf Siestimi r6znymi
sp6sobmi, druhy prvok uZ len piatimi réznymi spésobmi
a treti prvok styrmi rdéznymi spésobmi. Spolu mime
6.5.4 moznosti. Teda polet vSetkych varidcii tretej
triedy zo Siestich prvkov je

6!
6.5.4 - T.

Vseobecne plati: Podet V(n, r) vietkych varidcii r-tej
triedy z n prvkov je V(n,7) =n(n—1)... (n—r +
+ 1) = n!l/(n —r)!

Kombinaciou r-tej triedy z n prvkov a, a,, ..., @,
(r < n) nazyvame IubovoIni r-prvkovi podmnoZinu
mnoziny 4 = {a,, a,, ..., a}.

Priklad D 1.4. Kombindcie tretej triedy zo styroch
prvkov a, b, ¢, d si:
{a,b,¢}, {a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,d}.

Priklad D 1.5. Porovnajme podet C(4, 3) vdetkych
kombinacii tretej triedy zo Styroch prvkov a, b, ¢, d
s pottom V(4, 3) vietkych varidcii tretej triedy zo &ty-
roch prvkov a, b, ¢, d.

Kombinacie Variacie

{a, b, ¢} (a, b, ¢), (a, ¢, ), (b, a, c)
(b, ¢, a), (c, a, b), (c, b, a)

{a, b, d} (@, b, d), (a, d, b), (b, a, d)
(b, d, a), (d, a, b), (d, b, a)

{a, ¢, d} (a, ¢, d), (a, d, ¢), (c, a, d)

(c, d, a), (d, a, ¢), (d, ¢, a)
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{b, ¢, d} (b, ¢, d), (b, d, ¢), (¢, b, d)
(¢, d, b), (d, b, ¢), (d, ¢, b)

Teda V (4, 3) = C(4, 3).3! a z toho C(4, 3) = V(4, 3)/3!
V&eobecne plati:

V(in,r) = C(n, r).r!
a z toho

V(n,r) !
C(n,r) = 2D = r!(nn—r)! =[:]

r

kde C(n, r) je polet vsetkych kombinacii r-tej triedy
z n prvkov. Symbol [;'_"] sa nazyva kombinaéné é&islo.
Variaoia r-tej triedy s opakovanim z n prvkov a,, a,,

..., @p (7, n 84 ITubovoIné prirodzené ¢isla) je kazdy prvok
mnoiiny{.l XA X ... X 4,kdeA = {a,, ..., a}.

r Sinitelov

Priklad D 1.6. Utvorme vsetky variacie tretej triedy
s opakovanim z dvoch prvkov a, b. Vieme, Ze su to
vietky prvky mnoZziny 4 x 4 X A, kde 4 = {a, b}.
KedZze pre kartézsky siéin plati asociativny zdkon, je
AXxAxA=(4Ax A) x A. Prvky 4 x A st

a— @ (a, a)
~ b (a, b)
b ~— @ (b! a’)
~ b (b, b)

A4 x A ma teda 2.2 = 22 prvkov.
Prvky (A x A) x A st

— a (a, a, a’)

(@, @) b (a, a, b)
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- a (@, b, a)
@0 Ty (4 b b
(b, a, a)

6.a) 5 3 ab)
(b, b) —~ a (b’ b! a')

< b (b, b, b)

(4 x 4) X A ma teda 22.2 = 23 prvkov. Preto podet
vSetkych varidcii tretej triedy s opakovanim z dvoch
prvkov je 23.

V3eobecne plati: Podet vietkych variacii r-tej triedy
z n prvkov s opakovanim je n".

Priklad D 1.7. Ak chceme v Sazke obsiahnuf vsetky

moznosti, musime utvorif vsetky varidcie dvanastej
triedy z troch prvkov 0, 1, 2. Teda ako tipy musime vsa-
dit vSetky prvky mnoZiny 4 X 4 x ... X 4, kde

12 ginitelov
4 = {0, 1, 2} a tych je 312 = 531 441.

Casto nas zaujima podet tzv. permutécii s opakova-
nfm z prvkov, z ktorych niektoré si rovnaké.

Pfiklad D 1.8. Majme 3 prvky, z ktorych 2 sd rovnaké:
a, a, b. Ak by sme rovnaké prvky oéislovali a utvorili
vietky permutacie z prvkov a,, a,, b, dostali by sme

(a’l’ @y, b)’ (az: a,, b)

(22, b, @1), (ay, b, a,)

(ba ay, a'z)’ (bs Qs al)
teda celkom 3! permutacii. PretoZe viak a,, a, sG rovna-
ké, je vidy 2! usporiadani (tie, ktoré vznikni len permu-

71



tovanim prvkov a,, a,) roviakych. Réznych je teda len
3!/ 2! permutacii. Su to (e, @, b), (a, b, a), (b, a, a).
Permutaciou s opakovanim z n prvkov, z ktorych »,
je rovnych a,, n, rovnych a,, ..., n; prvkov rovnych
a (n, + ny + ... + n = n) rozumieme taky prvok
mnoZiny 4 X 4 X ... X A, v ktorom je n, siradnic

n &initelov
rovnych a,, n, rovnych a,, ..., n; rovnych a,.
Pocet vSetkych takych permuticii s opakovanim je
n!
nd gl ... m!
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Dodatok II.

NEKONECNE RADY

V tedrii nekoneénych radov je zakladnym pojmom po-
jem (nekoneénej) postupnosti. (Nekoneéna) postupnost
je funkcia definovand na mnozine vsetkych prirodzenych
¢isel. Hodnotu postupnosti f v é&isle n oznadujeme zna-
kom /, (teda f, = f(n)), celd postupnost znakmi

{fa}n=1

{fvfzrfs: ""fm .- }'

Priklad D 2.1. Napiste niekolko ¢lenov nasledujicich
postupnosti

o N e A G+ A

Inak zapfsané

{1}@ _{1 1 1 1 1 }
nn._-l_ ’29 3) 4!“"n"°' ?
_n

{”+1}°={2§__4_.5_ +1 }
e il AR TR P &

{(—1yhp-y ={—1,1,—01,1, ..., (—1)* ...},

(Lo il L)
o, 1274'8°16° "7 2" |

alebo
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. 1 n -+ 1 " 1
Ozna¢mea, == o b, = — ¢, = (—1)", d, = o Po-

1 101 1
tom napr. a,, = 1o’ D100 = 100’ dy = 55 Co2 = 1,

cs = —1 a pod.
Vidime, Ze niektoré postupnosti maji tendenciu usta-
lif sa, bliZif sa (v matematike pouZivame termin konver-

govat) k uréitej hodnote, iné nie. V prvom pripade hovo-
rime, Ze postupnost ma limitu, ¢o oznatujeme znakom

lim a, = a. Zda sa napr., Ze by malo platif lim 1_ 0,
n—+00 n-+®

lim -~ 1 1, lim 1 _ 0. Prirodzene najprv mu-

fi-»mo n n—-w 2»

sime presne formulovat, ¢o znamena, Ze postupnosf

{ap}n=, ma za limitu &islo a (lim a, = a), alebo, &o je to
n-rw0

isté, Ze postupnost {a,}n-, konverguje k &islu a.

Definicia D 2.1. Postupnost {a,}n-; maé za limitu
¢islo a, ak k IubovoInému &islu ¢ > 0 existuje také reilne
¢islo n,, Ze pre vietky prirodzené éfsla n > n4 je

la, —a| < ¢
alebo, &o je isté,
a—e < a, <a+ €.

Priklad D 2.2. Dokazme, Ze lim 1/n = 0.

A—>o®

Nech ¢ > 0. Polozme n, = 1/e. Nech n > n,. Potom
1/n < 1/ng = e, teda

1 1
|, —a]| = — —0=— <e&.
n n
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Priklad D 2.3. DokéZme, Ze lim "": 1 .

<
n—>o
Opit by sme mohli rovno udat »n,, od ktorého poénic
je |a, — a| < e&. UkéaZeme si vsak, ako sa také n najde.
Treba odhadnit rozdiel

n

Rozdiel 1/n bude mensi ako ¢ prave vtedy, ked » > 1/e.
Preto opif poloZfme n, = 1/e. Ak je n > n,, tak

1 1
@ —a| =— <— =c¢.
n o m
Priklad D 2.4. Doké#me, %o lim _21_ —o.
-0
M4 byt
11 (1),
on  C| T 9m ("2‘ ‘

To bude vtedy, ked
n log % <log ¢,

teda ked [pozor! log % < 0]

log ¢
1
log —2-

PoloZme teda n, =log &/log (1/2). Ak n > n,, tak po-
stupne

n >
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1
. nlog?<logs,
1”
log [—2—] <loge,
l]”
(? < &,
I ln<
-(3) <e-

Tak isto ako v priklade D 2.4 sa dokaze, ze lim ¢* = 0,
aklen |q| < 1,t.j. —1 <¢ < 1. noo

teda

1
'27.‘"

Zakladnou tlohou tedrie nekoneénych radov je, zhru-
ba povedané, spoéditat nekoneéne vela &¢fsel

al+(lz+(la+...+aﬂ+--- =§an,

n=1
kde {a,}n-, je nejaka postupnost. Napr. treba spodfitat
vietky éisla
A |

1,1 1 1 B
.§.+¥+_§-+...+7+...ﬁn=lg.

Prirodzene, aj v tomto pripade treba najprv presne po-
vedat, ¢o taky siidet znamend, ako je definovany.

Definicia D 2.2. Nekoned&ny rad
@+ a+ ..ttt ... =3a,

n=1
konverguje, ak existuje

NnN—-o

S8 =0, ‘a4 ... +a,(n=1,2,...).

kde
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PO
Saétom nckoneCného radu ¥ a, nazyvame potom tito
n=1

limitu. Symbolom 2 a,oznadujeme aj nekoneény rad, aj
jeho sulet. n=1

Priklad D 2.5. Zistite, ¢i konverguje nekoncény rad

a0

> 21” a vypoéitajte jeho sucet.

n=1

V tomto pripade je

1
81=—§-,
11 1
=gt =l
1 1 1 1
=gt taw =l
1 1 1 1
=gttt =l
Preto
lim s, = lim [1——1"—] =1—0=1.
n—>wn n—>o 2

Vidime teda, Ze nekoneény rad 2 - k0nve1 guje a jeho

suget je 1. Tato skutoénost sa da znazorniﬁ aj na éiselnej
osi.

Sy 2 5 %
X v — v J"'—v—j\-v-' )
. 0.l adula =—’—1
1 ? 2 21 % 21 4 2.
Obr. 10

83



Podobne ako v priklade D 2.5, da sa rozhodnif o kon-
vergencii kazdého geometrického radu.

Rad a;, + a; + ... 4+ a, + ... sa nazyva geometric-
ky, ak existuje také &islo g (tzv. kvocient), Ze pre vietky
n je

An = qAp-y »
teda
a, = qa,, 3 = qa, = q%a,, @, = ¢°ay, ...,

a, = ¢"a,.

Priklad D 2.6. Kazdy geometricky rad, ktorého kvo-
cient ¢ €(—1, 1) je konvergentny, pri¢om

a,+ayg+agd+ag+.. .+ .=

a,
1—gq°

Méme dokazaf, %e lim s, = «,;/(1 — g). Vynasobme
najprv rovnost n-—o

8y =@y + a9 + ayq® -+ ... + ag*™?
kvocientom ¢q. Mame
S =q + o + ...+ "+ g
Po odéitani dostaneme

8y — 8] = ay — aﬂl" ’

teda
_ a,(1 — ¢") )
n l—q
Pretoze lim ¢* = 0 pre g € (—1, 1), dostavame, Ze
n—>o
lims, — 2 —=9 _ 4 |
n—>w 1 — q 1 — q
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Priklad D 2.7. Zistite, & konverguje nekoneény rad
0,7 4- 0,7.0,4 -+ 0,7.0,42 + 0,7.0,4% + ... 4
+ 0,7.0,4"72 4 ...

Pretoze ide o geometricky rad s kvocientom 0,4, rad
konverguje a pre jeho sidet plati

$0,7.0,4"1 = 0,7 + 0,7.0,4 4 0,7.0,42 + ... =
n=1
0,7 -
=—' 116
1—0,4 10
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VYSLEDKY CVICENI

27 m 1
—— = 0,027 b)W> > m > 37

1.4.

20.19.18.17.16
20.20.20.20.20

365.364 364
365.365 305

1.7. Styri skupiny mé%u sediet napr. zlava doprava 4! spo-

1050 - 0,5814

106.

sobmi. Pritom moézZe sediet Ameri¢ania 3!, Sovieti 5!, Fran-
cizi 56! a Poliaci 2! spésobmi. Teda priaznivych moZnosti je

4!3!6!15!2!. VSetkych moZnosti je zrejme 15!. Preto
P 4131515121
15!
364 1
1.8. 1 — 255 = Je5
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365.364.363. ... .(366—1r + 1)

1.9. 1‘— 365"
. 4 365.364. ... .(365—r +1) 1
1,10. Mdabytp =1 365" >3
Pre r = 22 je p = 0,4757, pre r = 23 je p = 0,5073.
7.6.5
1.11, 1 — =5
7 5% 5)* 9 5)¢
(5 , L)
2 2 14 14 19
1.13. a) (12] = 11 [12] =33 9173~
2 2
(5) B ()
3 24 1) 2 45 24 67
L 8) 95y =91 P15y, —or Q' T er~wr
(s (5)
115, 1 — 30.29.283.0;0.. 12,11 0,0998
1.16. Pretoze (A — B) () ( =08, A= (A— B)
U n B), plati P(A) = P(A D ) + P(4 () B). U
1 2 1

1.18. B = (BnA)U(BnA'), ptitom (B ) 4) N
N (B () A') = 8. Preto P(B) = P(B () A) + P(B () 4').
1.19. PAYBUYC\UD E)= P(A) + P(B) +
+ P(C) + P(D) + P(E) — P(A () B) — (4 C) —
—...—P(DNE) +PMANBNC) +PANC N D +
+...+PCANDNE—PANBNONCNOHD)—...—
—PBOACONPNE)+PANBNCNDANE.

[} n
1.20. P({J4;) = £ P(4;) — 2 P(4; ) 4;) +
{=1 =1 i<J



+ Z P(ANANAD —. .. + (—=)PA,NA4N. .. N4, =

i<i<k
=2——l}k+' P PA,I\A{,‘\ '\A
k= 1( 184, <, <., <ik ( n ! ‘k)

Dékaz. Predpokladajme, Ze veta plati pre nejaké n; mé.meju
dokézaf pre n 4+ 1. Majme n + 1 mno%in 4,, 4,, ..., 4,,
Ay, . Podla indukéného predpoklo,du

nt1
P(U 4 = zP(A)— E P(AznA,) +

z P4A; N4 A —
+25{<.ik( n 1” )

P(U(A nAs))— EP(A N 4:) 2—5‘«-’; +F(A1 N4 4) +

+ X PA, N4 A4 () 4 —
°sl<5fksn+l( n n n k) -

+ (=1 P VA () - () A -
Ale

ntl n+1 n+1l f+1
P(UAi) = P(4,|) \_JAi) = P(A,)+ P(l_._JAi)—P(k_J(Aant))=

254<ign+1
+2PA-A-A+2PAAA__

— (—1)"1P(4, ) Aa n coi Y Apna) =
SEPA)— T Pd; N4)+ I PANANA4) - ..

$=1 1Sé<isn+1 1si<i<tsn+l
(—1)"’r2 PA, N4, N ... () 4an)
1 1

1.22. Nech A‘ jc udélosﬁ spohvajuca v tom, %o ¢-ty hrdé
dostano v3etky karty mvnakej farby. Potom P(4,) =

— P(4,) = P(4,) = P(4,) = 4/[ ] P4, () 4,) =
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— P4, (Y 4y) = ... = P4, ()4 = 4'3‘('3'32] {234') :
Py () dy (VL) = .o = Pty () a )40 =
— 4.3, 2/(33] (234) klsb) = P4, N 4, N 4, ) 44)

teda hladand pravdepodobnost je
4.3 4.3.2

¢ () okt + 0
(32 2) (32) (24 3) (32) 24\ (16
&) TEE) T EGE)
432
32) (24) (16) °
(5)(s) (s}
1.28. Najprv rozriefime c). Podobne ako v priklade 1.21
zistime, Ze hladané pravdepodobnost P, je

1 1 1 1 1
Po=l—grtor— 3 T3 ~ o

a) Udalost ,,nikto nedostal sprdvny klidik‘‘ je komplementom
k udalosti ,,aspoii jeden dostal sprdvny kligik‘“. Preto pre
pravdepodobnost P, toho, %e nikto nedostal sprévny klagik
plati.

1 1,1 1,1
Po=l=Pi=gr—srtor~ 5t o

b) Nech B; je udalost spoédivajica v tom, Ze i-ty obyvatel
obdrzal spré.vny kl’uélk ale ostatni obyvatelia nie. Mdme

vypoditat vlastne P(UB;) = & P(B;). Poéitajme najprv P(B,).

P(B,) =P(A1—"(A1UAaU UAG)) =
= P(Al)—P((AlnAl)U(AI nAa)U
U4 N 4)).
Podla cvitenia 1.20 (pozri priklad 1.11) je vdak
P(J(4, N 40) = £ P(4, () 49 — I PN AN 49 +
+ ... + PA, N4 ) --- ) 4.
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&

Lahko zistime dalej, ze P(4, () 4;) = T W
P4, N4 4) = —(5%?, e PA AN - N4 =
= ?l'— Preto
PE) =5 =555+ (o) o57 - () smas +
+ [Z] 61! - 61! - 6.12! B 6.13! + 6.14!‘ - 6.15! '
Pretoze P(B,) = P(B,) = ... = P(B,), pravdepodobnost P

toho, Ze prédve jeden obyvatel obdrZal sprdvny khié¢ik sa
rovnd &fslu

1 1 1 1
T T

P} = 6P(B,) =

d) Nech udalost 4 znamend — asponi dvaja dostali sprévny
khidik, B — prdave jeden dostal sprdvny klidik, C — aspon
jeden dostal sprdvny khidik. Potom C = 4 \) B, A (\ B = 0,
teda (podla ¢) a b))

P(0) = P(A) + P(B),
1 1 1 1 1
PA)=PO) —PB)=1—5r+gr—gr + 57— %7 —
1 1 1 1
_(2!_3! + 4!_5!]=

2 2 2 2 1
R TR TH T Y TR T

Inak zapisané

1 1 1 1 1
PA)y=1—5r+ gr—g T 57— o —

1 1 1 1
_(l_l+2z_3! palrvaityyl e

(-G ()
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) () -

1 2 3 4 5
=5 T T s e

1.24. Nech A4, resp. B, resp. C su udalosti spodivajice v tom,
Ze prvé, resp. druhd, resp. tretia suciastka pracuje. Mdme

vypotitat P(A' B NC'). Ale A’ (B (C = (AYB U
U €)', teda

PA B NC)=1—PAJBYO) =

— 1— P(4) — P(B)— P(C) + P(A (\ B) + P(4 (\ C) +
+PBNC)—PANBNC) =

=1—3.0,6 + 3.0,1875 — 0,0625 = 0.

Pravdepodobnost toho, %e Ziadna siéiastka nebude pracovat
je teda 0.

1.25. Podla prikladu 1.11, ktorého tvrdenie je v poriadku aj
v zovieobecnenej schéme, plati

09=PAJF{JR)=P(A) + P(F) + P(R)— P AN F)—
—PMANR—P(FON\R) + PANFNR) =
1 1 2 1
=3 +5 +5—PACF)— PANR) — P(FOR) + 55 -
Odtial
PA(F) +PANR) +PFOR) =~
Nés, pravda, zaujima
PANR'JANRUEFENRY=PANF) + P(AQR) +
+ PIFONR—PANFNONR—PANFNR) —
—PANFAR +PANFNR)=

7T 1 12

2.1. Skimajme polohy stredu mince. Vietky moZnosti polo-
hy sa charakterizované stvorcom (obr, 11), polohy, pri kto-
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rych je minca obsiahnutd v niektorom oc¢ku danej siete st
charakterizované &tvoréekom, ktorého strana je 1/4 strany
velkého stvorca. Preto

P=" = 18

/,— ﬁ\

/ \

r \

!

\ /
\ y
\.__/’
Obr. 11

2.2, Zvolme na kruznici (s polomerom r) pevne bod O, na os

z-ovi nanédajme polohu bodu A4 (dizku oblika O4), na os
y-ovi polohu bodu B. Hladand pravdepodobnost je pomer
»vySrafovaného obsahu‘’ k ohsahu Stvorca, teda

ZJU‘?

Obr. 12 Obr. 13
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nr
2.'?.27"' 1

-
2.8. Na suradnicové osi nandSajme moZny &as prichodu

jednothvych duelantov. Vzhladom na to, %2e 4 &aké na B
najviac 6 min. a takisto B na A, je hladanéd pravdepodobnost

podiel ,,vySrafovaného'' obsahu a obsahu tvorca, teda

_ 615 _ 23
3 600 144
60
]
5 60
Obr. 14

( ].5
3.1. a) 26' = 21156 b) Najjednoduchsie cez komple-

ment:
e e L
b
RO I O I
8.8. o
1010

3.5.3 3 3 3

5
W T "5 T T T 18



1000 ] 200 8U0 . 1 1000 1 \4 1000-}%

35'“’(200)&) [6] kg;:o( ][GJ(G]
nY(1Ye( 5k n n—1i

.0 () (6) (5] » 2 () (6] (5)
LOEE

8.7. Pravdepodobnost Ze pri jednej kazote obJa.w falosnu

mincu je 1/100, Ze je neobjavi je 1 — 1/100, Ze ju neobjavi
ani v jednom pripade, je

(‘“ﬁo‘

8.8. P(4) = 5, P(B) = =, P(A(\B) =
A, B su teda nezavislé.

1 1 .
? . '3— ’ udalosti

8.9. P(A) = P(C) = —;-,P(A NC) =0 = 1.1 teda uda-

2 2
losti A, C nie 84 nezdvislé.
8.10. P(A N B8) = P(®) = 0 = P(A) P(9).
8.11. P(4 ) Q) = P(A) = P(4).1 = P(A) P(Q).
8.12, Ak P(A) = 0, alebo P(B) =0, tak P(4 ( B) =
= P(p) = P(A) P(B). Naopak, nech sii 4, B nezévislé. Po-
ti;)(lg) 0= 3 P(4A ( B) = P(A) P(B), teda P(A4A) = 0, alebo

8.18. P(4) — 3 6

, PANR) =5, P(B) =
1

®|
Il
o

colwwl.—-

pricom P(4 N R) = = P(A) P(R).

24
8.14. P(4' (\ B') = P((4 J B)) = 1 — P(4 \J B) =
—1— P(4)— P(B) + P(4 (\ B) = 1 — P(4) — P(B) +
+ P(4) P(B) = (1 — P(4) (1 — P(B)) = P(A") P(B').
8.16. P(B) = P(A () B) + P(4' () B) = P(4) P(B) +
+ P(A’" () B). Preto P(4' (\ B) = P(B) — P’(A) P(B) =
— P(B) (1 — P(4)) = P(B) P(4").
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3.16. Tu su tieto navzdjom sa vyluéujice udalosti: v3etci
traja hlasuji sprdvne, prvi dvaja sprdvne, treti nesprdvne,
prvy a treti sprdvne, druhy nesprédvne, prvy nesprévne, druhy
a treti sprdvne.

1 1 1 1
pp.yg+pp5 tp(l—plg+t{l—p.p5=p
Porota prijima teda spravne rozhodnutie s pravdepodobnos-

tou p.

3.17. Nech p, je pravdepodobnost toho, Ze syn vyhrd nad
otcom, p, —%e vyhrd nad trenérom. V alternative otec,
tréner, otec je pravdepodobnost iuspechu

P1P:P1 + PPl — ) + (1 — P1) Papy = P1Ps(2 — 1)
v druhej alternative

PaP1Ps + Papi(l — Py) + (1 — py) p1Ps = 212s(2 — p)) -
Pretoze p; > Py, b.). Py1Pa(2 — P1) < P1Ps(2 — Py), druhd
alternativa je pre syna vyhodnejsia.

8.18. Pravdepodobnost toho, Ze niekto bude mat vaSe
détum narodenia je 1/365, Ze nebude je 1 — 1/365. Pravde-
podobnost toho, Ze z n 086b Ziadna nebude mat to isté ddtum

narodenia &o vy, je
l n
(l 365 J ’

Ze aspon jedna bude mat to ddtum, je

1 \»
1= [1 ~ 365 ] )
‘Hladédme teda najmensie také prirodzené &islo n aby
—log 2

1y ]
l—[1_365] >55 m>1g36d —log3es’ "= 20

3.19. Nech 4 je udalost spoéivajica v tom, Ze v sdboji X
nebude zasiahnuty. Potom

P(4) = 0,2.0,8 + 0,2.0,4.0,2.0,6 4+ ... =
=0,2.0,6(1 + 0,4.0,2 + (0,4.0,2)* + ...) =
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0,12
= m == 0,13'

8.20. Noch p je pravdepodobnost toho, Ze vytrénovany X
trafi ciel. Potom

P(A)=p + (1 —p).0,2.p +
+(1—p).02.(1 —0).0,2.p + ... =
=p(l +(1—p).0,2 + (1 —p).02) + ...) =

_ P
“T—a—p.0z > %%

ak p > 36/41 = 0,878 ..., teda X bude Uspesny, ak p = 0,88,

8.21. Nech p je pravdepodobnost toho, Ze Z trafi ciel,
B je udalost spodivajica v tom, Ze Z v celom siboji nebude za-
sishnuty. Potom

— _ _ P
PB)=p+(1—p).02p+ ... = 7 —q_—pr535 > 0

ak p > 49/99 = 0,49 ..., teda stadi, aby p = 0,5.
822, (1 —p).0,6 + (1 —p).0,4.(1 —p).0,6 + ... =
_ __0.6(1 —p) B
= 1—(1—p).0,4

Pritom
0,6.(1 — p) 1
T—(1—p).02 > "% 8kr<1F.
0,6.(1 — p) 3
T—a—gp).04 > %% skp<g

Teda X méd nddej vaediu ako 0,9 na strelcov s pravdepodob-
nostou zédsahu mensou ako 1/16; na strelcov s pravdepodob-
nostou zdsahu menSou ako 3/8 md X nddej na dspech vadésiu
ako 0,5.

8.28. Ak C zaéne strielat na A, si dve moznosti pre tispech
A:
1. C notrafi A, A netrafi B, B zastreli C a A trafi B; pravde-
podobnost toho je 0,6.0,3.0,7 = 0,126.
2. C netrafi A, A trafi B a vyhrd nastdvajici siboj s C,
Pravdepodobnost toho je

pe



0,6.0,7(0,6.0,7 + 0,6.0,3.0,6.0,7 -+ ...) =
0,6.0,7
1—0,3.0,6
Ak C zatne strielat na B, potom je len jedna nédej: C trafi B,
na &o A vyhrd siboj s C; pravdepodobnost toho je
0,4.0,7
1—0,3.0,6

Preto pravdepodobnost toho, Ze 4 vyjde zo siboja vitazne je
0,5(0,126 + 0,2151) + 0,5.0,3414 = 0,3412.

8.24. Tu je jedind moZnost: B za&ne strielat na C (pravde-
podobnost éoho je 0,5), pravdaZe, trafi ho, na &0 A4 trafi B,
teda pravdepodobnost uspechu 4 je 0,5.0,7 = 0,35.

8.25. KedZe A chce zachrénit C bude namiesto mierenia na
C strielat vidy do vzduchu (pravdepodobnost, %e A traff G
je teda 0, pravdepodobnost, Zze 4 trafi B je, pravda, 0,7).
Si dve moZnosti: 1. A zadina strielat smerom na C. Aby C
vysiel zo siboja bez drazu musi trafit B a vyhrat siboj s 4.
Pravdepodobnost toho je

= 0,6.0,7

= 0,2151.,

0,4(0,7 + 0,3.0,6.0,7 + ...} =

= 0,3414.

0,4.0,4
0,4(1.0,4 + 1.0,6.1.04 + ...) = T—o086 — 0,4.
2. A zat¢ne strielat smerom na B. Ak mé C vyhrat, musi 4 trafit
B, nado C vyhré siboj s 4. Pravdepodobnost toho je
0,7.0,4
1—0,6
Ak chce teda A zachrénit C, musi (okrem toho, Ze ho bude
Sanovat) zadat strielat na B a mierit pri tom zvl4st pozoin».
8.26. P(Al) == P(Az) = P(Aa) == 1/2, P(Al n .A’) =

= P(4, (Y 4,) = P(4, N 4) = P(4, N 4. ) 4s) =

= 1/4. Teda P(4; () 4) = P(4;) P(A;) pre i # j, ale

P(4, (Y 4, () 4,) # P(4,) P(4,) P(4,).

1 1 1
5 P =5

0,7(0,4 + 0,6.1.04 + ...) = = 0,7.

8.27. P(4) = 3 + 5 +
P(C) = % + % = ,l.]'.)a.lcj, ANBNC = {o} =ANC.
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Teda
PANBNOC) = % — P(4) P(B) P(C),

ale

1 1 1
15 *5°3 = P(4) P(O).

Podobne P(B () C) # P(B) P(C). Naproti tomu P(4 () B) =
— P(A) P(B).

4.1. P(F|M) = P(F () M)/P(M) = 0,2/0,3 = 2/3.

4.2. Hladéme P(S ) K|C) = P(S|C) + P(K|(),kde S znas
mend, %e vietky Styri st srdeové, K — kérové, ¢ — &ervené,

Mame P(S|C0) = P(SN\C)/P(C); P(C) = (28)/ (52) PO C) =
= P(S) = [12)/[52], teda P(S|() = (12]/@) —= 0,047. Pretoze

PANC) =

P(K|C) = P(S5|0), je P(S \J K|C) = 2. P(S|C) = 0,094.
4.8. Podla definicie P(4|B) = P(A () B)/P(B) = -(‘5_ % -
1 1,1 1
= - - Podobne P(B|A) = P4 (\ B)/P(4) = F/—-.=§-.
Lahko sa zisti, ze P(A') = 1—% - % P(B') = 1—% = %

K tomu, aby sme vedeli vypoéitat P(A4’'|B’) viak potrebujeme
poznat P(A' () B') = P(4 JB)) =1 — P(A U B). Ale
P(A \J B) = P(A) + P(B) — P(AnB)_—-l-———-_-

0
= é Preto P(4' (Y B') = 1 — —23—_ ; , teda P(A'|B') =
= P(A4' ( B')/P(B') = -:li- % = % Podobne P(B'|A') = —2-

4.4. Protoze P(A () B) = P(4) + P(B) — P(4 ) B) a
P(4|B) = P(4 () B)/P(B), plati

_ P(A) + P(B) — P(4 {) B)
~ o )

P(A|B)
4.5. P(B|4) = 1.
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4.6. P(B|A) = 0.

4 4 4
4.1. P(B) = S P(B(\U;) = = P(U;) P(B|Uy) =% % P(B|U;) =
1 i=1 i=1

1=1
1 (3 2 1 5 8
-5 tTtste)-w
4.8. P(Ch) = X P(4; () Ch) = X P(Ch|A;) P (4;) = 0,03.

.0,5 + 0,04.0,3 + 0,05.0,2 = 0,037.
1

P(4,) P(B|4,) _ 3
- -
I P(4) P(B|4)) +

Il
l@l et
L]

4.90 P(AllB) =

*

°'|"'o-|o:

| w
3|
-+

| —
o o

wo| -

__P(4, P(Ch4,) _
4.0. P4, on) = 5 LTl
0,5.0,03 15
0,5.0,03 + 0,3.0,04 + 0,2.0,05 T 37
_ P(Z) P(V|2) _
111 PEY) = By Bviz) + PODBVIM)
0,6.0,01 3

~ 70,6.0,01 + 0,4.0,064 11

4.12. Oznaéme jednotlivé hypotézy H, (3 biele), H, (2 biele,
jedna ¢&ierna), H; (1 biela, 2 é&ierne), H, (3 &ierne). Potom

P(H,) P(B|H,)
4
= P(Hy) P(B|H)

P(HIIB) =

1
— 4.
Tl 1 2,11 1
it ytested

1

0O

Podobne
P(Hy| B) = 1/3, P(H,|B)=1/6, P(H,B)=0.
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4.18. Dané su P(D,) = 0,3, P(D,) = 0,5, P(D;) = 0,2,
P(L|D,) = 0,15, P(L|D,) = 0,3, P(L|D;) = 0,2. Podla
Bayesovej formule
P(L|D,) P(D) _

2 P(L| Dy) P(Dy)
0,15.0,3 9 .
0,15.0,3 + 0,3.0,6 + 0,2.0,2 47

Podobne P(D,|L) = 30/47, P(D,|L) = 8/47.

P(Dl]L) =

4.14. V tomto pripade P(L|D,) = (§) 0,15¢.0,85 = 0,002,

P(L|D,) = 5.0,3¢.0,7 = 0,028, P(L|D,) = 5.0,2.0,8 —
= 0,008.

_P(L|D)PD,) _

XP(L|Dy) P(Dy)

0,002.0,3 3

= 70,002.0,3 + 0,028.0,5 + 0,006.0,2 79 °
P(D,|L) = 70/79, P(D,|L) = 6/79.

P(DtlL) =

5.1. 2€ (J Bp) @ 2¢ J Ep @ Vn, 2¢E, & Vn, 2€E,
< z€() E,. Druhi rovnost mézeme dokézat aj pomocou
prvej takto: (Y Eq = () (E}) = (\J E,)'; preto ([} E,)' =
= ((J Ep)") = U E;.

5.2. U En = (0,2), () En = {1).
n=] n=1

5.8. Nie je, pretoZe (a, b) = (— , a) |J (b, 0)¢&.

b.4. & je uzavrety vzhladom na komplementy, ale nie je
uzavrety vzhladom na spoéitatelné zjednotenia, pretoZe

ngl(lln. 1) = (0,1)¢ 5.

5.50 Ak Ene.q,, tﬂk aj E:‘e.q', to‘]n n E" - (J E:.)' G.‘Y’.

5.86. Nech E,, ..., E,es. PoloZzme F; = E; (t = 1, ..., n),
Fi=E,(i=n+1,n + 2, ...). Potom F€es (+ = 1, 2,
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..), teda \) E; = ) Fie . Tvrdenie o prienikoch vyplyva
=1 =1
a) z do Monlga,nowlm‘ pla.vicllu.
n
(\l E; = .\_) Ey)y
=
5.7. Nech E€¥. Potom aj E'e¥, toda 2 = E \J E'e .
Odtial 8 = Q'€ 7.

5.8.E—F=EnF'e.V.

5.9. Ak je ¥ c-algebrou, tak je uzavrety vzhladom na spoéi-
tateIné prieniky podla cv. 5.5. Naopak, aj & je uzavrety
vzhladom na komplementy a spotitatelné prieniky, tak je &
uzavrety aj vzhladom na spoéitatelné zjednotenia, pretoze
U Es = ([) E}).

5.10. Kazdd o-algebra ¥ méd uvedené vlastnosti vzhladom na
cv. 5.7 a 5.8. Naopak, nech st splnené uvedené podmienky.
Potom je systém & (podla 1) neprdzdny a (podla 3) uzavrety
vzhladom na spoéitatelné zjednotenia. Kone¢ne, ak K €5,
tak (podla la 2)aj ' = 2 — E €7, teda & je uzavrety vzhla-
dom na komplementy.

6.11. PoloZme F; = E;(+: =1, 2, ..., n) F;=0 (z =n +
n
+ 1, n + 2, ...). Potom P(.) E;) = P(i.l F)= ‘ZIP(F,-) =

— 2 P(F;) + 0 = % P(Ey).
i=1 i=1

6.12. Ak FC E, tak E = F {) (E — F), pritom E, E—F sG
navzdjom disjunktné. Preto podla 5.11 P(E) = P(F) +
+ P(E — P).

5.18. Podla 5.12 je 0 < P(E — F) = P(H) — P(F), teda
P(F) = P(E).

5.14. Polotme E, = 8 (n = 1, 2, ...). Potom U E, =09,
E,. si navzdjom disjunktné. Preto P(8) = Z P(B), teda. rad
> P(8) konverguje. Pre Ciasto&né suéty s, nekoneéného radu

n-l

EP(B)platl’:s,. =P@OB)+...+ P(B) =nP (8). Ale limnP (8)

nm=l n—+o

existuje prdve vtedy, ked P(8) =
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5.15. Podlacv.5.12je P(E') = P(2-— E) = P(2) — P(E) =
— 1 — P(E). |

5.16. Zreime E \J F = (E — F) J (E O F) Y (' — E),
E=E—FUENF,F=F—E) ) E()F). Odtial
P(E) = P(E — F) + P(E (\ F), P(F) = P(F — E) +
+PE(\F),P(E\JF)=P(E—F) + PE(\F) + P(F —
— E) = P(E) + P(F) — P(E () F).

b.17. Dékaz je ten isty ako v cv. 1.20.



SKOLA MLADYCH MATEMATIKU

BELOSLAV RIECAN, ZDENA RIECANOVA

0 pravdepodobnosti

Pro 1¢astniky matematické olympiddy
vvddvd UV matematické olympiddy
v nakladatelstvi Mladd fronta
Ridi akademik Josef Novék
Obéalku navrhl Jaroslav Pribramsky
K tisku pripravil Vladimir Dolezal
Odpovédny redaktor Jifi Sixta
Publikace &islo 3683
Edice Skola mladych matematiki, svazek 37
Vytiskl Mir, novinéiské zdvody, n. p.,

zavod 1, Praha 1, Véaclavské ndm. 15
4,17 AA, 4,51 VA. 104 stran
Ndklad 6500 vytiska. 1. vyddni
Praha 1976. 508/21/82.5
23.081-76 03/2

Cena broZzovaného vytisku Kés 6,—



OBSAH

Predslov - - - - - - - — - - - = — - - - -« 3
. Udalost a jej pravdepodobnost - - - - - - - - 5
. Geometricka pravdepodobnost- - - - - - - — - 27
. Nezdvislé udalosti - - - - - - - - - — - - — - 31
. Podmienens pravdepodobnost - - - - - - - - 50
. Axiémy teérie pravdepodobnosti- - - - - - - — 64

Dodatok I. Kombinatorika - - - - - - - - — - 73

Dodatok II. Nekoneénérady - - - - - - - - - 79

Vysledky cvidenf- - - — — — — = — = — — = — - 86






13-081-76
03/2

Cena brot.

w



		webmaster@dml.cz
	2015-09-09T12:45:58+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




