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PREDMLUVA

Ke &tenf této knizky neni potfeba téméi Zédnych pied-
béZnych znalosti. Piredpokladas se viak, Ze je dtenaf
seznamen se zakladnimi pojmy tykajicimi se mnoZin
a zobrazeni.

Prvnich pét kapitolek obsahuje latku, kterd se z kom-
binatoriky v tom & onom rozsahu probird na st¥edni
§kole — tradiéni partie o pofadich, variacich a kombina-
cich bez opakovani i s opakovinim. Zatadil jsem je do
kniZky hlavné proto, Ze ne viichni étenafi kombinatoriku
ve gkole méli. Ale i t8m, kte¥i tuto zdkladni latku znaji,
mize prospét, kdyzZ si je projdou, uvidi pak moZné nékte-
ré skuteénosti v trochu jinych souvislostech. Studenti
gymnazif se zaméfenim na matematiku se viak v prvnich
péti kapitolich mnoho nového nedovédi, podobaji se
totiZz udebnici, kterou jsem pro né pied dasem napsal.

Zbytek knizky uz do skolnich osnov nezapada, i kdyz
je piistupny zaddtednikiim. V Sesté, sedmé a osmé kapi-
tole je probriana dileZité kombinatorickd metoda —
tzv. princip inkluze a exkluze. Devaté kapitola je véno-
viana fesfeni nékolika dileZitych tloh, které majf sviij
vyznam i pro teorii pravdépodobnosti a statistickou fy-
ziku. Zavéretnéd kapitola obsahuje vybrané kombinato-
rické ilohy olympijské povahy, pochézejici ze zahranié-
nich pramenii. V knfZce je pomérné dost cvideni. Témér
vSechna jsou na konci vyfesena.

Kdy# jsem pfipravoval tuto broZuru, vysel &esky
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pfeklad pékné knihy N. J. Vilenkina Kombinatorika.
Snatzil jsem se, abych se s ni pokud moZno nepfekryval,
i kdyZ jsem se na neékolika mistech (zejména v devaté
kapitole) nemohl nezabyvat nékterymi délezitymi otéz-
kami, které jsou probriny i ve Vilenkinové knfZce. Ta je
daleko obsdhlej&f a je v ni vyFeseno nékolik set tloh.

Problémy, které zde budeme fesit, 1ze zhruba charak-
terizovat asi takto: Kolik existuje podmnoZin kone&né
mnoZiny, které maji uréitou vlastnost? Tento okruh
otdzek je ponékud omezeny, do znatné miry vyderpany
a vlastné predstavuje klasickou &ést kombinatoriky.
Silnym prostfedkem, ktery k jejich FeSenf pfispivé, jsou
tzv. vytvofujicf funkce. O nich vysla u% ve Skole mla-
dych matematika jako 29. svazek knfika F. Zitka
Vytvorujict funkce, proto zde tuto latku znovu neuva-
dim. Vysly tu jesté dalsi brozury s kombinatorickymi
néméty — J. Sedlddek: Faktoridly a kombinaéni éisla
(sv. 10), L. Bukovsky a I. Kluvanek: Dirichletov princip
(28), J. Bosdk: Latinské ftvorce (38) a tastednd sem patii
i broZura B. Riedan, Z. Riedanovi: O pravdepodob-
nosts (37).

Kombinatorika se v posledni dobé bouflivé rozvijf,
vznikajf jeji nové odvétvi a zasahuje i do jinych oblastf
matematiky. V soudasné matematice se totiZ vénuje stale
vétsf pozornost tzv. diskrétnim otizkam. Aby nedoslo
k omylu — toto slovo se kromé vseobecné vZitého
vyznamu uZiva i ve smyslu nespojity, nesouvisly. Za-
jem o diskrétni struktury byl vzbuzen hlavné rozvo-
jem poditadl. Jsou to zafizeni, ktera mohou nabyvat
— i kdy% obrovského — ptece jen konedného poétu sta-
vi. P¥i konstrukei poéitadi, sestavovani programu i vy-
mysleni postupil pro strojové feSeni iloh tak nutné na-
razime na problémy kombinatorické povahy. I dalsi
podnéty vyvolaly potiebu zkoumat obecné kombinato-
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rické principy: lingvistika, chemie, biologie, fyzika a spo-
jovéd technika zvenku, teorie ¢&fsel, logika, statistika
a pravdépodobnost zevnitf matematiky samotné.

Stfedoskolakiim jsou z modernich smért piistupné
zejména teorie grafi a kombinatorickd geometrie. Pfe-
hledné elementérni knfika o grafech je Uvod do teorie
graft od J. Sedlddka a& nékteré partie této teorie jsou
hloubéji probriny ve 41. svazku IS)koly mladych mate-
matikli Rovinné grafy od B. Zelinky. Pékné iilohy z kom-
binatorické geometrie jsou fFeSeny v knize D. O.
Skljarskij, N. N. Cencov, I. M. Jaglom: Geometrifeskije
ocenkt 1 zadaér iz kombinatornoj geometrii.

Prosim &tenéfe, aby si své pfipominky k této kniZoe ne-
nechali pro sebe a sdélili mi je na adresu Matematicky
tstav CSAYV, Zitna 25, 115 67 Praha 1. Zejména vitdm
jiné Feenf 1iloh.

Awutor






I. KAPITOLA

PORADI, VARIACE
A KOMBINACE

Zadéneme tlohou:

Do &kolni jidelny prisla skupina 35 Zdka. Urée-
te, kolika zpusoby se mohli sefadit do fronty u vydeje
obéda.

Jednotlivé zpisoby se budou lidit pofadim, v ndm%
%éci u okénka stoji. Mdme tedy urdit podet viech porads
35 %aki. Ulohu zformulujeme a vyieSime obecns:

Uréete polet vdech pofadi prokid meprdzdné koneéné
k-prvkové mnofiny M. Pofadim se zde mini uspofiddand
k-tice navzijem riznych prvki mnoZiny M.

Hledany poéet oznadime P(k). (V nas{ konkrétni
tloze bude &k =35 a M skupina 35 Ziki, hleddme
P(35).) Potet P(k) bude oviem ziviset jen na &isle k
a ne na daldich vlastnostech mnoZiny M a jejich prv-
ki. Polet pofadi 35 Zdki je stejny jako podet po-
fadi 35 parnich lokomotiv & podet poiadi 35 bodd v ro-
viné.

Je-li ¢fslo k malé, miizeme najit podet pofadi P(k) tak,
#e systematicky sestavime vSechna pofadi a pak spodi-
tame, kolik jich je. Tak napf. vSechna pofadi prvkd
Styfprvkové mnoziny M = {m,, m,, m4, ms} jsou



(m,, my, mg, m,)
) }] » m

(m,y, my, Mg, My)

H b

(mg, my, My, My)
] 9 b

(my, mg, My, M,)
]

(ma ml) mﬂv ml)
(ms: mn: mt! ml)
)

(my, my, Mg, my)
(M4, ml) mav ml)

(mp Mo, My, ma)
’ H H
(my, my, My, My)
(Mg, My, My, My)
2 4 ]

(my, my, my, my)
(ma: ml: md) mﬁ)
b H ’

(my, My, My, My)

’ 3
(my, My, Mg, My)
(mb ma’ ml’ mz)

(ml) ms; mz, m4)
(ml’ mh ms» ’mz)
(my, Mg, My, My)
(mq, my, Mg, M)
(my, mg, my, my)
(my, mg, my, m,)
(my, My, My, My)
(my, mg, My, my)

a je jich 24. Je tedy P(4) 24. Pro velki k je oviem
tato metoda pFili§ pracnd a hlavné nespolehliva.
Podivejme se na sezmam vsech pofadi ¢tyFprvkové
mnoZiny pozornéji: Viechna pofadi v prvnich dvou fad-
cich maji na potitednim mistd prvek m, aza nim postup-
né nasleduji vSechna potadi t¥ prvki m,, m,, m,. Analo-
gicky je tomu i v daldich fadcfch. Je tedy P(4) =
= 4.P(3). Obecnsé pro kaZdé piirozené &islo » plati, Ze

(1) P(n 4 1) = (n + 1) P(n).

Vskutku, rozdélime-li vSechna pofadi » + 1 prvkia na
n <+ 1 disjunktnich skupin*) podle toho, kterj'm prvkem
zatinaji, bude kaZda skupina obsahovat privé P(n) po-
fadf, nebot vynechanim podateéniho prvku ve viech po-
¥adich urdité skupiny dostaneme pravé viechna pofadf
ostatnich » prvki.

Vzorec (1) umoziiuje odpovédét na otazku, kolik je
viech pofadi k prvki. Vzhledem k tomu, Ze ziejmé
P(1) = 1, dostdvame podle ného: Pro kaZdé pFirozené
tslo k je .

P(k) = k(k — 1) (k — 2)...2.1.

*) MnoZiny budeme nazyvat disjunktni, pokud prunik kai-
kych dvou z nich je prazdny.



Tento vzorec se snadno pamatuje — vpravo je soudin
v8ech pfirozenych éisel od 1 do k véetné*).
Podle vzorce vychazi P(4) = 4.3.2.1 =24 a to se
shoduje s tim, co jsme zjistili dfive. Podet raznych front,
které mohli Zaci v jidelné utvofit, &¢inf

P(35) =35.34.... .2.1.
(Toto éislo ma 41 &fslic.)

Budeme pokradovat dalsi ilohou:

V noclehdrné je 50 laZek. Uriete, kolika zpisoby se na né
maze ulofit 35 nocleZniki.

Abychom mohli iilohu vytesit, musime jeité védét,
které zpusoby uloZenf noclezniki se poklidaji za rtizné.
Z hlediska nocleznikd bude podstatné, na které posteli
kdo z nich bude leZet; dvé uloZenf budou pokladat za
riznd, pravé kdyZ alespofi jeden nocle?nfk bude spit
p¥i jednom z nich na jiné posteli neZ p¥i druhém. Jinymi
slovy, je pro né podstatné, nejen které postele budou
obsazeny, ale také uspoiddani noclezniki na nich. Hle-
dany pocdet tedy bude roven poétu viech usporidanych
35-tic luzek, které je moZno sestavit ze viech 50 luzek,
kterd v noclehdrné jsou.

Jiné hledisko bude mit spriavce noclehirny, ktery
musi druhy den pfevléknout pouZité postele. Ten bude
pokladat za rizni takovd dvé uloZenf, Ze p¥i jednom
z nich byla pouZita postel, kterda nebyla pouZita pfi
druhém. Kdo vlastné na které posteli spal, ho vibec
zajimat nebude, tj. nebude brit v dvahu uspofadani
nocleZnikt na postelich. Pro ného bude hledany podet
roven podtu viech neuspofddanych 35-tic liZek, které
je moZno sestavit z téch 50 luZek, jinymi slovy podet

*}Je-li k = 1, je vpravo 1 (nejde vlastné o soudin).



vSech 35-prvkovych podmnoZin 50-prvkové mnoZiny
liZek v nocleharné.

Jak to byva v matematice obvyklé, pfi feseni dlohy
odhlédneme od noclehirny a zdjezdu i od konkrétniho
podtu posteli a noclezniki a dlohu zformulujeme obecns:

Bud ddna nepmzdna koneénd k- prvkovd mnozina M
a przrozené islo § < k. Uréete

a) polet vdech wusporddanych j-tic navzdjem razniyjch
proks mnofiny M,

b) pobet vdech j-prokovych podmnofin mmofiny M.

(V nasem konkrétnim piipadé bude M mnozina viech
posteli v noclehirné, k bude 50 a j bude 35. Otazka a)
odpovid4d hledisku noclezniki a otdzka b) hledisku
spravee.)

Je ztejmé, Ze i zde budou vysledné podty ziviset
pouze na &fslech §, k a ne na dalSich vlastnostech mno#i-
ny M a jejich prvka.

Uspofadanym j-ticim navzajem ruznych prvki k-prv-
kové mnozZiny se fika j-prvkové wvariace z k prvki
a j-prvkovym podmnoZindm k-prvkové mnoZiny j-prv-
kové kombinace z k prvki.*)

Hledime tedy

a) pofet V(j, k) vsech j-prvkovijch variact z k proka,

b) podet K(j, k) vdech j-prvkovyjch kombinaci z k prokd.

Jsou-li &fsla j, k¥ mald, miteme i zde urdit hledané
potty tak, %e systematicky sestavime viechny j-prvkové
variace nebo kombinace z k& prvki a spoéitame je. Tak

*) Casto se takd joSt& uZivaji stardi torminy variace (nebo
kombinace) j-té tiidy z &k prvkia.
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napf. prok = 4 a2 j = 3 bude mit mnoZina M = {m,, m,,
my, m,} nésledujici 4 t¥iprvkové kombinace:

{my, my, mg} {my, ma, m} {my, my, my {my, my, my}

a nasledujicich 24 t¥iprvkovych variaci:

(mli ma, ms)
(myq, my, My)
(mp 'ma’ mz)
(mlr Mg, m4)
(mh my, mz)
(mli My, ms)

(m21 ml; ’ma)
(Mg, My, my)
(mg, my, my)
(mq, Mg, my)
(m2) mb ml)
(mg, My, my)

(ma’ mls ma)
(Mg, my, mMy)
(m:h m2’ ml)
(m:,, mo, md)
(ms’ my, ml)
(ms’ my, mz)

(my, my, my)
(my, my, mg)
(m4r m2v ml)
(m4q, My, my)
(my, Mg, my)
(mb ms’ mz)

Zjistili jsme tak, e K(3,4) = 4 a V(3, 4) = 24.

Soustfedme se nyni na uréeni poétu j-prvkovych va-
riacf z k prvkid. Vsechna pofadf k& prvki rozdélme do
skupin tak, Ze v kazdé skupiné budou pravé ta potfadi,
kters se shoduji na podatedénich j mistech. Tyto skupiny
budou oviem disjunktni a bude jich pravé V(j, k), nebot
potatednich § mist kazdého pofadi je néjaks j-prvkova
variace z k prvki a kazdi j-prvkova variace z k prvkid
je podétkem néjakého pofadi %k prvkia. Je-lli j =k,
obsahuje kaZda skupina jediné pofadi a tedy V(k, k) =
= P(k). (To je pfirozené, nebot definice k-prvkové
variace z k prvka se shoduje s definicf pofadi k prvki.)
Je-li § < k, obsahuje kaZdé skupina privé P(k — j)
pofadi liSicich se uspofddinim zbylych & —j prvkd
na koncovych k — j mistech. V tomto pfipads je tedy
Vi, k) = ?(ch)y) - Vzorec pro podet pofadi jiz zndme
a po jednoduché tipraveé dochdzime k nésledujici vété:

Pro pfirozend &isla §j < k plati

V@, k) =k(k—1) ...... (k—j+1).
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I tento vzorec se snadno pamatuje, vpravo je.souéin §
po sobd ndsledujicich ptirozenych &fsel, z nichZ nejvétsf
je £*). Podle ného vychéazi V(3, 4) = 4.3.2 = 24, coZ se
shoduje s vysledkem, ktery jsme zfskali pfedtim. Resenf
tlohy a) o nocleharné je éislo V(35, 50) = 50.49. ...

.. .17.16.

Zbyva vytedit dlohu b) o kombinacich. Z kazdé
j-prvkové kombinace (neuspoiiadané j-tice) utvoiime
pravé P(j) j-prvkovych variaci (uspofidanych j-tic)
tak, Ze jeji prvky postupné uspofidime viemi moZnymi
zpusoby. Pfitom kaZdou j-prvkovou variaci z & prvki
takto dostaneme z jediné j-prvkové kombinace z k prv--
ka. Bude tedy V(j, k) = P(j) K(j, k). Z vyjad¥eni &isel
P(j) a V(4, k) dostaneme tento vzorec:

Pro pfirozend é&isla §j < k je
kk—1) ... (k—j+1)

jG—1) ... 1
(V ¢&itateli i ve jmenovateli je po j Sinitelich.)

K(7’ k) =

Podle tohoto vzorce vyjde K(3, 4) = ;—g—? =4, co%
uz vime. Refenim dlohy b) je &fslo
50.49. ... .16
K(35,50) =g =g .. . 1

Zatim jsme definovali a urdili &isla P(5), V(j, k)
a K(j, k) jen pro ptirozena ¢&isla § < k. Vzhledem k to-
mu, Ze kaZd4 mnoZina obsahuje jedinou O-prvkovou
podmnoZinu (prizdnou mnoZinu), je pfirozené poloZit
K(0,k) = V(0, k) = 1 pro kazdé celé nezdporné ¢islo k.

*) Proj = 1 je vpravo k.
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Specidlné bude pak P(0) = V(0,0) = 1. Nyni mime
¢isla P(j5), V(j, k) a K(3, k) uréena pro véechna celd ne-
zdporna éfsla § < k. :

Viimnéme si jests, Ze pofadi prvki koneéné mnozZiny
M si vzijemnd jednoznadéné odpovidaji se zobrazenimi
mnoziny M na sebe, tzv. permutacems. Tak nap¥. poradi
(mg, My, ..., m,k) prvka m,, m,, ..., m; odpovida
permutace, kterd pro kazdé ie{l, 2, ..., k} zobrazuje
prvek m; na prvek m,,. Proto se éasto pofadi a permutace

ztotoffiuji a misto ,,pofadi se ¥ikivd ,,permutace’’-
V této kniZce se permutacemi zabyvat nebudeme.

Cvideni

1.1 Kolika zplsoby lze rozmichat hru 32 karet ?

1.2 Konference se zudastnilo 80 delegti. Zvolili ¢tyfélenny
vybor (pfedseda, mistopfedseda, jednatel a pokladnik)
a také tfitlennou delegaci na sjezd. Urdete, kolik bylo
moZnost{
a) pro volbu vyboru,
b) pro volbu delegace.

1.8 Kolika zpisoby se miZe 35 cestujicich rozesadit v auto-
buse, kde je 35 mist ?

1.4 Sedlo se pét pFétel a navzédjem si potidsli rukama. Urdete
podet potieseni.

1.8V Ceskoslovensku je souvislé Zelezni¢ni sit s 3714 stani-
cemi. Zjistéte, kolik riznych druhu jizdenek za obydejné
jizdné (bez slev a pfiplatkd) by musela nechat natisknout
Zelezniéni spréva, kdyby na ke%dé jizdenee byly uvedeny
dvé stanice: nejprve vychozi a pak cflovd.

1.6 Ve sportce se ze 49 sportd tipuje 6. Kolik je viech moz-
nych tipd ? ‘

13



1.7 Kolik styfcifernych &isel, v nich% se Z4dné d&islice neopa-
kuje, lze sestavit z &islic 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7?

1.8 Kolik slov lze vytvofit ze slova koupelna zménou po-
fadi pismen? (Neberemo ohled na to, zda vznikld slova
maji smysl.)

1.9 V rovind je déno 7 bodd, z nichZ Z4dnymi tfemi nepro-
chézi piimka a Zddnymi &tyfmi kruZnice. Kazdymi tfemi
z t&chto bodi vedeme kruinici. Kolik kruZnic dostene-
me?

1.10 V prostoru je dé,na krychle 0 £z <5, 05y S 5,
0 =z < 5. Urdete, kolik jejich bodd md vSechny sou-
fadnice celotiselné a zéroveis nelezi v Zédné ze t¥ rovin
T=yyYy=2z =2z

1.11 Na &tveredkovaném papiru zvolte dva priseéiky linek.
Urdete, kolika riznymi cestami se muZete dostat z jed-
noho do druhého tak, Ze pijdete po linkéch jen nahoru
nebo doprava.

1.12 Urdete viechny dvojice nezdpornych celych &isel j < k,
pro néz V(j, k) = K(j, k).

1.18 Odhadnséte, jak velkd jsou &isla V (35, 50) a K (35, 50).

1.14 Odvodte vzorce pro podet pofadi a variaci jinym zpiso-
bem: Nejprve dokaZte, %e pro kaZdd dv& pfirozens d&isla
m <n plati V(m + 1,n + 1) = (n + 1) V(m, n). Toho
pak vyuZijte pfi dikazu vzorce pro V(j, k). Z ndho na-
koneo odvodte vzorec pro P(k). :

1.15 Vzorec pro polet kombinaci odvodte jinym zpisobem:

Nejprve dokazte, Ze pro kazdd dvs ptirozend &isla m < n
plati

K(m =+ 1 'n) K(m, n)

m+1

1.16 Uvédomte si, %26 pro koneéné mnoZiny M,, M,, ..., M,
plati: Potet prvki jejich sjednocon{ je roven soudtu poét.ﬁ
jejich prvku, pravé kdyZ jsou disjunktnf.

14



1I. KAPITOLA

FAKTORIALY A KOMBINACNI
¢isLA

Abychom napf. nemuseli vypisovat soudin p &initela b,
byl zaveden symbol b® a jeho slovnf vyjidfenf ,,b na
p-tou’’. Jeho uZivani znaéné zrychli praci s algebraicky-
mi vyrazy, které se nadto stanou prehlednymi. Tak je
tomu i u zavdddni jinych matematickych symboli.
V kombinatorice (i jinde) se vyplati oznaédit soudin
n(n — 1) ... 2.1 prvnich n pfirozenych &sel*) symbo-
lem n!, ktery se ¢&éte ,,n-faktoridl. Tak napf. 4! =
=4.3.2.1 = 24. Vzorec pro podet viech pofadi &
prvki nabude piehledného tvaru

P(k) = k.

Uz jsme si vysvétlili, pro¢ se pokladd P(0) = 1, v sou-
hlase s tim poloZfme 0! = 1. Vzorce pro podet variaci
& kombinaci miZeme pomoci faktoridla zapsat pfehled-
néji ve tvaru

k!

k!
= |
(Na ptipadech § =k a § = 0 je zde vidét, jak vhodné

*) Pron = 1 to znamené 1. —
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bylo polozit 0! = 1. Vzorce plati pro viechny dvojice
nezipornych celych éisel j < k.)
Utzitetné bude néjak oznadit i 8asto se vysRytujicf

lomk P!

Z YT Y ]
Y 9tp— 90! p
¢isla. Znadime je symbolem [ , coZ se &te ,,p nad q",

kde p = ¢ jsou nezédporni oceld

q
a Fika se jim kombinaéni &isla*). Tak napf. bude (g] =
51 - ;
312!
jesté piehlednéjiiho tvaru

xG.1) =(5)-

DokaZeme si nynf dvé dileZité vlastnosti kombinag-
nich &fsel: :

= 10. Vzorec pro podet kombinaci nabude

Pro celd nezdpornd &sla p = q plati

o -0

Dikaz. Postupné dostavame

(42 )~ == -
P—gq P—p—(@p—)!

p—alet dp—9! g
Jinyg dakaz. Kombinaéni &slo [:; ) udéva podet g-prv-

*) V rusky psanych publikacich se misto (2) uzivé symboluCY.

16



kovych kombinaci z p prvkd. Pritadme kazdé g-prvkevé
podm.nozlne p-prvkové mnoZiny jeji doplndk. To je
vzajemné jednoznaéné zobrazeni vsech g-prvkovych pod-

mnozin, jichz je [p ] na viechny (p — gq)-prvkové pod-

mnoziny, jichZ e[ p ].Jet.ed [ ]a( p ]
M ! P—4q y q P—gq

Pro celd nezdpornd &isla p > q plati

@ (@)+(3)-6G5

Dikaz. Postupné dostdvime

("’) (o 51)-75ar+

+ _ P+ V) +plp—q _
(¢ + 1)'(p—q—1)' @+ D! p—q)!
__ P+l _ (p+ 1! _
(@+Dp—a)!  (@+ D p+1—(g+ D)

-(251)-

q+1

Jing dakaz. Viechny (g + 1)-prvkové kombinace
P+ 1)

q+1

rozdélme na dvé disjunktni skupiny: v prvn{ budou

ty, které obsahuji prvek m,,, a ve druhé ty, co
ho neobsahujf. Prvni skupina zfejmé vznikne tak, Ze ke

z p + 1 prvkim,, m,, ..., my, Mmyy,, jichd je[
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ka¥dé g-prvkové kombinaci z prvkd iy, my, .., Mms,
jichZ je [g ] , ptiddéme prvek m,,,,i. Druhéa skupina je
tvofena pravé viemi (¢ + 1)-prvkovymi kombinacemi
z p prvkd my, m,, ..., m,, jich% je( b ] Je tedy
Gi)-0+(r)

q+1 q g+1)°

V ptedeslém odstavei jsme pro podet kombinaci od-
vodili vzorec '

Y kk—1)...(k—j+1)
@ () G—1n..1
Podle (2) je viak také

%) [k]=( k ]= ke —1)...(j + 1) .
j k—j) (G;—pE—j—1...1
Zatimco ve vzorei (4) je v Sitateli i ve jmenovateli soudin

j éiniteld, jsou ve vzorei (5) soudiny (k — j) Ciniteld. Pii
praktickém vypoétu kombinaéniho &sla je tedy v p¥i-

padé j >—I;— vyhodnéjsi postupovat podle vzorce (5).
Tak napf. podle vzorce (4) je

175 175.174. ... .6
[170]= 170.169. ... .1 °’
zatimco podle vzorce (5) je
' (175]_ 175.174. ... .171
170 b4, ... 1

Od prvniho zlomku bychom oviem dospéli ke druhému
zkricenim é&initelt vyskytujicich se soudasné v &itateli
1 ve jmenovateli.
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Pfedstavme si, Ze bychom méli vypoéist kombinaéni
tislo (;c] z danych hodnot 4, & nebo naprogramovat jeho

vypodet na poéitadi. Jedna mozZnost by byla nejprve
rozhodnout, zda pouZit vzorce (4) nebo (5) a pak spoé&ist
piisludny zlomek. Pokud by se nejprve spoditaly soudiny
v Citateli a ve jmenovateli a ty se pak vydélily, dasto
by se stiavalo, Ze oba soudiny by byly obrovské, coz by
vedlo k technickym potiZim. Tomu bychom se vyhnuli,
kdyby se nejprve spoditaly podily &initeli a ty se pak
vynasobily. To mé zase tu nevyhodu, Ze by se mnohokrat
délilo, coz je operace ¢asové niroéni. Kromé toho by
jednotlivé podily nebyly vidy cela &sla a to by vedlo
ke kumulaci chyb zpisobenych zaokrouhlovanim.
Existuje v8ak vhodnéjii metoda vypoétu kombinad-
nich &isel. Sestavme kombinadni &isla do schématu
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atd.

(Rika se mu Pascaliw™®) trojihelnik). Podle vzorce (2) je
schéma soumérné podle svislé osy a podle (3) je soudet
dvou sousednich éisel v témze fadku roven é&islu, které
je mezi nimi o fidek nfZe. To umoZiiuje rychle dojit
podle schématu k hledanému kombina¢nimu é&islu, p¥i-
demZ se pouZivd pouze operace séitdni. Soumérnost
umozituje pracovat jen s jednou polovinou schématu
a vyhodné je i to, Ze k vypodttu urditého fadku je za-
potfebi pouze piedchozi Fadek, ostatni se nemuseji
uchovivat.

Zivérem poznamenejme, %e hodnoty faktorialda !
a kombinaénich é&isel [5 ] a jejich logaritmy byvaji pro

nevelka n, p, ¢ uvedeny v b&inych matematickych ta-
bulkéch.

Cviteni

45 2
2.1 Spodtdte: 7!, ], 7 )
3 68

%) Francouzsky udenec Blaise Pascal (1623—1662) vynikl
v matematice, filozofii a fyzice.
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2.2 Dopliite dalii tii radky Pascalova trojuhelnika na str. 12

(5)
a urlete .
14

2.8 Dokaite: n! + (n — 1)1 n? = (n + 1)!

(n + 2)! (. + 1) n!
2.4 Seiltdte: o —2 m—1) + n—2) .

» S 10 10
8.6 Vyjddiete jednim kombinadnim &fslom: [ ) + [ ] .

2.8 Nalezndto véechna.z_disla. z, pro né% plati ° ?
((2a)+(328) -

9.7 Které z kombinadnich ¥fsel [ 11573] R ( i::] jo vBtA(?

2.8 Kterédzedvouldfseln! + (n + 8)1, (n + 1)1 + (n + 2)1 je
vatEf? )

2.9 Sefadte kombinaé&ni é&fsla (';] , [n] yoase s (:]podle ve-

2
likosti.

'2.10 DokaZte, %e pro ptirozend &fsla p = g plati
P P— 1] p—2 g—1
G
[ q] [q —1 g—1 g—1
a) opakovanym pouZitim vzorce {3),
b) pomoci kombinaci,
¢) metodou matematické indukee,
d) pomocf evié. 1.11.
2.11 Doka’te, %e pro kaZdé pfirozené d&islo k plati
k(e + 1
1+2+ ... +k= LzL.).
a) metodou matematické indukce,
b) vhodnou organizaci s¢itdni,
¢) pomocf kombix_mci,
d) pomoci vzorce ze cvid. 2.10,
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2.12 Dokazte, %e pro nezdpornd celd &fsla p = ¢ = r plati

7)== ()0)
rjlg—r gJ\r
a) dpravou levé strany,
b) pomoci kombinaci.
2.18 Kolika nulami konéf dislo 129!?
2.14 Dokaste, Ze soudin J po sobd nésledujicich celych &isel jo

vidy délitelny &islem j!.
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III. KAPITOLA

BINOMICKA VETA

Jednou z prvnfch vécf, kterou jste se.udili v algebfe, byly
vzoredky :
(@ + b)* = a* + 2ab + b1,

(@ + b)® = a® + 3a% + 3abt + b3, ,

Nenf t82ké odvodit podobné vzorce, vyjadiujici n-tou
mocninu (a + b)* dvojélenu (a + b) i pro exponenty
n > 3. Tak napt. ’ ' ’

(a+bf=@+b)(a+0d)(a+d)(a+?d) =

= a% + ba® 4+ aba? 4 alba + a® + ba® 4 baba +

-+ ba2b 4+ ab?a -+ abab + a?b® 4 b3%a 4 b%ab -+ bab? +
+ ab® + b* = a* + 4a% + 6a%? + 4abd + b,

Nejprve jsme rozndsobili soudin &étyf dvojélent (po-
‘mocf distributivniho zikona) a pak jsme (podle komu-
tativniho a asociativniho zakona) sedetli &leny lisici se
pouze potadim &initeld. Clen 4a% tedy vznikl sedtenim
&tyF &lentt ba?, aba?, a%ba, a®b. Na roznasobeni soudinu
dvojélenti vSak miiYeme hled8t také takto: Z kaZdého
dvojélenu vezmeme po jednom d&lenu (bud a nebo b)
a utvofime z nich soudin; toto provedeme viemi mo%-
nymi zpusoby. U a% je pak koeficient 4, nebof lze
pravé &tyfmi zpiisoby vzit ze t¥i dvojslent &len a a z jed-
noho dlen b.
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Ted uZ budeme védét, jak dokazat tzv. binomickou
v¥tu (binom je cizi nizev pro dvojélen).

Pro redind &isla a, b a pro pfirozené &islo n plati
(@ + by =[g]a» +[’1‘]awb + [:]aﬂ“’b' +

(8) _ ...+[n_'_‘_1]ab~'l+(::]b».

Dikaz, Rozndsobime soudin n dvojdlend (a 4 b)
(@ +b)... (6 + b). Dostaneme tak soudet &lenti tvaru-
a't!, kdes + § = n. PFitom u a*~** bude koeficie;it, kte-
ry bude roven podtu zptisobd, jak z n dvojélent vybrat
k dvojélend, z nichZ se vzal élen b (z ostatnich n—-%
dvojélenti se vzal &len a). Koeficient bude tedy roven
podtu k-prvkovych kombinacf z n prvkd, tj. &iv'a

K(k,n) = [Z] . Tim je ditkaz proveden.

Vzhledem k tomu, Ze kombinaéni &fsla se vyskytuji
jako koeficienty v binomické vété, fikava se jim také
binomické koeficienty. Soustava n -+ 1 koeficientd

(5)- () - ()

tvofi, jak vime, pfislusiny Fidek Pascalova trojihelniku.

Dosadime-li do binomické véty za @, b urdita &isla,
dostaneme d&asto zajimavé rovnosti, v nichZ vystupujf
kombina&ni ¢fsla. Tak napf. proa = 1, b = 1 dostaneme

) e (o)) -
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proa=10=—1

(8) [g] - [7;]+ [’;’]— + (.—1)»-1(nil]+
+ (—1r(n) =0
apod. DokaZme si jestd, %e

()

[T+ )+ () -+ (2 + ()= (3)
Vyjdeme z toho, Ze pro kazdé redlné &fslo = plati
(10) @+ =@+ 1@+ 1)

neboli

()2 (2)-
[+ (3
JHEHEH |

Pravou stranu jesté roznasobime. U z* pak stoji na levé

strand koeficien [2:] a na pravé strand koeficient
GG+ ()2 + () 2e)+ -+
+HuZ)(D)+GIE) = (56 + () +
ISR AR

25



(uzili jsme vzorce (2)). Oba koeficienty se viak musejf
rovnat (podle véty o rovnosti polynomi).

Vztah (7) mGZeme dokéazat také nisledujicf kombina-
torickou dvahou: Na levé strand je soudet poétii viech
prézdnych, jednoprvkovych, dvouprvkovyech, ...,

(n ~ 1)-prvkovych a n-prvkovych podmnozin n-prvko-
vé mnoZiny, tedy podet viech podmnoZin n-prvkové
mno%iny. Pfitom se snadno dokéZe, %e n-prvkové mno-
#ina mé priavd 2" podmnoZin: Zvelime jeden prvek
(¢ + 1)-prvkové mnoZiny a véechny jeji podmnoZiny
rozdélime na dvd disjunktni skupiny podle toho, obsa-
huji-li ho. Ka?d4 skupina pak zfejmd obsahuje privd
tolik podmno#in, kolik mé podmno%in k-prvkovéd mno-
Zina. Podet vSech podmnozin (k + 1) prvkové mnoZiny
je tedy roven dvojndsobku podtu vSech podmnoZin
k-prvkové mnoziny. Vzhledem k tomu, Ze jednoprvkové
mnoZina m4 pravé dvé podmnoZiny, mé jich n-prvkova

prave 2n.
O néco sloZitéjsi je to u vztahu (8): Na mnoziné viech
podmnozin n-prvkové mnoziny {m,, ms, ..., m,} defi-

nujme nasledujici zobrazenf: Obsahuje-li podmnoZina
prvek m,, pfifadme ji podmnoZinu, kterd z ni vznikne
vynechanfm tohoto prvku; neobsahuje-li podmnoZina
prvek m,, pfitadme ji podmnoZinu, kterd z ni vznikne
piidénim tohoto prvku. To je zfejmé vzdjemné jedno-
znadéné ‘zobrazen{ mnoziny viech podmnozin na sebe,
v ném? je ka?dé podmnoZiné o sudém podtu prvki
pfifazena podmnoZina o lichém podétu prvki a obracens.
Platf tedy

(6)+(3)+(3)+ -~ =(3)+(3)+(5)+

Naznadme jedtd kombinatorickou tvahu vedouci ke
vztahu (9). Rozdélme 2n-prvkovou mnoZinu M na dvé
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n-prvkové mnoziny M, a M, Kaidé n-prvkovi pod-
mnoZina P mnoZiny M se pak rozpadd na dvé dasti:
prvnf je P )\ M, a druhd je P (\ M,. M4-li prvnf z nich
k prvkd, druhd mén — % prvki, a pro kadé k€{0, 1, . .,

, n} dostavame pravé (’; ](n _’_'_ k] podmnotin,

Cvileni

8.1 Dokatte binomickou vétu metodou matematickd indukce.
8.2 Dokaste vzoreo (7) metodou matematické indukoe.

8.8 Dokazte vzorec (8) opakovanym uzitfm vzorce (3).

8.4 DokaZte vzoreo (8) pro liché » pomocf vzorce (2).

8.6 Vyitdte vzoroe (7) a (8) z Pascalova trojihelnika.,

8.6 Vypod&tdte soudet

o +("’+ ”]+
1 (3] 5
n (n n ' n
b —2 21 —_—— 4 (—2) .
(o)=2(5) + #(2)=+ r(7)
8.7 Dokazte, %e pro celd nezé,porné, disla m = p plati

(2)(3) G2 = -+ (2)(2) - (727

a) pomoci binomické véty,
b) kombinatorickou tdvahou.
8.8 DokaZte vzorec (2) pomocf binomické véty.

7 l 10
8.9 Jaky koeficient mé u z® funkee [32:' -——] ? Budou
x

viechny &leny zdviset na =1 /

8.10 Roznésobte: (t° — ul)/3)s.
8.11 Dokazte, Ze &islo 111 — 1 m4 na konei dvé nuly.
8.12 Urtete zbytek pfi déleni &isla 91°° osmi.
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8.18 Dokaite Bernoulliho nerovnost: Pro ptirozené &islo n
a nezdporné reélné &islo x plati
(1 4+z)* =1 + na.
8.14 V méstské dopravé se Zasto pouZivé tento systém:
Cestujief si pfedem zakoupi jizdenky v pfedprodeji. Po
nastoupeni do vozu zasunou jfzdenku (je znézornéna na

obrédzku) do oznadovaciho strojku, ktery v nf vyperfo-
ruje otvory do ndkterych z deviti politek. Uréete, kolika
zpuisoby miZe byt jizdenka oznadena.

8.15 Urdete, kolik kladnych délitola m4d &islo 2730.

8.16 Dokazte, %e pro kaZdé ptirozené dislo n plati

["] +2["]+3('3‘]+ +(n—1)("’f_l]+

1 2

+n (n) =n.2n1
n

a) dpravou jednotlivych &lenu levé strany,

b) zménou pofadi séitanci,
¢) metodou matemstické indukee,

d) kombinatoricky.
8.17 Do ka?dé mezery mezi &fslicemi &fsla 14 641 vepiste jestd

k nul. Napidte druhou odmocninu &fsla, ktoré jste tak

dostali.

28



IV. KATITOLA

VARIACE S OPAKOVANIM,
KOMBINACE S OPAKOVANIM
A PQRADT S OPAKOVANIM

Vratme se jestd k 35 vyletniktim, které jsme v 1. kapitole
nechali pfespat v nocleharné, a pfedstavme si, Ze jdou
kolektivné na vedeti. Na jidelnim listku je celkem 12 druhs
jtdel a kaZdy vyletnik st jedno objednd. Kolik raznijch
objedndvek maZe skupina uéinit?

I zde nejdfive musime stanovit, co budeme rozumét
raznymi objedniavkami. Z hlediska &isnika (a samozfejmé
i vyletnikia) bude dilezité, kdo si ktery druh jidla
objednal. Pajde tedy o uspofidané 35-tice z 12 druhd
jidel. Kuchati, jeniz pfipravuje porce, bude viak lhostej-
né, kdo objednal které jidlo, podstatné pro ného bude
jen kolik poref kterého jidla ma pfipravit. Z tohoto
hlediska pajde o neuspoiadané 35-tice z 12 druhiu jidel.

Obecnd predpokladejme, Ze je dana neprazdnad
k-prvkova mnoZina M a pfirozené &islo 5. Budeme hledat

a) podet vdech usporddangch j-tic proki mnoZiny M,

b) podet viech neuspoiddanych j-tic prokd mnoZiny M.
(Mnozina M odpovidé mnoziné vsech druht jidel na
jidelnim listku.) Od podobné tlohy, kterou jsme fesili
v 1. kapitole, se Gloha li§f v tom, Ze ted uZz nepoZadujeme,
aby se kazdd j-tice sklidala z navzdjem riznych prvki,
prvky se mohou v kazdé j-tici opakovat. (Zatimco
jsme mléky piedpokladali, Ze na %adné posteli nespal
vice neZ jeden nocleinfk, muZe si totéZz jidlo objednat
vice stravnikii.) Proto se mluvi o j-prvkovych variacich
s opakovdnim (v ptipadé uspofadanych j-tic) a o j-prvko-
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vych kombinactch s opakovdnim (v ptipads neuspofida-
nych j-tic) z k prvkia. Jejich potty budeme znaéit
Vi Ic) a K(j, k). Tam, kde je tfeba zduraznit, Ze se
jedné o variace & kombinace zavedené v 1. kapltole se
uzfvd ndzvd variace &i kombinace bez opakovdni.

Tak napf. ze t¥i prvkd mnoziny M = {m,, m,, ms} mu-
Zeme utvofit nasledujicich 27 ti‘iprvkovych variac{
s opakovanim

(my, my, m,)
 (my, My, My)

(m,, mg, m,)
(mg, my, m,y)
(ml’ mh ma)
(mI’ '”"3» ml)
(mg, my, my)
(ml’ mz, mz)
(mg, my, M)

(my, my, m,y)
« (my, my, my)
. (ml’ ml’ ms)

(mzs My, ml)
('m’l’ Mg, 'm's)
(Mg, My, My)
(ms: ms; ml)
(mI’ mz» ms)
(my, My, My)
(ma, m27 ml)
(mg, Mg, m,y)
(m37 ml’ mz)

(ml! m2’ mz)
(my, Mg, my)
(mls my, ms)

(my, My, m,)
(mg, My, my)
(mz; mZ’ ms)
(mg, my, my)
(ma) mz, mﬂ)
(m:lr mas m2)
(m3, my, my)
(mz’ ms, ’ma)
(mg, M3, My)

a nasledujicich 10 t¥iprvkovych kombinaci s opakova-

(m2s My, ma)
(mz» My, ma)

(ms: my, ma)
‘ (my, My, my) :

Je tedy V,(3, 3) = 27 a K3, 3) = 10.

Rozd&lme vSechny (n 4+ 1)-prvkové variace s opako-
vanim z & prvka na % disjunktnich skupin podle toho,
ktery prvek maji na prvnim mfsté. V kazdé skupiné je
pak zfejmé privé tolik variaci, kolik je viech n-prvko-
vych variaci s opakovanim z k prvka. Plati tedy
Voln + 1, k) = kVy(n, k). Vzhledem k tomu, Ze existuje
privé k jednoprvkovych variaci s opakovanim z k&
prvki, dostivame:
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Pro ka%dd dvé prirozend &isla 9, k je
(11) : Volj, k) = .

Podle ného si vyletnici mohli objednat vedefi (z $i3ni-
kova hlediska) celkem V(35,12) = 1235 zpisoby. Ze
Vo(3, 3) = 3% = 27 vime uZ od di{véjska.

Zbyvé nam jesté uréit podet viech j-prvkovych kom-
binaci s opakovanim z k prvki m,, m,, ..., m;. KaZdou
takovou kombinaci s opakovinim si miiZeme znazornit
nisledujicim zptisobem: Postupujeme odleva doprava.
Nejprve napffeme tolik tedek, kolikrat je v kombinaci
s opakovéinim zastoupen prvek m,. Pak napiSeme od-
délovaci &irku/. Dale napiSeme tolik tedek, kolikrét je
v kombinaci s opakovidnim zastoupen prvek m,, a za
nimi ¢irku. Tak pokradujeme déle, aZz nakonec po &irce
nésledujici za tetkami odpovidajicimi prvku m;_, bude
nésledovat tolik tedek, kolikrit je v kombinaci s opako-
vanim obsaZen prvek m; (za nimi uZ &irka nebude).
(Tak napf. schémata

T O B B

budou odpovidat prvnimu fddku seznamu t¥iprvkovych
kombinaci s opakovanim ze ti{ prvka na str. 30). Vidy
tak dostaneme schéma obsahujici j tedek a k — 1 &irek.
Obracend, kazdému Fadku sloZenému z j tedek a kb — 1
darek ziejmé odpovidé j-prvkova kombinace s opakovi-
nim z &k prvka. Hledany podet kombinaci s opakovanim
je tedy roven poétu viech ¥adkd sloZenych z j + &k — 1
znameének, a to z j tedek a k — 1 &arek. Jde tedy vlastné
o to urdit, kolika zpisoby lze na j + k& — 1 mist napsat
j tedek a b — 1 éarek. Hledany podet je oviem roven
podtu viech j-prvkovych podmnoZin (tedek) (5 + & — 1)-
-prvkové mnoZiny (znamének), tj. [7 + I; 1] .
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Pro kaZdd dvé pfirozend Eisla j, k plati

(12) K.,(a',k)=[7+';_l]-
] ' 46
Kuchai mohl tedy dostat celkem K(35, 12) = [35J =

= [‘;f] raznych objednivek, a jak uz vime, je K (3, 3) =

- [g] = 10.

Zivérem vyfeSme jesté jednu dlohu: Kolik raznych
slov lze wutvorit ze slova abrakadabra zménrou pofadi
pismen? Jedno ze slov, které dostaneme, bude napf.
barbaradaka a jiné té€Zko vyslovitelné aubrardaakb. Jde
vlastné o to urdit, kolik existuje riznych pofadi péti
pismen @, dvou pismen b, jednoho pismene d, jednoho
pismene k a dvou pismen r. Kdybychom jesté rozlifo-
vali mezi sebou pismena téhoZ druhu (nap#. je graficky
odlisili), bylo by celkem (5 +2 + 1+ 1 4+ 2)! = 11!
raznych pofadi téch jedendcti navzijem raznych pismen.
Piitom by stejné slovo ddvala pravé pofadi, kterd se
navzajem lif{ jen tim, Ze maji zaménéna pismena téhoz
druhu mezi sebou. V kazdém uvaZovaném slové lze mezi
sebou zaménit pismena e 5! zpisoby, pismena b 2! zpu-
soby, pismeno d 1! zptisobem, pismeno k také 1! zpisoby
a pismena r 2! zpusoby. ZFejmé lze provést celkem
5! 2! 1! 1! 2! zdmén pismen téhoZ druhu mezi sebou
a tolik je tedy potadi téch jedenacti pismen, ddvajicich
stejné slovo. Z daného slova lze tedy sestavit celkem

11!
5121111121
ruznych slov.
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Obecnd se mluvi o poradich s opakovdnim p, proki
1. druhu, p, proka 2. drubu, ..., p, prokd k-tého druhu.
Jsou to vlastné (p, + p, + ... + px)-prvkové variace
8 opakovanim z k prvkia m,, my, ..., my, v nichZ se
(pro kaidé se{l, 2, ..., k}) prvek m,; opakuje privé
pi-kréat. Jejich podet je

(pr+p2+ ... + @)
AN

(13) Po(Pn P2 - -y Pk) =

Cvi&eni

4.1 Zformulujte podrobns, co rozumi pod riznymi objednév-
kami &idnfk a co kuchaf.

4,2 TUrdete pomoct latky této kapitoly podet vEech podmnoZin
k-prvkové mnoZiny. (Jinym zptisobem jsme jej urdili
pfi kombinatorickém odvozeni vzorce (7).)

4.8 Vysvétlete, prot v tGvahdch o j-prvkovych variacich
s opakovédnim a kombinacich 8 opakovdnim z % prvki
uZ nevystupuje predpokled j < k, ktery nds provézel
u variaci a kombinaci bez opakovéni.

4.4 Plati vzorce (11) a (12) i v singuldrnich ptipadech j = 0
ak=0?

4.5 Vysvdtlete souvislost mezi kombinadnim dislem a podtem
potedi s opakovénim prvki dvou druh.

4,6 Nadich 35 vyletnikii se pfed cestou zpét rozdélilo na
&ty¥i skupiny: 17 se jich vracelo vlakem, 8 autobusem,
6 lodi & 4 pésky. Kolika zpisoby se mohli rozdélit

4.7 Leatinskd abeceda se sklddéd z 26 pismen. Kolik Sesti-
pismenovyech slov z nf lze utvofit ?

4.8 V kolike bodech se protinaji dhlopiiéky konvexniho
n-dihelnika, neprotinaji-li se 2ddné tfi v tomtéz bodd?

4.9 Na jidelnim listku jsou 4 aperitivy, 6 pfedkrmi, 3 po-
lévky, 23 hlavnich jidel, 4 studené ndpoje, 5 moudniky,
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2 teplé ndpoje a 12 vin. Kolika zpisoby lze sestavit menu
sklddajici se ze viech osmi souddsti? -

4.10 V sazce se tipuji vysledky 12 zdpastt — zda vyhrajf do-
mdef, hosté &i zdpas skondi nerozhodné. Kolik je véech
moznych tipt?

4.11 Vysvétlete podrobné, co se skryvé za shivkem ,,zfejmé**
v zdvéru vykladu o pofadich s opakovénim.

4.12 Na sefazovacim nddre#f stoji 5 lizkovych, 7 jidelnich
a 20 obydejnych osobnich vagéni. Bude z nich sestavena
souprava o pdti vagénech. Kolik riznych souprav je
mozno dostat ?

4.18 Z pytliku, v ndmz je 73 Zlutych, 41 modrych, 50 &erve-
nych a 19 zelenych kuliek, nabereme hrst deseti kulitek.
Kolik riiznych hretf je mo#no dostat ?

4.14 V pritelni sténd Skolni budovy je 35 oken. Skolnik dostal
po péti praporcich sedmi spidtelenych st4ti. Kolika zpi-
soby jimi muZe ozdobit okna tak, aby Zddné nezistalo
prézdné?

4.15 Vysvétlete, prot j-prvkovych kombinaci (resp. variacf)
z k prvku s opakovédnim je vice ne% bez opakovéni, ale
potadi s opakovanim p; prvka 1. druhu, p, prvka 2. dru-
hu, ..., p; prvka k-tého druhu nenf vice neZ pofadf
D1 + P2 + ... + pi prvki bez opakovdni.

4.16 Dokazte vzorec pro podet pofadi s opakovénim tak, e
nejprve odvodite vzorec

Py(prs Pas - - -» P2) =
=[m +Pat ...+ )(Pa +... +Pk] [m_; +mIm]
I Ps U mea Am)
4.17 Budte 7, k ptirozend &isla. Urlete, kolik feSeni mé rovnice
z,+23+ ... +3, =10
&) v oboru nezdpornych celych &isel,
b) v oboru celych &isel, pfi¢emZ =z, = ¢;,, 2, = ¢,,

« o T 2 O kde ¢y, ¢y, . . ., €; jsou dang celd tisla,
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¢) Kolik feseni mé nerovnice
Ty + Xy + ... T En
v oboru celych nezdpornych ¢&isel ?
4.18 Dokaite multinomickou*) vétu: Budte m, n pfirozend

&isla, a,, a,, . . ., a, redlnd disla. Potom
f
(3, +ay+ ... +am)"=2m+la!—a'{‘a’2" ooatm
kde se sditd pfes vBechny uspofddaené m-tice (k,, %, ...
.« +y kp) celych nezépornych &isel takovych, fe k, + k, +
+ ... +k, = n. (Mocniny s exponentern 0 klademe
rovny l.) Kolik je na pravé strané séitancii? ]
4.19 S&ftdme-li ptes vlechny uspotddanéd m-tice (k,, k,, ...
...y ky) celych nezédpornych &fisel takovych, Ze k, +
+Ek+ ... +k,=mnmje
n!
e— = m".
byt kgt ... Epy!
Dokazte
&) kombinatorickou dvahou,
b) pomocif multinomické véty.
4.20 DokaZte pro nezdporné celd &isla nerovnost

G,lay! ...a,! (@, +ay + ... + a,)!.
4.21 Jak souvisi kartézsky souédin s ldtkou, kterou jsme pro-
brali ?

*) Casto se také rikéd polynomickd véta.
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V.KAPITOLA

RESENf KOMBINATORICKYCH
ULOH

Pii feseni kombinatorickych tloh uréitého typu kombi-
nujeme zikladni poznatky odvozené v predeslych od-
stavcich a piipadné je dopliiujeme daldimi tGvahami.
UkéZeme si to na nékolika pifkladech.

Uloha 1. Kolik riznijch slov, v nichi nejsou #didnd
dvé pismena o vedle sebe, je moZno ziskat zdménou pofadi
ptsmen ve slové lokomotiva, ?

Redeni. Hleddme polet viech uspotddanych desetic
pismen a, ¢, k, I, m, &, v, 0, 0, 0 takovych, Ze ¥4dna dvé
o nejsou vedle sebe. Rozdélme viechna tato slova na
P(7) disjunktnich skupin podle toho, v jakém pofadi
jsou v nich pismena, vynechidme-li viechna t¥i 0. V kaz-
dé skupiné je pak tolik slov, kolika zplsoby lze pfidat
po pismeni o na tfi z nisledujicich osmi mist: do mezer
mezi ostatnimi pismeny (téch je 6), pfed prvni pismeno
a za posledn{ pismeno; tedy K(3, 8) slov. Hledany potet
bude ’

P(7) K(3, 8) = 7! [g] — 282 240.
Uloha 2. Kolika zpisoby se dd z karetni hry (po osmi

kartdch &yF barev) vybrat 6 karet tak, aby mezi nimi byly
karty vdech StyF barev?
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Redeni. VSechny mo#nosti se rozpadaji na dvé dis-
junktni podmnoziny M,, M, V prvnf budou viechny
gestice karet, v nichZ je po dvou kartdch dvou barev
a po. jedné karté zbylych dvou barev; ve druhé Sestici
sloZené z t¥i karet jedné barvy a po jedné karté ostatnich
t¥ barev. MnoZina M, se rozpada na K(2, 4) disjunktnich
skupin podle toho, které barvy maji ony dvé dvojice.
Vzhledem k tomu, %e dvé karty nékteré barvy lze vybrat
K(2, 8) zpusoby a jednu kartu K(1, 8) zpisoby, snadno
zjistime, Ze kazda skupina obsahuje pravé

K(2, 8) K(1, 8)2
Sestic karet. MnoZina M, ma tedy privé
K(2, 4) K(2, 8)® K(1, 8)
prvki. Analogicky zjistime, Ze mno#ina M, obsahuje pravé
K(1, 4) K(3, 8) K(1, 8)®
gestic karet. Vysledek je pak

[;](;]2[$]2+ [i](g][?]" = 415 744.

Ti, kdo jsou v podobnych ivahich zbéhlejsi, postupuji
vétdinou rychleji a vyjadfuji se strudnéji. Reseni predeslé
ilohy pak vypadd asi takto:

Jsou dvé mozZnosti — bud po dvou kartich dvou ba-
rev a po jedné ostatnich nebo tfi karty jedné barvy
a po jedné ostatnich. V prvnim piipadé lze barvy vybrat

2
[;]zpﬁsoby a karty[ ;] 82 zpiisoby, ve druhém piipa-
dé barvy &tyfmi zplisoby a karty[g] 83 zpiisoby.

Nespornd vyhoda takovych formulacf je jejich pre-
hlednost. Musime vSak dbat na to, abychom neztratili
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ponétf o tom, co za takovymi zkratkami ve skute&nosti
je, a mit se napozoru, abychom se nedopustili chyby.
UkaZme si, jak snadno se miZeme zmylit, na jiném,
na prvni pohled elegantnéj§im fedenf tlohy.

Nejprve vybereme po jedné karté-kazdé barvy, coz lze
provést 8¢ zplsoby. Pak vybereme zbyvajici dvé karty,

. 2 .
pro coz je ( 28] moZnosti. Dostaneme tak 8‘(228] Sestic

karet.

Kdybychom ¢islo, k némuz jsme tak dosli, spodetli,
ukézalo by se, Ze je vétsi neZ vysledek, ktery jsme dostali
predtim. Je to zpiisobeno tim, %e pii druhém FeSeni jsme
nékteré zpusoby zapodetli vicekrat: tak napf. vybere-
me-li nejprve &tyfi esa a pak derveného a kulového
krile, dostaneme stejny vysledek, jako kdyZ nejprve
vybereme Zaludské eso, zelené eso, derveného krile
& kulového krile a potom piidime &ervené a kulové
es0. Seletli jsme totiz poéty prvku 8% skupin, které
nebyly disjunktnf.

Uloha 3. Kolika, zpusoby je moino rozdélit 8 chlapcd
o 4 dé&véata na dvé Sestilennd volejbalovd drufstva tak,
aby v kaZdém druistvu bylo alespori jedno dévée ?

Eedent. Nejprve urdime polet rozd&leni, pfi nichz
bude v obou druzstvech po dvou déviatech. Déviata
do prvniho druZstva lze vybrat K(2, 4) zpasoby a ptidat
k nim chlapce vidy K(4, 8) zpisoby. Prvni druZstvo
Ize tedy sestavit K(2, 4) K(4, 8) zplisoby, zbyvajici hridi
vytvorf druhé druzstvo. Vzhledem k tomu, %e nam neza-
le#{ na tom, které druZstvo bude prvni, dostaneme

%[;][:]rozdéleni, pti nichZz je po dvou dévéatech
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v druZstvu. Zbyva urdit, kolika zpisoby lze hride rozds-
lit tak, aby v jednom druZstvu bylo jediné dévdée. Lze
je vybrat K(1, 4) zptisoby a chlapce k nému vidy K(5, 8)

zpisoby. Dostaneme tak 4 [g] rozdéleni. Hledany podet

tedy bude
3(a) () +4(s) = o+

Jiné fedent. Kdybychom nepozadovali, aby v kazdém
druZstvu hralo dévée, mohli by se hridi rozdélit celkem

% K(6, 12) zptisoby. V K(2, 8) piipadech by byla viech-
na dévéata v jednom druZstvu. Hledany podet je tedy

1(12 8
2(e)-(2) =
Uloha 4. K orientaénimu zdvodu se piihldsilo k zdvod-
nikt, mezi nimi Kacerovsky, Pafizek a Wenig. Zdvodnici
budou vybihat na trat jednotlivé v uréitém intervalu. Kolika

2pisoby lze sestavit rozvrh starté tak, aby Zddnt dva z uve-
denyjch zdvodnikt nestartovali tésné po sobé?

Resent. Viech mo¥nych rozvrhi je P(k). Nejprve urde-
me, v kolika rozvrzich startuje Kacerovsky hned po
Patizkovi. Tuto uspofddanou dvojici si miZeme pfed-
stavit jako jediného zédvodnika a hledanych rozvrhia
bude pravé tolik, kolik by bylo vsech rozvrha k —1
zavodniki, totiz P(k — 1). Ke stejnému poétu dojdeme
pro kazdou z V(2, 3) uspofddanych dvojic uvazovanych
zévodniki. Celkovy podet rozvrhi, p¥i nichZ dva z uva-
fovanych zdvodnikid startuji tésné po sobé, nenf viak
V{2, 3) P(k — 1), nebot uvaZovanych V(2, 3) mnoZin

39



rozvrh nenf navzdjem disjunktnich. Rozvrhy, v nichZ
startuji vdichni t¥i uvaZovani zidvodnici t&sné po sobd
(napt. v pofadi Kacerovsky, Patizek, Wenig), jsou obsa-
Zeny ve dvou mnoZinich rozvrha (pro dvojice Kacerov-
sky, Patizek i Patizek, Wenig). Kazdou z P(3) uspotida-
nych trojic uvaZovanych zdvodnikid si pfedstavme jako
jediného zédvodnika: vidime, %e podet rozvrhii, které by
byly zapodteny dvakrat, je P(3) P(k — 2). Ve vice neZ
dvou mnozinach se Z2idny rozpis nevyskytuje. Hledany
podet je tedy

P(k)— V(2, 3) P(k — 1) + P(3) P(k — 2) =
= k! — 6(k — 1)! + 6(k — 2)!

(Poznamenejme, Ze zde i dale zapis ab! znamenda a(b!)
a ne (ab)!.)

Uloha 5. V zdpise o volejbalovégn utkdni je uvedeno,
jak se ménil stav (naps. 0:1, 0:2, 1:2, 2:2 atd. pro kaZdy
set). Kolik je v8ech moZnijch zdpist 2dpasu, hraného na t¥s
vitézné sety, pokud kaZdy set skonlil patndctym bodem
drufstva, které ho vyhrdlo (takfe druhé druistvo v ném
dosdhlo nejvyde 13 bod# ) ?

Redeni. Nejprve uréime pro ka?dé me{0, 1, ..., 13},
kolik existuje setdi, v nichZz domdci zvitézili v poméru
15 : m. Snadno uvaZime, Ze je jich pravé

14 + m]

14 ’

uvédomime-li si, e patnicty bod domécich vidy ukon-
tuje set. Je tedy celkem

(1) +(aa) + -+ ()

Py(14, m) =[
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setd, v nichZ vitéz{ domaci (a oviem stejny podet seti,
v nichZ vitézi hosté). Podle cvié. 2.10 je vSak tento
soudet kombinadnich é&isel roven ?g] . To se dé kombi-
natoricky snadno vysvétlit. Piedstavime-li si, Ze dru-
stvo, které dosdéhne patndctého bodu, dovoli pak jesté
(proti pravidlim) soupefi hrit dél a dosahnout stav na
pfijatelnych 15 : 13, zjistime, Ze na poétu viech moznych
setd se nic nezménf. P¥i tdchto podivnych praktikich
je véak zfejmé podet mozZnosti Py(15, 13).

Analogickym postupem dojdeme k tomu, Ze pokud
jde o pribéh zdpasu poditany na sety, je pro kaidé
me{0, 1, 2} pro vitézstvi domacich v poméru 3 :m

2 +

pravé 2 m] moZnosti.

Celkem tedy existuje
28)2 28Y¢  (4) (28}
2 (i) + 2 (i) + () (is) |

Nisledujici tloha je snad aZ prili§ jednoduchs, jeji
vysledek vsak budeme pozdéji nékolikrat potiebovat.

zapasi.

Uloha 6. Kolik 7e véech poradi s opakovdnim p proki
L. drubu a g prokd 2. drubu, v nich¥ Zddné dva prvlcy
1. druhu nejsou vedle sebe ?

Redent. Jo jich pravd tolik, kolika zpisoby lze roz-
"mistit p prvka 1. druhu na ¢ + 1 mist, totiz do ¢ — 1
mezer mezi prvky 2. druhu a pted prvni a za posledn{

z nich. Hledany poéet je tedy[q;l; l]v pHipadé p <
< q + 1 a 0 jinak. '
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Uloha 7. Jsou ddna prirozend &isla ¢, m (¢ 4+ m = 3)
a (¢ + m)-uhelnik A,, 4,, ..., A;im. Kolika zpisoby lze
obarvit jeho vrcholy tak, aby jich ¢ bylo Cervenyjch, m mod-
rjch a pritom Zddné dva sousedni vrcholy nebyly Eervené ?

Redeni. Hledany podet oznaéme b(c, m). Pro ¢ > m je
ziejmsé b(c, m) = 0. Bud naddle ¢ < m. Na prvni pohled
je patrna souvislost s vilohou 6, na ni% také Glohu 7 pte-
vedeme. VSechna obarveni s popsanou vlastnosti roz-
délme na dvé disjunktni skupiny podle toho, je-li vrchol
A, terveny nebo modry. Oznadme jesté z(p, q) vysledek
tlohy 6. Potom je zfejmé v prvni skupind prave z(c — 1,
m — 2) a ve druhé z(c, m — 1) obarveni. Je tedy

blec,m) = 2(c—1,m—2) + z(c, m — 1) =

-(e20)+ (7)== (0

Uloha 8. Kolik existuje riznyjch vlajek slofengjch z n vo-
dorovnyjch stejné Sirokijch é’ervenych a bilych pruhﬂ tak,
Ze Zddné dva bilé pruhy nejsou vedle sebe ?

Resent. Nejprve urleme, kolik lze sestavit vlajek,
které maji uvedenou vlastnost & obsahujf pravé k derve-
nych prubd (a tedy pra.vé n—Fk bilych pruhd). Podle

dlohy 6 jich bude (fbi k v piipadé t + 1 =
gn—k[nebolik = n—2— l]aOvpi'ipadé k< n;—l .
(Stéle predpokladime, %e k < n.) Celkovy podet bude

GZ)+GEE2) - +(0)+(77)
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kdea=%prosudé,n,a,= n;l pro liché ». -

Jiné fedeni. Hledany podet viajek oznatme v,. Pfed-
poklidejme, %e k > 2 je pfirozené &fslo. Viechny vlajky
sloZené z & pruhi, z nichZ spodni je derveny, lze ziskat
tak, Ze se ke vem v;_, vlajkam sloZzenym z k£ — 1 pruhi
ptisije doli &erveny pruh. Viechny vlajky sloZené
z k pruhi, z nichZ spodni je bily, lze ziskat tak, %e ke
viem v;_, vlajkdm slofZenym z k& — 2 pruhid pFidijeme
doli &erveny pruh a pod néj bily pruh. Plati tedy

(14) Ve = Vkoq + Vk-g

pro kazdé ptirozené k > 2. Zfejmé je v, = 2 (dervend
vlajka a bfla vlajka) a v, = 3 (¢ervenobila, bilodervena
a gervend). Podle odvozeného vzorce je dile :

Ve=v,+v,=3+2=

vy =v3+v,=5+3

vy =0+ v, =8+ 5
atd.

8,
1

Chceme-li urdit &islo v, pro konkrétni n, pokradujeme
tak dlouho, aZ dojdeme k hledané hodnoté.*)

Tato metoda se dasto pouZivd. Nékdy se nedaii najit
bezprostiedni vyjidieni n-tého &lenu pomoci n, jako se
to podatilo v prvnim Fefenf Glohy 8; vétiinou se viak
rekurentni** ) vzorce (jak se ¥{kid obdobidm vzorce (14),
v nich% se é&leny néjaké posloupnosti vyjadiuji pomoci
predchézejicich &lent)) dobfe hodi k numerickému vy-

*) MoZn4, %e jste poznali tzv. Fibonacciova &fsla, se kterymi
se v matematice ¢asto setkdvdme.
**) z latinského recurrere — béZet zpét
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poétu. S rekurentnimi vzorci se v této kniZce jestd
nékolikrit setkdme a vlastnd jsme s nimi uz pracovali
i v ptedeslych kapitolich — viz nap¥. (1).

6.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

Cvidenf

Kolika zpisoby si mohou t¥i osoby rozdélit 7 stejnych
hrudek a 6 stejnych jablek, aniZz by je krdjely ?

Kolika zptsoby lze postavit na Sachovnici p&t riznyoh
figurek tak, aby dvé stdly na bilych a t¥i na ernych po-
lich ?

Kolik raznych vét sklddajicich se ze sedmi slov, lze
sestavit ze vSech 39 pismen vdty .dequam memento
rebus in arduis servare mentem (bez ohledu na smysl) 1*)
V kupé je 10 mist. T¥i pasazéfi chtéji sedét ve sméru
jizdy, jeden proti sm&ru. Ostatnim Zesti, mezi né% pat¥f
Venoudek s maminkou, je to jedno aZ na to, Ze Venousek
chce sedét u okna a vedle maminky. Kolika zptisoby se
mohou cestujief usadit, aby byli viichni spokojeni ?

Jak se zménf vysledek pFedchoziho cvideni, bude-li
cestujicich bez néroku

a) o jednoho.

b) o dva

ménd ? (V kupé pak bude jen 9, resp. 8 cestujicich.)
Kolika zpisoby lze sestavit rozvrh startd orientalnfho
zévodu tak, aby Pafizek vybshl az po Wenigovi a Kece-
roveky aZ po nich.

Dokazte, Ze pro &islo v, z tlohy 8 plati

=0 RO

*) Latinské sentence nés nebdd4, abychom se i v kritickych
situacich Fidili rozumom.
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5.8 Prevrdtime-li vlajku, miZe vzniknout jind vlajka. Jaky
nejmendi podet vlajek musfme mit, abychom mohli vy-
vésit-kteroukoli z v, vlajek z ilohy 8?

5.9 Opravte chybné fefenf ulohy 2,

6.10 Kolike zpisoby lze ze sedmi chlapci a &tyf divek vybrat
Sestitlenné druZstvo tak, aby v ném byla alespofi dv&
déviata ?

5.11 Je sprdvné nésledujici feSeni pFedchézejici iilohy ?
Nejprve vybereme dvé dévéata, coZ lze K(2, 4) zpusoby.
Ze zbylych deviti osob k nim ptiddme &tyki, coZ lze

4)(9
K(4, 9) zpusoby. Hledany podet je tedy ( 2] ( 4] .

5.12 Kolika zptisoby lze dét 20 riznych kniZek do knihovniéky,
v ni% je 6 polic, vejdou-li se vSechny knizky do keZdé
police ?

5.18 Kolika zptsoby lze z 10 kosmonauti vybrat étyfélennou
posddku, neni-li vhodné, aby jisti dva kosmonauté letéli
spolu ?

5.14 Kolik ruznych slov, v nichZ Z4dné dvé samohldsky nejsou
vedle sebe, lze ziskat zdménou pofadi pismen slova
protoplazma ?

5.16 Deset manzelskych pdrt nasedd do pdti lodék pro &tyfi
osoby. Kolike zpiisoby se mohou rozdélit na pét skupin
tak, aby Klimovi jeli spolu v lodece a Podedvovi také
a aby v kaZdé lodce byli dva muZi a dvd Zeny ? (Na uspo-
fddén{ skupin ani osob ve skupindch nebereme zfetel.)

5.16 Kolika zpisoby lze postavit do fady 6 Angli¢anu, 7
Francouzi a 10 Turkl tak, aby kazdy Anglidan stdl mezi
Francouzem a Turkem a %d4dny Francouz nestél vedle
Turka ? )

6.17 Kolika zpusoby si mohou 3 osoby rozebrat 33 riznych
knih tak, aby dvé mély dohromady dvakrdt vice neZ
theti?
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6.18 Kolika zpusoby lze na Sachovnici postavit dvé véZe tak,
aby se neohroZovaly ?

5.19 Kolika zpisoby lze na &ernd pole éachovmce postawt
8 véz, aby se Zd4dné dvé neohroZovaly ?

5.20 Kterych &feel jo vice mezi prvnim miliénem p#irozenych
disel: téch, kterd maji ndkterou é&fslici rovnu 6 nebo téch,
kterd &islici 5 neobsahujf ?

§.21 Kolika zpiusoby muZete vybdhnout 10 schodu, déldte-li
loroky bud o jeden schod, o dva nebo o tfi schody ?

5.22 Urdete podet viech j-prvkovych.kombinaci z k& prvki
m,, My, ..., m; takovych, Ze
a) pro %24dné 2 €(l, 2, ..., k — 1} neobsahuji souéasnd

oba prvky my, my,,,
b) krom® dvojic uvedenych v a) neobsahuji ani dvojici
m,, mg.
5.28 Kolik fefeni mé rovnice
2, +2y+ ... +xp=n
v oboru ptirozenych &sel ? Redte
a) kombinatorickou uvahou,
b) pomnoci ovid. 4.17.
5.24 Budte n, k pfirozend &isla.
Pro kolik fefenf rovnice
T+ 2z + .0 dap =20
v oboru nezdpornych celych &fsel plati z, > =z} ?

6.26 ObdéInik o strandch m, n (pfirozend &isla) je rozdélen na
mn jednotkovych &tverch. Kolik je v ném
a) obdélniki,

b) &tvercu ?

5.26 Jsou dény dvé rizné rovnobéiky. Na jedné z nich je
déno m riznych bodd & ne druhé n raznych bodu.
Spojme kaZdy z bodu jedné pfimky se viemi body druhé
pimky. Kolik dostaneme prisedfkd, pokud se %4dné tFi
spojnice neprotinajf v jediném bods ?
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5.27 Kolika zptisoby je mozno vylosovat 6 disel sportky tak,
aby rozdil 24dnych dvou z nich nebyl roven 1?

5.28 Rekneme, e &slo je srovnané, plati-li pro kasdé dvs
jeho &fslice, %e ta, co je vice vlevo, nenf vétdf. (Napt.
4667 je srovnané a 1213 neni.) Kolik je viech n-cifernych
srovnanych &fsel ?
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- VI. KAPITOLA

PRINCIP INKLUZE
A EXKLUZE

I nadale se budeme zajimat o poéty prvku jistych
mnozin. Bude vhodné, kdyZ si pro poéet prvkii konedné
mnoziny *) M zavedeme oznadeni |M|. S absolutni hod-
notou si to nespleteme, nebot vzdy bude jasné, je-li
uvnité &islo, nebo mnoZina,.

Budte dény koneéné mnoziny M,, M,, ..., M,. Jak
uvidime, bude mnohdy velice uZitedné vyjadfit podet
prvki sjednoceni téchto mnoZin v naSem oznaden{
M, UM, ... U M| — pomoci poéta prvku téchto
mnoZin a jejich priniki.

M, M,

K schematickému obrizku jisté neni tieba nic dodivat.
V ptipadé k = 2 takové vyjidieni snadno najdeme:

|M1 U le = lMll + |M2|— |M1 0 le»

*) Této velitind se Fiké mohutnost mnoZiny nebo kardindlni
&slo a znadi se téZ moh M nebo card M.
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v pfipadé t#{ mnoZin bude situace u# trochu slozitéjsf,
ani zde vSak neni obtiZné pfesvédéit se o platnosti
vztahu

1M, U M, U M,| =| |+|le+ | My —
— |M, ﬂMzI—Id |—M2 N M| +
Obecné pak plati
15) M, UM, ... UM|=
= Mll +‘|M2 + + |Mk|_
— M, 0 M, — |M Mal — — M5 0 M,,
M N M, N M|+ ... + IMk-aﬂ M., (Y M

+ (=1 M N M, ﬂ M| =
=3 (G0 M0 0 M, |,

kde se sé&ita pfes vsechny neprazdné podmnoiiny
{i1s Go» + -5 Ir} mnoimy {l 2, , k}. Soudet jsme uspo-
Fadali a napsali tak, %e v - ‘tém Fadku j jsou séftance odpo-

vidajici ¢-prvkovym podmnoima,m je tam tedy [k] séf-

tanct (pro viechna ¢ e{l, 2, , k).
Jedté neZ se pustime do ditkazu vzoroe (15), ptedve-
deme si ho na ptikladé.

Télovijchovnd. jednota md E&yii oddily: atleticky (4),
kopané (K), odbijené (O) a dachovy (8). Kaidy dlen
jednoty sportuje v nékterém oddilu, nékteri v nékolika na-
jednou. Pfehled o Elenstvu poddvd tabulka

A ...2 A0 ... 18 AKO . 5
K ...17 A8 ... 3 AKS . 0
0O ...58 KO ... 9 A0S .2
§ ... 19 KS ... 0 KO8 ...0
AK ... 17 o8 ... 5 AKOS ... 0

(napfé. AO znamend polet viech Cleni péstujicich atletiku
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t odbijenou bez ohledu na lo, jsou-li pripadné jesté v daldim
oddilu ). Kolik &lents md jednota ?

Oznadime-li M, mnozinu vSech atleti, M, mnoZzinu
viech fotbalisti, M, mnoZinu viech volejbalisti a M,
mnoZinu viech Sachistd, je potom

M, M, UM, UM,
mnoZina viech ¢lent jednoty. Podle vzorce (15) je
IMIUMzuM,,UM,,I—26—|—17+58+19—
—7—18—3—9—5+542 =85
& jednota mé tedy 85 &lenil.
Vzorec (15) vypada na prvni pohled sloZité, ale dikaz

je jednoduchy: Zvolme libovolny prvek m e M, Y M,
U... UM, Necht M,, M, ..., M, jsou pravé

viechny z uvaZovanych k mnozin, do nich% prvek m
patfi. V kter)"ch mnoZinach typu

(16) M; 0N\ M, () ... 0 M,
je prvek m obsaien ? Pré.ve v tech, Pro néz je

0 # {jl’ 7'2’ ey 7?} C{ql, Qs « o Qs}-
Pro kaidé re{l, 2, ..., s} je tedy prvek m zapodten

v pra.vé[ ]séitancich typu (16) a pro r > ¢ v Zadném.

Celkovy piispévek prvku m k pravé strané vzorce (15)
tedy &inf

(3)-(5)+ -+ (3] =2

(podle vzorce (8)). Na levé strané je prvek m zapodten
samoziejmé také pravé jednou. Dikaz je proveden.

Ponékud jsme v ném zpiesnili pivodni nizornou
ideu, kterd ke vzorci vedla: V soudtu |M,| + |M,| +
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+ ... + |M;| jsou zapolteny privé jednou pravé ty
prvky, které lezi v jediné z mnoZin M,, M,, ..., M;
viechny ostatni prvky jsou tam zapodteny vicekrat.
Odedteme-li Z|M; N} M}, budou uvedeny na pravou miru
i prvky leZfci pravé ve dvou mnoZinach, pfitem? podty
prvki leZicich ve vice mnoZindch byly zredukoviny
pfilis. To se u prvki lezicich prdavé v tfech mnoZinich
napravi pfidtenim Z|M; N\ M; () M,| atd.

Vzorec (15) se nazyva princip inkluze o exkluze
a z pfedchazejici ivahy je patrno pro&*).

Casto jsme postaveni pied tikol urdit podet objektd,
které maji alespon jednu z danych & vlastnosti. Ozna¥i-
me-li pro kazdéie{l, 2, ..., k} jako M, mnoZinu viech
uvaZovanych objekti, které maji ¢-tou vlastnost, hle-
déme tedy |M, O M, U ... U M|. Leckdy je p¥fmé
cesta neschiidnd, zatimco sé¢itance typu (16) na pravé
strand vzorce (15), vyjadiujicf podet prvki, které majf
soudasnd j,-tou, j,-tou, ..., j-tou vlastnost (a t¥eba
jedté dalsi z uvaZovanych vlastnosti), se daji snadno
spodist. V tom je hlavni vyznam principu inkluze
a exkluze. Piedvedeme to na pfikladé.

Uloha 9. Uréete potet vdech poradi s opakovdnim dvow
proki 1. drubu, dvou proki 2. druhu, ..., dvow prokd
n-tého druhu, v nich? alespori pro jeden druh jsou oba proky
vedle sebe.

Redeni. Ozna¥me M mnozinu viech potadi s opakova-
nim po dvou prvcich n druhi. Déle oznadme pro kazdé

¥) Latinsky includere — vloZit, pojmout, vsadit; excludere —
vyloudit, nevpustit, zabrénit v piistupu. Nékdy se setké-
védme i s pofestdnym nézvem ,,princip zapojeni a vypojeni‘.
Piesny pFeldad odpovidajici smyslu by vdak byl spife
»princip zehmuti a odstranéni‘‘ nebo ,,princip zafazen{
a vyfazeni‘‘. Zustaneme raddji u cizich slov.
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te{l, 2, ..., n} jako M, mnoZinu viech potadi z mno-
Ziny M, v nichZ jsou prvky ¢-tého druhu vedle sebe.
Hledany podet pak bude roven

1M, UM U ... UM
Utijeme principu inkluze a exkluze. Bud
9 :’é {7.1’ j2) sy 7r} C{]-, 2, SRR n}.

Mnozina M;, (Y M;, (\ ... N M, obsahuje pravé vech-
na pofadi z mnoziny M, v nichZ jsou soudasné vedle sebe
prvky 4;-tého, j,-tého, ..., j-tého druhu (piidemZ na
to, zda jsou prvky ostatnich druhi vedle sebe, nehle-
dime, coZ podstatné zjednoduSuje situaci). Téchto
poiadi je ziejmé pravé tolik, kolik je vSech pofadi s opa-
kovinim po jednom prvku j,-tého, j,-tého, ..., j,-tého
druhu a po dvou prveich ostatnich ».— » druhi, tedy

—_—r)!
IMh ﬂ Mz‘z n e n Mi,-l =£2n2n—'r). .

Stejny vysledek dostaneme pro kaZdou z r-prvkovych
podmnozin mnoziny {1, 2, ..., n}, kterych je [?],a pod-

le vzorce (15) je

a ) (2n—1)!
0 3,0 - 0 0 = 5 e () S
Sledovali jsme typické vyuziti principu inkluze
a exkluze. Zajimavé bylo, Ze véec_h[:'] stitanct | M;, )
NM,0...0N M,rl vySlo stejné, a tak se do vysledku
dostala kombinaénf &isla. To se stava dasto, ale ne vidye-
ky, jak hned uvidime.
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V prvni a ve &tvrté kapitole jsme odvodili vzorce
pro- podet viech j-prvkovych kombinaci z & prvki bez
opakovini a s opakovanim. To mtiZeme chdpat jako
speoialnf piipady obecndjsf 1ilohy:

Uloha 10. Jsou ddna pfirozend &isla j, k a nezdpornd
celd Hsla c,, ¢y ..., cx. Uréete polet vdech j-prokoviyech
kombinact s opakovdnim 2 k proké, v nichE se pro kaidd
t€{l, 2, ..., k} opakuje i-tyj prvek nejvide c,-krdt.

Pro ¢, =¢g = ... =¢; =1 dostdvime kombinace
bez opakovén{, proc, = ¢, = ... = ¢; = j véechny kom-
binace s opakovanim,

Redent. Oznadme M mnotinu viech j-prvkovyoh kom-
binacf 8 opa.kové,nim z k prvkd a M, bud pro ka¥dé
1e{l, 2, k} mnoZina viech kombinaof z mnoZiny M,
v nichZ se ¢- ty prvek vyskytuje vice ne% c,-krét. Hledany
podet bude roven

‘Ml_lMluMzu---UMkl'
Jak vime (viz vzorec (12) na str. 32), je
_(i+k—1
=" 207)

K uréenf |M, U M. ... U My uiijeme principu
inkluze a exkluze. Bud @ # {v;, v,, ..., 9} C{L, 2, ...
.+, k}. Mnoizina M, U M, U ... U M, obsahuje
pravé viechny kombinace z mnoZiny M, v nichi se
v,-ty, v,-ty, ..., v-ty prvek opakuji po fadé alespoii
€y + 1,60 + 1, ..., ¢, + 1-krit, a téch je zFejmé pravd

tolik, kolik je viech [7’ — % (e + 1)]-prvkovych kombi-
: i=1
naci s opakovanim z k prvka.
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Je tedy
| Sy —r+k—1
|M.,lnM.m...nM,,|=[’ ST ]
E—1 !
pokudy'——-éc,‘—r = 0, jinak je
f=1
My, ) Mo, Y ... N M, | = 0.

Podle principu inkluze a exkluze je potet viech zakédza-
nych kombinaof roven

1M, QMU ... UMy =
= ("'1)'+1 [7' _4§10w = + k— 1] ’ .
k—1

kde se stitd pfes viechny neprdzdné podmnoZiny
{1, 5, ..., 0} C{1,2, ..., k} takové, e

Toy+r<i
i=1
Hledany podet pak muZeme psit ve tvaru
—Z e, —r+ k—l]
i=1
E—1 !

kde se s¢itd pfes vSechny podmnoZiny {v;, v, ..., v} C
C {1, 2, ..., k} takové, Ze

(17) = (—1) {j

r
e, +r=j
fe=1

— tedy i pFes mnoZinu prazdnou, pro kterou dostaneme
&len '
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kE—1

O tom, jak silny néstroj princip inkluze a exkluze
je, se v této knfZce jedté mnohokrét piesvédéime,

o =TT,

Cyifen{

8.1 Co Mk4 princip inkluze a exkjuze v pHpadd disjunktnioh
mnotin ¥

8.2 Dokaite prineip inkluze & exkluze matematiokou indukef,

8.8 Dokatte, fo pro libovolngch b konedngych mnoiin M,,
M.. veep Mb plﬂ“

M, (0 M) ..o ) Myl = B(—1)r lMa UM, U.
U Mf'li
kde se sditd ples v!eohny IR P R A Y o {l, 2,
.» k}. (Tento vzoreo vznilme z principu inkluze a exkluze
zdéménou sjednocen{ a priniku.)

6.4 Kolika zpisoby miZete posadit v kiné n manZelskych pari
do posledni fady, kde je 2n mist tak, aby Zddny manzelsky
pér nesedél vedle sebe ?

6.6 Z pytliku, v ndmz jsou 3 Zluté, 1 modré, 10 dervenych
a 19 zelenych kuli¢ek, nabereme hrst deseti kuligek. Kolik
riznych hrstf miZeme dostat ? (Srv. cvié. 4.13.)

6.6 Viimnéte si, Ze pokud v iloze 10 pro nékteré ¢ €{1, 2,

» k} je ¢; & j, nevyskytuje se ¢; v Z24dném &lenu vzorce
(11) a nemsd tedy vliv na vysledek. Vysvétlete to na zékla-
d3 kombinatorické predstavy.

0.7 a) Budte j, k ptirozenéd &isla. Oznadme m = min [Ic [ ]]
Dokazte, Ze soudet

()0
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kY
jev ptipadd j < k& roven[ ] a jinak 0.%)
J

b) Budte j, k pFirozend é&isla. Oznadme m = min (4, k).

Potom
j—r +k—1
Eo(—l)'( ][ k—1 ] =0

Dokatzte.
8.8 Budte n, k ptirozend &isla. Kolik fesen{ md rovnice
i+ + ...+ =n
a) v oboru nezdpornyoh oelyoh ]ednoclfornyoh éisel
b) v oboru celych &isel, ptidems
6, £ =b,a, - N Sba- e O ST sbk-
kdea, £ b, a8, S by, ..., a8, S by jsou dand celd Sisle ?
6.9 Na Zkole pracuje 54 2dkd v 11 zdjmovych krouZcich. KaZ-
dy krouzek mé aspon ‘15 &lenti. Zédny %dk nepracuje ve
vic ne% tfech krouZcich, ale ka¥dé tFf krouzky maji
alespoit jednoho spole¢ného &lena. Dokaste, e existuji
dva krouzky, které maji spolednych alespoii 6 &leni.

*) Symbolem [z] znadime oelou &dst &isla z, tj. nejvétsi celé
¢islo, které neni vétsi ne z.
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VII. KAPITOLA

VYUZITI PRINCIPU INKLUZE
A EXKLUZE V TEORII CISEL®)

V teorii disel hraje vyznamnou roli tzv. Eulerova**)
funkce g(n), kterd ptifazuje katdému pfirozenému slu
n > 1 podet vlech ptirozenych &fsel, kterd jsou mensf
ne¥ n a pfitom s n nesouddlni. Tak nap¥. ¢(28) = 12,
nebot z &fsel mensich neZ 28 je s nfm nesoudélnych pravé
12 &isel, toti 1, 3, 5, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 21.
Znimé Fermatova***) vdta tvrdi: Je-li a celé &lslo, kleré
neni délitelné prvotislem p, pak a»~t ddvd p*t délent prvo-
&tslem p zbytek 1. L. Euler zobecnil tuto v&tu pro
viechna pfirozend é&fsla p >'1 a v nf se pak setkdme
8 Eulerovou funkei:

Je-li a celé &islo a p pFirozené éislo nesoudélné s a, po-
tom pri délent a®™ lslem p zbude 1. (Je-li p prvodislo,
redukuje se Eulerova véta na Fermatovu vétu, nebof
pro prvodislo p plati @(p) = p — 1; %4dné z &isel 1, 2,
..., p— 1 totiZ nenf soudélné s prvoéislem p.)

Nebudeme zde tyto teorie dile rozvijet a soustiedime
se na problém, jak pro dané ptirozené ¢islo n > 1 spodist
ptisludnou hodnotu ¢(n). Je-li n velké, da vyhledani

*) Na tuto kapitolu se ddle nenavazuje.

**) L. Euler (1707—1783) — prosluly matematik §vycarské-
ho ptivodu. Svymi vice neZ osmi sty pracemi ovlivnil
té]l:léf‘ viechny oblasti matematiky a teoretické mecha-
niky. :

»#*) P. Fermat (1601—1665) — francouzsky prdvnik, ktery
s 11spéSné zabyval matematikou a optikou.
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véech mensich a s » nesouddlnych &fsel hodné pré.ce
Pokud vSak znime vSechna prvodisla p,, p,, ...,
vyskytujici se v rozkladu &sla » na prvodinitele (]e]lch
nésobnosti pot¥ebovat nebudeme), pomiiZe princip
inkluze a exkluze.

Pro katdé ¢ e{l, 2, ..., ¥} oenadme M, mnoZinu véech
plirozenych &sel nejvyse ravnych n, ktera jsou délitelné
prvodislem p;. Mnofina M, Y M, ) ... U M, obsahuje
viechna ptirozend ¢sla mens{ nef n, kterd jsou délitelnéd
nékterym z prvodisel p,, 7y, ..., 73, tedy kterd jsou
souddind s &fslem n. Jo tedy

M, UMy U ... UM,y =n—gn).
Bud @ # {ji, ju ..., f} {1, 2, ..., k}. Mnotina M,
0 M, ... M, obsahuje viechna pFirozens 3sla nej-
vyke rovnéd n, kterd jsou dlitelnd kaZdym z prvodisel
Piys Pigs -+ -» Py, & tedy i jejich soudinem p, p;, ... py,. Je
]lch

27 M, 0 My O 0 M) =

n
pflpiz s Pi,
Podle principu inkluze a exkluze dostavame

n

n—en) = (-1t ——
wlm) D PiPig - - - Dy,

neboli

1
18 n =n(1+2—1'——-),
(18) o(n) (-1 PP D
kde se s&itd pies viechny neprizdné podmnoZiny
{1 92> - - » it C€{1, 2, ..., k}. VyTaz v zdvorce na pravé
strand viak vznikne, jak se snadno pfesvéddime, roz-
nasobenim soudinu
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[1__1_] I_L]. .. I_L].
41 y 23 Pr

Odvodili jsme tak vzoreo

1 1 1),
19 = l———][l—-—][l-——]
(19) g(n) n( 21 Y2V 2
Vratme se k pitikladu, ktery jsme uvedli na zadétku:

V rozkladu &#fsla 28 na prvodinitele se vyskytujf prvoéisla
247 Je tedy
1

1
¢(28) = 28(1 .-?][1 .._7] =12,
co¥ souhlasf s tim, oo jsme zjistili na zadétku,

U velkych &sel je vyznam vzorce zvlidt patrny ve
srovnén{ s bezprostfednim hledénfm nesoud&lnyoh &sel.
Naptiklad

(221 728) = @(25.13%.41) =

1 1 1
= 221 728 (l —?](1 -—Tg—][l _H) = 99 840.

Obrafme déle svou pozornost k jiné dileZité funkei,
kterd se studuje v diselné teori’. Je to funkce m(nm),
kterd pfifazuje kazdému pfirozenému é&fslu » podet
viech prvodisel, kterd jsou nejvyse rovna . Pribéh této
funkce tedy vlastnd vyjadfuje rozloZeni prvodisel mezi
pfirozenymi &isly. To je jeden ze zédkladnich problémi
teorie ¢&isel, jehoZ zkoumdni bylo v prabdhu historie
matematiky vénovano nemdlo dsili. Leccos se vyjasnilo,
ale dost obtiZnych otdzek zistiva jestd otevienych.

Nejprve si pfipometime, %e vSechna prvodisla mensf
nez dané n > 1 lze najit postupem zvanym Eratosthe-
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novo*) sfto. Spodiva v tom, Ze se z ¢&isel 2, 3, ..., n nej-
prve vynechaji vSechny ndsobky é&isla 2 vétSi nes 2.
Pak se vynechaji vSechny nésobky é&fsla 3 vétsf nez 3
atd.; v k-tém kroku se tedy poneché k-té dosud nevy-
nechané ¢&islo odleva a vynechaji se viechny jeho dalsi
nasobky. Nakonec oviem zbudou pravé viechna prvo-
dsla nejvyde rovné n, pridems? stadilo provést [|/n] krokd.
Ka#dé sloZzené &islo nejvyse rovné n je totiz délitelno
nékterym prvodislem ne]vyse rovnym Vn Idea Erato-
sthenova sita se sleduje i v nas]edu]ici dvaze.

Bud 7 > 1 ptirozené &slo a polozme k& = n([}/»]).
Pro kaidé 1 €{l, 2, ..., k} oznadme M, mnoZinu viech
plirozenych &fsel nejvyse rovnych =, kterd jsou délitelna
t-tym (v pfirozeném pofadi) prvodislem p;. MnoZina
M, UM, ... U M, obsahuje vSechna sloZzend ¢&isla
nejvySe rovna n a kromé nich jesté pravé prvnich %
prvodisel. Obsahuje tedy kromé é&isla 1 a prvodisel
vétdich nei |[/n vSechna pirozens ¢isla nejvyse rovna
n. Je tedy

My UMY ... UM =n—1—na(n)+

+ a((}/=D).

Je-li @ = {j‘l, jos - -5 9} € {1, 2, ..., k}, obsahuje mno-
Zina M;, ) M;, N ... () M;, viechna pfirozend &isla

nejvyse rovna n, ktera jsou délitelnd kazdym z prvodéisel

Pip» Pig - - -» Ps, & tedy i jejich soudinem p; pj, ... p;,.
Je tedy
n
M, N M; N M= .
| uﬂ 12” ﬂ i,Ir [pflpiz"'pf,]

*) Eratosthenes z Kyreny (276—194 pt¥. n. 1.) — fecky mate-
matik a astronom.
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Podle principu inkluze a exkluze dostivéme

n—1—afn) + a({}/n]) = = <—”'“[m]

neboli
—. n
n)=n—14 z([{n T(—1)y——r-—],
(20) (n) Ve + =ty gt
kde se s¢itd pfes viechny neprizdné podmnoZiny

{1 Gar - Gy C{L 2, ..., n([}/n])}.

Vyjadfili jsme tedy z(n) pomocf hodnoty funkce pro
podstatnd mensi proménnou, totiz pomoci x([[/n]). Za
to jsme samozfejmé museli néco zaplatit: Potfebujeme
znat jestd také viech n([]/n]) prvnich prvoéisel (tedy ne-
jen jejich polet) a musime spoéist pislusné zlomky.

Uréeme pro ilustraci 7(120). Je [Vl20] = 10 a prvo-
¢isla mensi nez 10 jsou 2, 3, 5, 7. Vypoditime 2¢ — 1
zlomlka

120 [ 120 120 120

1 = T = = 4 =
2J 60, 3 [5] 2 [ ] 17,

" 120 120 120 120

23] [38]-n [2]- [32]-
120 | _ , [120] _

37" |57 3 ’,

120 © 120 120 120

2.3, 5J— 4 2.3.7]= 2'[2 5 7] - 1’[‘3.5.7 =1
120

| 2.35. 7] = 0.
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Dostdvame
7(120) = 120 — 1 + 4 — (60 4 40 + 24 4 17) +
+(20+12+8+4+8+5+3)—
— (4 +2+1+1)=30.

K praktickému vypoétu hodnot funkee n(n) se, jak je
vidét, vzoreo (20) piili§ nehodf, méné price di Era-
tosthenovo sfto. Vzorec mé viak vyznam pro teorii.

Cvileni

7.1 Dokazte, Ze pro kaidé dvé pfirozend &isla m > 1, n > 1

plati
 g(m) g(n) S g(mn).
Kdy nastane rovnost ?

7.2 Dokazte, Ze pro n > 2 je @(n) sudé &islo.

7.8 Kolik z &fsel 1, 2, ..., 100 000 je mocninou jiného pfiro-
zeného ¢&isla ?

7.4 V teorii &isel se pracuje také s Mobiovou*) funkei u(n),
kterd je definovéna pro vsechna pfirozend &isla n takto:
Pokud se v rozkladu é&isla » > 1 v soudin prvodiniteli
nevyskytujo 24dné prvodislo ve vys${ ne% prvni mocnin,
klade se u{n) = (—1)*, kde v je podet prvoé&initeli. Pro
ostatni n se klade u(n) = 0 s jedinou vyjimkou u(l) = 1.
Dokazte
8) Zu(d) = 0, s&itd-li se pfes vdechny kladné délitele d
ptirozeného &isla n > 1.

d
i fi ) ssit6-li se pres véechny kladné dlitele d

b) p(rn) =n =
ptirozeného &isla n > 1.

*) A. F. Mébius (1790—1868) — ndmecky astronom a mate-
matik. Vynikl zejména v geometrii.
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¢) nifn) = n([v;:]) —1 + Su(d) I%] , 88ité-li se pfes vioch-
ny kladné délitele dsoudinu viech p!:voéisel nejvyse rovnych
i

d) Zu(d) [%] = 1, s8it4-li se pfos viechny kladné dalitele

d soudinu viech prvodisel nejvysSo rovnych ptirozenéinu
éislu n > 1.
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VITI. KAPITOLA

JINY POHLED NA PRINCIP
. INKLUZE A EXKLUZE"Y)

Méjme dany koneéné mnoziny M,, M,, ..., M,. Sjedno-
cenf téchto mnozin oznaéme M a dale oznaéme pro kazdé
j€{l, 2, ..., k} jako a,; poéet prvki mnoZiny M lezfcich
v alespoil j§ z mnoZin M,, M,, ..., M, jako p; podet
prvkia mnoziny M leZicich pravé v § z mnoZin M,, M,,
..., M, a koneé&né polozme

" =ZM, N M,0 ... N0 M,

kde se s¢ita pfes vSechny j-prvkové podmnoZiny
{ri,re, ..., 1} C {1, 2, ..., k}. Definovali jsme tak t¥i
soustavy ¢&isel

Ayy Boy o« oy Qi
P1s P25 + -+ Pr,
§1, 82, ..., 8

a budeme se snazit vidy ¢isla jedné soustavy vyjadfit
pomoci druhé soustavy.
Vztah mezi prvnimi dvéma soustavami je trividlni.

Z definice je hned vidét, Ze pro kazdé je{l, 2, ..., k}
platf '

(21) & =P+ Pia+ ... + D,

(22) Pi = Qi — Qi

(pro j = k se posledni vztah redukuje na p, = a;).
")1 Nea tuto kapitoln se ddle nenavazujo.
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Zajimavéjsi budou souvislosti t¥eti soustavy s ostatnfmi.
Jeden specidlni pfipad uZz zndme. Princip inkluze
a exkluze (15) totiz fika, Ze

Gy =8 — 85 + ...+ (1)t g,

Zvolme libovolny.prvek m mnoZiny M a M,,, M,,, .. .,
..., M, budte privé ty z mnoZin M,, M,, ..., M,,

v nichZz prvek m lezi (v ostatnich tedy neleif). Bud
t1€{l, 2, ..., k} a spottéme, v kolika mnoZinidch typu

(23) M, 0NM,0)...N0 M,
prvek m leif. LeZf pravé v téch, pro néz plati

ﬂ #{7‘1,7’2, "'JTl}C{vl, sz ey 'va}.

Pro i < q le#i tedy prvek m v pré,\;é[g] mno#inéch

typu (23) a pro ¢ > ¢ v #4dné takové mnoZiné. Vidime,
Ze kaZdy prvek leZici v pravé q z mnozZin M,, M,, ..., M,

je v soudtu s; zapodten pré,vé[g]-krét pro kazdé qe
€{j, 7 + 1, ..., k} a nenf zapoéten vibec pro ¢ < j.
Plati tedy

' i+ 1 k
(24 35=Pi+[7 j ]pi+1+---+[7o]f’k

pro viechna je{l, 2, ..., k}. Vyjadiili jsme tak &fsla
81, 83, ..., 8 pomoci éisel p,, p,, ..., Pr.

K tomu, abychom odvodili obricenou souvislost, di-
vejme se na pravé odvozené vztahy
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e (2o (Yot (7 o (-

1)
';)pk
)

put (5 ) oot (%5 ]m_1+(

(25)
k

Pk—1+(k 1 |Pe=

e = Sk

jako na soustavu k linedarnich rovmic o k nezna.mych
P P> -« - -» Pr- Tu neni obt{Zné vyiedit, postupujeme-li
-zdola nahoru, nebot mé vyhodny trojihelnfkovy tvar.
Z posledni rovnice dostavame

Pk = 8,
z ptedposledni

k k
Pra =s""l_(k—1]7”° =.8k'1_(k—1]8k

atd. Postupné vyjde proj =k, k —1,...,2,1
j+ 1 (k
@) p=s—("Taut o+ ()

Proj =k (i proj = k — 1) jsme se o tom uz presvéddéili.
Bud ref2, 3, ..., k}. Plati-li (25) pro vsechna
je{r,r + 1, ..., k}, dostaneme z (r — 1)-té rovnice

k v
Prg =8, — X ( Po -

p=r\?r — I}

Dosadime-li sem za p,, p,,4, - . ., Px podle (26) a upravu-
jeme, vychézi
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ke p
Proy =8_1— X [ z (—l)"""’( ]s,,, =

vr U — 1) ey
b Er (2 )(2)e-
R U A e B
= o —f,éx—w*”[ )=

e, g2 -

= s _ —§(—1)r+w[ il]sw.

w=ar

Pfi Gpravach jsme mj. uZili vztahu

(- 2)(7)-(2)0=50)

(viz cvid. 2.12), obratili jsme pofadi s&ftini, jak je
zndzornéno na obréizku, a uZili jsme rovnosti

—ne
k§ k
' [
r+1¢ r+1 f
r +——t—t— r ——
r r‘,1 ..... k r ".‘.1 k

a7



w — 1
2 (_l)v(:—:j—_l

)=y
v=r
(viz (8)). Dokézali jsme vzorec (26).

Pozndmka pro &tendte, kiefi znaji zdklady linedrni
algebry: K tomu, abychom dokazali, Ze FeSeni soustavy
linedrnich rovnic (25) mé tvar (26), staéi ovéfit, Ze ma-

tice

C-(3) (3) () ()
o 1 —[2] (—1)k+1("_1] (_1)':[’2‘]
S | _[kil]
lo o o 0 1

jsou navzijem inverzni: Budte pefl, 2,
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fadku prvnf matice a g-tého sloupce druhé matice. Je-li
P > ¢, je roven nule z trivialnich dtivodi. Pro p = ¢ je
ziejmé roven 1. V pfipadé p < ¢ vyjde

e (G)(3)= B (3)(20)-

=(p) e (327) =0

Soudin obou matic je tedy skuteéné jednotkova matice.

To je vidét také z nasledujici skutednosti: UvaZujme
vektorovy prostor, jehoZ prvky jsou viechny mnohodle-
ny nejvyse k-tého stupné s nulovym absolutnim é&lenem.
Jeho dvé baze jsou

z, x% ..., 2k
z,(x+12—1,...,(x 4 1)—1.
Vzhledem k tomu, %e pro kaidé je{l, 2, ..., k} plati

podle binomické véty
Jj 7 J 7
@41y —1 = Z(s]aﬂ—l= 3 (8)1:1

8=0 s=1
o=l +)—1 =3 (1! )@+ 1r=
j (i
= Z (e +vs—,

je prvni matice matici pfechodu od prvni baze k druhé
bdzi a druha matice je matici pfechodu od druhé baze
k prvni bazi. Ob& matice jsou proto navzdjem inverzni.

Zbyva jesté vyjadiit ¢isla a; pomoci éisel s,, 8, .. ., 8
a obracené. Podle (21) a (26) je pro kazdéje{l, 2, .... k}

69



k k k
4=Zp =% I (—1)-+w[‘j)s, -

v=j v=j =0
k w k w
=2 E (Vo = 3 (capea B —ap( V)=
v wnj v=j v

we=j v=j
k N
-3 (—-1)w+f("’ 1.]3.,,.
w=j w—1

Pro kazdé je{l, 2, ..., k} tedy platf

a; =‘3i_(i)3i+l + ...+ (—l)k_’(z:;]&c-

Pro j =1 to neni nic jiného neZ princip inkluze
a exkluze (15).

Cvideni

8.1 Kolik sportoveud z pfikladu na str. 49 péstuje
a) pravé dva sporty,
b) alespon dva sporty ?

8.2 Pii testovdni jedné série televizori jich bylo deset shle-
déno vadnymi. Pfitom vadné souddstka byle v sedmi
z nich, vadny kontakt v péti e poSkozend skFiii u &tyf.
Vadnou souddstku i kontakt a pfitom bezvadnou skiin
mél jeden televizor, jeden mél vadny kontakt i skFifi
a pFitom bezvadné souldstky a dva mély vadnou sou-
édstku i skiifi a pfitom bezvadné kontakty.
a) U kolika televizori byly viechny tfi zdvedy ?
b) Kolik televizorid mélo pouze poskozenou sk ?

8.8 Vyjddfete &isla s,, 85, ..., 8, pomoc{ soustavy a., a.. ..

.oy Qe
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8.4 Kolik tlumoé&nikid je zaméstndno ve stiedisku, vime-li, %e
36 jich umf anglicky, 32 n8mecky, 31 rusky, 30 francouzsky,
28 polsky a 26 Spanélsky, pfitemz 53 z nich znd vice neZ
jeden z uvedenych jazyku. 24 tlumodnici znajf alespoii tfi
jezyky, 9 alespoh &tyti, 3 alespori pét a 1 viech Sest.

8.6 Nocht M,, M,, ..., M; jsou koneéné mnoZiny. Kazdému
prvku me M, U M, U ... U M, ptitadme ndjaké é&fslo
fim). Kazdé mnoziné T C M, Y M, ... U M, je pak
pfifazeno &islo f(T) = X f(m). Definujme &isla &', p'j, a';

meT
podobné jako byla definovéna ¢&isla s;, p; & a;, jen misto
|T'| véude bereme f(T'). Projdéte piislusné dvehy a uvé-
domte si, %e cold teorie plati i pro édrkovand &isla. Pro
které f se ¢drkovand ¢&isla rovnajl neédrkovanym ?

8.6 M&jme v rovind (prostoru) koneény poset mnoiin M,,
M,, ..., My, které maji koneéné obsahy (objemy). Ozna-
&me-li obsah (objem) mnoZiny M symbolem |M|, plati
vzorec (15) i vysledky 8. kapitoly. Dtkazy vSak nemajf
smysl, jde-li o nekone&né mno%iny (konedné mnoziny majf
nulovy obsah (objem) a vzorce plati trividlné). Vysvétlete,
proé vzorce plati.

8.7 DokaZ%te, Ze matice

(o) (o) (o)~
o (1) ()
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jsou navzdjem inverzni

a) pomoci &isel a,, a,, ..
b) pfimym vypoétem.

. (—l)k(k—o—z] (— 11 B— 1)

k—2 E—1
.(—1)“[ . ] e

k—2 (k— 1
k—2 "k — 2
(k—1
: )
e —1
Ly O A 84, 83y ...y Sgy



IX. KAPITOLA

NEKOLIK DULEZITYCH
ULOH

V této kapitole vyFesime nékolik obtiZnéjsich tloh.
Vyznamné jsou jejich vysledky, protoic souviseji s ji-
nymi zajimavymi problémy v kombinatorice, teorii
pravdépodobnosti, teorii informace a statistické fyzice,
a také typické postupy, jimiz budou odvozeny.

Uloha 11. Kolik je vdech pofadi n prokd m,, m,, ...
.« ., My,  nich nent pro Zddné i €{l, 2, ..., n} prvek m,
na i-tém misté?

1. edeni. Hledany podet oznatme d,. Bud n > 1.
Viechna potadi, kterd nemaji pozadovanou vlastnost,
rozdélme na disjunktn{ skupiny podle toho, pro kolik
i1€{l, 2, ..., n}je v nich prvek m; na i-tém misté. Sku-
pina, v niZz to plati prdvé pro s prvki, obsahuje, jak

snadno uvéaZime, privé [:] d,_s pofadi pro kaidé
s€{l,2, ..., n—1}. Je tedy

do=nl =( 7 )t — (3 Jdna— - —(, " )21

(Jednidka na konci odpovidé jedinému pofadi, v némiz
je pravé n prvki m; na i-tém mists, totiZz pofadi (m,,
Mgy « .., My).) Vyjdeme-li od ziejmé podateéni hodnoty
d, = 0, miZeme postupné potitat podle pravé odvozené-
ho rekurentnfho vzorce hodnoty d, pron =2, 3, ....
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2. fedeni. Bud n > 2. Rozdélme viech d, uvaZovanych
pofadi podle toho, ktery prvek je v nich na prvnim
misté, na (n — 1) disjunktnich skupin (prvek m, na
zatdtku byt nemiize). Dale se zabyvejme skupinou po-
fadi, kterd maji na prvnim misté prvek m;. (je tedy
k > 1). Ta se déle rozpada na dvé disjunktni podskupi-
ny: V prvni jsou pofadi, kterd maji prvek m, na k-tém
misté, a téch je zfejmé d,_,. Kolik je pofadi ve druhé
podskuping, slozené ze vSech pofadi, v nichZz prvek m,
nenf na k-tém misté? Pravé tolik, kolik je viech pofadi
n — 1 prvki '

(27) My, - - -5 My, My, Miyy; -« oy My,

v nich? zédny prvek neni na tom mistd, kde je napsin
v (27), totiz d,_,. Celkem je tedy

dn = (n—1) (dn-l + dn—-_’)-

Tento rekurentni vzorec umo#iiuje, vyjdeme-li od po-
Satednich hodnot d, = 0, d, = 1, postupné poditat d,
“pro daldf n. K praktickym téeliim se hodi lépe neZ vzo-
rec, ke kterému jsme dosli v 1. feSeni.

3. fedeni. Uzijeme principu inkluze a exkluze. Pro
kazdé i e{l, 2, ..., m} oznaéme M,; mnozZinu vSech po-
fadi » prvkia m,, m,, ..., m,, v nichZ je na ¢-tém misté
prvek m,. Bude tedy

dn=n!—|M, UM, U ... uM,.|.

Pro kaZdou neprazdnou podmnozinu {jy, jz, - . ., jr} C
c{1,2, ..., n}je, jak snadno uvazime, '

M, 0 M5, ) - (M, | = (n—r)l.

Podle principu inkluze a exkluze pak
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a tedy

1 1 1

(28) d”=n'(1—-1—|+g—+(—l)”h—']
Podafilo se nam tak pfimo vyjadtit zavislost &fsla d,

na hodnoté ». Pro numericky vypodet jsou vyhodnéjsi

rekurentni vzorce, zejména vzorec z 2. feSenf nebo vzo-

rec ze cvié. 9.7. Vy]a.df'eni (28) zase umoziiuje odhadnout

d, pro velka n a najit ptiblizné jeho hodnotu.

Pozndmka pro vzdélanéjsi btendre. Soudet v zavorce
na pravé strané (28) je dasteény soudet nekonené fady,

ktera konverguje k souétu % (kde e = 2,718 ... je kon-

stanta, s niZ se v matematice setkivime na kaidém
kroku). Je tedy

dn
-5 = + n 3

n!

kde pro chybu ¢, plati

ool <G
" (e 1)
Vidime, Ze pfesnost pfiblizného vyjadfenf

. n!
d, = —
e
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se rychle zlepSuje s rostoucim 7, nebot chyba je mensi

nez

n+1°

V jiné souvislosti je tiloha 11 fefena v 38. svazku
Skoly mladych matematikd, brozute J. Bosika Latinské
Stvorce.

Cviéeni

9.1 Tajnéd abeceda spodivd v tom, Ze se kaZdé z 26 pismen
zaméni urditym jinym pismenem, pFitem? samozfejmé
pismena pfifezend rdznym pismenim jsou ruznéd. Kolik
jo vBech moZnych tajnych abeced?

9.2 Vojensky léka¥ a vojensky zubaf maji prohlédnout 360
novdcki. Kafdy svede prohlidku za 10 vtefin. Kolika
zpusoby si mohou rozdélit prdci, aby byla celé akece za
hodinu hotova ?

9.8 Kolika zptisoby lze k dlouhému stolu s » Zidlemi po ka?dé
strand pesadit » manzelskych pdra tak, aby viichni muzi
seddli na jedné strand & aby #4dni manZelé nesedéli proti
sobé ?

9.4 Do t¥idy chodf z 24kt a v knihovnidce je % riznych kni-
zok. KaZdy Zédk si vypujéil prdvé jednu kniZku. Pak si
féci kni¥ky navzédjem vyménili, takfe nikomu nezistala
stejnd knizka. Kolik je vSech moZnostf ?

9.5 Kolika zpisoby lze vybarvit » barvami pole Sachovnice
o n x n polich tak, aby v kazdé vodorovmé fadd byly
viechny barvy a pfitom v Zéddné svislé fadd nebyla. dveé
sousedni pole vybarvena stejnou barvou ?

9.6 Dokaite vzorec (28) matematickou indukei.

9.7 Odvodte rekurentni vzorec

d, =ndy_, + (—1)*
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a porovnejte ho s ostatnimi rekurentnimi vzorci, které
jsme pro d, odvodili, pokud jde o vhodnost pro numericky

vypodet.

9.8 Kolik je viech pofadi 2n prvka m,, m,, ..., my,, v nichs
pro 24dné liché ¢ €(l, 2, ..., 2n} neni prvek m; na {-tém
mistd ?

9.9 Kolik je vSech pofadi k¥ prvkda m,, m,, ..., my, v nichZ
pro z4dné ¢ €{l, 2, ..., k} neni prvek m; na i-tém mistd

a pfitom prvky m,, m, jsou vedle sebe ?

Uloha 12. Kolik je vdech pofadi n > 1 proks m,, m,,
.y Ma, v nichZ pro Zddné i€{l, 2, ..., n — 1} neni
proek my ., bezprostiedné za prokem m,?

1. Fedend. MnoZinu v8ech uvaZovanych pofadi oznaé-
me C, a jejich podet c,. Bud » > 2. Pro kaZdé pofadiz C,
plati: Odstranime-li z ného prvek m,, dostaneme pofadi
n— 1 prvkd m,, my, ..., Ma_y, v ném% bud pro zidné
nebo pro jedinéi €{l, 2, ..., n — 2} je prvek m;,, hned
za prvkem m;. MnoZina C, se podle toho rozpadé na dvé
disjunktni podmnoziny. Z katdého pofad{ prvni z nich —
oznaéme ji (', — dostaneme vynechiénim prvku m,
néjaké pofadi z mnoZiny C,_,. Pfitom kaZdé pofadi p
z mnoziny C,_, takto dostaneme pravé z » — 1 pofadi
z (', (totiZ pravé z pofadi vzniklych pfidanim prvku m,
k pofadi p na nékteré z n mist (dopfedu, dozadu a do
mezer) s jedinou vyjimkou; ne za m,_,). Je tedy

|C'al = (n —1) |Cn—1| =@m—1)cay.

Ka?dé potadi druhé skupiny — oznaéme ji C", —
obsahuje trojici za sebou bezprostiedné nasledujicich
prvkid m;, ma, my,, pro néjaké je{l, 2, ..., n — 2}. Pro-
vedme nésledujici transformaci: odstraiime prvky m,
a my,; & prvky m, zaméfime prvky m;_, pro vsechna
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t1€{j + 2, ..., n — 1}. Tak dostaneme pofadi n —2
prvka my, m,, ..., m,_,, které patfi do mnoZiny C, _,.
Ptitom kazdé potfadi p z C,_, takto dostaneme pravé z
n — 2 pofadi z C,’ (totiz pravé z pofadi vzniklych z p
pfidanfm prvku m, za néktery z n — 2 prvka m;, zmé-
nou prvka m, za m,,, pro viechnate{j + 1, ...,n —2}
a ptiddnim prvku m; za prvek m,). Je tedy

IC”"I =(n—2)|Cay| = (n—2) Ca_s.
Celkem dostivame
(29) Cn = (n —Deay+ (n—2)Cas.
Snadno zjistime poédteéni hodnoty: ¢, = 1,¢, = 1.

2. fedent. Uzijeme principu inkluze a exkluze. Pro
kazdéie{l, 2, ..., n — 1} oznatime M mnoZinu viech
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pofadi n prvkd m,, m,, ..., m,, v nichz je prvek my,,
hned za prvkem m;. Bud
B £ ryry, .., C{1,2,...,0—1},

pliems r, <7, < ... <r, Mnotina M, O M, . ...

.- N M, obsahuje tedy vsechna pofadi onéch =
prvkd, v nichZz prvek m,, ,, nisleduje hned za prvkem
m,, pro viechna i e{l, 2, ..., v}. Tyto dvojice po sobé
bezprostfednd nésledujicich prvki se viak nékdy mohou
skladat v delsi bloky po sobé nasledujicich prvki; tak
napt.pror, = 2,r, =3,r, =4,r, =7,r; = 10,ry = 11
dostivime t¥i bloky (m,, m,, my, ms), (Mg, Mmg), (My,
My, My,). Viechna tato pofadi dostaneme zfejmé tak,
%e utvofime viechna pofadi takovychto blokd a prvki,
které v nich nejsou. Je-li bloki b, je v nich celkem b + v
prvka a neni v nich tedy n — b — v prvka, takie

M. NM, 0. OM | =0b+n—b—o) =
= (n - 1))' ’

a to nastésti nezavisi na podtu bloki. .

Podle principu inkluze a exkluze je pak podet viech
potadi » prvkil obsahujicich alespon jednu zakadzanou
dvojici sousedii roven

1M, UMy U Moy =:§,:(_1) ,ﬂ(nj 1] )t —
= (n— 1)!:;5‘.: (—1)r+1__(”r_!’) .

Hledany podet dostaneme ode&tenim tohoto soudétu
od n!, vyjde

n—1 n—2 (—1)1
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Cvideni

9.10 Police jo béZnym zplusobem naplnéna knihami. Kolika
zplUsoby je muZeme pFerovnat tak, aby Zddné dvé des-
ky, které se diive stykaly, uZz nebyly vedle sebe?

9.11 DokaZte, e pro kazdé pfirozené n > 1 je
Cp =d, + dp_y.

9.12 Pokuste se vyfesdit variantu ulohy 12, jostliZe jsou zaké-
zdny nejen dvojice sousedd (my, m;,,), ale i (m; ., my).
Pokud nebudete tspésni, uvédomte si, pro¢ jste ztrosko-
tali, zatimeo v uloze 12 vse proslo.

Uloha 18. Kolik existuje j-prokovijch variact s opako-
vdnim z k prokd takovych, Ze kazdd obsahuje vdech k prokd ?

1. fedent. Hledany podet oznadme z(j, k). Je zfejmé,
Ze pro j < k je z(j, k) = 0. Predpoklidejme nadile, Ze
j 2k > 1. Véechny uvaZované variace se rozpadaji na
k disjunktnich skupin podle toho, ktery prvek maji na
prvnim mistd. KaZda skupina se déle rozpadi na dvé
disjunktni podskupiny podle toho, vyskytuje-li se prvek
stojici na prvnim misté jeStd na nékterém jiném misté
nebo ne. Prvni podskupina zfejm® obsahuje pravé
2(j— 1, k— 1) variacf a ve druhé je jich privé z(j — 1, k).
Plati tedy ‘

(30) 20, k) =k[z(j — 1, k—1) + 2(j — 1, k)].

To umoznuje vyjit od poéiteénich hodnot
21,1) =2(2,1) =2(3,1) = ... =1

a postupné vypoditat

2(2, 2), 2(3, 2), 2(3, 3), 2(4, 2), 2(4, 3), 2(4, 4), 2(5, 2)
atd.
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2. fedent. Rozdslime-li uvazované variace na disjunkt-
ni skupiny podle toho, kolikrat se v nich kaZdy z prvka
vyskytuje, dostaneme

. 7!
2, k) == el
kde se séitd pfes vechny uspofaddané k-tice p¥irozenych
(tedy nenulovych) &fsel (ry, 7,, . .., ri), prondi r; + r, +
+ ... + 7 = j. Vzhledem k tomu, Ze séitanci nezavi-
seji na uspotadani &fsel r,, r,, ..., 7z, dostaneme sedte-
nim stejnych séitanci

29, k) =2

kde se s&itd pies viechny k-tice pfirozenych &fsel

§U k!
silel .. sledey) .. et

$H =8 =... =8,

prondz s, + 8,4 ... + & =1.

Cisla ¢, jsou pfitom pro ka#dé i e{l, 2, ..., j} defino-
vana jako podet &isel s;, 35, ..., 8, kberd jsou rovna .
(Tak nap¥. pro :

(31, 82, .y 35) = (7, 5, 5, 5, 2)
jec; =1,¢; = 3,¢, = 1 a ostatni z &isel ¢,, ..., ¢y jsOU
rovna nule.) Koeficient
k!
cleyl. .. ¢l
tedy pro ka’dou k-tici s,, ..., 8 uddvd podet viech
usporadanych k-tic (ry, 7, ..., 7i), z nichZ vznikla srov-
nanim élent podl_e velikosti, tedy podet piisluinych stej-

nych séitanci.
. To maZeme vy]a.di'lt jesté ]mym zplisobem:
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X j! k! .
(81) 2(j, k) = X ¢, |)a. (¢ |)d- e (t |)ﬂmd 'd ' drh! ’

kde se séit4 pfes viechny uspora.dané m-tice (dl, d,, .
.., dy) a pFes viechny m-tice
B>t > ... >ty
pi‘lrozenych disel, pro néz ‘
dy+dy+ ... +dp=
a
dity +dots + ... +dpln =
Neni téiké si uvédomit, jak jsme &&itance piepsali.
Napt. stitanci odpovidajicimu
(81,85, - .+, 87) =(7,5,5,5, 2)
bude nyni odpovidat
8, =Tt = 5,1, =2,
d, =1,d,=3,d, =2.

3. fedent. Utijeme princip inkluze a exkluze. Pro ka%dé
tefl, 2, .. k} oznadme M, mnoZinu viech j-prvkovych
variaci z k prvka m,, m,, . . ., m, které neobsahujf prvek
my. Pro kaZdou nepra,zdnou podmnozinu {v,, v,, ..., v}
c{l,2 , k} je tedy M, \ M,, N ... () M, mno-
Zina véech 7-prvkovych variac{ 8 opa.kové,nim z (k — 1)
prvka ({m,, m,, ..., m} — {m,l, Mogs -+ m,,}) & proto

M., O Moy (Y - O\ My, | = (k—7Y.
Podle principu inkluze a exkluze je

VAR ATRTE AR e W [
r=l

Odedtenim od podtu %/ viech j-prvkovych variaci s opa-
kovanim z k prvki dostaneme:
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(32) 2(,k) =k - (’;J(k — 1) 4

+(s)e— - (R )

Cvideni

9.18 V ka2dém z p podnikd mé byt soudasné provedena kon-
trola. Kolika zpisoby se na to miZe rozdsélit k kontrolo-
ra?

9.14 Vysvétlete, pro& pro kazdé p¥irozené &islo p plati

a) [z]p’—[f](p— P+ (’2’](11— 2p +

+...+(—1)v—1[ P ]=p!
p—1
1 1 1
b)[”;’ ](p+1)v—[”;r ]pv+(”+ ](p—l)v+

2
+ ... +(—1)n[”+i)=0.

9.15 DokaZ%te vzorec (32) matematickou indukei.
9.16 Jsou dény dv® neprézdné konedné mnoziny P, Q. Urdete
podet viech
a) zobrazeri mnoZiny P do mnoZiny @,
b) prostych zobrazeni mnoziny P do mnoZiny @,
¢) zobrazeni mnoZiny P na ronozinu Q,
d) prostych zobrazeni mnoZiny P na mnoZinu @,
©) zobrazen{ z mnoZiny P do mnoZiny Q,
f) prostych zobrazeni z mnoZiny P do mnoZiny @,
g) zobrazeni z mnoZiny P na mnoZinu @, |
h) prostych zobrazen{ z mnoziny P na mnozinu Q.
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9.17 Jak se zméni soudet na pravé.strang (31), pfipoustdi-li
se i nulové ¢, ? .

Uloha 14. Jsou ddna dvé nezdpornd celd &isla p, q.
Kolik existuje pofadi s opakovdnim p prokd 1. druhu
a g proki 2. druhu, kterd maji pro kaZdéie{l,2, ...,p +
+ ¢} na poldteénich i mistech alespoii tolik proksa 1. druhu
jako 2. druhu ?

BRefent. Hledany potet oznadime f(p,q). Pro p < ¢ je
zfejmé f(p, g) = 0. Piedpokladejme naddle, Ze p = g.
Na &tveretkovaném papiru zvolme dvé kolmé linky
a zavedme tak pfirozenym zpisobem soufadnou sou-
stavu s jednotkou délky rovnou rozméru &tveretku.

% [P"_’]

Vyuzijeme toho, Ze pofadf s opakovinfm p prvkd
1. druhu a g prvki 2. druhu si vzdjemnd jednoznaéné
odpovidajf s lomenymi &arami, které vedou po linkich
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z politku do bodu [p, q] bez oklik, tj. bud doprava
nebo vzhiru (srovnej cvié. 1.11). Jak uvidime, geo-
metrické znizornéni podstatné pfispéje k feSeni ilohy.

Potadim, jejichz podet hledime, odpovidajf pravé ty
giry (stile budeme mit na mysli lomené &iry bez
oklik), které nezasahuji nad p¥mku uréenou body
[0,0] a [1,1], tj. které nemajf 7idny spoledny bod
s pHimkou P urdenou body [0, 1] a [1, 2]. Nalezneme
podet a(p, g) &ar vedoucich z bodu [0, 0] do bodu [p, ¢],
které uvedenou vlastnost nemaji.

Kazdé z tdchto dar L pfifadme &iru L’ ndsledujicim
zpiisobem: Usek mezi potitkem a prvnim prisedikem
déry L s pfimkou P nahradime ¢arou, kters je s nim sou-
mérné podle pHimky P; zbyvajici éast éiry L nechdme
beze zmény. &ira. L', kterou jsme dostali, vede z bodu
[—1, 1] do bodu [p, ¢]. Celou transformaci jsme délali
proto, Ze kaZdd 8ira L’ vedouci z bodu (—1, 1] do bodu
[?, q] vznikne popsanym zplsobem z nékteré z a(p, q)
uvaZovanych dar L, a to z jediné. PotiZ z té, kters vanik-
ne nahrazenfm tseku &iry L’ mezi body [1, 1] a prvnim
jejim prisedikem s pfimkou P (ten vidy existuje, nebot
body [—1, 1] a [, q] leZf v opa&nych polorovinach urde-
nych pfimkou P) jeho obrazem v soumérnosti podle
pHmky P. Zjistili jsme, Ze a(p, ¢) je rovno po&tu vdech
dar vedoucich z bodu [—1, 1] do bodu [p, ¢, tedy

a0 =(211)
Odtud dostdavime -
wa-(730)-(211)
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Cvileni

9.18 Alenka dostdvé keidy den od maminky korunu. Nakdy
si koupl nenuka, jindy si korunku schové. Tatinek ji
nabddé, aby si polovinu pendz ettila na néco potddného,
Obdas se podivd do pokladniky, a neni.li tam alespoit
polovina korunm, fednf. Kolika zpisoby si miZe. Alenka
bshem prvnich 30 dnii kupovat nanuky, aby jidh snddla
co nejvio a ptitom méla klid? Maminka ji vic ne% jeden
nenuk dennd nedovoli,

9,19 V poledne byly viechny schrdnky automatickd \Wschovny
gavazadel obsezeny. B&hem odpoledne si jednotlivé
ptislo v lidf vyzvednout a u lidf uloZit zavazadlo. Xolika
zpisoby mohli pfichézet (bez ohledu na to, kdy jim jede
vlek), aby nikdo nemusel &ekat, ne% se nékteré. sochrénka
uvoln{?

9.20 Podivejte se do Vilenkinovy Kombinatoriky, kde je
rozebrédno nékolik veriant dlohy 14 a jiné s nf souvxsejloi
tlohy. .

Uloha 15. Kolika zpisoby lze kolem kulatého stolu roze-
sadit na 2n Zidli n manelskych pdr tak, aby se mufi
stiidali se Zenami a Zddny pdr nesedél vedle sebe ?

Bedeni. Nejprve se musfme rozhodnout, kteréd rozesa-
zenf budeme pokla,dat. za rizna. Poklé,de]me tedy dvé
rozesazeni za ruzna, existuje-li Zidle, na niz p¥i nich sed{
razné osoby. (Pokud bychom nerozlidovali rozesazeni,
kterd se lisf jen pootodenim celé spoleénosti o nékolik
mfst, dostali bychom 27n-krit méné riznych rozesazeni.
Nebylo by nepfirozené ani kdybychom za stejné poklé-
dali takové dvé rozesazenf, pfi nichz mé ka?d4 osoba
tytéz sousedy. Pak bychom dostali — pokud » > 1 —
jedtd dvakrat méné riaznych rozesazeni.)

Vsechna rozesazeni, jejichz potet hleddme, rozdélme
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do 2.n! disjunktnich skupin podle toho, jak jsou v nich
rozesazeny Zeny. Abychom nasli poéet rozesazeni v jedné
ze skupin, je tfeba najit pro pevné rozesazenf Zen polet
m, viech rozesazeni muZi, pfi nichz Zidny z nich nesed{
vedle avé Zeny. K tomu uZijeme prinoip inkluze a exklu-
ge,

Ozna¥me M, mnoZinu viech rozesazen{ muZﬁ pH
pichZ i-ty z nich sedi vedle své Zeny.

Podle principu inkluze & exkluze pak bude

(33)  nl—m, = |M1UM2U---UMn|"'
= Z(—l)'+1 IM“I n M‘B n ces n M"I ]
kde se sditd ptes viechny neprdzdné podmnoiny
ftr be .., 0} C {1, 2, ..., 0}
Pro ka¥dou takovou podmnoZinu oznaéme g(t,, ¢g, . . .

.5 1) podet rozesazenf muZd, pfi nichZ p¥slunych r
mu#i sedf vedle svych Zen (a o ostatnich se nic netvrdi).

Je tedy
|M¢1 n 'M‘Z n . n le| ==
= (n_r)' q(’i].’ ":2: sy i')

Pro riizné r-prvkové podmnoZiny se viak hodnoty
q(%y, %3, . . ., %) mohou znaé&ns lidit (sedi-li pfisludné Zeny
pohromadé, je pro muZe ménd moZnosti, ne¥ jsou-li
rozptyleny) a jejich chovén{ je obtiZné postihnout. Jed-
notlivé séitance v (33) vpravo se tedy nedaji dobfe
zvldédnout. Nastésti lze celkem snadno spodist jejich
tastedné soudty

8 = Z|M¢In M{zn n Mifl =
= (n—r)! Zq(iy, 2a, ..., %),
kde se stfté pfes viechny r-prvkové podmnoZiny
{t1, % ..., 4} C {1, 2, ..., n}. Potom bude
nl—m, =8 —8 + ... + (—1)yttg,.
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Pristupme k v;’rpoétu ¢sla

= Zq (%3, %9 .« ., br),

které znamend sou}u'nny podet véech rozesazeni vﬁech
r-tic muZt vedle jejich Zen. Pfedstavme si proto, jak
néjaké r-tice muh sedf vedle svych Zen, a oznaéme meze-
ry mezi Zidlemi, na nichZ sedf manZelské pary. Tak bude
oznaleno pravd r mezer, pfitem? Z4dné dv® nebudou
vedle sebe. To by totiZz znamenalo, %e bud néjaky mu¥
sousedf z obou stran se svou Zenou, nebo néjaks %ena se
svym muZem. Obrdcend: oznadme r mezer mezi Zidlemi
tak, aby Z4dné dvé nebyly vedle sebe. Oznatené mezery
pak budou mezi r piry sousednich %idlf, z nich% po jedné
je obsazeno Yenami a na zbyvajicf se vedle nich mohou
posadit jejich manZelé.

Cislo g, je tedy rovno podtu zplsobd, jak z 2n mezer
vybrat r-prvkovou podmnoZinu tak, aby Zidné dvé vy-
brané mezery nebyly vedle sebe, Ted si jen stadi vzpo-
menout na tlohu 7. Podle ni je

_2n [ 2n—r ]
" =Zn—r r '
ManZelské pary lze tedy rozesadit prave

n . 2n 2n —r
(34) 20! T (—1y (n—)| 2n—r[ )

zplisoby. '
I tato tloha se v jiné souvislosti vyskytuje v jiZ cito-
vané kniice J. Bosika Latinské Stvorce.

A

Cvideni

9.21 Dosadite-li do vzorce (34) n = 1, vyjde —2. Vysvétlete,
pro¢ pro n = 1 vzorec neplati.
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X. KAPITOLA

JESTE NEKOLIK ULOH

Uloha 16. Kolika zpasoby miidete z tabulky

TA
EMAMET
MATEMATAME
MATEMATITAMETAM .
MATEMATIKITAMETAM
MATEMATIKAKITAMETAM

prebist ndzev svého nejoblibenéjstho konika ?

Redent. Pokud nenf vadfm nejoblibendjsim konftkem
matematika, je hledany polet roven 0. Pokud ano,
jisté si vsimnete, Ze jednotlivé zplsoby si vzajemné
jednoznaéné odpovidaji s lomenymi éarami, které vedou
z pismen M na ramenech trojthelnika do pismene A ve
sttedu zdkladny a sméfujf vidy bud dold nebo doprava
(u cest zadinajicich na levém rameni) & doleva (u cest
zadinajfcich na pravém rameni). Pro kaZdé z obou kraj-
nfch M v i-tém fadku zdola tak dostaneme pravé

[ii 1] zpusobu (srv, cvideni 1.11). Celkem dostaneme
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( )+2’=0[ ] 25:0(";]—1:2.29—1:210-—1:

= 1023
zplsobil,

Uloha 17. Najdéte véechny tddky Pascalova trojihel-
nika, ve kteryjch jsou jen lichd &isla.

Redent. Nejprve ukdZeme, e pro kazdé celé nezéporné
&slo k se 2x-ty fddek Pascalova trojihelnika sklddé jen
z lichych ¢fsel. V tomto Fadku jsou kombinadn{ &fsla

o (71)- B

Vzhledem k tomu, Ze pro kazda dve pi‘lrozené, ¢isla
n <k, rje 28 —r délitelno &islem 2», pravé kdyz je r
d8litelno &slem 27, je v rozkladech titatele i jmenovatele
kombina&niho sla (35) na prvodinitele prvoéislo 2 ve
stejné mocniné a &islo (35) je tedy liché.

Jesté ukdzeme, Ze kaidy jiny fadek Pascalova troj-
thelnika obsahu]e sudé é&fslo. To plyne z toho, Ze pokud
vty fadek obsahuje sams lichi &isla, je uprostfed
(v 4 1)-tého Ffadku v — 1 sudych ¢&isel, kterd vznikla
jako soudty sousednich &isel »-tého i'é,dku, uprostied
(v 4+ 2)-tého fadku je v — 2 sudych &fsel pochazejicich
ze sudych d&isel (v — 1)-tého tadku, atd. Tento klin
sudych éisel zasahuje a% do (2v — 1)-tého tidku, kde je
uprostfed sudé &slo. Vidime, Ze jsou-li ve v-tém Fadku
jen lich4 &fsla, pak prvni dalsi tddek, kde to miZe opét
nastat, je aZ 2v-ty fadek.

Uloha 18. V kocourkovském generdlntm $tdbu je 13
generdla. Rozhodli se, Ze si na tajné materidly poidt trezor,
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ktery pajde otevfit, prdvé kdyf bude pritomna nadpoloviéni
vét$ina generdla. Jaky je nejmen$t moiny polet zdmka,
které budou na trezoru? Jaky je nejmendi moZny polet
kliéa, které s sebou bude nosit kocourkovsky generdl ?

Redeni. Predpoklidejme, %e existuje systém zdmkid
a klfdd, ktery splituje poZadavky tlohy. Sejde-li se jen
6 generdli, trezor neoteviou. Pro kazdou Sestici generali
tedy existuje zdmek, od kterého nemé #idny z nich klig,
Pro riizné Sestice jsou tyto zdmky mizné. Kdyby toti
dvé rizné Sestice generdlii nedokézaly oteviit tenty:
zémek, nedokizali %y to ani generdlové ze sjednocent
obou BSestic, jich% je alespoii 7 a tvoff tedy nadpoloviéni
vétéinu, ooZ odporuje poZzadavkim ilohy. Vidime, Ze na

trezoru je alespofi ( 163] zémki,

K tomu, aby jakékoliv sedmice generilui oteviela
viechny zdmky, je nutné, aby kaZdy generil mél pro
kaZdou Sestici generald kli¢ od zdmku, ktery témto
Sesti generdlim schazi. Kaidy general ma tedy alespon

12 .
[ : ]kliéu.

UkéaZeme, Ze vice nez ( 13] zamkid potieba nebude.

, 6
KaZdé sedmici generila pfifadme jeden zamek tak, aby
riznym sedmicim byly pfifazeny rizné zdmky, a déjme
pravé jim od ného po klidi. Je hned vidét, Ze sejde-li se
pak méné nez 7 generdli, existuje zdmek, ke kterému
nemaji kli¥, totiZ zdmek ' pfifazeny nékteré sedmici
z ostatnich generdli. Sejde-li se 7 generili, oteviou
kterykoliv zdmek. Kdyby se jim to totiz u nékterého
zamku nepodafilo, znamenalo by to, %e je pfifazen
néjaké sedmici z ostatnich generdld. Ostatnich generald
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je viak jen 6. Systém tedy spliiuje podminky dlohy a pfi-
tom je na trezoru pravé [ ;73] = [ 1:] = 1716 zdmkd.
KaZdy general dostal pravé tolik kli¢#, kolika sedmic je

12
&lenem, tedy( 6 ] = 964 klidu.

Uloha 19. Dfevénou krychli natFeli na erveno a pak ji
rozrezali na n® stejné velkych krychlilek. Kolika zpiisoby
je motno z krychlibek sloit éervenou krychli piwodnich
rozméri ? '

Refent. K tomu, aby byl povrch sloZené krychle cely
terveny, je nutné a stadi, aby se pro Zddnou krychlitku
nedostala p¥i sklddani dervend sténa dovnitf. Tak tomu
bude, pravé kdyZ se 8 krychlidek se tfemi Servenymi
sténami dostane do vrchold sklddané krychle, 12(n — 2)
krychlidek s priv®é dvéma dervenymi sténami na ostatni
mista na hrandch, 6(n — 2)® krychlidek s jedinou derve-
nou sténou na zbyld mista na sténich a (n — 2)? bez-
barvych krychlidek pfijde dovnit¥. Krychli miZeme tedy
sloZit privé

81[12(n — 2)] ! [6(n — 2)*] ! [(n — 2)*] !

zpisoby, pokud nerozliSujeme zpisoby, které se lisi jen
riznymi polohami krychlidky na stejném misté. Pokud
bychom takové zpisoby rozlifovali, dostali bychom
vzhledem k tomu, Ze podet poloh, pfi nichZ jsou véechny
dervené stény na povrchu, je u krychli¢ek 1. druhu 3,
u 2. druhu 2, u 3. druhu 4 a u 4. druhu 24,

38012(n—2) 48(n—2)% 94(n—2)3
-krat vice zptsobi.
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Na druhé strané neni nepfirozené nerozlifovat zpd-
soby, pfi nichZ krychle sloZend jednim zptsobem se
dostane z krychle sloZené jinym zpisobem zménou
polohy celé sloZené krychle. Pak bychom museli podet
zpisobl vydélit dislem 24.

Uloha 20. Je ddno prvotislo p > 2 a pFirozené slo n.
Kolika zpisoby lze obarvit vrcholy pravidelného p-ihelnika
pomoci n barev? Zpisoby, pFi nich se po otofent p-ithel-
ntka barvy shoduji, nepokldddme za riazné.

Reseni. Netekneme-li nic jiného, budeme poklidat za
rizné i zpisoby, u nichZ je to v textu vdlohy vyloudeno.
Dostaneme tak n? obarvenf. MnoZinu véech n* — n obar-
ven{ alespoi dvéma barvami oznadme M. MnoZinu
véech obarveni alespoii dvéma barvami riznych podle
dlohy ozna¢me M’. Otddenim p-iihelnike obarveného
alesponi dvéma barvami dostaneme pravé p — 1 dalsich
riznych obarven{. Pokud by totiz po otodenf o nenulovy
thel obarven{ splynula, snadno bychom ukdizali, Ze p
neni prvoéislo. Kazdému prvku o e M’ tedy odpovida
p-prvkovi podmnoZina mnoZiny M sloZend ze viech
obarveni, ktera nejsou ve smyslu tlohy rizna od o.
Riznym prvkim mnoziny M’ piitom odpovidaji dis-
junktni podmnoZiny a kaidy prvek mnoZiny M do
nékteré z nich patii. Je tedy

M n® —mn
oy M _w—n
p P
Ptipodteme-li je§té » obarveni jedinou barvou, dojde-
me k vysledku
n—n

P

4+ n
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(V&imnéte si, Ze jsme. vlastnd dokézali Fermatovu vétu,
o které byla zminka na str. 57.) .

Uloha 21. Je ddno piirozené &islo n > 2 a mno¥ina M,
jejtt proky jsou slova slofend z pismen X a Y, pFilemZ
kaZdé slovo md prdvé n pismen a jakdkoliv dvé riiznd slova
se li8t alespoti na tiech mistech. Dokate nerovnost

2u
M| = n 41

Redeni. Oznaéme |M| =m. Pro kazdé i€{l, 2, ...
..., m} sestrojme mnozinu M;, jeji prvky budou t-té
slovo z mnoZiny M a viechna slova, kterad z ného vznik-
nou-zménou jediného pismene. Pro kazdé i €{l, 2, ...
..., m}je tedy |M;| = n 4 1. MnozZiny M,, M,, ..., M,,
jsou disjunktni, nebot libovolna. dvé slova patfici do
riznych z téchto mroZin se liff alespon na jednom misté.
Uvédomime-li si, Ze existuje privé 2» slov délky = slo-
Zenych ze dvou pfsmen, dostdvéime

=2 |M, UM, U ... UM, =|M]|+ M|+
+ ..+ | Ma| =mn 4+ 1)

9n
m = P »
Uloha 22. UvaZujme vdechna slova slofend z n plsmen
X a n pismen Y. Diferenci slova budeme rozumét éislo,
které uddvd, kolikrdt v ném jsou vedle sebe riznd pismena.
Dokazte, Ze pro kaidé ke{l, 2, ..., n— 1} je polet slov
8 diferenct n — k roven poltu slov s diferenct n + k. -

¢ili

Redeni. Budeme se zabyvat jen slovy slofenymi z n
pismen X a n pismen Y. V kazdém slové se stf¥idaji bloky
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plsmen X s bloky pismen Y. Podet slov, kters se sklé-
daji z = bloki X a y bloki Y a zadinajf pismenem
X, je [n 1] [n 1 , nebot kaidému takovému
z—1 y—1

slovu pfirozenym zpisobem odpovida vzijemné jedno-
zna&né rozdélen{ » pismen X na x blokt a n pismen ¥ na
y bloki. Stejny je polet slov, ktera zaéinajf pismenem Y.

Déle uréime, kolik slov ma diferenci d. Je-li d liché
éislo, d = 2¢ + 1, sklada se kazdé takové slovoz ¢ + 1
blokii X a ¢ + 1 blokd Y. Celkem je jich tedy pravé

—_ 2
2™ 1] . Je-li d sudé, d = 2c, skladé se kazdé slovo

s diferenci d z ¢ + 1 bloki poditeéniho pismene a z ¢
blokt druhého pismene. V tomto ptipadé tedy existuje

- n—1)(n—'1
pravé 2[0—1]( c ]slov.

Cisla n — k, n + k maji stejnou paritu, nebot se lisi
o 2k. Jsou-li licha, existuje pravé
( n— 1 W 2
2|ln—k—1
L 2 J
slov s diferenci » — k a pravé
s n—1 W 2
2|ln+k—1
L 2 J
slov s diferenci # + k. Oba tyto podty j jsou stejné, proto-
Ze podle vzorce (2) je

n—1 _ n—1
- [n—k—l]_[n+k.—l]'
2 2
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Jsou-li ¢isla n — k, n + k sud4, existuje pravé
( n—1 W (n—lw
21 n—k 1 n—=k
2 U 9 )

slov s diferenci n — &k a pravé

9 n—1 r’n-——lw
- n+k ; Tn+k
U 2 = ) L 2 J

slov s diferenci n + k. I v tomto pfipadé jsou oba poéty
stejné, protoZe podle (2) je

n—1 n—1
) )
2 2

n—1 n—1
[n—k] - [n+k _1] :
2 2

Uloha 23. Je ddno prirozené islo n > 2. Uvafujme
vdechna slova slozend z n pismen X a n pismen Y. Slovam,
kterd nelze rozdélit na dv€ slova, z nichi kaZdé obsahuje
stejné X © Y, budeme Fikat slova 1. druhu. Slovim, kterd
lze takto rozdélst jedinym zphsobem, budeme ¥ikat slova

2. drubu. Dokafte, Ze slov 2. druhu je dvakrdt tolik neZ
slov 1. druhu.

Redeni. MnoZina viech slov 1. druhu se rozpada na
dvé disjunktn{ podmnoZiny podle toho, kterym pisme-
nem zad&fnaji. Ob& tyto podmnoZiny zfejm& maji stejny
podet prvki. MnoZina viech slov 2. druhu se rozpada
na ¢tyti disjunktni podmnoZiny podle toho, kterym
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pismenem zaéind prvni dast a kterym druhd &ist. Viech-
ny étyfi podmnoziny maji zfejmé stejny podet prvki.
Stadf tedy dokizat, ze polet viech slov 1. druhu zaéina-
jicich pismenem X (nazveme je slova typu A) je roven
pottu vSech slov 2. druhu, v nichZ obé d&asti zadinaji
pismenem X (slova typu B). Provedeme to tak, Ze
sestrojime vzdjemné jednozna,éné zobrazeni mnoZiny
viech slov typu B na mnozinu v3ech slov typu 4.

Kazdému slovu typu 4 a B pfitadme uspofidanou

2n-tici pFirozenych &fsel, ve které je pro kazdé i e{l, 2,

, 2n} na i-tém mistd rozdil poétu prvkia X a poétu
prvkt’l Y na prvnich ¢ mistech slova. Této pomocné
2n-tici budeme fikat charakteristika slova. Pro kazdé
slovo typu A a B zadfni zfejmé charakteristika &islem 1
& kondf éfslem 0, je sloZena z celych nezapornych é&isel
a sousedn{ &isla se lisi o 1. Podle definice typt A a B
se v charakteristice slova kromsé koncové uZ Zadna jinad
0 nevyskytuje, pravé kdyZ jde o slovo typu 4, a vysky-
tuje se na jediném jiném misté, privé kdyz jde o slovo
typu B.

Definujme na mnoziné vsech slov typu B zobrazent z
jako pfesunuti prvniho pfsmene (X) druhé &isti slova
na zadatek slova. Bylo-li pfesunuté pismeno na p-tém
misté a mélo-li pivodni slovo s charakteristiku

(c1sCqy -+, C2n)
(takZe ¢,_, = 0), bude mit obraz 2(s) charakteristiku
(Liey+Lea+ 1, 00,60+ 1,64, .-, C2n).

Vidime, %e v nf je nula jen na poslednim misté a slovo
2(s) je tedy typu 4. Snadno zjistime, Ze zobrazeni z je
prosté, tj. Ze réznym vzorim pfifazuje vidy rizné
obrazy. Zbyvé jesté ukiazat, %e zobrazeni z zobrazuje
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mnoZinu viech slov typu B na mnoZinu véech slov typu
A, tj. %e ka#dé slovo typu A je obrazem nékterého slova
typu B. Zvolme libovolné slovo ¢ typu A. Jeho charakte-
ristika je (d,, d, ..., dss). Necht » > 1 jo nejmensi
index, pro ktery je d, = 1. Ze slova ¢ utvofme slovo #
tak, Ze prvnf pismeno (X) pfesuneme mezi r-té a (r + 1)-
-té pismeno slova ¢. Slovo ¢’ bude mit charakteristiku

ds—1,dy—1,...,dey—1,0,1,dpsy, ..., d3).
Vidime, Ze slovo ¢’ je typu B a pfitom 2(¢') = ¢.

Uloha 24. Je ddno pfirozené &islo n. Pro kolik pofadi
(P Pas - -» Pu) Clsel 1, 2, ..., n nabgvd soudet

|pr— 1]+ |po—2[+ ... + |pn —n|

maximdini hodnoty ?

Redeni. Nahradime-li pro ka?dé je{l, 2, ..., n} &len
|p; — j| rozdilem p; — j nebo j — p; podle toho, ktery

z nich je nezdporny, dostuneme pro kazdé pofadi soudet
2n stitanci

(36) 1,1,2,2, ..., 0,mn,

pfitemZ pravé u n z nich bude znaménko minus. Upra-
vime-li tento soudet na tvar

1+14+24+2+...+n+n+ 2=
=a(n + 1) 4 22,
kde z je soudet zminénych n zdpornych séitancd, vidi-
me, e je maximalni privé kdyZ zdporné znaménko je

u prvnich n s¢ftanct (36) — pokud to vSak pro néjaké
pofadi nastane. Pro poiadf (n,» — 1, ..., 1) to tak sku-
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tedné je. Snadno zjistime, Ze pro lichd n je maximalni
nt—1 s M
g apro suda n je — » C0Z miiZeme

2
souhrnné vyjadfit jako [—1;—] .

soudet roven

My viak mame uréit, pro kolik ze viech n! pofadf p¥-
sluény soudet tohoto maxima nabyvi. Budeme uvazo-
vat zvlast pro sudd a liché =.

Je-li n = 2k, maximum se nabyva pravé pro vsechna
pofadi, kterym odpovidaji souéty, v nich? jsou zipornéd
znaménka u séftanca 1, 1, 2, 2, » k, k. UkdZeme, Ze
to jsou pravé viechna poradi pro kters j je

PP -} ={k+ 1L, k+2...,2k,
(37) {Prsrs Prozs - P} = {1,2, ..., k}.

Kdyby totiZ pro néjaké re{k 4+ 1,k + 2, ..., 2k} bylo
p, > k, dostalo by se ze &lenu |p, — r| do soudtu bud
P, nebo r se zdpornym znaménkem a soudet by pak ne-
byl maximélnf. Aby byl soudet maximéini, musi tedy
platit (37). Pro ka%dé potadi, které vyhovuje podmince
(37), viak soudet zfejmé maximalni je. Dostivame tak
pravé (k!)? pofadi.

V piipadén = 2k - 1 je soudet maximélni, prévé kdyz
zdporna znaménka jsou u séftanci

1,1,2,2,...,kk k+ 1.

Analogicky jako v pfedeSlém piipadé zjistime, %e nutnd
podminka pro maximalitu soudtu je

{Prsws Desar - > P} C{1, 2, ..., k + 1}
Aby byl soudet maximalnf, musf tedy platit



Py Pos v pena} =+ 26 43,..., 26+ 13 U {9},

{Pkny Pi+3s ---,sz.n} ={l’ 2) ’k+ 1}—{0}’
kdeve{l,2, ...,k 4 1}.

VysSetfime kaZzdouz k& 4 1 dm]unktnich skupin pofadi,
kterd spliiuji (38). Ne]]ed.noduséi situace je pro v =
= k + 1. Je totiZ zfejmé, Ze pro kaidé pofadi, pro néz

PPy - P} =+ L, k+ 2, ..., 2k+ 1},

{Pk+21 Pi+as - - -» P2k+l} = {1, 2,..., k}
a kterych je pravé kl(k 4 1)!, je soudet maximalni.

Déle pfedpokladejme, Ze v < k& + 1. Aby byl soudet
maximélni, musi byt p;,; = v. Jinak by totiZz bylo » =
= p; pro nékteré j {1, 2, , k} a z dlenu |p; — 4| =

= |v — j| by se do souttu dostalo bud v nebo j j 8 kladnym
zna.ménkem tak¥e by soudet nebyl maximélni. Nutna
podminka pro maximalitu je v tomto p¥ipads tedy

(Do Dy D) =fk+2,k+3,...,2+ 1},
Pryr = U,
{Praes Drsas s P} = {1, 2, ..., k + 1} —{v}.

Thned je v3ak vidét, Ze tato podminka je pro maximalitu
také postadujici. Pro kaZdé ve{l, 2, ..., k} tak dosté-
vame privé (k!)? pofadi.
Zjistili jsme, Ze pro liché » je soudet maximaln{ pravé
pro - :
Bl + 1)! + k(k))® = (2k + 1) (k)2 —

potadi.
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Uloha 25. DokaZte, %e pro kadé pFirozené éislo n platt

. L. n—1 4.n
an—-2 -
A Py

Reseni. Podle vzorci (2), (3) a (6) postupnd dostévime

et — (14 1yt = E n_1)=2”il[4n71]+
=0 ) j=0 2j

+ 5 ()= Bl )+ (550
Jil 29'4: 1 ]Zi[ 4¢4: 1]*2,(4(1» —47; —i)+ 1]
_Eo(4l+1]+:=o[47+1] 251%?1]

Uloha 26. Rekneme, %e systém & podmmo¥in néjaké
mmnotiny je dokonaly, jestlize pro Zddné dvé po«hnnoiiny
Ae¥, Be ¥ neplati A C B. Jakij je nejvétst moiny polet
podmm)zm tvoficich dokonaly systém podmnoZin n-prvko-
vé mnofiny ?

Eedeni. Budeme mluvit jen o podmnoZinidch dané
n-prvkové mnoZiny. Pro kazdé piirozené k < » je zfejmé
systém vsech k-prvkovych podmnoZin dokonaly. Vzhle-

dem k tomu, %e z kombinaénich d&isel [:] je nejvatsi

n n n
n n+1] [n—l] .
[—E] pro sudé n a [ 3 ] = 5 pro liché n

(viz cvié. 2.9), existuje dokonaly systém podmnofin,
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n

n+1
2

n
ktery se skladi z [12"-} , resp. [ ] podmnoZin

n

(souhrnné fedeno z [[—;L]] podmnozin).  UkéZeme, Ze
vétdi dokonalé systémy neexistuji.

Piedpoklidejme, %e & je dokonaly systém podmnoZin
a nejvétsf jeho podmnoZina je & + 1-prvkové. Vynechme
z ného viechny k& + 1-prvkové podmnotiny (jejich podet
oznadme ¢) a nahradme je véemi jejich k-prvkovymi pod-
mnoZinami (jejich podet oznatme #’). Dostaneme tak
systém &', o némzZ se snadno ptesvédéime, Ze jeo také do-
konaly. Z kazdé z t podmnoZin k 4 1-prvkovych vznikne
pravé k + 1 podmno#in k-prvkovych. Kaida z téchto
k-prvkovych podmnoZin pfitom miiZe vzniknout nej-
vySe z n — k podmnoZin & + 1-prvkovych. Plati tedy

y o K+
U= T t.
Vidime, Ze pro k 4+ 1 = ntl lati ¢’ =t a ted
P 5— P y
|| = |<]; prok+ 1 > n-;— ! plati dokonce |&’| >

> ||
Analogickou tivahu provedeme pro nejmensf podmno-
#iny. Necht jsou m — 1-prvkové a je jich s. Nahradime-li
je vBemi jejich m-prvkovymi nadmnoZinami, jejich%
podet oznadime s’, bude platit
n—m-+1

=z — 23,
m
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nebot z kazdé m — 1-prvkové podmnoZiny vznikne pra-
vé » — m + 1 nadmnoZin m-prvkovych a kaZd4 z nich
takto vznikne nejvys z m podmnozin # — 1-prvkovych.

Prom—1< n;l

o ; 1 dokonce 8’ > s.
Z nerovnost{, které jsme pravé odvodili, ihned vyply-
va: Obsahuje-li dokonaly systém & p-prvkovou pod-

bude pak platit 8 = s a pro

m—1<

mnozinu, kde p > ntl nebo p < e , existuje

2 2
dokonaly systém ', ktery se sklidd z vétifho podtu
podmnozin nez . Je-li tedy » sudé, je nejvétsi dokona.ljr

systém urden jednoznaéné a je to systém vsech —-prv-
kovych podmnozin. Pro liché = plati, Ze ka.id'y ne]vétii

dokonaly systém se sklidd jen =z -prvkovyoh

a2 1 -prvkovych podmnoZin a #4dny z nich neobsa-
huje vice podmnoZin ne% systém véech + -prvko-’
vych podmnozin nebo systém véech -prvkovych

podmnoZin.

Tim je tloha vyfeSena. Prozkoumejme viak jestd
podrobnégji p¥ipad lichého n a ptejme se, existuji-li
kromé zmfinénych dvou jest8 jiné nejvétsi dokonalé
systémy. Takovy systém & by, jak vime, obsahoval

nenulovy podet n— -prvkovych mnoZin, ale ne
viechny. K tomu, aby se pfi popsaném pfechodu od
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n—1
2

1 ool
-prvkovym mnoZindm

n—l—lr
2

pod-

--prvkovych k —|2_

jejich podet nezvétsil, je nutné, aby kazda nova

n—+1
2
mno#in — 3 - -prvkovyoch. Vezméme dvé n 3
kové podmnoziny M, a M,, z nichz jedna leZi v systému
& & druhd ne. Oznaéme M prinik obou mnoZin (mize
byt i prazdny). MnoZinu M, mieme z mnoZiny M,
dostat tak, Ze postupné zaméihujeme prvky mmnoZiny
M, — M jeden po druhém za prvky mnoZiny M, — M.
n—1
2
mnozin, z nichz kaidé dvé sousedni se lii v jediném
n+ 1
2 .
V této posloupnosti zfejmé existuji dvé sousednf mno-
Ziny, z nichZ jedna patfi do systému & a druhd ne,
takZe jejich sjednoceni nemiiZe p¥i diive zminéném
prechodu vzniknout z druhé mnoZiny. Pfechodem se
proto podet mnozin zvétsi. Zjistili jsme, %e v _piipadé
lichého 7 existuji pravé dva nejvétsi dokonalé systémy.

-prvkova mnoZina vznikla ze viech svych

-prv-

Tak vznikme koneéni posloupnost

-prvkovych

pi'vku, tj. jejich sjednoceni je -prvkové mnoZina.

Jiné redeni. Necht dokonaly systém podmnoZin n-prv-
kové mnoZiny se sklada z s podmnoZin. Podty prvku
téchto podmno#in oznaéme ¢,, %3, ..., .. Uvaiujme
viechna pofadi » prvka, kterda maji na poéateénich ¢,
mistech prvky r-té podmnoZiny — téch je i,!(n — i,)!.
Vzhledem k tomu, %e jde o dokonaly systém podmno-
%in, nemd Zadné takové pofadi na poéiteénich mistech
viechny prvky jiné z podmnozin systému, takze
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tdn— i) il —a)! 4+ ... 4l — 1) Sal,

nebof v soudtu vlevo neni %idné potadi zapodteno
vickrét nez jednou. To muZeme piepsat

(’%—]+é—]+ -

Pondvadi ze viech kombinadnich &sel (’;] (’1"] L ["]

n
n -
je nejvéts [[%I], je

8

<1
n
3]
7]
a tedy
n
n
8 = [[—2—'] .
Uloha 27. Jsou ddna redlnd &isla x,, 2,, . . ., &, takovd,
Ze ;) =1 pro Icafdé i €{l1, 2, , n}, G lzbovolné redlné

&islo r Dokalte, Ze v otevreném mtervahc (r, r + 2) nelei

n
vic nef [[%]] bisel tvaru 3 ey, kde prokadéi €{l1, 2, . ..
im]
. n}jee = 1 neboe; = —1.

Redeni. Uvazujme dvé n-tice (e, €, . . ., €,) 8 (€], €5, ...,
.., €,) & dva pFHsludné soudty s, s’. Oznadme M mno-
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Zinu viech 1 €{l1, 2, ... n}, pro kterd maji &sla ¢;, x; stej-
ni znaménka. Analogicky definujeme mnoZinu indext
M. Jestlite M C M', je

§—s=2 3 lxil =2
teM'—-M

a tedy v intervalu (r, r 4+ 2) lezf nanejvys jeden ze soud-
ti s, 8'. Jsou-li tedy s,, 85, ..., 8 vSechny soudty uvaZo-
vaného tvaru, které padnou do intervalu (r, r 4+ 2),
tvoli piislusné. mnoZiny M,, M, ..., M; dokonaly
systém podmnoZin mnoZiny {1, 2, ..., n}. Podle tdlohy

n
26 je k < [[%]]

Poznamenejme jestd, Ze napi. prox, =z, = ... =,

jsou vSechny souéty, v nichZ je pravé l %] koeficienti e

n
rovno +1, stejné, takZe hranici [[l;-]] dal zmensit ne-

miiZeme.
Uloha 28. DokaZte, Ze pro ka#dé prvotislo p je &islo
) (@ + V5P — 2
délitelné &islem p. (Hranaté zadvorky oznaduji celou &4st.)
Bedeni. Z binomickych rozvoj vidime, Ze é&slo
V5 +2p — (5 —2p
je celé, a protoze ’
o< (5s—2r<i,

106



je

[2+ Byl =@+ 8y — (5 —2p =

= 2[2v+ [5]2-'-2.5+ e (pil]zj’_Tl].

Je tedy

(@ +VEr—2r = (G)e+ (et -+, )eon

kde ¢,, ¢, ..., ¢,_, jsou piirozena ¢isla. Ted u% stadi
jen dokézat pomocnou vétu, kterd je zajimavd a
uZitednd sama o sobd: Je-li p prvodislo a j < p piiro-

zené Gislo, je Gislo ( ;”) délitelné Gslem p. Kombinatni islo

PE—1 - =7+ D o510 celé a tedy ! 8t dslo

gt

p(p—1)...(p—7j + 1). ProtoZe p > j, je prvoéislo p
nesoudélné s j! a tedy j! déli (p—1)... (p—j + 1).
Diilkaz je proveden.

Uloha 29. DokaZte, e pro libovolnd dvé prirozend &isla
m, n platt .

n n n 28 m . ke nkmn
(0]+lm]+[2m]+“' —%—kglcos o 08— —.

(Na levé strané je soudet kombinaénich &fsel (k,,:n) , kde
se séita pres k, dokud km < n.)

Regent. Dvéma zpiisoby setteme
A=Q0Q+elr+ ... + 1+ e
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kde ¢, €., ..., e, jsou komplexni jednotky

2k . . 2km
+131n—7n—.

€ = CO8

VyuZijeme pfitom apariatu komplexnich ¢&isel, zejména

Moivreovy véty.
I. Podle binomické véty je

4 =§0[:’] e+ ... +e)
a dile
e+ ... +e, =€+ ... +erUr 1.
Odtud vidime, Ze je-li » délitelné m, je
- e+ ... + e, =m,
a neni-li r délitelno m, je ef # 1 a

T— ()™  1—e™ _

1 —ef 1—e,
Je tedy

=) 1) (2 )

. IL. Pro ka%dé pFirozené k je

efi+ ... + e, =

2k .. 2k
(1+ek)=1+cosTﬂ +131n—m£_=-

kr .. kn)
=1 +(cos—+1sm ——] =
km ., ke km ., km
= 2 2 __ 2 2 _ "
cos -+ sin + cos sin +
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+ 2i"cos£ﬂ—sink—ﬂ = 2 cos E-(cos k—n + isin L—ﬂ]
: om m m m m
a tedy
A =.2"'chos" kx [cos nkn + isin nkn ]
k=1 m m

Podle I je A redlné éislo a tedy

A =2"'2».‘.cos"k—ﬂcos nkn .
' k=1 m m

Porovnéme-li obd vyjadieni pro 4, dostaneme dokazo-
vany vzorec.
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VYSLEDKY CVICENT

1.1 P(32) = 32.31..... 2.1
90.89.
1.2 a) V(4, 90) = 90.89.88.87, b) K(3, 90) = $=
= 117480
1.8 P(36) = 35.34..... 2.1

1 K9 = 24 10

16 V(2, 3714) = 3714.3713
49.48.47.46.45.44

18 K040 = —g 3321

1.7 V4, 7) = 7.6.5.4 = 840

1.8 P(8) =8.7.....2.1 = 40320

: 7.6.5

1.9 K(3, T)= 1= 35

110 V(3, 6) = 6.5.4 = 120

1.11 Gtveretky povazujme pfirozenym zpiisobem za soutadni-
covou soustavu. Ten z body, ktery neni vice vpravo ne%
druhy bod, povaZujeme za po&dtek, druhy bod mé pek
soufadnice [m, n]. Je.li » < 0, neexistuje Zddné cesta,
je-li n & 0, existuje prévd K(n, m + n) cest.

1,12 [0, k] a [1, k] pro viechna nezépornd celd k.

1.18 Logaritmpvénim zjistfme, %e V(35, 50) md 63 &islio
a K(35, 50) mé 13 dislic.

45 2 2
2.1 7! = 5040, ] = 14190, 7 = 7 = 1028790
3 68 4
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2.2 1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
28 v+ —DInl=n—1)(n +n?) =(mn—1)
nn +1) =(n + 1)
2.4 2
2.5 [“]
4
26 5
2.7 Druhé
2.8 Prvnijerovnon!(l + (n + 1) (n 4+ 2) (n + 3)], zatimco

druhé jenn! [(n + 1) + (n + 1) (n + 2)} =n![(n + 1)
n + 3)).

o e (2)<5) -2 ()-
L) )= <)

kde k = — ,
2

e (£)<(3)- (.2 (3]
=[n—”—2]< <[k11]=(:]’kd° et

2.10 b) Rozdélte mnoZinu viech g¢-prvkovych kombinac
z &sel 1, 2, ..., p na disjunktnf podmnoZiny podle nej-
vétifho &isla, které obsahuji. '

2.11 ¢) Rozdélte mnoZinu viech dvojic ¢fsel 1, 2, ..., k + 1
na disjunktnf podmnoZiny podle vétdiho z &fsel, které
obsahujf.

2.12 b) Ke kaidé r-prvkové kombinaci z p prvka postupné
plidejte viechny (¢ — 7)-prvkové kombinace z ostatnich

112



p — r prvki. Dostanete tak viechny g-prvkové kombina-
ce z p prvky, katdou K(r, g)-krédt.
2.18 31

2.14 Jsou.li &fsla kladnd, je jejich soudin déleny &islem j!
k
roven kombinaednimu &fslu [J] , kde k je nejvétéf z nich.

‘Vzhledem ke svému kombinatorickému vyznamu je (;‘]

celé dfslo. Je-li n&které z &isel rovno 0, je soudin také O
a jo délitelny jakymkoli pfirozenym &fslem. Jsou-li disla
zdporna4, je jejioh soudin ddleny dfslem j1 - a% na znaménko

k
v piipad$ lichého j - opét roven []] , kde % je absolutni
hodnota nejmendiho z nich.
8.6 Soulet kombinalnich &fsel [ :] je pro lichd & roven soudtu

prvki (n — 1)-tého fddku Pascalova trojihelnika. Totéz
platt pro sudé k.

8.6. a) 282
b) (—1)

8.7 a)(a + )P = (a + b)P (a + b)™
b) MnoZinu vEech m-prvkovych podmnoZin (m + p)-
prvkové mnoziny rozdélte podle toho, kolik z urditych p
prvki obsahuji.

88 (a +b)® = (b +ap

8.9 3¢ [140] = 153090, ano

810 — 6 |3 u + 460w — 60 |3 pur + 136t —
— 54 |/3 pus + 2708

8.11 (10 + 1y* —1

8.13 1
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8.18 Pravé strana jsou prvni dva Sleny mnohodlenu na levé
strand, ostatnf jeho &leny jsou nezdéporné.

8.14 29 —1 = 511

8.156 2730 = 2.3.5.7.13, 28 = 32 déliteld
(Prdzdné mno%ind odpovidd dalitel 1.)

8.16 d) Jde o soudet podtu prvkd viech podmnoZin n-prvkové
mnoZiny. Jeho dvojndsobek dostaneme tak, Ze ke kazdé
podmnoZind pfidéme jeji doplnék a podty prvki sedteme;
vyjde n 27,

8.17 Vepsdnim nul vzniklo &islo (10¥+! 4 1)4, Jeho druhé od-
mocnina vznikne vepsdnim % nul do kaZdé mezery mezi
&fslicemi &fsla 121.

4.2 TUspofddejme prvky k-prvkové mnoZiny. Jeji podmnoziny
si vzdjemnd jednoznadnd odpovidaji s uspofddanymi
k-ticemi znamének + & — tak, %o na j-tém mistd je +
prévé kdyZ j-ty prvek mnoZiny je obsaZen v pFisluiné
podmno#ing; je jich V,(k, 2) = 2.

4.4 Platf a% na to, Ze pro k¥ = 0 neni pravd strana vzorce (12)
definovéna.

k k! p
4.6 K(j, k =( J =————— = Pyj, k —j). Zn situace
) j Tk — )t ol J)
popsané v Fedeni 4.2 si j-prvkové kombinace odpovidaji
8 uspofddanymi k-ticemi znamének obsahujfcimi prévd j

znamének 4.
4.6 P,(17,8,6,4) =

4.7 V,(6, 26) = 26¢
4.8 Pron = 4 si prisedfky Ghlop#iSek vzdjemnd jednoznadnd

35!
171 81 61 41

odpovidajf se &tveticemi vrchold a je jich tedy ( : )

49 4.6.3.23.4.5.2.12 = 794880
4.10 V(12,3) = 31 = 531441
4,12 PtihliZfme-li k potadi vagoni, V(5, 3) = 3% = 243.
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1
4.18 K,(10,4) = (13] = 286

351
(81

4,18 Pofadi rozd&lime na [p 1+ Pyt P "] disjunktnich

0,
skupin podle toho, na kterych mistech se vyskytuji

prvky 1. druhu. Je tedy

Po(Pu P ----Pk) =
+P+ ... +
= [pl b P pk] Po (Pas - - -1 Pr)-
1

Opakovénim tohoto postupu dostaneme vzorec ze cvid.
4.16. Ten pfejde ve vzorec (13) zlkrdcenim faktoridld.

4.14 Py(5, 5, 5, 5, 5, 5, 5) =

—1
4.17 &) Ko(n, k) =[” "'": ]-Reéen.{ 1y Tay - - - @y 8 bOBEZ

vzédjernnd jednoznadnd odpovidaji 8 n-prvkovymi kom-
binacemi s opakovédnim z prvkd m,, m,, ..., m, v nich
se pro ka%dé ¢€(l, 2, ..., k} prvek m; opakuje prévé
z,-krét.
b) Ekvivalentni rovnice
(1 —¢) + (@a—e)) + ... + (Txr—0¢) =
=N—C—C— ... —C

mé v daném oboru privé tolik Fefeni jako rovnice

' yl +3/| + DR +yk =ﬂ;0;—o,—...—ck

v oboru nezdpornych celych &isel, totiZ

[n +I-:—c,—k¢:,—;...—c,‘—l)Vpﬁpa‘déol +
+e6+ ... +0, =n o %4dné v pHpadd ¢, + ¢, +
+ ... +6g > n.
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¢) Pravé tolik jako rovnice
o+ + ... Tt TR, =0

" v oboru celych nezdpornych &fsel, tedy podle a) ( n : k) .

4,18 Véta se dokazuje analogicky k dikezu binomioké véty,
jejim# je zobecndnim: Roznésobime-li nm Slend
(6, +a,+ ... +0g) (6, +a,+ ... +a,) ... (6, +

+ as + ... + a,), dostaneme sdftanec a,k1a."r ... anFm

tolikrét, kolik je pofadf s opakovénim k, prvku a,, %,
n!

rvkld a,, ..., k, prvkl a,, totif ——— — .krét.

P v oooor Bm P e Tl kgl <o dod :

—1
Vpravo je [” + : ) séftanci.

4.19 a) Jde o soudet viech podtd pofadi s opakoirdnlm k,
prvki 1, druhu, &, prvka 2. druhuy, ..., &, prvka m-tého
druhu, &ili o podet viech (k, + &y + ... + ky,)-prvkovych
variac{ 8 opakovénim z m prvii.

b) Dosadte do multinomické véty a,=a,= ... =a,=1.

4,20 Vzhledem ke kombinatoriokému vyznamu je
(G, + 65 + ... + ay)!

ayla,l ... a,l

4.21 j-prvkové variace 8 opakovénim z prvkd mnoZiny
M = {m,, m,, ..., m} jsou prdvd prvky kartézského
soudinn M x M x ... x M,

j-krét
LAY
51 K79 K9 = 4] 5] - 708

2
6.2 P(5) K(2, 32) K(3, 32) = 6! (3:] (3: ]

6.8 Py(8,5,4,4,8,3,3,2,21,1,1,1,1) K(6, 38) =

= 1.

_ 391 38
T 8IBN41)3 (31) (21)° (6]
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5.4 P(3) P(6) + K(2, 4) P(3) P(5) = 3151 + [ ;] 3151 = 5040

5.6 a) nezméni se,
b) bude polovidni.
P(k) k!
56 —— =V(k—3, k) = — (k]
6 7G) V( 3, k) T (% jo podet zévodnfiki)
6.7 Metodou matematické indukece.

8.8 Oznadme s, podet vlajék, které se nezméni obrécenim,
1 1
Hledany podet bude s, + Y (v — 8p) = 2 (vn + 84).

Pro sudd » je 8, = v, . pro lichd nje 8 = v,_, +
z T2
+ va, = Vn41.
=t =
6.9 V prvnim p#ipadd je kaidé Sestice poditéna dtykikrat
e ve druhém p#padd ttikrdt. Vysledek mé tedy byt

[ (30 (- e

5.10 K(2, 4) K(4,7) + K(3,4) K(3,7) + K(4,4) E2,7) =

-(3)()+()G)+ () -m

8.11 Neni. Vybereme-li nejprve Petru a Pavlu a pak k nim
pfidéme Janu, Karla, Frantu a Vaska, dostaneme totéZ,
jako kdy% nejprve vybereme Pavlu a Janu & pak k nim
ptidéme Petru a ty tii chlapce.

P(20 + 4) 241

512 ——— — = ——

Pd) 4
5.18 K(4, 10) — K(2, 8) = [lf] - (:] - 182.
514P211111P22K48—7l At 8
14 Py(2, 1, 1,1, 1,1) P2, 2) K(4, "WW[J
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8 P(6)? 17(8!)*
PO o gy PO _ 176
2P(4) 2‘ P(3) 28 41 )
5.16 V dvahu pFichdzeji pfipady FaTaFaTaFaTaF nebo
TaFaTaFaTaFaT, kde a oznafuje Anglitana, F' blok
Francouzi a T blok Turkd. Hledany podet bude

P(6)P(7) P(10) [K(3,6) K(2,9) + K(2,6) K(3,0)] =

anf(§(2)+ ()] - .o

5.17 K(1, 3) K(11, 33) V,4(22, 2) — 2P,(11, 11, 11) =

_ [3][33) 91 _ o 331
1Jl11 (111)

Jiné feleni:

5.15

10 :
P(3) T Py(11,u,22 —u) + Pe(11,11,11) =
u=0
33!
=6 ,Eo Tt w! (22 —a)!
5.18 1568
5.19 (41)*
5.20 Cislic neobsahujicich p&tku; je jich 90 = 531 441.
5.21 Pro n schodd oznatme polet zpusobi s,. Zfejmd s, = 1,

8y = 2, 8, = 4. Pro n > 4 plati rekurentnf vzoreo
8y =8p_y + 842 + 3p_a.
Odtud po nékolika krocich dostaneme
8,0 = 274,
5.22 a) Jo jich prdvé tolik, jako je viech F4dkia slofenych z j
znamének + a k — j znamének —, pFitem? %ddnd dvé +
k—ji+1
nejsou vedle sebe. Podle tdlohy 6 je jich[ J + ]pr.o
J

2 <k + 1, 0 jinak.
b) Podobné jako v a) pfevedeme problém na tlohu 7.
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—1
5.28 Pro n = k prévé ( : ) ) Fedeni, jinak Z4dné.

a) Redeni si vzdjemnnd jednoznadnd odpovidajf 8 n-prvko-
vymi kombinacemi s opakovdnim z k prvkd, v nich se
kaidy prvek opakuje alespoii jednou. Ty si vzdjemnd
jednoznatnd odpovidajf se viemi pofadimis opakovdnim
n tedek a k— 1 ddrek takovymi, %e Z4dné dv& d4rky
nejsou vedle sebe. Ddle viz dlohu 6.
b) Ve cvid. 4.17b) polofime ¢, =0, = ... = ¢ = 1.

5.24 Je-li k = 1, 24dné takové FeSeni neexistuje. Pro &k = 2
existuje jediné takové FeSeni. Dédle bud &k > 2. Redent,
pro né% z, < 3, je stejny polet jako téch, pro né% =z, >
> ;. Vilech feent je prévé [2" 1-: k N ! ] (viz ovid. 4.17).

Urdime, pro kolik z nich je z, = z;. UvaZujme rovnici

Zy+ oo+ Tpy =2(n—2)
o neznémyoh z,, ..., 2x_;. To mé pro kazdé oelé
z€{0, 1, ..., n} prdvé .
2n—2z) + k—3
(7
feden{. Podet viech Fefeni, pro néZ z, = zy, je tedy

2 (2n—z)+k—3
zfo[ k—3 ].

Hledany potet je pak

1 2n +k—1 ')':‘ 2n —z) + k—3
1 (G R G | |

5.25a)["';1](”'2"1]

min (m, n)
b) Z m—r+1l)in—r+1)

=1
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5.26
5.27

5.28

120

m n
2 [2
Pokud a + 1 < b, budeme peédt a € b.
JostliZe
1sa, €6, ... K06, 549,
potom :
1Sa,<a,—1<... <a,—5 = 44.

Obrécend: Jestlize
18b, <by;<... <by & 44,
je
1 Sb, Kby +1&... &by +5 < 49.
Bestio, které vyhovujf podmince, je tedy privd tolik

44
jako viech Sestio z (1, 2, ..., 44}, toti2 [ 8 ) .

Je jich prdvé tolik jako viech desetiprvkovych kombi-
naci 8 opakovénim z n prvkid (nulu ale nepodftéme), tedy

[n + 9]_ 1.
9 . L]
Také jo to viddt z obrdzku (srovnej cvis. 1.11).

g.-

Al

4667

th,-ht.no,

-~

12 3 4



6.1

6.2

6.3

MU MU UM = My - (M) + ...+ (M,
viechny ostatni &leny vypadnou. :
Pro k = 1 je tvrzeni trividlni. Pro k = 2 princip plati.
Bud n > 1 pfirozené &islo a piedpoklédejme, %e pro n
mnoZin vzorec (15) plati. DokdZeme, Ze pak plati i pro
n + 1 mnoZin: )
M, UM, U ...UM, UM, | =|MUMU...
L UMODUM, L = 1M, UMU ..U M, +
+ IMn+1| - [(M, U M, v...U M) N Mn+1| =
= lquMaU UMnI + IMn+1|—
- |(M1 n Mn+1) U (M, ﬂ Mn+1) U K
v UM, 0N M)
Podlo indukénfho,pfedpokladu odtud dostaneme
| M, U M, V...V Myl = E(—1)yh |Mi1 0 1”1': n...
e n Mi,l + IMn+l| - E(—l)’+1|(Mil n Mn-n) n
NOWM,NM)0 ... 0 (M;, O ML),
kde se séité pFes viechny @ # {jy, jo .., i} C{1, 2, ...
.., n}. Vzhledem k tomu, Ze
(l‘fl;‘l ﬂ Mn+1) n (Mi, n Mn+1) n s n (My‘,. ﬂ Mn+1) =
=M; 0 M;, N...N0 M;, NM,.,,
dostdvdme
M, U M, U ... UMyl = S(—1y" M, 0
OM;, 0 ... O0M,)

kde se stitd pres viechny @ # {j,, js .-, 5} C (1,2, ...,
.., 0 + 1}, co? jsme méli dokézat.

BudmeM, M, U ... U M. Viechny z uvaiovangoch
mnozin, do nich% prvek m pat¥i, budte My, M,, ..., M,

Na pravé strand_ je prvek m zapodten pravé v téch sdi-
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6.4

122

tancich, které odpovidaji podmnoZindm {j,, j» ..., jr}
majieim neprédzdny prinik s mnoZinou {g,, ¢, ..., q,}-
Ka?dé takovd podmnofina je tedy sjednocenim ne-
prézdné podmnoziny P C{g;, ¢, ..., 4,} & podmnoZiny
P C{1,2 ...,k —{q1 Qs - - -» o}, 8 ObTdcond. Prvek m
je tedy na pravé strand zapodten prévd v (2° — 1) 2k—
sdtancich, vidy se znaménkem (—1)/PI+IP1+1 Rozds-
lime-li mnoZiny P,P’ podlé podtu prvki, vidime, Ze
piispévek prvku m k pravé strand tedy je

pm) = T(—1)i+* (”]( "—.”], |
i J

kde se stité pFes viechny uspofédené dvojice (¢, 7) takovs,
tes€(l, 2, ..., v}aj€{0, 1, ..., k—v}. To pfepifeme
& upravime:
k—v - ?
pom) = 2 13 (* %) Bl ) =
j=0 J i=1 4
b —
= 2 (—l)i{k . v] .
i=0 J
Posledni stitanec je roven nule s vyjimkou v = k (tj. m€
eM,N M, ... O M), kdy joe roven 1. Tim je dikaz
proveden.

Jiné Fedeni: VEechny séitance na pravé strand rozvineme
podle principu inkluze a exkluze. Analogickymi tvahami
jako predtfm zjistime, %Ze se pak viechny &leny tvaru

(Mg, O M, O ... O M| vyrudi s vyjimkou élenu
M, OM, 0 ... 0 M.

Jelté jiné feSeni dostaneme, postupujeme-li matematic-
kou indukef analogicky ke cvié. 6.2.

on % (—l)’[n] 2n — )
r=0 r -



6.5 V dloze 10 bude &k = 4, j = 10, ¢, ='3, g5 = 1, ¢; = 10,
¢, = 19, vyjde . . .

13 9 11y 7]
3) " 3J 3) T3
6.7 Plyne ze vzorce (17) pro
a)ye, =¢; = ... =¢ = L.
b)ey, =¢3 = ... =¢, = 0.
6.8 a) Prévsd tolik, kolik je n-prvkovych kombinaci s opako-

vénim z k prvka, pfi¢emz se 2ddny prvek neopakuje vice
nez devétkrdt. Podle vzorce (17) je hledany podot

'£ (—l)r[k][‘n——l(h‘+k—l] .
rm0 r k—1

om 1]

b) Prévs tolik, kolik Fedeni mé rovnice
(@, —a) + (s —a) + ... + (@ —ap) =
) =n— (G, + a3+ ... +ay)’
v daném oboru. Stejny podet fedeni mé rovnice
ht¥et+ . ..t =n—I(a +a + ... +a)
v oboru nezépornych celych &isel takovych, #e °

72.

Yy S by —a,y; < by—a,, --'vyk's bk—Qk- ’

iy
Té&ch je prévé tolik jako vBech [n — a,] -prvkovych
i=1

kombinaci s opakovénim z k prvka, pfiem# pro kazdé
t1€{l, 2, ..., k} se i-ty prvek opakuje nejvyse (b; — a;)-
-krét. - ‘
Podle vzoree (17) je jich
n— Za; — Xb; - | M|+ k—1Y)
Z(—1) | M| ( ieM ieM . ):,
) k—1
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7.1

7.2
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kde se sditd ptes viechny M C (1, 2, ..., k} tekové, Ze

M| + Za; + Zb; = n

ieM ieM
(symbolem M’ jeme oznadili mnoZinu {1, 2, ..., k} — M).
Oznatme M,, M,, ..., M,, mnoziny %Zékh v krouZeich.
Podle podminek v dloze je |[M, U ... U M,,| = 54,
M| 216, [My (V My () Mi] 2L (Mi () M; O Mi ()
() M| = 0. Podle principu inkluze a exkluze je |M, U
U...U My, = Z|M| — Z|M: () My| + Z|M: () M; 0
N Mg| (ostatni &leny jsou nulové). Je tedy
54 2 11.15— S|M: () Mj| + [13'].1

a odtud

IIM ) M| = 276.
Vlevo je (121) = b5 stitanch a aspoil jeden z nich tedy

musi byt vétsi nez 5.
Ze vzorce (19) je patrno, Ze se obd strany héi tim, Ze na

levé strand jsou &initele [l —_ —] ve druhé mocning, pravé
p

kdy#% se prvolislo p _vyskytuje v rozkladech obou é&isel m,
7 na prvodinitele. ProtoZe uvedeny &initel je men3i ne% 1,
plati dokazované nerovnost. Rovnost nastane, prévé
kdyZ jsou &isla m, n nesoudélnd.

Plyne ze vzorce (19).

k .
Je-lli n = pllpf' . p:", mizeme ho totiZ pfepsat na

tvar
k-1 k-1 k, -1
e(n) =p° P P (Pr—1)(Pa—1) ... (o —1).

Je-li n > 2, vyskytuje se v rozkladu &isla n lichy prvoéi-
nitel a &initel p; — 1 je sudy. '

Jiné fedeni: Je.li k ptirozené &islo, k < n & élsla, k, n
jsou nesoudélnd, je 0 < n —k < n a &sla n —k, k jsou
také nesoudélnd a pfitom ruznéd. Z toho vidime, %e polet



7.8

7.4

ptirozenych &isel mensich ne? n a zdroven nesouddlnych
s n je sudy.

Cislo 1 je mocninou jen sebe sama & tak je mGZeme vyne-
chat. Oznadme M,; mnofinu viech i-tych mocnin mezi
disly 2, 3, ..., 100 000. Vzhledem k tomu, %e 21 <
< 100 000 < 2%, jsou od M,, podinaje mnotiny M, prézd-
né. Je-li pfirozené &slo mocninou jiného ptirozeného
¢isla, je té% prvodiselnou mocninou néjakého pfirozeného
&sla. Uloha se tedy redukuje na spodteni |M,{) M, U
UnM, UM, UM,U M,,|. Jeitd si uvddomme, %e pro
navzéjem riizné prvodfsla p, ¢, ..., 7 platf M, N M, N
N ...0 M, = M,,. .., Zkusmo nebo pomoci logaritmio-
kych tabulek zjistime

|Ma| = 315, |M,| = 45, |M| =9, |[M,| =4, [My|=1,
IMul =1,

1M, 0 M| = [M,| = 8,|M, ) M| = |M,,| =2,

. IMI n le = luul = lvl”l n Mll = lMul =1,

a ostatnim kombinaocim prvodfsel odpovidaji prézdné
mnoZiny. Podle principu inkluze a exkluze je hledany

. podet

316 + 46 + 9+ 4 +1 +1—5—2—1—1 = 366.
a) Jo-li n = phip3s ... pP* rozklad ne prvodinitele, jsou
nenulové prévd sditance u(p;p;, ... P;,), kde 0 = {F1s
Jo - 033 C{1, 2 ..., )} & u(1) = 1. Pro kaidé re(l,

2,...,k} dostévéme[ ] séftancld rovnych (—1)7, celkem
r

k k k
tedyl——[l) +(2]—... +(——1)"(k)_=0.

b) Jiny tvar -vzorce (18).
¢) Jiny tvar vzorce (20).

~d) Analogicky jako u vySetfovén{ funkee n(n) dostaneme

n—1=3%(—lyn|l—2 |,
P;, Piy - - P,
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kde se-stitd pies vechny @ £ {4}, s -. ., 51 C {1, 2, ...
., n(n)}. To je jiné forma dokazovaného vztahu.

‘ 3y (4 ~
8.1 a)p,=s,—l2Js,+l2)s.,kdes,=7+18+3+
4046 =42 5, =5+2="Tas =0,tedyp, = 21

2 3
b) a, ==.9,-'—[1]8, +[2]8. = 28

8.2 a) M; budte televizory s i-tou vadou. Zndme a, = 10,
8 =T+8+4=16ap,=1+1+2 =4 Hleddme
‘Py(= a3 = 9;). Z rovnic

@, =8, — 8y + 8y
Pa = 8y — 38,

dostaneme seétenin}
8 = ?(31—‘“1—'?:) =1L

- b) M, budte televizory s poSkozenou skfini a i-tou dalsf
-vadou (pro 1€{l, 2}). Zndme p, =1 + 2 = 3 a 2 a)
Py = 1. 0dtud a, = p, + p; = 4. Kazdy ze &tyt televi-

- zori 8 pofkozenou sk¥ini mél teay jodtd néjakou dalsf
vadu, takie pouze poSkozenou skfifi nemsdl Zddny tele-

vizor.
8.8 Podle (24), (22), (3) a (2) dostdvdme
L F+1 : k
8 =p; + j Piypn + ... + j P = (8, —8j4) +

. +[j j l] (@41 — 841) +'... +[;°)ak =q +
R GE GRNCD
[ i SR i
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8.4

8.6

8.6

j +1 —1 e
+[;il]a,-+,+ +[‘I;—l ] G = G; -+ (':]a,+l+
+ [.1 ;l]a,“ + .+ {’;_;]ak .

Oznadme M; mnoZinu tlumodénfikii, kte znaji -ty jazyk
(i€{1, 2, ...., 6}). Zndme s, = 36 + 32 + 31 + 30 +
+ 28 + 26 = 183, a, = 563,a; = 24,a, = 9,0, = 3
a a, = 1, hledéme a,. Podle cvit. 8.3 je

A = 8, — Gy — Gy — By — G5 — G = 93,

Rovnaji se, pokud f(m) = 1 pro viechnameM, ) M, {)
U...UH,. '

Obsah (objem) mnoZiny M budeme nynf raddji znadit
o(M). Pro kazdou @ # {j,, js ---, F3C{1, 2, ..., k}
oznadme M’J- . -+ 4, mnoZinu viech bodd roviny (prosto-

ru), kterd leZf prdv® ve viech mnoZindch M, , M, ... M;

1 4
(& ne v ostatnioh). (Pro kolddovité mnoZiny M;, jaké se
ve Skole obvykle pro nédzornost malujf, odpovidaji mno-
Ziny M,l,-'. . .3, jednotlivym politktm, ne né% se rozpadé
obrdzek). V té&ch, které jsou neprdzdné, zvolme bod
Biljl gy apoloimef(B,-lj’ .. .,") = O(M,'li.. . .7"). Nézorns:
do bodu B, .. je soustiedén obsah (objem) mnoZiny M _.
podobné jako ve fyzice hmota télesa do hmotného bodu.
Pro kazdou mnozinu TCM, U M, U ... U M; definuj-
me jako 7" mnoZinu v8ech B...€T a poloZme f(T") ==
- Z

" Be T"f(B)'

(V&imnéte si, e mnoZiny T jsou koneéné a %e pro mno-
giny M,, jejich priniky a sjednoceni plati f(M’) = o(M).)
Vzorce plati podle cvig. 8.5. )
Poznamenejme jesté, Ze misto s body B, .. jsme mohli pra-
covat pfimo s mnofinami M,,, a chdpat je jako prvky
mnotin T".
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9.1
9.2
9.8

9.4

9.5

9.6
0.7

9.8

9.9
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a) Prvnf matice je ratice soustavy linedrnich rovnic vy-
jadfujicich &isla s; pomoci &isel a,, a5 ..., a;. Druhé
matice je matici soustavy linedrnich rovnic vyjadiujfcich
¢isla a; pomoci ¢&isel s,, 85, ..., 8. Ob8 matice jsou proto
inverzni.

b) 8kaldrni soudin p-tého ¥ddku prvni{ matice a g-tého
sloupce druhé matice je zfejm& pro p > g roven 0 a pro
P =gqroven 1. Pro p < g je roven

(-

t=p p—1 8 —1

= T (—-1)°+~[q—1][q_") -
=—p p—1 8—p

- q—l]{‘. 1 a+,(9+a)_0
[P"‘l c-p( ) 8—p

dye
3601 dygy .
2nld, '

zl(,:]d,prok 2z

n! d"-1
n
Utijte rekurentniho vzorce z 2. feSenf dlohy 11.
Vzoroe plyne z (28) i z odvozenych rekurentnich vzored,
z nich% je pro numericky vypodet nejvyhodndjsf.

. "
B 1y (7] e —n

j=0 J

Rozd8&lme uvazovand pofadi ne disjunktnf skupiny podle
toho, kde v nich jsou prvky m,, m, Jsou-li na 2. a 1.

mist8, dostdvdme d;_, pofadf, jsou-li na 2. a 3. misté,
dostdvédme podle principu inkluze a exkluze

k-3 . .
z<—n1kj3]m—2—ﬁ!

j=0



pofadf, a pro kaZdou z dalsich 2(k — 3) moZnost{ opét
podle principu inkluze a exkluze

k-4 k—4
P (—-l"[ . ](k—2—j)!
jm0 J
pofadi.
Celkemn

b—4 k—2 k—
z —[(* )+ )+
J=0 J J

+ 2(k—-s>[ ]] (k—2— )l + (—1FS (b —2)

potadf.

9.10 Je-li knf¥ek n, ¢, zplisoby.

9.11 Plyne to srovnénim vysledkd iiloh ll a 12. Pokuste se
o kombinetorické vysvétleni.

9.18 z(k, p)

9.14 a) Na obou stranéch je z(p, p).
byz(p,p + 1) = 0.

9.16 Poutzijte vzorce (30).

9.16 Oznadme p, ¢ podty prvki mnotin P, Q.

a) ¢¥

b) —— <

)(q—p)' prop =14

c) z(p, q)

d)ptprop = ¢

o}(g +1p—1
P q! P q!

f)[l] @— D! +(2}E—2)! e
+(p]zq—é'—) kde m = min(p, q)
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P
g)[q)z(q.q)+[ +l)z(q-kl Q)+ ..+
+

[ ]2(p.q) prop 2g¢

) — prop gq
(p—

9.17 Vyjde Ic’.
30 30
9.18 —
15 16
9.19 V pipadsu <v u!v![(u + ”) - (“ + ”]]
u u+1
zpusoby.

90.21 Pron =1je Jen jedna mezera mezi dvéma Zidlemi,
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