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PREDMLUVA

Teorie feSent funkciondlnich rovnic je jednim z nejstarsich
odvétvt matematické analjzy. K rozpracovdni této teorie
podstatné piispéli matematics Euler, d’ Alembert, Cauchy,
Gauss, Weiersirass, Abel, Darboux, Hilbert a daldi. Ulohy
vedouct ma funkciondlnt rovnice vznikaji nejéastéji pii
fedent problému, z geomelrie, mechaniky, aerodynamiky
apod.
Udelem této knitky je sezndmit &endfe v pomérné ele-
mentdrnd formé se zdkladnimi mySlenkams, jichE se pfi
Fedent funkciondlnich rovnic usivd. Knitka si prirozené
neklade ndroky na vplnost. Teorie funkciondinich rovnic
je na jedné strané tak bohatd, Ze je sotva moiné postihnout
ji vylerpdvajicim zpisobem, na druhé strané je jejt vijklad
v této publikact koncipovdn tak, aby byl srozumatelny
i pro Ctendre, kierd se v matematické analyze orientuji jen
zcela zbé&né.

Knitka je urlena pfedev¥im Zdkam mnejoyd¥ch tfid
gymndzit a pramyslovych Skol. Nékteré partie mohou
pochopit 1 mlad$i Zdci (napitklad zaldtek proni kapitoly ),
je vdak tfeba, aby se pfed Cetbou této kniZky sezmdmils
8 pojmem limity posloupnosti a 8 pojmem spojité funkce.

Vijklad je zaloZen na fadé pfiklada a tloh, jejichZ fedeni
podle autorova minéni nejlépe ilustrujt metody, o nichZ je zde
pojedndno. V zdvéru pront kapitoly se vysetfuje jistd niko-
ltv nezajimavd aplikace funkciondlnich rovnic. Nékteré
skutebnosti a véty z matematické analyzy jsou dokdzdny ve
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druhé kapitole, pfiemZ jsou timio zpisobem vyplnény
nékteré mezery ve stiedodkolské ldtce z analyzy.

Awutor doufd, Ze tato kniZka pomide zvidavym Zdkim
v jejich pHpravé na razné formy mimodkolské &innosts
v malematice, jako jsou matematické olympiddy, soutéZe,
prehlidly tvofivosts mlddeze apod.

Zdwvérem bych rdd vyjddiil svou hlubokou vdéénost Petru
Kenderovovi a Michailu Kitanovovi, ket mi jako recen-
zentt svymi pozndmkams a pripominkam: pomohli a pfi-
spli k definttivni podobé knitky.

Sofie listopad 1976 Autor



UVOD

V této knf¥ce se budeme zabyvat pFedeviim funkeemi
jedné proménné, kterou budeme obvykle znaéit pisme-
nem . Funkce pak oznaé¢ime malymi latinskymi pisme-
ny f, g, h atd. Nékdy, ptijde-li o zndmé funkce, pouzijeme
i velkych pismen F, G atd.

Pfesnou definici pojmu funkciondlni rovnice nejsme
s to podat. Lze vsak fici, Ze to je rovnice, u niz se hleda
jistd nezndmé funkce (nebo i vice neznamych funkef) na
zdklad® zadanych vlastnost{ této funkce; tyto vlast-
nosti jsou vyjad¥eny rovnostf, nebo i nékolika rovnostmi,
v nich% nevystupujf derivace a neurdité integraly téchto
funkcf. Mame-li napf. Fesit funkcionalni rovnici

fz + 9) = fl@) + f(y),
znamend to, Ze hleddme vsechny funkece f(x), které uve-
dené rovnosti vyhovuji.

Obecnéd metoda feseni funkcionalnich rovnic neexistu-
je. V dalsim se zaméfime pfedevifm na dva postupy,
pomoci nichZ je mozno Fedit jisté t¥idy funkcionalnich
rovnic. Tyto metody lze podle autorova minén{ povazo-
vat za klasické a snad za nejlépe ilustrujici podstatu
pojmu funkecionalnf rovnice.

Soudasné s témito metodami se na zakladé FeSeni
konkrétnich p¥ikladit zminime i o jinych zplsobech
feSeni funkciondlnich rovnic; tyto postupy se viak od
obou zminénych metod nijak podstatné neodlisuji.






Kapitola prvni

SUBSTITUCNI
METODA

1. FORMULACE A PODSTATA METODY

Substituéni metoda ¥eSenf funkciondlnich rovnio spo-
¢vé — Fedeno co ,,nejobecnéji’ — v nasledujfefm postu-
pu: Predpoklidéme, Ze dand funkcionalni rovnice u%
néjaké feSenf md, a vhodnymi zéménami proménnych
a dosazovianim konkrétnich hodnot se snaifme najit
explicitni tvar tohoto Yedeni. Poté ovéfime, zda takto
ziskand funkce dané funkciondlni rovnici také skuteéns
vyhovuje. '

Objasnime to na jednom konkrétnfm p¥{kladu: Redme
funkcionalnf rovniei

(1) f@+y) + 2f@—y) — 4(x) + zfly) = 3y* —

— x? — 2zy + >3,
pritemz se budeme zajimat jen o takové jeji Fedenf f(x), jeZ
jsou definovana na celé éiselné ose (tj. pro viechna z).

Predpoklidejme tedy nejprve, Ze f(z) je jedno takové

fefeni, a oznaéme f(0) = c. PoloZime-li pak v (1) y = 0,
dostévime

—f(x) + cx = —2*
neboli

(2) (@) = a* + cx.



Dosadime-li nynf funkci (2) do rovnice (1), dostaneme
vztah

—¢(z + y) + cay = 0.

Tato rovnost mé byt splnéna pro libovolné reilné hod-
noty  a y; to viak znamend, Ze funkce (2) bude funkcio-
naln{ rovnici (1) fedit tehdy a jen tehdy, bude-li ¢ = 0.

Rovnice (1) ma tedy jediné Feseni
Ha) = 2.

2, NEKOLIK PREEKLADYV

Nez se budeme zabyvat nékterymi obecnymi t¥fdami
funkcionalnich rovnic, jez lze Fesit substituéni metodou,
zastavime se jesté u nékolika konkrétnich pfiklada.

a) Budiz a > 0, a # 1 reilné &slo. Redme funkecio-
nalni rovnici

(3) flz + y) = {(y).a,

pfiéem? i zde budeme hledat jen takova jeji feSenf, jez
jsou definovana na celé &iselné ose.

Ptedpokladejme, Ze f(z) je jedno FeSeni funkcionalnf
rovnice (3). Oznalime-li f(0) = ¢ a poloZime-li v (3)
y = 0, dostdvame vztah

f(x) = c.a®.
Z rovnosti
c.a®v = (c.av).a?,
ktera je splnéna pro libovolnd redlna &fsla x a y, naopak
plyne, Ze ka%da funkce tvaru f(xr) = c.a? kde ¢ je libo-
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volné pevné reilné &fslo, je feSenfm rovnice (3). To tedy
ukazuje, Ze rovnice ma nekoneénd mnoho Fefeni, je
jsou déna formulf ’

Hx) =c¢.a°
8 libovolnou redlnou konstantou c.

Zde je tfeba poznamenat, Ze takto urdend FeSeni rov-
nice (3) ,,pokryvaji celou rovinu“. Tato slova majf
nisledujici vyznam: Necht je v roviné zadana pravoihla
soufadnicova soustava O(z, y) a nechf je M libovolny
bod roviny o soufadnicich « a f. Pak tvrdime, e exi-
stuje pravé jedno feSeni rovnice (3), jehoZ graf pro-
chdzf bodem M.

Nez budeme toto tvrzenf dokazovat, poznamenejme,
%e graf néjaké funkce f(x) prochiz{ bodem Mla, ]
tehdy a jen tehdy, je-li § = f(a). ProtoZe viak rovnice

ca* =f
mé pro libovolnd « a f jediné feSeni vzhledem k ¢:
¢ = f.a"°, existuje jen jedina funkce

f(:t) = ﬂ.a—“.a,z = ﬁ_am—a’

kterad je FeSenim funkcionélnf rovnice (3) a jejiZ graf
prochézi bodem M[«, ].

b) Redme funkcionalnf rovnici

4) flxz+9)—2f(x —y) + flxr) —2/(y) =y — 2.

Pripustme, Ze f(x) je jedno jeji fefeni, a poloZme
¢ = f(0). (Opét zde pfedpokladame, %e funkce f(z) je
definovina pro vSechna z € R.) PoloZime-li pak v (4)



nejprvex = 0,y = tapotomz = 0,y = —t, dostavime
vztahy

1(6) — 2f(—) 4 ¢ — 2f(t) = ¢ —2

) — 2f() + ¢ — 2f(—t) = — ¢t —2;
po upravich odtud plyne
O —2f(—t) =t—2—c,
—2ft) — f(—t) = —t—2—c.

Jestlize druhdu z téchto rovnosti vynasobime éislem —2
a vysledek piidteme k prvnf rovnosti, dostavime

3t -2
foy = XE2te,

JestliZe naproti tomu poloZime v (4) y =0, x = ¢,
dostaneme vztah
&) — 2f(¢t) + f() — 2c = —2,
z kterého plyne, Ze ¢ = 1.

" Vie, co jsme dosud Fekli, nas pfesvédéuje o tom, Ze
pokud je f(x) ndjaké FeSenf dané funkcionalni rovnice,
musi byt f(x) =z 4 1. Bezprostfednim ovéfenim se
také presvédédime o tom, Ze tato funkee f(z) je skutednd
fesenim rovnice (4).

A tak mé funkcionalni rovnice (4) jediné feseni

f) ==z + 1.
¢) Resme funkciondlnf rovnici
(6) =z +y) + flz—y)—f@) ={y) +z—y.
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Piipusfme, e f(2) je jedno jejf FeSenf, a oznadme stejné
jako v predchazejicich pikladech f(0) = ¢. PoloZfme-li
pak v (5) y =0, dostaneme f(z) =c + z; je-li tedy
f(x) feSeni funkcionalni rovnice (5), je f(x) =c¢ + .
Dosadime-li takto uréeny vyraz pro f(x) do rovnice (5),
dostaneme rovnost

cet+@@+y)tet@—y)—(c+2) =
=cC + y + X — y’:
kters je ztejmd ekvivalentnf s rovnostf
y—y*=0.
Tato rovmost musf bft splnéna pro libovolné realné

hodnoty y. Toto posledni. tvrzeni je viak nepravdivé,
a proto funkcionalnf rovnice (5) nema Fesen.

8. FUNKCIONALNI ROVNICE
“fx + y) = F(f(y), =)

Podive]‘me se ny'n.i pondkud podrobn&ji na FeSeni
funkcionalni rovnice (3). Je zfejmé, Ze se jedna o spe-
cidInf p¥ipad obecnéjsf funkcionalni rovnice

(6) f@ +y) = F(f(y), 2),

kde F(u, v) zna¥f libovolnou funkei dvou proménnych.
(V ptipadé (3) je F(u,v) = u.a".) Nyni uréime, zZa ja-
kych podminek na funkei F(u, v) ma rovnice (6) feseni
a jak lze toto feSeni najit.

Abychom takto formulovanou tlohu vyi'esxh zadéne-
me hledat feSenf rovnice (6); pfitom pouZijeme postupu,
jim% jsme Fesili funkcionalni rovnioi

flz +y) = {(y).0°.
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Pfipustme tedy, Ze f(z) je néjaké Feleni funkciondInf
rovnice (6), a oznatme f(0) = ¢. PoloZime-li v (8) y = 0,
méme

,(z) = F(G' z),
a odtud dostdvime pro z = 0 vztah
1(0) = ¢ = F(c, 0).

Jinymi slovy: Ukédzali jsme si, Ze pokud mé funkciondln{
rovnice (8) fefeni, musi funkce F(u, v) spliiovat nésle-
dujici podminku: existuje redlné &fslo ¢, pro né% je
(7) F(e, 0) =c.
Z rovnosti f(x) = F(c, ) véak plyne, Ze je
e +y) = Fle,z + y) = F(fy), v) =
= F(F(c, Y) z),

neboli

F(c,z + y) = F(F(c, y), ).
To zase ukazuje, Ze funkce F(u, v) musi spliiovat i pod-
minku
(8) F(cv z + y) = F(F(C, y): ).

Mé-li tedy funkcionalni rovnice (6) mit fedeni, je
nutné, aby funkce F(u,v) vyhovovala rovnostem (7)
a (8).

Predpokldddme-li naopak, %e funkce dvou promén-
nych F(u,v) vyhovuje rovnostem (7) a (8), pak je
z rovnosti (8) ziejmé, Ze funkce f(x) = F(c, z) je Fefenim
rovnice (6). Tim jsme viak dokézali nasledujici tvrzeni:

Yita. Funkciondlni rovnice
flz + y) = F(f(y), )
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md fedent tehdy a jen tehdy, spliiuje-li funkce dvou pro-
ménngjch F(u, v) tyto dvé podminky:

a) existuje rediné &slo ¢, pro nék je
F(c,0) =c¢;
b) pro kadé rediné &islo c, pro néZ platé a), plat také
Fe, z + y) = F(F(c, y), x).

Véechna fedeni viyde uvedené funkciondlné rovnice jsou
ddna formuli

f(z) = F(c, =),
kde c je redlné &slo, pro néf jsou splnény podminky a) a b).
Disledek. Je-li funkce f(z) fedenim funkcionding rovnice
(8), je jejim Felenim ¢ funkce
9(z) = (= + a),
kde a je libovolné rediné Hslo.
Dikaz. Jo zfejmé
g(x) = f(xz + a) = F(c, z + a) = F(F(c, a), 2),
a odtud dostévame
gz +y)=Fl,z+y+a) =FF(,y + a),2) =
= F(g(y), z);

to viak znamena, Ze g(z) je FeSenim dané funkciondln{
rovnice, & ditkaz disledku je proveden.

BudiZ nynf M takovy bod v rovind, ktery méa vzhle-
dem k ndjaké pravoilhlé soustavé soufadnice a a f.
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Zajimé nés, zda funkoiondlnf rovnice (6) mé Fefenf,
které ,,prochézi* bodem M, tj. pro né% je splnén vztah
B = f(«). ProtoZe vSak vSechna Fefenf rovnice (6) majf
tvar f(z) = F(c, z), kde pro reilné &fslo ¢ plati rovnosti
(7) a (8), musi zfejmd platit: M4-li mit funkeciondln{
rovnice (6) FeSenf, které prochdzi bodem M[a, §], mus{
existovat realné &islo ¢, pro néZz funkee F(u, v) spliluje
rovnosti (7) a (8), a kromsé toho takové, Ze plati

F(c, a) = 8. .
Véta. Funkciondlni rovnice

=+ ) = F(f(y), 2)
md fedeni f(x), vyhovujict navic podmince ﬂ = )‘(a),
tehdy a jen tehdy, existuji-li redind &sla ¢ a z,, pro néZ je
F(C, zo) = ﬁ’
F(c, 0) = ¢,

F(c,x-l-y) =F(F(c,y),$)-

Daikaz. Z Gvah, které jsme provedli vyse, vyplyva, Ze
pokud m& rovnice (6) FeSeni f(z), pro néz je f(a) = B,
jsou podminky véty splnény. (Za &islo z, mtiZzeme volit
tislo a.)

Necht tedy naopak existujf realna &isla ¢ a z,, pro néz
plati vySe uvedené vztahy. Podle pfedchazejici véty
je pak funkce f(x) = F(c, x) Fefenfm dané funkcionalnf
rovnice. Podle dusledku této véty je pak FeSenfm i funkce
g(x) = F(c, z + xo — «), pro niz dale plati

g(a) = Flc, a + @y — «) = Fle, 20) = .

Véta je tim dokazéna.
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Podivejme se na zavér na dva pkklady, které ilustrujf
nase obecné poznamky.

a) Re$me funkcionélni rovnici

(9) flx + ) = )P
To je zfejmé rovnice tvaru (6), nebot zde je F(u, v) =
= ur. Ale
F(1,0)=1°=1,

Flz+y)=1tv =1 = (Iv)2 =
= F(F(1, y), z),
a kromé toho je ]ednotka. zfejmé jedinym redlnym
tslem, pro né% nase funkce F(u, v) vyhovuje podmin-
kam (7) a (8).
Funkcionalni rovnice (9) mé tedy jediné i‘eéeni a. tim
je konstanta jedna: f(z) = 1 pro vSechna redlna z.”

b) Redme funkeionalni rovnici
(10) e +y) =2+ f@).

Také tato rovnice je tvaru (6), kde F(u, v) = u + o.
Kromé toho jsou pro kazdé realné &islo ¢ splnény rov-
nosti

F(c,0) =c+0=c,

F(Fe,y)z)=(C+yY)+z=c+(x+y) =
= F(c,z + y)

a odtud vyplyva, Ze viechna feSenf funkciondln{ rovnice
(10) jsou dana-vzorcem f(z) = ¢ + =z.

" Ponechdviame na &tenafi, aby rozhodl, jak je moZno
urdit FeSenf rovnice (10), které prochdzf{ nap¥. bodem
o soufadnicich [1, 2].
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4. JEDNO ZOBECNENI

Zobeonénfm funkeiondlnf rovnice (8) je funkecionaln{
rovnice

(1) Gz, ) = F(f(y), =),

kde G(z, y) a F(u,v) jsou dvé dané funkce dvou pro-
mdénnych. (Rovnici (6) dostaneme z rovnice (11), zvo-
lime-li za G(x, y) funkeci G(z, y) =z + y.)

Vita. Necht funkce dvou proménnijch G(x, y) a F(u, v)
apliiugt tyto podminky:
a) existuje redlné &islo @, pro nét je rovnice
Gz, a) =t

feditelnd vzhledem k z, ¢]. existuje takovd funkce x = g(t),
pro niZ je rovnost

G(g(t)v a) =1t
splnéna pro vdechna t;
b) existuje rediné &tslo b, pro né% plati
F(bn g(a)) = bs
F(b, 9(G(z, v))) = F(F(b, g(y)), ).
Pak md funkciondlnt rovnice
F(G(z, y)) = F(f(y), )
fedend f(z), jeZ je ddno formuli
(&) = F(b, g(z))-
Diikaz. Tvrzenf véty plyne bezprostiedné z rovnostf

H{G(z, ) = F(b, 9(Q(z, y))) = F(Fb, 9(y)), =) =
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Ponechdvime na d&tendfi, aby provétil, Ze pokud
funkece Gz, %) spliuje podminku a) a funkcionalni rov-
nice (11) ma FeSeni, splnuje funkce F(u, v) nutné pod-
minku b) vySe uvedené véty.

Aniz bychom se zaméfili na podrobnosti, ilustrujme
to, co jsme uvedli vySe, na dvou piikladech; prvni
z téchto prikladd budeme fesit pfimo (bez vyuzZiti prave
dokazané véty).

a) Resme frnkeionalni rovnici
(12) 1) = trwn=

Tato rovnice je rovnici tvaru (11), kde klademe

Gzy) = L a Flup) = £

Je ziejmé, Ze pokud je @ # O libovolné redlné &fslo,
mi rovnice a/r = t FeSeni vzhledem k z : & = a/t. Pied-
poklidejme tedy, Ze rovnice (12) ma fesenf f(z), a po-
loime ¥ = @, x = a/t. Dostavame pak

@) = [f(@)}e = ([{(a)] ).
Na druhé strané je uz z tvaru funkcionalni rovnice (12)
vidét, Ze pro viechna z musi byt f(z) > 0, nebof by
v opaéném piipadé nemél vyraz [f(y)]*/* smysl pro kazdé
z. Oznatime-li tedy ¢ = [f(a)]'/s, bude ¢ kladné reilné
¢islo.

Je-li tedy f(z) FeSeni funkecionalni rovnice (12), je
H(x) = ¢z, kde ¢ je kladné reilné é&islo. A obracené se
muzZeme bezprostiedné pilesvédéit o tom, Ze kazda
takové funkce také vyse uvedenou funkciondlni rovnici
spliuje.
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b) Refime funkciondIni rovnici

(13) 1) = =f(y),

kde je y > 0.
Tato rovnice je rovnici tvaru (11), kde klademe

Gz, y) =y a F(u,v) =uv.

Je znamo, Ze pro ka%dé realné éisloa > 0, a %= 1 mé
rovnice a® =t Fefeni x = log,t. Dale jsou z¥ejmé pro
ka%dé reilné ¢islo b splnény rovnosti

F(b,logea) = F(b, 1) =b.1 = b,

F(b, logy®) = b log,y® = z(b logy) =
= F(blog, y, x) = F(F(b, log.y), z).

Pak viak z vySe dokazané véty plyne, Ze vSechna Fesenf
funkecionalni rovnice (13) jsou déna formulf

f(x) = blog,z,
kde a, b jsou realna ¢&fsla, @ > 0, @ # 1, b libovolné.

6. FUNKCIONALNI ROVNICE
F(f(x + y). flz—y), f(x)' l(y)’ z,y) =0
Viimneme si nyni podrobnéji jedté jedné t¥{dy funkecio-

nélnich rovnio, které lze fesit pomoci substituéni meto-
dy. Jedn4 se o funkciondlnf rovnice tvaru

(14)  F(fz + 9), flx —9), f(®), {(¥), ., ) = O,

kde F(u,, u,, ug, %y, U5, %) jo danad funkce Sesti promén-
nych. (K rovnicfm tohoto typu patH rovnmice, které
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jsme vySetfovali v odstaveich 1, 2b a 2¢.) Zde nejsme
schopni vysetfit tyto rovnice podrobné a ve v§i Gplnosti
a odpovédét na otazku, jaké jsou nutné a postadujici
podminky, za nichz mé takto zapsand funkciondlni
rovnice feSeni — ta.k, jak jsme to uéinili v ptipadé rov-
nice f( x'+ y) = F(f(y), x). Pfesto zde pojedname o dvou
cestéch, jimiz lze funkeiondln rovnici (14) fesit — za
jistych da]élch piredpokladi ofunkei F(u,, #,, %y, te,%s, %g).

L. Predpokla.de]me Ze f(z) je néjaké fesenf funkcional-
nf rovnice (14), pfitemZ je funkce f(x) definovina pro
z = 0, a oznadme f(0) = c. PoloZime-li pak v (14) y = 0
a f(0) = ¢, dostavame vztah

F(f(x)! f(x)x f(x)v ¢, %,0)=0,
a odtud lze ptipadné uréit tvar funkece f(z)

A tak vidfme, e pokud funkce F(u,, uy, 1y, Uy, Us, )
md tuto vlastnost: existuje rediné &islo ¢, pro né& md rov-
nice

F(z,2,2,¢,2,0) =0

jediné fefeni vzhledem k z:z = f(z), pak tato funkce
H(x) — a jen ona — mate bijt Fedenim funkciondlnt rovnice
(14). Pochopitelné zde netvrdime, %e pokud funkce
F(uy, u,, ug, g, u;, %g) tuto vlastnost ma, ma uz také
rovnice (14) nutné feseni, a netvrdime ani to, Ze pokud
Feseni rovnice (14) existuje, ma uz funkce F(u,, u,, %,
U, Uy, Ug) VySe uvedenou vlastnost.

Podivejme se na dva pfiklady.

a) Redme funkcionélni rovnici
(18) f(z + ) + flz — ) = f(z) + b2y Vo) + 2.
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Funkce F(u,, 1y, %y, Uy, s, %g) zde ma tvar
3
F = u; + up — uyg — Gugug Vu,,—ug.
Pak je
F(z,2,2,¢,2,0) = 2z —a?

a odtud plyne, Ze pokud je f(z) Feseni funkciondlni rov-
nice (15), je f(x) = «*. Na druhé strané plati

(@ +y)° + [@—y) =2 4 bay* = 2" +
+ bay |/y® + 2

a to ukazuje, Ze funkce f(x) = z* je skuteéné fesenim
funkciondlni rovnice (15) a %e tato rovnice jind feseni
nema,

b) Resme funkciondlni rovnici
(16)  flz +9) + 2f(x —y) + f(@) + 2f(y) =
=4x + y.
V tomto ptipadé ma funkce F(u,, u,, s, Uy, Us, Ug)
tvar
F =u, + 2uy + 4y + 2uy — 4u; — ug
aje
F(z,2z,2,¢,2,0) = 42 + 2¢ — 4.
Rovnice
F(z,2,2,¢,2,0) =4z + 2¢ — 4z = 0
ma tedy jediné feSeni vzhledem k z:

c
2=—5 +x
pro libovolnou redlnou hodnotu c.
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Na druhé strané by rovnost
—grernt(—g+e—n)+(—5+4
+2(—g + )=ty

tj. rovnost 4z + y — 3¢ = 42 + y, méla byt splnéna
pro libovolné hodnoty proménnych z a y. Je tedy
¢ = 0, a to nakonec ukazuje, Zze funkciondlni rovnice
(16) ma jen jedno FeSeni, a tim je funkce

fx) ==z.

Priklad z odstavce 2¢ ukazuje, Ze se mizc stat, Ze
rovnice
F(z,2,2,¢,2,0) =0
mé jediné feSeni vzhledem k 2z, ale pfesto nema funkeio-
naln{ rovnice (14) feeni.

II. Vratme se znovu k obecné funkciondlni rovnici

F(f(x + ), f(x _'y)’ .f(x)1 f(?/): z, y) =0
a predpoklidejme, Ze f(x) je néjaké Feseni této rovnice,
pii¢emz je funkce f(z) definovana v bodé x = 0. Ozna-
¢ime-li f(0) =c a poloZime-li v nadi rovnici jednak
x =0,y =t jednak x = 0, y = —t (viz ptiklad z od-
stavce 2b), dostaneme vztahy

F(f(t)’ f(_’t), c, ,f(t), 0, t) =0

F(f(_t), f(t)’ c, f(_t)’ 0, _t) =0,

z nichZ bychom mohli piipadné odvodit explicitni vyraz
pro funkei f(t).
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Tyto uvahy nam umoZnuji vyslovit toto tvrzeni:
Necht md funkce F(u,, wy, tg, ,, g, Ug) ndsledujict viast-
nost: Existuje redlné éislo c, pro néf md soustava rovnic

F(z,u,¢,2,0,t) =0,
Flu,z,¢,u,0,—t) =0
jediné refeni vzhledem k z:z = [(t). Pak tato funkce

f(£) — a jen ona — miuZe byt fedenim funkciondlni rov-
nice (14).

Nebudeme tento obecny pfipad uz dale rozebfrat
a podfvame se na dva pifklady.

a) ReSme funkcionaln{ rovnici

(1) fia+ ) — 3@ —y) =2 [0 + 1— 54| —

— 2f(x) + y(4x — y).

Predpoklidejme, Ze f(x) je néjaké Feseni této rovnice,
piidemz je funkee f(x) definovana v bodé z = 0, a oznadé-
me f(0) = c. Za téchto predpokladi poloiime v (17)
x=0,y=1a poté x =0, y = —t. Dostaneme sou-
stavu

f(6) — 3f(—t) = —2¢ — 2,

f(—t) — 3f(t) = —2c — 2.
Vynésobime-li druhou rovnici tfemi a vysledek pfiéteme
k prvni rovnici, dostdvame

—8f(t) = —8c — 4i2
neboli

fey=c+ %t”.
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Polozime-li naproti tomu v (17) y = 0, vidime, Ze
musi byt

fx) — 3f(x) = a*(c + 1) — 2f(=),
tj. musi platit c = —1. Jediné funkce f(x) = —1 + —;—z’
tedy muzZe byt feSenfm nasi funkcionalni rovnice (17).
Z rovnosti

%(x+y)’—1—%(x—y)2+3 =x“[%y= — 14

1 1
+ 1—??/2)—2(7"”2—1] + y(4z —y),

kterd zFejmé plati pro libovolné reilné hodnoty z a y,
plyne, Ze funkce f(x) = %x”—l tim Fefenfm také
skuteéns je.

Na zdvér tedy muaZeme Fici, Ze funkciondlnf rovnice
(17) mé jediné Feseni

f@) =—1 —I—%z’-

b) Redme funkciondlnfi rovnici

(18)  f(@).f(@ -+ y) = )P [f(x — y)]* av*,

kde @ > 0, @ # 1 je pevné, jinak libovolné reilné &islo.
Je ziejmé, Ze tato rovnice patfi k rovnicim typu (14);
v nafem pi{padé md soustava

F(z,u,¢,20,t) =0,
F(u,z,¢,u,0,—t) =0

23



tvar
cz = ulattt,
cu = u%?a i,
Tuto soustavu miZzeme fesit vzhledem k z pfi ¢ # 0 napt.

tak, %e prvni rovnici vydélime ¢tvercem druhé rovnice.
Dostavame pak

cz u2220t+e

cu?  ulztaT¥e

a odtud plyne
8
z = Vg.a"“/",

pokud je ¢ libovolné nenulové realné éislo. Je-li ¢ = 0,
mé vyse uvedend soustava zfejmeé feSeni z = 0.

Z toho, co dosud bylo feleno, plyne, Ze pokud je f(z)
nenulova funkce, kterd vyhovuje funkcionalni rovnici
(18) (konstantni nulova funkce tuto rovnici ziejmé
Tesf), plati

fz) = Je.a=103,
a kromé toho je f(0) = ¢. Pak v3ak plati
c = Vc— a3,

¢ili nakonec ¢ = + a-2. ReSenimi funkcionalni rovnige
(18) tedy mohou byt pouze funkce

fx) = a®2, f(x) = —a=2, f(z) = 0.

Bezprostfednim dosazenim do rovnice (18) se presvéd-
&ime o tom, Ze tyto funkce danou rovnici také skuteéné
Tesi.
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Nakonec jesté poznamenejme, Ze stejné jako v pii-
padé I, i zde muzZe mit soustava

F(z,u,¢,2,0,t) =0,
F(u,z,¢,u4,0,—t)y =0

jediné feSeni vzhledem k z pii nékteré redlné hodnoté c,
ale funkcionaln{ rovnice

F(f(z + y), (x —y), f(x), [(y), @, y) = 0

pfesto nemusf mit feSeni.
Skute&né: podivejme se na rovnici

f@ + y) + fle—y) + fly) = 2* —y + fz).
To je zifejmé rovnice tvaru (14), pfidemz je
F(uy, gy Ug,y Uy Uss Ug) = Uy + Uy — Uy + Uy —
— Ui + u,.
6dpovida.jici soustava ma tvar
2z4+u+t—c=0,
 2u4+z—t—c =0,

a jak je vidét, ma pro kazdé realné ¢ jediné Feseni vzhle-
dem k z:
c

z2=—=——1t.

3
Ma-li tedy dand funkcionalnf rovnice feSen{ f(z), pak je

[

fa) =5 —=z & fO)=c=—,
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tj. ¢ = 0 a f(x) = —=. Na druhé strand oviem rovnice
—(z+y)—@—y—y=a—y—u=,
jeZ je ekvivalentn{ s rovnicf
x4 x =0,

zfejmeé neplatf pro libovolné realné hodnoty z a y. Dana
funkciondlnf rovnice tedy nema fesenf.

6. FUNKCIONALNI ROVNICE
F(fx + y), flx —y), (=), z,9) =0

Casto se mueme setkat s funkciondlnimi rovnicemi
tvaru (14),

F(f(z + ?/)»f(x—?/): f(x)’ f(y)) z, ?/) =0,

v nich% se vSak nevyskytuje vyraz f(y). Zastavime se
nyn{ podrobnéji u této t¥idy funkecionalnich rovnic. Ji-
nymi slovy: budeme vySetfovat funkciondlni rovnice
tvaru

(19) F(f(x-l-i'/);/(z—y): f(x)’ z, y) =0,

kde F(u,, uy, ug, 4y, #;) je dana funkee péti proménnych.
Ka#dou takovou rovnici lze pochopitelné fesit metoda-
mi, které jsme popsali vysc; zde se viak budeme vénovat
dvéma novym metodam feseni rovnic tvaru (19), které
lze pouZit i v pfipads, kdy metody popsané pied chvilf
nevedou ke konkrétnimu vysledku.

I. Predpokladejme, #e funkce f(z) je feSenim rovnice
F(](x + y)! f(x - y)! f(z)) z, y) =0,
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pfidemz funkce f(x) je definovéna v bedé z = 0, a oznad-
me f(0) = c. PoloZime-li pak v (19) postupnéz = 0, y =
=t x=t y=2ax=1 y=—2t dostaneme sou-
stavu

F(f(t)’ f(_t)r ¢, 0, t) = O:
F(f(—?t), f(3t), f8), ¢, —28) = O,
z niZ lze piipadné urdit funkei f(¢).
Vidime tedy, Ze pokud funkce F(u,, wu,, s, g %)

spliiuje ndsledujict podminku: existuje rediné é&islo ¢, pro
néZ md soustava t¥ rovnic

F(z,u,c, 0,t) =0,
F(v,u, 2t 2t) =0,
Fu,v,z,1,—2t) =0

o trech nezndmajch u, z, v jediné Fedent vzhledem k z : z =
= f(t), pak tato funkce f(x) — a jen ona — mide byt
Fedenim dané funkciondini rovnice

F(fz 1+ 9), flx —y), f(x), =, ) = 0.

Pochopitelné stejné jako v predchézejicim odstavci,
ani zde nenf tato podminka ani nutna, ani postadujici
k tomu, aby funkcionalni rovnice (19) méla feSeni.
Nicméné viak toto tvrzeni ukazuje jednu z moZnych
cest k Feseni této rovnice.

Podivejme se na dva ptiklady:

a) Resme funkciondln{ rovnici
(20) &+ y) + 2fx —y) = 3f(z) —y.
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To je ziejmé rovnice vySetfovaného tvaru, pfidemz je
Fuy, uy, uy, 1y, ;) = 1, + 2u, — 3y + us.
Odpovidajici soustava md tvar
z2+2u—3c+t=0,
v+ 2u—3z+ 2t =0,
+ 20—32—2t =0.

Snadno se muzeme piesvédéit o tom, Ze tato soustava
mé jediné FeSenf vzhledem k 2, a to

z=c¢+¢.

To ukazuje na to, Ze pokud ma funkcionalni rovnice
(20) FeSeni f(x), musi byt

fl) = ¢ + =,
kde ¢ je libovolné realné &islo.
Z rovnosti

c+@+y+2c+(—y) =3+ 3x—y,

ktera plati pro libovolné realné hodnoty ¢, z, y, pak
naopak plyne, Ze takto urtena funkce f(x) =c¢ 4 =
(s libovolnym realnym é&islem c) skuteéné vyhovuje dané
funkcionalnf rovnici (20).

b) Re¥me funkeiondIni rovnici
(21)  2f(® + y) + flx — y) = f(x) 20¥ + a™v),
kde a je pevné redlné &islo,a > 0,a # 1. -
V tomto p¥ipadé je

Fuy, ug, ug, g, us5) = 20y + uy — us(2a% + a~%).
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Odpovidajici soustava ma tvar
F(z,u,¢,0,8) =22 4 u—c(2at +at) =0,
Fv,u,zt, 2t) = 20 + u—2(20% + a~2%) =0,
Flu,v,2,t, —2t) = 2u + v — 2(2a~2% + a?) = 0.
Tato soustava vSak ma pro libovolné realné ¢ jediné
Teseni vzhledem k z, a to
z = cat.
Proto muZe byt kazda z funkei
f(z) = ca®
(c je redlné &fislo) FfeSenim rovnice (21). Bezprostiednim
ovéfenim se pfesvédéime o tom, Ze tomu skuteéné tak je.

II. Nékdy muZeme rovnici (19) Fesit i nasledujicim
zpusobem: Pfedpoklddejme, Ze f(x) je jedno feseni této
rovnice, a necht je funkce f(x) definovina pro x = 0.
Necht dale existuje takové realné &islo «, pro néz vyraz

F(ft + 2a), (2), f(t + a), ¢ + a, &)
nezavisf na f(¢ + «) ani na «, tj. necht existuje takova
funkee tif proménnych G(v,, v,, v,), Ze je
F(f¢t + 2a), f(t), f(t + ), ¢ + &, &) =
= G(f(t + 2a), f(t), t + &).

Oznadime-li pak f(0) =a, fla) = b a poloiime-li ve
vztahu

F(f(z + ?/), f(x —3/): f(.’t), z, y) =0
postupné £ =0, y = x =t t+ a, Yy =a; x =a, y =
=t + «, dostaneme soustavu
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F(f(t)’ f(_t)l a, 0, t) =0,
F(ft + 2a), {(8), f¢ + a), ¢ + a, a) =
= G(f(t + 2a), f(t), ¢ + a) =0,
F(I(t + 2“)! f(_t)’ b, a,t + a) = 01
z niZ lze piipadné odvodit explicitni vyjadfeni pro
funkei f(x).

Lze tedy vyslovit toto tvrzeni: Necht md funkce
F(u,, uy, u,, u,, us) tyto vlastnosts:

(A) existuje rediné &islo a, pro néf je
F(uy, ug, ug, 1y, @) = Guy, s, u,),
kde G(vy, vy, v,) je jistd funkce t¥ proménnych;
(B) existujt redind isla a, b, pro né& md soustava rovnic
F(z,u,a,0,t) =0,
G, z,t + «) =0,
Flv,u, b, a,t + a) =0

jediné fedeni vzhledem k z : z = [(t).
Pak takto definovand funkce f(x) — a jen ona — mide
byt Fedenim dané funkciondlni rovnice

Podivejme se na dva piiklady.

a) Redme funkciondlni rovnici
(22) f® +y) + flx —y) = 2f(x) cos y.
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To je rovnice uvaZovaného typu, nebot zde je

F(uy, ug, Ug, Uy, Ug) = Uy + s — 2u5 COS ;.

1
Kroms toho pro u; = 57 plati

F[ul’ Uy, Ug, Uy (’;— 1‘] =uU + Uy,
tj. je splnéna podminka (A), a soustava z podminky
(B) pak m4 tvar

z4+u—2acost =0,

v+2=0,

v+u—2bcos(%rc—}—t)=0.

Neni tézké dokdazat, Ze tato soustava ma jediné Fesenf
vzhledem k z, a to

z=acost+ bsint.
Mai-li tedy funkciondlni rovnice (22) feSenf f(z), mé toto
Fesenf tvar
Jx) = acosx + bsin z,

kde a a b jsou jistd redlnd &isla.
Z vlastnostf trigonometrickych funkef na druhé strané
plyme, Ze je

acos (x4 y)+ bsin(z 4+ y) + acos (x—y) +
+ bsin (x —y) = 2acoszcosy + 2bsinxrcosy =
= 2(acosz } bsinx)cosy.

Timto postupem jsme s konednou platnosti dokazali, Ze
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viechna feseni funkcionalni rovnice (22) jsou dédna for-
muli

f(®) = acosx + bsinz,
kde a a b jsou libovolna redlna ¢isla.
b) Resme funkcionalni rovnici
23) fet+y +He—y)—f2)@y+2)+
+ y(a* —2y) = 0.
Také tato rovnice je tvaru (19), nebot zde je

Fuy, ug, us, uy, Us) = uy + sy — us(us + 2) +
+ ws(uf — 2u;).

Polozime-li zde 4, = —2, dostavame
F(uy, wg, g, Uy, —2) = uy + uy — 2(uf + 4).

Je tedy splnéna podminka (A) a soustava z podminky
(B) ma tvar

z+u—a(t +2)—22 =0,
vtz —2(t—2)2+4) =0,
v+ u—bt + (t—2)(4—2(—2) =0.
Po dpravach odtud dostdvame soustavu
z 4+ uw =a(t + 2) 4 22,
v+ 2z=2(2—4 1 8),
v+ u=0422—1t)(4—1),
ktera ma jediné feSeni vzhledem k z, a to

a—b-+4

— {2
z =14 2

t+ a.
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Jinymi slovy: ukézali jsme, %e pokud je f(x) néjaké Feseni
funkoionélni rovnice (23), je

floy=ar 4 22t 40,

kde a a b jsou redlns &isla.
Na druhé strané je rovnost

b4
Ctyr+ i ety tat @—yt +

—b+ 4
+ e eyt a—

a—b 4
—[x’+—2+—w+a] ¥+ 2)+y@a*—2y) =0
ekvivalentnf rovnosti

a—_bi——xy—}-ay—o

a tato posledni rovnost platf pro libovolné redlné hod-
noty z a y pouze tehdy, je-lia =0abd = 4.
Funkecionédlnf rovnice (23) mé tedy jediné fesenf

fl@) = 2.

7. JEDNA APLIKACE
Viimneme si mnoZiny Ry viech vektord v trojrozmérmém
prostoru. Budeme pfedpoklddat, Ze &tenéf je sezndmen
8 tim, jak se takové vektory sditaji a& jak se nésobf



¢islem*). Soudasné budeme predpokladat, Ze mu jsou
znamy pojmy jako thel dvou vektori, délka vektoru
a jednotkovy vektor.

Poloime si ikol zavést v RB; dvé nové operace. Prvn{
z téchto operaci (budeme ji fikat skaldrni souéin) p¥i-
fazuje “azdé dvojici vektord a a b jediné realné ¢islo
a.b, dr ha operace (budeme ji tikat vektorovy souéin)
pfifazuje kazdé dvojici vektori a a b jediny vektor
a x b; piitom poZadujeme, aby byly splnény nésle-
dujici axidmy:

A,. Pro kaZdé dva vektory a, b € R, a pro kaZdé rediné
éislo o je
«(@.b) = (ag).b = a.(ab);
a(@ X b) = (a@) x b = a x (ab).
A,. Pro ka%dou trojici vektord a, b, ¢ € R, je
(@a+ b).c =a.c + b.c;
(@a+b) xec=(a xc)+ (b x c).

A,. Skaldrni souéin libovolnych dvou vektord, zdvist pouze
na délkdch téchio vektord a na ihlu, ktery spolu sviraji.
Je-lIt e jednotkovyj vektor, jee.e = 1.

A,. Délka vektorového souéinu libovolnyjch dvou vektorw
a a b zdvisi pouze na délkdch téchto vektori a na wuhlu,
ktery spolu sviraji.

Jsou-li e, a e, dva kolmé jednotkové vektory, je e, X e,
jednotkovy wvektfor, ktery je kolmy k roviné definované
vektory e, a e,, a veklory e,, e, a e, X e, tvofi pravou
(orientovanou ) trojics.

%) Viz napt. Bruno Budinsky-Stanislav Smakal: Vektory
v geometrii. Skola mladych matematika, svazek 28, Mladé
fronta 1971. (Pozn. piekl.)
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Poznamka 1. Jsou-li @, b, ¢ tfi vektory, které
nelezi v jedné roviné, fekneme, ze tvoii pravou (oriento-
vanou) trojics, jestlize p¥i pohledu z vrcholu vektoru ¢
ma thel mezi vektory @ a b (ve sméru od vektoru a
k vektoru b) smér opaény ke sméru obéhu hodinovych
rudicek.

2. Z axiémi A; a A, je vidst, Ze kdyZ je o libovolné
otdgeni v prostoru a a@ a b jsou libovolné vektory, plati
(ag).(bg) = a.b;

(@ x b) e = (ag) X (be).

Predpokldadejme piedevsim, Ze operace skaldrniho
a vektorového soudinu vyhovujici vySe uvedenym
axiémim skutedné existuji, a dokaZeme, Ze pak je

a.b = |a| |b| cos ¢

a X b = (|a| |b|sin ¢) e,

kde ¢ je tihel mezi vektory a a b a e je jednotkovy vektor
kolmy na rovinu tvofenou vektory @ a b a vytvarejici
s témito vektory pravou trojici.

Necht jsou tedy @ a b libovolné vektory. Pak je
a = |a| e, (symbolem |a| znadime délku vektoru a)
a b=|ble, kde e, a e, jsou jednotkové vektory.
Z axiéomu A, pak plyne, Ze je

a.b = |a| |b] (e;.e,)
a x b=/|a||b|(e, Xe,).
Staéi tedy, kdyZ uréime soudiny e,.e, a e, X e,.
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Oznadme ¢ tthel mezi vektory e, a e,. Z axidmu A4 pak
plyne, Ze skalarnf soudin e,.e, zivisf pouze na uhlu ¢:
e,.e; = f(p). Oznadime-li nyni symbolem e jednotkovy
vektor kolmy k roviné uréené vektory e, a e, a vytvare-
jicf 8 tdmito dv&ma vektory pravou trojici, pak existujf
takové redlna &sla «, £, ¥, pro néZ plati

e, X e = ae, 1 fle, | ye.

(Zde jsme vyuZili nasledujictho tvrzeni: Jsou-li a, b, €
tf1 vektory, kieré neleZi v jedné roviné, pak ke kaidému
vektoru d € Ry existujl redind &isla «, B, y tak, Ze je
d = aa + b 4 yc. Dikaz tohoto tvrzeni lze nalézt
v kaZdé knize, v ni% se hovo¥i o vektorech, ale zaintereso-
vany Stenat si je miZe dokdzat i samostatnsé. K tomu
stadf umistit &tyfi vektory a, b, ¢, d do spoleéného
poditku, poté proloZit koncem vektoru d roviny rovno-
béiné s rovinami urdenymi postupné dvojicemi vek-
tord ‘a a.b, bac, caa, a nakonec pou%it definice
soudtu vektort v prostoru.)

Na druhé strané je zfejmé
e X € = (—e,) X (—e;) = —ae, — fle; + ye,
s tudfZ je

a=f=0 a e Xe,=ye.

Podle axidmu A, zivisf y pouze na dhlu ¢, tj. e, X e, =
= 9(p)-e.

Abychom uréili funkee f(¢) a g(¢), zvolme libovolné
redlné &slo y z intervalu (0, ©) a oznatme symboly e,
& e, jednotkové vektory, které sviraji s vektorem e,
hly ¢ + v & ¢ — y a lezf v roviné uréené vektory e,
a e,. (Nakreslete si obrazek.) Pak svirajf vektory e; a e,
s vektorem e, thel y. Protofe rovnobéinfk utvofeny



vektory e, a e, je kosoétverec (je totii |e;] = |e,| = 1)
a Ghlopii¢ka kosodtverce pili odpovidajici Ghel u vrcholu
kosodtverce, le#i vektor e, na této uhlopi#{éce. Odtud
ihned plyne, Ze je kolineirnf s vektorem e; 1 e,, tj. Zeo
plati

e; + e = Je,,

kde |1| je délka uhlopiitky kosodtverce. Je-li pfitom

y < 5 ™ majf vektory' e, a e; + e, stejny smér a je

A>0,jelip > % 7, maji opatny smér a je 4 < 0. Na
druhé strané dostavame pomoci kosinové véty vztah

[A] = 2 |eos y|,
a odtud konené plyne, Ze je

e; 1+ e, = (2 cosp) e,.
Je tedy
e .e 1 e .e, = 2(e;.e,) cosp

(€, X &) + (e, X €;) = (2 cosy)(e; X &)
neboli — coz je totéz —

flg + v) + flp —y) = 2f(¢) cos p

9(p + ¥) + 9(¢ —y) = 29(g) cos y.
My jsme vsak uz vidéli, Ze funkciondlni rovnice

Mz + y) + hz —y) = 2h(z) cos y
ma nekoneéné mnoho feSeni

h(z) = A cosz + Bsinz.
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Funkece f(¢) a g(p) tedy majf tvar
Hg) =c,co89 + cysin g

9(p) = d, cos ¢ + d, sin @,

kde ¢,, ¢,, d;, d; jsou jistd redlnd é&fsla. Abychom tato
¢isla uréili, musime si uvédomit, Ze podle axidmi A,

aA;jef(0)=1ag [%] = 1. UkaZeme, ze kromé toho
je f(—’—;-] = 0 a g(0) = 0: Jsou-li e, a e, dva kolmé jed-

notkové vektory (e, | e,), provedeme rotaci ¢ okolo
osy e, o uhel w. Pak bude

e .e, = (e0).(ey0) = (—e,).e, = —e,.e,,

COZ zZnamena, Ze je e;.e, = 0, tj. /[_721] = 0.

BudiZ nakonec e libovolny jednotkovy vektor. Pak
z axiomu A, plyne, Ze jee X e = ke, kde k je redlné &islo.
Odtud vsak dostdvame
ke =e x e =(—e) x (—e) =—*k.e,
tj. k. = 0a g(0) = 0.
Timto postupem jsme uréili konstanty c,, ¢,, d,, ds:
¢, =d, =1,
¢, =d, =0,
a to ukazuje, Ze f(¢) = cos ¢ ag(p) = sin ¢.
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Z toho, co zde dosud bylo fedeno, miZeme tedy odvo-
dit tento zavér: Existuje-li skalarni a vektorovy soudin
vyhovujicf axiémiam A,, A,, A;, A,, pak pro libovolné
dva vektory a a b plati rovnosti

a.b = |a| |b| cos ¢,
a X b = (|a| |b|sin ¢)e,

kde ¢ je thel mezi vektory a a b.
Naopak miiZzeme bezprostfedng ovérit, Ze takto defino-
vané soudiny skuteéné vyhovuji uvedenym axiomim.
Tim jsme tedy vyfesili tikol, ktery jsme si dali na
zadatku tohoto odstavce.
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Kapitola druha

CAUCHYHO METODA

1. HUSTE MNOZINY NA CISELNE OSE

Nez budeme formulovat a objasnovat Cauchyho metodu
feseni funkeiondlnich rovnic, uvedeme nékolik definic
a vét z matematické analyzy.

MnoZina A redlnych &isel se nazyva hustd, jestliZe
kazdy interval, ktery mé nenulovou délku (tj. ktery
nezdegeneruje v jeden jediny bod), obsahuje prvky
mnoziny 4.

Viéta. Mno#ina Q raciondlnich éisel je husld mnofina.

Dikaz. Budiz 4 = (a, b) libovolny interval na &iselné
ose. Oznaéme ¢ jeho délku: ¢ =b—a > 0. Pak je

. e . vy - 1
zfejmé, Ze existuje prirozené &islo ng, pro néz je ny > -

neboli — coz je totézi — 0 < nio < &. Predpokladejme
dale, Ze je b > 0 (v piipadé b < 0 probfhajf Gvahy ana-
logicky). ProtoZe posloupnost — pro m = 1, 2,

neomezend roste, existuje ta,kove pfirozené &islo m,, pro

nezje—<b < m—
N ny

. Pestlize nyni predpoklada-
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. . m .
me, Ze )e —2 < g, dostaneme nerovnosti
o

me + 1 mg 1
N ”o_”’o<£,

které vedou ke sporu ¢ < e.
Musi tedy platit ¢ < %nﬂ < b, tj. interval (a, b) ob-
0
. . . mq
sahuje racionilni ¢&islo e
0

Véta je dokazana.

Utelnost privé zavedeného pojmu husté mnoziny je
patrna z nasledujici véty:

Véta. Budiz A hustd mnofina redlnych &isel. Pak ke
kaZdému redinému Cislu a existuje konvergentni posloup-
nost

By Gy ooy Qpy vne

Cisel ndleZejicich do mnoZiny A, kterd md za limitu éislo a.

Diakaz. ProtoZze mnozina A4 je husta, existuje ke kaz-
dému ptirozenému é&islu = dislo a, € 4 tak, Ze je a, €
1 1
—_— . t'. v rd
e[a n,a+ n]’ j. Zze plati
L <@, <a-t L
[ 4 7 n [ 4 —1T .
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Z téohto poslednich dvou nerovnosti viak uz plyne, %e
posloupnost

GGy ooy By e

konverguje a mé za limitu &slo a.

Véta je dokazana.

2, SPOJITE FUNKCE

Pfipomerime, %e funkce f s definiénim oborem D se na-
zyva spojitd v bodé x, € D, jestlize ma limitu pro z — z,
a jestliZe tato limita je totoZna s jeji hodnotou v bodé
Zg, tj. s hodnotou f(z;). Jinymi slovy: Funkce f(x) je
spojitd v bodé =z, jestliZe pro kazdou konvergentni
posloupnost

Ty Ly, ooy Ty e ey

kterd ma za limitu ¢&islo z, a je tvofena body, jeZ patii
do definiéntho oboru funkce f(z), je také odpovidajici
posloupnost funkénich hodnot

f(zl)7 f(xz)’ S ] f(xn)v .

konvergentn{ a mé za limitu &fslo f(x,).

Véta, Jestlize spojité funkce f(x) a g(x) se spoleéngm
definiénim oborem nabiyjvajt stejnych funkénich hodnot na
néjaké husté mnoZiné redlnyjch Cisel A, pak jsou totoiné.

Dikaz. Budiz a libovolné redlné &islo. Vime uZ, Ze
existuje konvergentnf posloupnost

al,az, vy Qpy oo
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¢isel patiicich do mnozZiny A, kterd mé za limitu &fslo a.
Pak viak ze spojitosti funkef f(x) a g(2) a ze skuteénosti,
ze pro kaidé a € 4 je f(a) = g(a), plyne, Ze jo

Ha) = '1‘13 fa.) = '1'1_)11510 g9(a,) = gla).?

Véta je dokdzéna. 7

8. PODSTATA AFORMULACE CAUCHYHO METODY
RESENI FUNKCIONALNICH ROVNIC

Nefekneme-li vyslovné opak, budeme vSude v dalsim
hledat jen takovi feSeni zkoumanych funkciondlnich
rovnic, kterd jsou spojitymi funkcemi.

Cauchyho metoda thvi — Ffedeno co nejobecnéji —
v tom, Ze se nejprve uréi feSeni uvaZzované funkcionalni
rovnice, které je definovino na néjaké husté mnoziné
realnych &fsel. Poté se vyufije spojitosti tohoto Fesenf
a podle posledni z vySe dokazanych vét se feSeni defi-
nuje pro libovolna realna éfsla.

Obvykle se Fefeni hledd nejprve na mnoZiné viech
racionalnich &fsel (kterd je, jak jsme pied chvili vidéli,
hustd). Za timto ulelem se &asto postupuje podle na-
sledujictho schématu:

1. Néjakym vhodnym postupem (napfiklad substitué-
nf metodou) se uréi feSeni f(x) dané funkecionalni rovnice
na mnoiné v8ech ptirozenych &fsel.

2. Dokdze se, Ze takto nalezené feseni vyhovuje rov-
nici také

a)prox =0,
b) pro viechny celé zaporné hodnoty proménné z,
¢) pro viechny raciondlni hodnoty proménné .
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3. Vyuiije se hustoty mnofiny raciondlnich d&fsel
a spojitosti funkce. f(z); tim bude zarudeno, ze takto
urtené feSeni vyhovuje rovnici pro libovolné reilné
hodnoty z.

Takto formulovana Cauchyho metoda je vhodné pouze
pro takové funkcionalnf rovnice, jejichz feSenf je defino-
vano a spojité na celé &iselné ose. Lze se ale lehko pfe-
svédéit o tom, e se touto metodou daji Fedit i rovnice,
]GJIChZ feSeni ]sou definovina a spojitd na néjaké
mnoZiné’D, jiZ miZe byt interval nebo sjednocent inter-
vali. Je-li totiz A hustd mnozina redlnych &isel, je mno-
zina A, = 4 () D husta v D v tom smyslu, Ze pro kazdé
¢islo « € D existuje konvergentni posloupnost

Ays Qg « ooy Qpy

disel lezicich v A,, kterd m4 za limitu é&fslo a.

Duikaz této skutednosti pienechavame tenati.

4. NEKOLIK KLASICKYCH PRIKLADU

Budeme Cauchyho metodu ilustrovat na nékolika funk-
ciondlnich rovnicich, které Cauchy fesil uZ podatkem
minulého stoletf.

a) Re¥me funkciondlni rovnici
(1) f= +y) = fl@) + f(@)-

Budeme hledat takova feSeni této rovnice, kterd jsou
definovina a (v souladu s imluvou, kterou jsme uéinili
vySe) spojitd na celé &iselné ose. Pfedpokladejme tedy,
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ze f(x) je jedno takové FeSeni rovnice (1). Nejprve doka-
Zeme, %e pro kazdé reilné &islo » = 2 plati

(2) fer+ 24+ ... +2,) =
= flz)) + f(=) + - .. + [(@a).

Pro n = 2 je tato rovnost totoZnd s rovnosti (1),
a tedy skutedné plati.

Necht rovnost (2) plati pro néjaké prirozené n. Vy-
uzijeme-li vztahu (1), dostdvame

f@y + 2y + oo Tyt Xayg) =
=f@ + 22+ ... + 2) + f(@Xuny) =
= f(@1) + Hza) + ... + H&n) + HZasa),

a odtud uZ plyne hledand rovnost (2) matematickou
induket.

Zvolme v (2) ¢, = %, = ... = 2, = 2. Pak bude pro
ka%dé prirozené é&fslo n a pro kazdé redlné &fslo z platit
f(nz) = nf(=z).

Oznadime-li tedy f(1) = ¢, dostdvame, Ze platf
f(n) = cn

pro ka#¥dé ptirozené n.
Necht jsou dile m anlibovolnd pfirozend &sla. Pak je

(2] = 1(n2) = fom ~
)=

je tedy f(z) = cx pro libovolné kladné racionéln{ é&fslo z.

tj.
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Polozime-li na druhé strané v (1)x =y = 0, vidime, Zeje

f(0) = 2£(0),
neboli — coz je totéz — f(0) = 0. Odtud plyne, Ze je

fle —x) = {(0) = 0 = f(z) + f(—=),
¢ili f(x) = —f(—=x). Pro kaidou raciondlni hodnotu
proménné z tedy plati
Hz) = cx.

A vezmeme-li nakonec v ivahu, Ze mnozina racional-
nich &isel je hustda a Ze funkce f(x) je spojitd, zjistili
jsme toto: Je-li funkce f(z) FeSenim funkeciondlni rovni-
ce (1), je f(x) = cx, kde ¢ je libovolné realné &islo. Naopak
z rovnosti

cx+y)=cx+cy
plyne, Ze kaida takova funkce také skutedné nasi
funkcionalnf rovnici fesi.

Zde je tieba poznamenait, Ze kdybychom hledali feseni
rovnice (1), které by mélo byt spojité pouze v jednom
pevném bodé, dostali bychom opét tyz vysledek. Je-li
totiz f(x) funkee, pro niZ plati

fz +y) = K=) + f(y),

a je-li tato funkce spojitd v bodé «, pak pro libovolné
realné ¢&islo x, plati

lim f(z) == lim f((x — %o + a) + (T, — a)) =

C = lim (e —a+ o) + fla— o) =
= z_zlirg* fl®—z + a) + flz, — a) =

= [(a) + f(@, — a) = f(2,);

47



to viak ukazuje, Ze funkce f(z) je spojitd viude, a ma
tudiz tvar f(x) = cx.

b) Redme funkciondlni rovnici
(3) fz + y) = f(=).}(y).

Opét budeme hledat takova feSeni této rovnice,
ktera jsou definovana pro viechna redlné z.

Piedevsim je ztejmé, Ze nulova konstantni funkce je
jednim z feseni rovnice (3). Zajima nas nyni, zda ma
také nenulova TeSeni. Predpokladejme, Ze f(z) je jedno
takové FeSeni; z (3) pak plyne, Ze je

@) = 1%+ 5) = [()i>o.

tj. je-i f(z) nenulovd hodnota, nabyva funkce f(z)
kladnych hodnot pro kazdé z.

Oznaéme nynf f(1) = ¢ > 0. Pfedpoklddejme, Ze pro
néjaké prirozené éfslo n plati

fn) = c».
Pak je
fn + 1) = f(n).[(1) = c*.c = ™1,
a odtud plyne matematickou indukei, Ze plati
@) fiz) = e
pro kaZdé pfirozené &islo x.

Analogicky se indukei snadno dokaze, Ze pro kazdé
pfirozené &islo » a pro kaZdé redlné éfslo x plati

f(nz) = [f(=)]".
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Jsou-li tedy m a n pfirozena &isla, je

PRI =10-3) === 5= (]

tj. rovnost (4) je splnéna pro libovolna kladné racionaln{
tisla.

Vezmeme-li na druhé strané v uvahu, Ze je H0) =
= [[(0)%, tj. Ze je f(0) =1 a

1 ={(0) = {lzg — =) = f().f(—=),

dostavame, %e pro kazdé zaporné racionalnf é&islo 2 plati

fa) = 7 = - = c*.

f==x) ¢

Je tedy f(x) = c® pro libovolné racionilni hodnoty
proménné x. VyuZijeme-li jeSté hustoty mnoziny racio-
nalnich &fsel a spojitosti funkce f(z), dochdzime k zavéru,
Ze FeSenimi funkcionélni rovnice (3) mohou byt viechny
funkce tvaru f(z) = c*, kde c je libovolné kladné reilné
¢islo. Ze ziejmé rovnosti

cFHY = ¢%, ¢V

je pak vidét, Ze tomu skute&né tak je. Nakonec dostava-
me tento vysledek: Funkciondlnf rovnice

flz + y) = H(=).{(y)

mé nekone&né mnoho Fedenf, jeZ jsou dana vzorcem
(@) = ¢,

kde ¢ je kladné redlné ¢islo; navic je Fefenim nulovéa
konstantni funkece.
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Zde je na misté poznamenat, Ze vySe uvedenou
funkciondlni rovnici lze FeSit té%Z pomoci funkcionalni
rovnice (1). Je-li totiz f(x) nenulové feSeni rovnice (3),
pak je, jak jsme vidéli, f(x) > 0 pro viechna x, a tudiz
muZzeme utvofit funkei g(x) = log f(x). Je téz zFejmé,
Ze pro libovolna dvé reilna ¢isla x a y plati

gz + y) = log f(x + y) = log (f(x).f(y)) =
= log f(x) + log f(y) = g(=) + 9(¥),

a proto ma funkee g(x) tvar g(z) = az, kde & je libovolné
realné éislo. Odtud pak nakonec dostavame, Ze je

f(@) = 10% = (109) = c=,

Soudasné je odtud opét patrno, Ze pokud bychom
7adali jen tolik, aby funkce f(x) byla spojitd pouze
v jediném bodé (a tedy nikoliv spojitda vsude), znovu
bychom dostali f(z) = c».

¢) Redme funkeiondlni rovnici

(8) fey) = f(x) + K)-

Nejprve poznamenejme, Ze pokud hledime takova
FeSenf této rovnice, ktera jsou definovina a spojita pro
viechna z, pak jedinym takovym fesenim je nulova
konstanta. Vskutku: pfedpokladame-li, Ze f(x) je FeSeni
rovnice (5), pak pro y = 0 dostividme

f(0) = f(x-0) = f(=) + (0),
odkud plyne, Ze je f(x) = 0 pro vSechna =z, tj. Ze f(z) je
nulovéa konstanta.

Pripustme nynf, Ze f(x) je funkce, ktera je definovana
a spojita pro viechna z 0 a ktera je FeSenfm funkcio-
nalnf rovnice (5). Polozme

g(t) = (104,
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Je zfejmé, ze funkce g¢(t) je definovina a spojitd pro
viechna ¢ a Ze kromé toho vyhovuje rovnosti

glu + v) = f(10++) = f(10%.107) =
= £(10%) + (10%) = g(u) + g(v);

to oviem zase ukazuje, Ze je g(t) = ct, kde ¢ je libovolné
realné &islo. Pak vSak pro z > 0 mame

f(z) = f(10%2 ) = g(log 2) = ¢ log 2.

Necht je koneéné x + 0 libovolné reilné é&islo. Vyuzi-
jeme-li toho, Ze pak je z2 > 0, dostaviame vztah

2 f(x) = f(x?) = clog x® = 2clog x|,
neboli
f@) = clog |z| .
Na druhé strané z vlastnosti logaritmické funkce plyne
clog |zy| = clog |z| + clog |y|

pro viechny dvojice realnych &isel * # 0 a y # 0.
Vsechna FeSeni funkciondlni rovnice

f(xy) = f(x) + {(y),

jeZ jsou definovana a spojitd pro z # 0, jsou tedy déna
formuli

f(@) = ¢log [x],
kde ¢ je libovolné realné &fslo.
d) Resme funkciondlni rovnici

(6) fxy) = f(®)-f(y)-
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Poloime zde nejprve y = 0. Dostavime vztah

H0) = f(=)-1(0),

ze kterého plyne, Ze je bud f(0) = 0, nebo f(x) =1,
tj. funkece f(x) je totoZna s konstantni jednotkovou funk-
cl, jez je zfejmé Fesenim funkcionalni rovnice (6).

Predpoklidejme, Ze f(x) je nekonstantni funkce, ktera
je definovdna a spojitd pro vSechna x a je% fesi vyse
uvedenou funkeionalni rovnici (6). Pak je funkce

gty = f(109
ziejmé téZ spojitda a kromé toho vyhovuje nisledujici
rovnosti:
glu + v) = f(104+) = f(104.107) =
= f(10%).f(10%) = g(u).g(v);
odtud plyne, %e funkce g(t) mé tvar
g(t) = a,

kde a je libovolné kladné redlné &islo.

Pro z > 0 mdme

flx) = f(10ve =) = g(log x) = aloe 2 =
= (]_0103 a)log T — (1()101; z)log ¢ = glog a;

oznadime-li ¢ = log a, bude
flx) = a-.
Je-li « libovolné nenulové realné &islo, je
(f=)? = f(«?),= %,
a odtud plyne, %e pro x <0 je
f@) = |zf°.
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Re#enim rovnice (6) je tedy funkce definovana takto:
f(z) = 2¢ proz > 0,
f(x) = |z]° proz < 0,

f(0) = 0..

Tato funkce je oviem proc < 0 nespojitd v bodé
xz = 0. ProtoZe naopak tato funkce pro ¢ > 0 zfejmé
vyhovuje rovnici (6), tvoti spolu s konstantou 1 vse-
chna Feseni této rovnice.

5. INVERZNI FUNKCE

Nez piejdeme k jistym zobecnénim metod Feseni vyse
uvedenych ptklada, podivime se jesté na jeden pojem
z matematické analyzy.

Budiz f(x) funkece s definiénim oborem D a necht M je
obor hodnot funkce f (mnoZina hodnot f(z) pro x € D).

Funkce g(f) (existuje-li) se nazyvi inverzni funkeci
k funker f(zx), je-li jejim definiénim oborem mnoZina M,
oborem hodnot mnoZina D a jsou-li pro vSechna z € D
a t € M splnény rovnosti

Hg®) =¢; g(f(x)) = =.

Piipomenme dale, 7e funkce f(x) definovand na inter-
valu 4 se nazyva nerostouci (neklesajict) v intervalu 4,
jestliZe pro libovolna dvé ¢&isla z,, x, € 4 plyne ze vzta-
hu z, < %, nerovnost f(z,) = f(z,) (f(x,) < f(x,)). Jestli-
%e z ostré nerovnosti z, < z, plyne ostra nerovnost
f(@)) < f(z2) (@) > [(,)), nozyvé se funkee f(z) ros-
touct (klesajtci) funkef.
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Véta. Je-li funkce f[(x) definovdna, srojild a roslouct
(klesajici) v uzavieném intervalu (a, b), p ak k ni existuje
inverzni funkce, kterd je opét spojitd a rostouci (klesajici).

Dakaz. Predpoklidejme, Ze funkce f(z) je rostouc’
(avahy v piipadé, Ze f(x) je-klesajici, jsou analogické).
Je zfejmé, Ze mnoZina funkénich hodnot funkce f(z) je
tvofena vsemi body uzavieného intervalu (f(a), f(b)).
UkédzZeme, Ze ke kaZdému é&islu ¢ € (f(a), f(b)) existuje
jediné ¢&islo x, € (a, b) tak, e plati f(zy) = &.

Je-li t = f(a) nebo t = f(b), je hledand hodnota =z,
totoznd s hodnotou @ nebo s hodnotou b. Necht je tedy
fl@)y <t < f(b). Budeme nyni vySetfovat mnoiinu T
véech éisel x € (a, b), pro néZ je f(x) < t. Tato mnoZina
je neprazdna, nebot f(a) << ¢, a tedy a € T. Mnozina T
je také omezend, nebot je ¢dsti uzavieného intervalu
(@, b), ktery je zfejmé omezenou mnoZinou. Oznaéme
nyni z, supremum mnoziny 7T (tj. nejmensi z hornich
odhadi této mnoZiny). Protoze @ € 1" a b je horni odhad
mnoziny T, je ¢ < x, < b. UkaZeme, Ze mnozina T je
totoZzna s intervalem (a, z,): Ziejmé (a, x,) D T.
Necht je naopak x € (a, zy). Pak je x < xy, a x tedy
neni horni odhad mnoziny 7', tj. existuje &slo y e T
tak, Ze plati y > x. ProtoZe funkce f(x) je rostouci, je
f@x)<fly)<t,atedyjeyeT aT = (a, x,).

Nyni miZeme vybrat posloupnost éisel

Ly, gy oo oy Ty oo
tak, Ze pro véechna n je ¢ < z, < x, a Ze plati lim », =

= x,. Ze spojitosti funkce f(z) plyne, Ze je také

lim f(z,) = f(z,),
a protoZe bylo f(z,) < t, je f(z,) < t.
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JelikoZ bylo z, < b, mlZeme vybrat posloupnost
%, %, oo ey Tpy
tak, Ze pro viechna n je z, < &, < b a Ze platf lim £, =

n—+>o
= x,. Ale protoze Z, ¢ T, je {(Z,) =, a tedy f(z,) = ¢,
coZ nakonec ukazuje, Ze plati f(z,) = ¢.
Jestlize pFipustime, Ze existujf dvé rizna éisla z;, < =,
z intervalu (@, b), pro néz je f(z,) = f(z,) = ¢, dostaneme
spor s tim, Ze funkce f(z) je rostouct:

t = fl@)) < flz) =t

Nyni oznadfme symbolem g¢(¢) pro ka¥dé te (f(a),
f(®)) ono jednoznaéné uréené &islo z intervalu (a,b),
pro néz je f(g(t)) =t. Timto postupem zfskime funkei
g(t), ktera je zfejmé inverzni k funkeci f(z). Zbyva do-
kizat, Ze tato funkce je spojitd a rostouci.

Necht jsou predevdim ¢, ¢,, ¢, <t, dvé libovolna
¢isla z intervalu (f(a), f(b)). P¥ipustime-li, Ze je g(t,) =
= g(t,), dostaneme z predpokladu, %e funkce f(x) je
rostouci, nerovnost

b= flgty)) = flgts)) = ¢,

a to je ve sporu s volbou &isel ¢, a ;. Tudi? je funkee g(t)
rostouct.

A koneéné necht je t, libovolny bod intervalu (f(a),
f(d)) a necht je

bista oo ortu s En€ (@), f(B))

posloupnost &isel, kterd ma za limitu &islo ¢,. Oznadéime-li
git,) =z, pro n =1, 2, ... a g(t,) = x,, dostavame
posloupnost

Ly Loy ooey Ly oos o
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Tato posloupnost je omezend, nebot leZi cela v intervalu
(@, b), a proto existuje hromadny bod této posloup-
nosti. Predpoklidejme, Ze y,, y, € (@, b), y, # y, jsou
dva hromadné body této posloupnosti. Pak existuji
dvé podposloupnosti

Tieys Thgs « « +5 Tkpy »++
Tmys Trgs ++ o> Tmps - - = »
pro néi plati lim z3, = y,, lim z,, = y,. Ze spojitosti

Lo

fA—+x
funkce f(z) nyni plyne, Ze je

Hy) = flim @) = lim f(2,) = Lim ben = bo =
n—rw n—-aw —> a0
= lim ¢,,, = lim f(zn,) = flim zp,) = [(¥2),
n—-mw n—>o n—+x
a odtud dostdvame rovnost y, = y,. To viak ukazuje, %e
posloupnost

Ty, Ty, ooy Ty v e
konverguje; kromé toho ze vztahu lim f(x.) = f(z,) = ¢,
Tp~ZTo
plyne, Ze lim z, = x,. Tato posledn{ rovnost viak ne¥fka
n—+o
nic jiného, nei ze plati lim g(¢,) = g(¢). Funkee g(t) je
tedy spojita. ta~to
Tim je véta dokazina.

Ponechivdme na &tenafi, aby si uvédomil, jak je
vétu moZno dokazat v pifpadé, Ze misto uzavieného
(a tedy koneéného) intervalu (@, b) budeme uvaZovat
interval otevieny nebo neomezeny.

Uvedeme nékolik pffkladii inverznich funkef.
a) UvaZujme funkei sin # v intervalu (—x/2, w/2).
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Jak je zndmo, je tato funkce v uvaZovaném intervalu
spojité a rostouci. Podle pravé dokézané véty tedy
existuje inverzni funkce, které je definovédna, spojita
a rostouci v intervalu (—1I, 1) a nabyva hodnot z inter-
valu (— =/2, ©/2). Tato funkce se oznaduje obvykle
arcsin ¢ (Sti arkus sinu).

Zde je tfeba poznamenat, Ze protoZe funkce sin x je
definovana pro viechna realna &isla x a nabyvé hodnot
z intervalu (—I1, 1), miZeme pro vdechna z utvotit
vyraz arcsin (sin ). Rovnost arcsin (sin ) = z vSak
bude splnéna pouze pro x € (— =/2, w/2). Nenf t&zké
dokazat (pfenechiavidme to ¢&tenaii), Ze pro libovolné
realné é&slo x plati

arcsin (sin ) = (—1)* (x + k=),
kde k je cels Sast disla——>

b) K funkci cos x uvazované na intervalu (0, =) taktéz
existuje inverzni funkce, ktera se znadi arccos . Analo-
gicky jako v bodé a) lze ukazat, Ze funkce arccost je

spojita a klesajici v intervalu (—1, 1) a %e pro vSechna
te (—1,1) plati 0 < arccost < .

¢) Také k funkcim tgx a cotgz, které uvaZujeme
v intervalech (—m/2, m/2), resp. (0, =), existuji inverzn{
funkce, které znad¢ime a rotg x a arccotg .

6. FUNECIONALNT ROVNICE
f(z + y) = F(f (), f(9))

Prvni dva ptklady uvaZované v odstavei 4 mély spo-
lené to, %e na levé strand odpovidajfef funkciondln{
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rovnice vystupoval vyraz f(z + y). Resenf téchto pii-
kladl byla zcela analogicka, a to nis vede k tomu, Ze si
klademe otézku: Je-li F(u, v) funkce dvou proménnych,
za jakych podminek mé funkcionilni rovnice

(7) fle + y) = F(f(2), f(y)

FeSeni a jak lze toto Fesenf najit ?

Lemma. Md-li funkciondlni rovnice

f® +y) = F(f(=), (y)

fedent f(x) a je-li M obor hodnot funkce f(x), pak funkce
F(u, v) vyhovuje ndsledujicim podminkdm:

a) pro vdechny dvojice Cisel u, ve M je
F(u,v) = F(v, u);
b) pro vdechny trojice &isel w, v, w € M plati
F(F(u, v), w) = F(u, F(v, w));
¢) existuje ¢islo e € M tak, Ze plati
Fle,u) =u
pro viechna u € M;
d) ke kaZdému w € M existuje v e M tak, e platt
Fu,v) =e.
Dikaz. a) Necht je u, v € M. Pak existuji realna &isla
z, y takova, Ze je f(x) = u a f(y) = v, a tedy je
F(u,v) = F(f(=), {(y)) = flx + y) = [y + o) =
= F(f(y), {(z)) = F(v, u).
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b) Necht j jew,v,we M. Pak existuji realnd &isla =, y
a z takovi, Ze je f(a: =u, fly) = v, f(z) = w. Dale je

F(u,v) = F(f@), {(y)) ==+ y)e U

Flv,w) = F(f(y), f(2) = fy + 2) € M.
Je tedy
f(F(u, v), w) = F(fx + y), f(2) =
=f@ +y + 2) = F(f(z), {ly + 2)) =
= .F(u, F(v, w)).

¢) Oznadme ¢ = f(0). ProtoZe f(z) = u € M, je
Fle, u) = F({(0), f(z)) = f(0 + x) = f(x) =
d) Necht je v € M a f(xr) = u. Poloime v = f(—=x).
Pak je
Fu,v) = F(f(z), (—=)) = flx — ) = (0) =
Tim je lemma dokazano.

Toto lemma vSak udava jen nutnou podminku Fesi-
telnosti rovnice (7); neni z néj vidét, jak by se dalo najit
explicitni vyjadfeni pro feSeni f(x)

Pomoci metod, jichz bylo pouZito p¥i feSeni funkecio-
nalnich rovnic z odstavce 4, miZeme nyni popsat na-
sledujici postup pro uréeni feSeni funkcionalni rovnice
(7):

Predpoklidejme, Ze f(x) je spojita funkce, pro niZ plati

& + y) = F(f(x), f(y),
a pfedpoklidejme pFitom, Ze f(x) je definovano pro libo-
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volné reilné hodnoty proménné x. (Jak jsme vidéli
v piikladech z odstavce 4, Ize tyto Givahy snadno modi-
fikovat pro p¥ipad, Ze funkce f(x) neni definovana
viude.)

Definujme funkce F,(t) ndsledujicim zptusobem:
F,t) =t, Fut) = F(Fa,(t),t) pron = 2.
Pak je ziejmé& F,(f(xr)) = f(x); pfedpokladdme-li, Ze

pro ka#dé p¥irozené n plati F,.(f(z)) = f(nx), pak pro
n + 1 dostavame

H(n + 1) 2) = f(nz + 2) = F(f{(nz), (z)) =
= F(Fa({(2), /(=) = Frnilf(z))-
Indukei jsme tedy dokazali, Ze plati

finz) = F.(f(x))

pro véechna pfirozend n. Specialné dostdvime prox = 1
vztah

f(n) = Fu(c),

kde jsme polozili ¢ = f(1). Timto postupem je funkce
f(z) definovéna pro vSechny ptirozené hodnoty =.
Necht jsou nyni m a n libovolna piirozena éisla. Pak je

Fofe) = fim) = 1 (n.52) = F(1{5))-

Budeme-li navic jesté predpoklidat, Ze k funkeci F,(t)
existuje inverzni funkce G,(u), bude

m

H5) = Gamten,
a funkce f(z) je tedy definovana pro vsechny kladné
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raciondlnf hodnoty proménné z. PouZijeme-li rovnosti

H0) = F(f(z), {(—=)),

muZeme f(z) definovat pro libovolné raciondlni hodnoty
proménné z. A vezmeme-li v divahu hustotu mnoZiny
raciondlnfich é&fsel a spojitost funkee f(z), miZeme funkei
f(x) povaZovat za definovanou pro viechny redlné hod-
noty proménné z.

Pochopitelné je nakonec t¥eba ovéfit, zda takto urde-
né funkee f(x) rovnici (7) také skutedné vyhovuje.

Metoda Feseni funkcionalnich rovnic tvaru (7), kterou
jsme pravé vyloZili, je ovSem popsana velice schematicky
a vyzaduje jesté fadu upfesnéni. Tak neni napiiklad
viibec jasné, jak je moino definovat funkce F,(t), zda
tyto funkce vibec existuji, zda k nim existuji funkce
inverznf atd. Zde vSak nebudeme na tyto otizky v obec-
ném piipadé odpovidat; odpovime na né v kaidém
konkrétnim p¥ipadé.

Vysettime nynf co moZna nejpodrobnéji ptipad, kdy
je funkce F(u,v) mnohoélenem ve dvou proménnych.
Pak ma F(u, v) tvar

F(u, v) = aur v + agutavhs + ... + a, utsvs,

kde jsou a,, @y, ..., a, libovolnd nenulova realns &fsla
a i, }.2, vy Mgy B1s Moy -« s fhe jsou celd nezédporna &isla.
Jak zndmo, nazyvé se nejvétsf z &sel 4,, 4,, ..., 4
(bez Gjmy na obecnosti lze pfedpokladat, Ze to je &isto 4,)
stupném polynomu F(u,v) vzhledem k proménné u
a nejveétsi z &sel uy, u,, . .., 4, (necht je to tteba &fslo x)
stupném polynomu F(u, v) vzhledem k proménné ».
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Jestlize ma funkecionalni rovnice

flx +y) = F(f(z), ()
tefeni, musi pfedevSim funkce F(u, v) vyhovovat rov-
nosti
F(u,v) = F(v, u),
tj. musi splilovat podminku

aurwr + L+ aquttot + L. gt =
= a,umvh + ..+ auevt
z nf% ihned plyne, Ze je 2, = y,; stupné polynomu F(u, v)
vzhledem k proménnym u i v jsou tedy stejné. Oznalme
tento stupen n (4, = n).
Dale musi polynom F(u, ») splilovat rovnost
F(u, F(v, w)) = F(F(u, v), w).
Nyni je
Fu, F(v, w)) = au™(F(v, )" + au*e(F(v, w))re +
+ ... + auP(F(v, w))e
a
F(F(u, v), w) = a,(F(u, v))* w -+ ay(F(u, v))*2 wrz +
+ oot afFu, v))we =
= g0t vt 4 ...
obé posledni rovnosti ukazuji, e polynom F(u, F(v, w)) je
vzhledem k proménné « stupné » a polynom F(F(u,v), w)
je vzhledem k proménné u stupné n2. A protoZe oba
tyto polynomy jsou si rovny, musi byt n = n?éilin = 1.
Je-li tedy F(u, v} polynom a ma-li rovnice (7) fesend,
pak ma F(u, v) tvar

(8) F(u, v) = auv + Pu + pv + 9.
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Z rovnosti
F(F(u, u), v) = F(u, F(u, v))

pfitom po jednoduchych tpravach dostavime vztah
(ay — B% + B) (u—w) =0,

ktery ma platit pro libovolna % a v; to znamend, Ze
koeficienty polynomu F(u, v) musi navic spliiovat pod-
minku

(9) ay = f*—p.
Nyni jsou dvé moznosti:

. a=0. Pak je 8 £0 a f2—f8 =0, tj. =1,
a rovnice (7) md tvar

(10) f= +y) = (=) + f¥) + .

Polozme g(x) = f(x) + y. Je zfejmé, %e funkee f(x)
je feSenim rovnice (10) tehdy a jen tehdy, je-li funkce
g(x) feSenim rovnice

gx + y) = g(x) + g9(y).
V3echna feSeni funkciondlni rovnice

f@ +y) =f=@) + fy) + 7

jsou tedy ddna vzorcem

f(.’l?) =cxr—y,
kde c je libovolné realné &fslo.
. pr—B . .
2. a # 0. Pak je y = ——— @ rovnice (7) mé tvar
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flo + 9) = ai@) 1) + i) + i) + L2,

neboli tvar

(af(@) + B) (sfy) + B)— B

a

(1) fz+y =

PoloZime-li zde g(z) = f(x) + B, vidime, Ze f(x) je fe-
genfm funkciondlnf rovnice (11) tehdy a jen tehdy, je-li
funkce g(x) feSenim rovnice

gz + y) = g(x).9(y)-

Véechna feSeni dané funkcionalni rovnice tvoi{ tedy
funkee (viz ptiklad b, str, 48-49)
cc—f

f@)=—Lt a fo =L,

kde ¢ je libovolné realné kladné &fslo.

Podfvejme se naptiklad na funkciondlni rovnici

(12) f@ +y) = [(@). /) + (&) + f@)

Ta je zfejmé tvaru (7) s funkef F(u, v) tvaru (8), kde
volime a = 1,8 = 1, y = 0. V tomto ptipadd je podmin-
ka (9) splnéna, nebot je ay =0=1—1=f2—§;
véechna FeSeni funkecionalni rovnice (12) tedy tvoii
funkce

f@)=—1 a fl&) =c—1,
kde ¢ je libovolné reilné kladné &slo.

Jestd v jednom pifpadd lze funkecionalni rovnici (7)
plevést na néktery z klasickych pifkladd, které jsme
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vySetfovali v odstavci 4, a to tehdy, existuje-li funkce
G(¢), pro niz plati jedna z rovnosti
G(F(u, v)) = G(u) + G(v),

G(F(u, v)) = G(u).G(v).
JestliZe totiZ v tomto piipadé pfedpokladame, Ze spojita
funkce f(x) spliiuje rovnici

f& + y) = F(f(2), f(y),
pak funkce g(x) = G(f(x)) ziejmé spliiuje rovnici

9= + y) = g(®) + 9(y)
nebo rovnici

gz + y) = g(x).9(y).

Resme naptiklad funkcionalni rovniei

(=) 1)
13 x = 27
a2 M+ 9) = Far + 1)
Predpokladejme, Ze f(r) je néjaké Yesenf této rovmice.
Nejprve je tfeba poznamenat, Ze je f(x) # 0 pro viechna
z, pro né% je funkee f(x) definovana: Je-li totiz pro néjaké
a hodnota f(a) = 0, plati pro ka%dé »
e — o) [(a)
) =
M = o —a) + )
tj. f(=) je nulova konstanta, a ta nevyhovuje rovnici (13).
Funkce f(r) vSak nemizZe byt definovina pro z = 0,
nebof kdyby tomu tak bylo, dostali bychom
0N 1
a to neni mo#né (pfedpoklidame, Ze bylo f(0) # 0).
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Utvofme nynf funkei g(z) = Ty ( R Ta je pak defino-

véna a spojitd pro viechna ta z, pro néi md stejné
vlastnosti i funkce f(:z:), a kromé toho je f(z) FeSenfm
rovnice (13) tehdy a jen tehdy, je-li

1 f@) +iy) _ 1
ety ~ @y 1@

+@=WHML

+

gz 4+ 9) =

tj. vyhovuje-li g(z) funkcionélni rovnici

9(z + y) = g(x) + 9(y).

Viechna feSeni dané funkciondlni rovnice tedy tvoii
funkce

kde ¢ # 0 je realné &fslo.

7. JESTE JEDNO ZOBECNENI

Rovnici (7) miZeme zobecnit, a to tak, Ze budeme
vydetfovat funkciondln{ rovnici

(14) {(G(z, y)) = F({(z), {y)),

kde G(z,y) a F(u,v) jsou funkce dvou proménnych.
Na nékolika konkrétnich piikladech ukizeme, jak lze
tuto rovnici pfevést na nékterou z vysSe uvedenych
funkciondlnich rovnie.
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a) Vysetfujme funkciondInf rovnici

(18)  fla(x—y) + b) = 4f(z) + BHy) +.C,

kde a, b, 4, B, C jsou pevné reélnd &¢sla. Mohou nastat
tyto eventuahty

l.a =4 =B = 0. Pak je
1(8) =
a FeSenfm rovnice (15) je kaZdd spojita funkee f(x), pro
kterou platf f(b) =
2. A=B =0, ale a # 0. Pak je jedinym fesenim
rovnice (15) konstanta C.

3. a = 0, ale &sla 4 a B nejsou soudasné rovna nule.
Jestlie v tomto pifipadd poloffme x =y, dostivame
vztah

%) = (4 + B) f(=) + O,

a odtud plyne: Je-li 4 + B # 0, je f(x) = const, a je-li
A 4+ B = 0, je fefenfm dané funkciondlni rovnice kazdéd
funkce f(z), pro ni% je f(b) =

4. a # 0 a &sla A a B nejsou soudasné rovna nule.
Pak pro z = y dostavdme vztah

f(®) = (4 + B) f(z) + C,

ktery ukazuje: Pokud mda rovmice (15) nekonstantni
tefeni, musi byt splnéna podminka A4 4 B = 0 ¢ili
A = —B. Pak v8ak ma dana funkecionalnf rovnice tvar

flal® —y) + b) = Af(x) — Af(y) + C.

Poloime zde ¥ = 0 a oznadme f(0) = . Pak mame vztah
Hax + b) = Af((x) =) + C,
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a odtud plyne
flaz —y) + ) = A(f@e—y)—1) + C,
&ili
Aflx —y) — Al = A(f(z) — {®)),
neboli nakonec
fe—y) = f(x) —f(y) + 1.
Pro z = 0 a y = —z véak dostdvidme
f@) = —f—=)+ 2l, tj. f(—=)=—f@=)+ 2,
a tedy je
f@ + 2) = f(=) + f(2) — L
Pak plati
fle +2) — 1= (fl) — 1) + (fz) — 1)
a 7z toho plyne, Ze je
flz) = dz + 1,
kde d je libovolné realné fslo.
Z rovnosti
dalz —y) +b) + 1= A(de + ) — A(dy + 1) + C,
ktera je ekvivalentni s rovnosti
(da —dA)xr — (da —dA)y + db 41— C =0,

naopak plyne, ¥e hledané funkce f(z) je FeSenim uvaZo-
vané funkcionalni rovnice pouze proa = 4 al = C —db.
A tak mé tedy funkciondlnf rovnice

Halz —y) + b) = Af(x) — Af(y) + C



nekonstantni feSeni pouze pro a = 4. V tomto p¥fpadsd
jsou FeSenimi uvedené rovnice funkce

f(x) = dx + C —db,
kde d je libovolné realné ¢islo.
b) Redme funkcionalnf rovnici

(16) f[—”—“—“%] = f@).fs) (e #0).
1+

Nejprve upravime vyraz
Y
zry
T+
nisledujicim zpisobem:

z+y _ cxtcdy  2x+ 2y

xy ¢+ 2y 2¢% 4 2xy

2cx + 2cy + 2 — ¢+ xy — 22y
= 2¢ + 22y +cx—cx 4+ cy —cy =
_ et —(—a)c—y) _
c+a)(c+y)+ (c—x)(c—y)
ct+zx c+y_1
c—zx c—y
c c+z c+vy
c—z ¢c—y

+1
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Piedpoklidime-li nyni, Ze f(z) je FfeSenf rovnice (16),
a poloZime-li v této rovnici

c+ =z —u ct+y _

c—zx ‘c—y

neboli

r==cC

wr1’ YT

dostaneme:

ewz1) =1 l55a);

Odtud plyne, %e funkce f(z) je Fefenfm dané rovnice
tehdy a jen tehdy, vyhovuje-li funkce g(t) = f[
funkciondlni rovnici
g(uv) = g(u).g(v);
Pedenim této posledni rovnice jsou, jak vime, funkce
g) = [t g(¢) = 0.

Vsechna feseni rovnice (16) jsou tedy tvofena funkcemi

c—{—a:

t-{-l)

f®) = » fle) =0,

kde @ je libovolné realné &fslo.

¢) Redme funkciondln{ rovnici

(17) V2 F %) = f)-fy) -
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Piedpokliadame-li, %e f(z) je néjaké FeSeni této rovni-
ce, miZeme ji pfepsat nasledujicim zpisobem:

1z + ) = 101/ -
(Vyraz |/y® zde chipeme nikoliv jako ly, jak to byva
obvyklé, nybrz jako y.) PoloZ{me-li nynf pro ¢t = 0
gt) = 115),
méme rovnici
glu? + %) = f(uF + %) =
= 1) 1o = gw?).g(0?) .
Odtud plyne, Ze je
g(t) =0 nebo g(t) =a*,
kde a je libovolné kladné &islo.

Pak vSak jsou feSenfmi vysSe uvedené funkciondlni
rovnice funkce tvaru

flx) =a®* a f(z) =0.

8. JESTE DVE
FUNKCIONALNf ROVNICE

Budeme nyni fesit dvé funkciondlni rovnice, které se,
tfebaZe vypadaji v jistém smyslu komplikovandji nez
dosud uvaZované rovnice, daji téZ fesit pomoci Cauchyho
metody.

a) Urdéeme vSechny funkce f(z), které jsou spojité na
celé &iselné ose a Fesi funkeiondlnf rovnict

(18) &+ 9) + f(z —y) = 2(f(z) + [(¥))-
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Piedpoklidejme, Ze f(x) je ndkterd z tdchto funkef.
Polozime-li pak v (18) # =y = 0, dostavime vztah
2{(0) = 4/(0), z néhoz plyne, Zze musi byt f(0) = 0.

Podobné dostaneme z rovnice (18) postupné vztahy

f(2z) = 4f(z) — f(x — z) = 4{(=),
1(32) = 2f(22) + 2f(x) — [(2z — =) =
= 8f(z) + 2f(z) — f(=) = 9f(x).

BudiZ nyni n ptirozené &islo, n > 2, a pfedpokladej-
me, %e pro viechna pfirozena éisla m, 2 < m = n, plati
fimx) = m?*f(x).

Pak je

f(n + 1)z) = f(nx + 2) = 2{(nz) + 2f(x) —
— f((n — )x) = 2n¥f(x) + 2f(x) — (n — 1)2f(z) =
= (n* + 2n + Df(x) = (n + 1)*f(z);
to vS8ak znamena, %e rovnost
f(nx) = n?f(x)

je splnéna pro vSechna realné &isla x a pro kaZdé piiro-
zené &slo n. Oznadme pismenem ¢ hodnotu funkee f(x)

pro z = 1, tj. ¢ = f(1). Z uvedené rovnosti pak plyne,
ze jsou-li m a = libovolna pfirozena é&fsla, je

f(n) = en?

f(n ) = w1(52) =m0

Jinymi slovy:
(19) f(x) = cx?
pro kazdou kladnou raciondlni hodnotu proménné z.

a
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PoloZime-li nyni znovu v (18) y = —w, dostdvime

H0) + f(2x) = 2f(x) + 2f(—=),

coZ ukazuje, Ze rovnost (19) plati pro libovolné racio-
nalnf hodnoty proménné z. VyuZijeme-li nakonec toho,
%e funkce f(x) je spojitda a %e mnozina raciondlnich é&fsel
je hustd, dostavame jako vysledek, %e (19) plati pro
ka?dé realné «.

Z identity

c(x + y)? + c(x — y)* = 2(cz? 4 cy?)

pak naopak definitivné plyne, Ze vSechna feSenf funk-
ciondlni rovnice (18), ktera jsou definovdna a spojita
pro viechna x, maji tvar

¢ili

f(z) = ca?,
kde ¢ je libovolna reilna konstanta.

b) Budiz @ > 0, @ # 1 pevné reilné &fslo. Urdeme
véechny funkce f(z), které jsou definovany a spojité na
celé &fselné ose a které vyhovuji funkcionalnf rovnici

(20) f& + y) = a™f(z) {(y).

Budiz tedy f(z) néktera z téchto funkei. Postupné

pak dostdvame:
28 —2
2

f22) = fz + 2) =@ [f@)]2 =a 2 = [f(=)];
f(32) = f(2z + z) = a®f(2z) f(z) =
= a2 a7 [f(2)]* f(2) = a%*[f(2)]* =

3t —3

—a ? " [f@)];
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f(4z) = [(3z + x) = a*f(32) f(x) = a*'[f(2)]* =

1—4 , 2—¢
=a ¥ [f@)=0a ® [f@)*.
Predpoklidejme, %e pro kaZdé ptirozené é&islo n plati
21) finz) =a” = i@
Pak je
K + 1)) = f(nz + ) = a=f(nz) fz) =
(I‘ +.).’ (n+1)l—(s+l)'.
=o' T Fp@pee—a T e,

a odtud indukei plyne %e rovnost (21) je splnéna pro
vSechna pfirozena éisla n a pro viechna reilna é&isla z.

Z (21) nyni dostavame, Ze pro libovolna dvé pfiroze-
ni d&isla m a n v disledku rovnosti

fn) =a = [f1)]

plati
frn) = ST = T S
t.
=) - S pan”

Na druhé strané je

=iz 5)- a%[f(%]]zg 0.
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Budeme-li pfedpoklidat, %e je f(1) = 0, dostdvame
pro ka#dé realné ¢fslo = vztah

H@) = f(z—1) + 1) = a** flz — 1) f(1) = 0,

tj. dostdvame trivialni Feseni f(z) = 0.
Neoht je tedy f(1) > 0. PoloZime-li

6 = — 5 +log, (1),
bude f(1) = a?t -;_ a
l[%) (@) e S
neboli
(22) f@)=a .

pro kaidou kladnou raciondlni hodnotu proménné z.
Podobné je z rovnice (20) vidét, Ze je

1) = f(1 + 0) = f(1).f(0),
neboli f(0) = 1. Pak plati
1 = (0) = ftx — %) = a—=f(z) f(—).
Jinymi slovy: je

=3 (—z)8

+ o(—o)
f—a) = a*.a =a ,
coZ znamend, %e rovnost (22) plati pro vsechny racio-

nalnf hodnoty proménné z; odtud uz plyne, Ze tato rov-
nost plati pro libovolnou realnou hodnotu proménné .
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Z identity
LA L watn o Zie Lia
a =a .0 .a
naopak s definitivni platnosti plyne, ze vSechna Fesen{
funkcionalni rovnice
f(z + y) = af(2) {(y)
jsou tvofena funkcemi
fz) =0 a f(x)=a ;
kde ¢ je libovolné realné &slo.

9. DYADICKA RACIONALNI CISLA

Budiz n libovolné celé &fslo a m libovolné prirozené
dislo nebo nula. Kazdé éfslo tvaru #/2» ‘nazyvime
dyadickym raciondlnim &islem.

Vé&ta, Mnofina T dyadickijch raciondlnich &isel je hustd
MmnoZing.

Dikaz. Budiz A = («, B) libovolny interval na &iselné
ose. Budeme zkoumat nasledujici t¥i mozZnosti:
1.0 £ a < B. Oznaéme pismenem ¢ délku intervalu 4,

1 .,
tj. ¢ = p— a > 0. ProtoZe lim - = 0, je ziejmé, Ze
k—)co 2

. » we 2 I 1
existuje piirozené ¢islo m, pro néz je -~ < ¢. Utvotme

¢iselnou posloupnost

1 2 3 n
2_’".,%,5;"‘.’%,
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Ta zfejmé neomezend roste a proto existuje piirozené

—1
Sa < gm hdybyphtom

dslo n tak, Ze plati

bylo 8 < %, dosli bychom ke sporu: e = f — a <

n n—1 , n

2—M—T='2—m < & M]J.Si tedy byt a<%<ﬂ,
a to znamen4, Ze interval 4 obsahuje dyadické racio-
nalni &fslo.

2. a < f = 0. Oznadime-li znovu pismenem & délku
intervalu 4, zvolime-li pfirozené &islo m tak, aby bylo
1
om <& 8 budeme-li uvaZovat posloupnost
—1 —2 —3 —n

vidime, Ze interval 4 obsahuje dyadické raciondlni &islo.

3. « < 0 < . Na zdklads toho, co jsme pravé dokiza-
li, obsahuje kaZdy z intervald (0, f§) a (a, 0) dyadické
raciondlnf ¢&fslo. TudiZ obsahuje takové &fslo i samotny
interval 4.

A tak vidime, %e kaZdy interval na é&iselné ose, ktery
nezdegeneruje v jediny bod, obsahuje prvek mnozZiny 7'.
To viak znamend, %e T je hustd mnoZina.

Véta je dokdzéna.

Disledek. Je-li a libovolné nenulové redlné &islo, pak je

mnoZing
S = {—;ﬁm m = 0, n jsou celd éisla}

hustd.
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Dikaz. Ptedpoklidejme pro urditost, Ze je a > 0.
(P¥ipad @ < 0 se vySetfuje analogicky.) BudiZ 4 =
= (a, B) libovolny interval na &fselné ose. Pak podle
pravé dokézané véty existuji celd disla n a m = 0 tak,
%e platf

a n B
@ <™ e

Odtud plyne, Ze je a < % < B, tj. interval A obsa-

huje ¢islo z mnoziny S.
Dusledek je dokézan.

10. LOBACEVSKEHO
FUNKCIONALNI ROVNICE

Urédime nyni vSechny funkce, které jsou definovany
a spojité na celé ¢fselné ose a které vyhovujf funkciondlnf
rovnici

(23) f& + y).fle — y) = [f(=)]*

Tuto rovnici fesil poprvé N. I. Lobadevskij pfi vy-
‘Setfovani nékterych problémi neeuklidovské geometrie.

Je ziejmé, Ze kazdd konstantni funkce je Fesenim
rovnice (23). Pfedpoklddejme nynf, Ze f(x) je nekonstant-
nf spojita funkce, kterd vyhovuje rovnici (23), oznatme a
hodnotu funkece f(z) v bodé 0 a pfedpoklidejme, Ze je
a > 0. (Je-li a = 0, dostavame FeSeni f(z) = 0, a pii-
pad @ < 0 se vySetiuje analogicky jako p¥ipad a > 0.)

Pro ka#dé = bude platit

fia)-10) = [{3)]
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Je tedy f(x) = 0 pro vSechna z a kromé toho platf
(%) = Vi@ for-

Oznadime-li b = f(1), dostavame:

kde jsme poutili oznadenf % =c.
Predpoklédejme nyni, Ze pro néjaké ptirozené éfslo m

plati
1
1 o
f[%] =act" .
Pak je

fot) - oA~ o

a odtud plyne indukei, Ze pro kazdé ptirozené &islo m
plati rovnost
1
1 —
f[%—] =ace” .

Budiz nynf » libovolné piirozené &islo, a predpoklé-
dejme, %e platf

k

(&)
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pro kazdé ptirozené ¢islo m a pro kazdé piirozené éfslo

k < n. PoloZime-li ve funkcionalnf rovnici (23) z = %—
ay= % , dostavame
n+1 n—1) 7 \}?
*==)1=) = =)
tj.
. —zl m+ 1
n+1 a®c2™ ™
/( 2m ]= = = 9%¢ "
ac 2"

a odtud je pomoci indukce vidét, Ze pro kazdé kladné
dyadické raciondln{ éfslo = plati
(29) f(x) = ac*.
Polozime-li pak v (23) z = 0, dostavame
_ f@)-f(—y) = O] = o,
neboli
a?

f(—y) = )

a odtud plyne, Ze rovnost (24) plati pro libovolné dya-
dické raciondlni hodnoty proménné z. A vezmeme-li
nakonec v tivahu, Ze f(z) je spojitd funkce a Ze mnoZina
dyadickych raciondlnich &isel je hustd, dostavame tento
vysledek: Refenimi Lobadevského funkcionalni rovnice
mohou byt nejvyse funkce

f@) =0 a fz)=ac,
kde ¢ je libovolné kladné &fslo.
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Naopak se miZeme bezprostfedné presvédéit o tom,
Ze tyto funkce Lobadevského rovnici také skutedné fesi.

11. PALEMBERTOVA
FUNKCIONALNI ROVNICE

Pii zkoumani jistych problému z mechaniky dospél
francouzsky matematik d’Alembert k funkcionalni rov-
nicl

(25) Hz 4+ 9) + f(z — ) = 2f(z) [(y).

Budeme tuto rovnici feSit, pfitem% budeme hledat jen
takov4 jeji FeSeni f(z), jeZ jsou definovana a spojitd pro
viechna z a navic spliujf podminku |f(z)| =< 1.
Jednim takovym Fefenim je z¥ejmé konstantni nulova
funkce. Piedpoklidejme nyni, Ze f(x) je néjaké nekon-
stantni Fedeni rovnice (25). Pfedevsim z této rovnice pro
y = 0 dostdvame, Ze je
2f(=) = 2{(0) f(=)
pro kaidé z, a to znamend, Ze je f(0) = 1. Pro x =0
dostdvéme
1) + H(—y) = 2f(y),
tj.
19) = fi—),
a odtud je vidét, Ze funkce f(x) je suda.
Pro z = y mame
H2x) + f(0) = 2f¥(=),
¢ili

pw) = 1L
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Funkee f(x) je spojitd, nekonstantni, splituje podmin-
ku |f(x)| < 1, je suda a platif(0) = 1 > 0. Odtud plyne,
Ze existuje ¢islo a > 0, pro které je 1 > f(a) > 0. Pak
vSak existuje éfsloc, 0 <c¢ < %, pro néz plati f(a) =

= cos ¢. DokéaZeme, Ze je

(26) f[2—7:la,] = cos (% . —;"—m a)

pro viechny dvojice ptirozenych &fsel n a m. Dukaz
této skuteénosti provedeme pomoci ,,dvojnasobné* in-
dukee podle » a m.

Necht je nejprve » = 1. Indukef podle m dokizeme,
Ze plati

(27) ]‘[2—11" a,] = cos[c 217” a) .

Skutedné: Pro m = 1 mame

{2 *_fla)+1 ’
a tedy [(2]] ?

cosc+1 c _ ¢ 1
f[ ] I/ _GOSE_OOS(;'E)'

Piedpokladejme, Ze rovnost (27) plati pro néjaké ptiro-
zené ¢&islo m. Pak je

f(eer) = l/f[%il - Vcos(i i

2 2

< 1
= COS Wa,

a rovnost (27) tedy pla,ti iprom + 1.
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Dokézali jsme tak, %e rovnost (26) plati pro n =1
a pro libovolné m. Nyni pfedpokladejme, Ze plati pro
kazdé prirozené ¢&islo m a pro kaidé piirozené dislo
n < N (N je pevné pfirozené &fslo). VyuiZijeme-li pak
rovnosti

f((N + 1) )= 2{(N=) f(z) — f((N — L)),

(AT )
el Rl s

2
c N +1
— cos [E' S a,] = cos(a T E

Odtud uZ plyne, Ze je
c
f(x) = cos i

pro kazdé x tvaru 2—1; a (n a m jsou pfirozena ¢&isla).

Na druhé strané jsme uz zjistili, %e funkce f(x) je suda,
a proto plati posledn{ rovnost i pro libovolné hodnoty z

tvaru ; a, kde n a m = 0 jsou cela &fsla.

Uz dfive jsme dokazali, Ze mnozina

n
S={Wa

m = 0, n jsou cela ¢isla }
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je hustd. Tim tedy nakonec dostdvame, %e pokud spojita
funkce f(x) vyhovuje podmfinkam

f +9) + fe —y) = 2f(@) f(g); |f(*)] = L,
je nutné tvaru
f(x) = cos Az,
kde A je libovolné reilné &islo.

Naopak se lze bezprostiedné presvéddit o tom, Ze
kazd4 takovad funkce skutetné vyhovuje obéma vyse
uvedenym podminkdm.

Tim je d’Alembertova rovnice fedena.

12, JESTE JEDNA METODA RESENS
FUNKCIONALNICH ROVNIC

Nakonec se jesté kratce zastavime u dalsi metody FeSeni
funkecionalnich rovnic; tato metoda je v jistém smyslu
modifikaci substituéni metody.

Necht jsou G(x), F(x) a H(z) tfi dané funkce jedné
proménné. Pak lze funkcionalni rovnici
HG(@) = H(z) + F().f(=)
Fedit timto postupem:

1. Najdeme jedno jeji FeSeni g(x) (dasto se to déje
tak, Ze je ,,uhddneme’).

2. Pfedpokladdme, Ze f(x) je libovolné Feseni vyse
uvedené rovnice, a poloZime p(x) = f(xr) — @().

Je zfejmé, Ze funkce f(x) bude FeSenim dané funkecio-
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nalni rovnice tehdy a jen tehdy, bude-li p(x) FeSenim
funkcionalni rovnice

Y(G(x)) = F(z).p(x).

3. Vytedime tuto poslednf rovnici a najdeme funkei
y(z); tim urdime i funkoi f(z).

Nebudeme se pouitét do dalsich podrobnosti a v8im-
neme si nékolika piikladi.

a) Redme funkcionalni rovnici

1 x
(28) 1@+ sz = 1(3)-
Z vlastnostf trigonometrickych funkef plynou rovnosti
x
2 cos®
cotg x + .l :1—{.—008:6: 2 _
sin sin 2cos % sin®
2" 2
z
= cotg 5

které ukazuji, Ze jednim z fefeni funkecionalni rovnice
(28) je funkce cotg z.

Budiz nyni f(z) libovolné feSeni této rovnice a polozme
p(x) = f(xr) — cotg . Pak bude funkce y(x) FeSenim
rovnice

ve) =v(3).
& tedy je y(x) = const.

85



A tak jsou vSechna feseni funkcionalni rovnice (28)
tvofena funkcemi

f@) = cotgz + ¢,
kde ¢ je libovolné realné ¢&islo.

vvvvv

funkecionalnich rovnic.

b) Re$me funkcionalni rovnici

fz +y) = @) + f(y) —

(29) z+y . x .Y
4 cos 3 .s1n—2—.sm§—
Protoze plati
_ T+Y in® sind_1—
cos x + cos y — 4 cos g - Sing .sing 1=
. z+y r—y zr4+y . x
= 2 cos g - C0S—5 4 cos g -sin-.
.Y z+y x Y . T
. ——1= = . - - °
sin 3 2 cos 3 (cos 3 cos ) —+ sin 3
in?g _2sin® sinZ] 1= 22Xy
- sin 5 2sm2 2] 1 = 2 cos 3 1=
cos (¢ + ¥),

je jednim fefenim rovnice (2 9) funkce cos .

Piedpokladejme nyni, Ze f(x) je libovolné feSen{
rovnice (29), a poloime y(x) = f(x) — cos x. Pak funkce
f(x) spliiuje danou funkciondlni rovnici tehdy a jen
tehdy, splnuje-li funkce y(x) funkcionalni rovnici

vz + y) = p(@) + v(¥).
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Refenfmi této posledni rovnice jsou viechny funkce
tvaru y(x) = cxz, kde ¢ je libovolné realné &islo, a proto
jsou vSechna FeSen{ funkciondlni rovnice -

fz +9) = f@) + f9) —400s 2T Y sin? oY 1

tvaru
f(x) = cos z + cx,
kde ¢ je libovolné reélné &islo.

¢) Redme funkciondlni rovnici
(30) flz + y) = fx).f(y) + =y — =f(y) —yflx) + = +

+y.

Neni té8zké ovéfit, Ze jednim Fesenim této rovmice je
funkce f(x) = z. Proto bude funkce f(z) fesenfm rovnice
(30) tehdy a jen tehdy, fedf-li funkce y(z) = f(z) — =
funkcionalnf rovnici

y(@ + y) = p).p(©)

Jak jsme uZ vidéli, maji vSechna Feseni této posledni
rovnice tvar
p(@) = a2,

kde a je libovolné nezaporné redlné ¢islo.

Regenfmi funkecionalnf rovnice (30) jsou tedy viechny
funkce tvaru

f(x) =z + a2,

kde a je libovolné nezaporné realné &islo.
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ULOHY K PROCVICENI

1. Uréete viechny funkce f(z) definované na celé -
selné ose a vyhovujici funkciondlnfi rovnici

Hz + y) — 2f(xy) — 3f(x) + (22* — 1) {(y) =
= 2x(xzy — 1) — 5.

Odpovéd: f(x) = x* + = + 1.

2. Urdete viechny funkce definované na intervalu
(0, ), jez jsou FeSenimi funkeionalnf rovnice

f@) = yf(x).
Odpovéd: }(z) = C log, =.

3. Urdete viechny funkce f(z), které vyhovuji nésle-
dujicim podminkdm:

a) je-li funkee f(x) definovina a spojitd v jistém bo-
dé a, pak existuje okoli 4 bodu « tak, %e f(z) je defino-
vana a spojita pro viechna z € 4;

b) nenf-li funkece f(z) v bodé a definovina, pak existuje
okoli 4 bodu « tak, e funkce f(z) je definovdna a spo-
jitd pro viechna z € 4, 2 # a, a plati lim |f(z)| = oo;

IT—ra
¢) funkce f(z) je feSenim funkcionalnf rovnice

f(x) 4+ Hy)

e+ 9= T 1@ i -



Ndvod: Nejprve dokaite, Ze pokud funkce f(x) spliiuje
uvedens$ tfi pozadavky, je uz nutné definovina v bodé 0.

Poté dokaite, Ze existuji éislaa >0ac 0 <c¢ < ,E,
tak, %e plati f(a) = tg c. Nakonec dokaite indukei, Ze

"% kde

plati f(z) = tg-sx pro kazdé x tvaru z = 0y

nam = 0 jsou celd &isla.

Odpovéd: f(x) = tg Az, kde A je libovolné realné
dislo.

4. Uréete viechny funkce f(x), které vyhovujf nasle-
dujicim podminkam:

a) je-li funkce f(z) definovana a spojita v jistém bodé «,
pak existuje okoli 4 bodu « tak, Ze funkce f(x) je defino-
véna a spojita pro viechna z € 4;

b) neni-li funkee f(x) v bodé a definovina, pak existu-
je okoli 4 bodu « tak, Ze funkce f(z) je definovana
a spojitd pro vSechna z € 4, * # a, a plati lim |f(z)| =
= o0} >a

c) funkce f(x) je FeSenim funkcionalnf rovnice

_ @ e —1
e+ =T+ 1w -

Odpovéd: f(x) = cotg Az, kde A je libovolné realné
islo.

5. Uréete viechny funkece f(x), které vyhovuji podmin-
kam a) a b) z obou ptedchazejicich iloh a jsou FeSenimi
funkciondInf rovnice

_ H=®) + fy) — 2f(=) f(y)
et = T Smmm




Ndvod: Ukazte, e funkce g(x) = 7(—:1'7—1 je Fése-
nim funkciondalni rovnice
glz)gly) —1
z = L0 IWF
9 +9) = @) + 9
1

1 4 cotg Ax
6. Uréete viechny funkee f(x), které vyhovuji podmin-

kam a) a b) z dlohy 4 a jsou fefenimi funkcionaln{
rovnioe

Odpovéd: f(x) = , kde 4 jerealné éfslo.

fx) + fly) —1

e+ 9 = 51 T ofty) — o) — 1
Odpovéd: f(x) = m, kde 4 je redlné ¢&islo.

7. Uréete viechny funkce f(z), které vyhovuji podmin-
kim a) a b) z ulohy 4 a jsou FeSenfmi funkcionalni
rovnice
f@) + Hy) + 2/@)fy)

1 — f(@)(y)

Ndvod: Dokazte nejprve, ze funkee f(x) je definovana
v bodé 0, a pak definujte f(z) pro racionalni hodnoty
proménné z.

Odpovéd: f(x)

flz+y) =

_ cx
T l—c¢xz—1)"

8. Za stejnych podminek jako v pfedchazejici tloze
uréete vSechna feseni funkcionalni rovnice

@) + fy) — 2f(x)f(y)
ety ="
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_ cx
T 14ecz—1)°

9. Uréete vsechny funkce f(zx), které jsou definoviny
a spojité na celé &iselné ose a Fesf funkciondlnf rovnici

fle + y) = f@)fy) —T—F@) . JT—F) .

Ndvod: Metodou, jiZz jsme Fesili d’Alembertovu rovni-
ci, dokaZte, Ze v8echna feSeni uvedené funkciondlni
rovnice jsou tvofena funkcemi f(z) = cos Az, kde 4 je
libovolné realné &islo.

10. Dokaite, Ze vSechny funkce f(z), které jsou defi-
novany a spojité pro viechna z, fesf funkciondlni rovnici

fz + y) + [z —y) = 2f(x)f(y)

a spliiuji podminku f(x) = 1 pro vSechna x, maji tvar

fla) = L2

Odpovéd: f(x)

kde a je kladné realné ¢&islo.

Ndvod: Vyuiijte metody, kterou jsme fesili d’Alem-
bertovou rovnici. DokaZte nejprve, Ze pokud je a > 0,
a # 1 libovolné realné &islo, existuji kladné realna &isla
¢ a b tak, Ze plati

a® + a=¢
fo) = —5— .

11. Dokazte, Ze vSechny funkce f(x), které.jsou defino-
viny a spojité pro viechna z a vyhovujf funkciondlnf

rovnici

01



o+ 9) = f@) - fy) + VP@ — 1. VPe)—T,
majf tvar
a® + a*
fla) = L2,

kde @ je kladné realné é&slo.

12. Dokazte, Ze vScchny funkece, které jsou definovany
a spojité v intervalu (—1I, 1) a Yesf funkciondlnf rovnici

flay —YT—2*. T —9?) = f@) + o),

jsou tvaru f(z) = C arceos z, kde C je libovolné reilné
&islo.

13. Uréete viechny funkee f(z), jez jsou Fefenimi funk-
cionalni rovnice

f@ + y + axy) = f@)f(y),
kde a je pevné realné &fslo.
Odpovéd: f(x) = (1 + ax)e.
14: .Uréete viechny funkce, které fesf funkcionalni
rovnici
2>+ 9% = f@) + Hy) -
Odpovéd: f(x) = cxn; ¢ je libovolné realné &islo.

15. Uréete viechna feSeni funkciondlni rovnice

mZ 2
y

Odpovéd: f(x) = const,
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