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PŘEDMLUVA 

Teoriejrešenl funkcionálních rovnic je jedním z nejstarších 
odvětví matematické analýzy. K rozpracování této teorie 
podstatně přispěli matematici Euler, ďAlembert, Cauchy, 
Gauss, Weierstrass, Abd, Darboux, Hilbert a další. Úlohy 
vedoucí na funkcionální rovnice vznikají nejčastěji při 
řešení problémů z geometrie, mechaniky, aerodynamiky 
apod. 

Ú6elem této knížky je seznámit čtenáře v poměrně ele-
mentární formě se základními myšlenkami, jichž se při 
řešení funkcionálních rovnic užívá. Knížka si přirozeně 
neklade nároky na úplnost. Teorie funkcionálních rovnic 
je na jedné straně tak bohatá, že je sotva možně postihnout 
ji vyčerpávajícím způsobem, na druhé straně je jeji výklad 
v této publikaci koncipován tak, aby byl srozumitelný 
i pro čtenáře, kteří se v matematické analýze orientují jen 
zcela zběžně. 

Knížka je určena především žákům nejvyššich tříd 
gymnázií a průmyslových škol. Některé partie mohou 
pochopit i mladší žáci (například začátek první kapitoly), 
je však třeba, aby se před četbou této knížky seznámili 
s pojmem limity posloupnosti a s pojmem spojité funkce. 

Výklad je záložen na řadě příkladů a úloh, jejichž řešení 
podle autorova mínění nejlépe ilustrují metody, o nichž je zde 
pojednáno. V závěru první kapitoly se vyšetřuje jistá niko-
liv nezajímavá aplikace funkcionálních rovnic. Některé 
skutečnosti a věty z matematické analýzy jsou dokázány ve 
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druhé kapitole, přičemž jsou tímto způsobem vyplněny 
některé mezery ve středoškolské látce z analýzy. 

Autor doufá, že tato knížka pomůže zvídavým žákům 
v jejich přípravě na různé formy mimoškolské činnosti 
v matematice, jako jsou matematické olympiády, soutěže, 
přehlídky tvořivosti mládeže apod. 

Závěrem bych rád vyjádřil svou hlubokou vděčnost'Petru 
Kenderovovi a Michailu Kitanovovi, kteří mi jako recen-
zenti svými poznámkami a připomínkami pomohli a při-
spěli k definitivní podobě knížky. 

Sofie listopad 1976 A u t o r 
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ÚYOD 

V t é t o k n í ž c e s e b u d e m e z a b ý v a t p ř e d e v š í m f u n k c e m i 
j e d n é p r o m ě n n é , k t e r o u b u d e m e o b v y k l e z n a č i t p í s m e -
n e m x. F u n k c e p a k o z n a č í m e m a l ý m i l a t i n s k ý m i p í s m e -
n y / , g, h a t d . N ě k d y , p ů j d e - l i o z n á m é f u n k c e , p o u ž i j e m e 
i v e l k ý c h p í s m e n F, O a t d . 

P ř e s n o u d e f i n i c i p o j m u f u n k c i o n á l n í r o v n i c e n e j s m e 
s t o p o d a t . L z e v š a k ř í c i , ž e t o j e r o v n i c e , u n í ž s e h l e d á 
j i s t á n e z n á m á f u n k c e ( n e b o i v í c e n e z n á m ý c h f u n k c í ) n a 
z á k l a d ě z a d a n ý c h v l a s t n o s t í t é t o f u n k c e ; t y t o v l a s t -
n o s t i j s o u v y j á d ř e n y r o v n o s t í , n e b o i n ě k o l i k a r o v n o s t m i , 
v n i c h ž n e v y s t u p u j í d e r i v a c e a n e u r č i t é i n t e g r á l y t ě c h t o 
f u n k c í . M á m e - l i n a p ř . ř e š i t f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

/(* + y) = /(«) + m, 
z n a m e n á t o , ž e h l e d á m e v š e c h n y f u n k c e f(x), k t e r é u v e -
d e n é r o v n o s t i v y h o v u j í . 

O b e c n á m e t o d a ř e š e n í f u n k c i o n á l n í c h r o v n i c n e e x i s t u -
j e . V d a l š í m s e z a m ě ř í m e p ř e d e v š í m n a d v a p o s t u p y , 
p o m o c í n i c h ž j e m o ž n o ř e š i t j i s t é t ř í d y f u n k c i o n á l n í c h 
r o v n i c . T y t o m e t o d y l z e p o d l e a u t o r o v a m í n ě n í p o v a ž o -
v a t z a k l a s i c k é a s n a d z a n e j l é p e i l u s t r u j í c í p o d s t a t u 
p o j m u f u n k c i o n á l n í r o v n i c e . 

S o u č a s n ě s t ě m i t o m e t o d a m i s e n a z á k l a d ě ř e š e n í 
k o n k r é t n í c h p ř í k l a d ů z m í n í m e i o j i n ý c h z p ů s o b e c h 
ř e š e n í f u n k c i o n á l n í c h r o v n i c ; t y t o p o s t u p y s e v š a k o d 
o b o u z m í n ě n ý c h m e t o d n i j a k p o d s t a t n ě n e o d l i š u j í . 
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K a p i t o l a p r v n í 

SUBSTITUČNÍ 
METODA 

1. FORMULACE A PODSTATA METODY 

S u b s t i t u č n í m e t o d a ř e š e n í f u n k c i o n á l n í c h r o v n i o s p o -
č í v á — ř e č e n o c o „ n e j o b e c n ě j i " — v n á s l e d u j í c í m p o s t u -
p u : P ř e d p o k l á d á m e , ž e d a n á f u n k c i o n á l n í r o v n i c e u ž 
n ě j a k é ř e š e n í m á , a v h o d n ý m i z á m ě n a m i p r o m ě n n ý c h 
a d o s a z o v á n í m k o n k r é t n í c h h o d n o t s e s n a ž í m e n a j í t 
e x p l i c i t n í t v a r t o h o t o ř e š e n í . P o t é o v ě ř í m e , z d a t a k t o 
z í s k a n á f u n k c e d a n é f u n k c i o n á l n í r o v n i c i t a k é s k u t e č n ě 
v y h o v u j e . 

O b j a s n í m e t o n a j e d n o m k o n k r é t n í m p ř í k l a d u : Ř e š m e 
f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(1) f(x + y) + 2f(x — y)- 4/(*) + xf(y) = 3y* — 
— x% — 2xy + xy2, 

p ř i č e m ž s e b u d e m e z a j í m a t j e n o t a k o v á j e j í ř e š e n í f(x), j e ž 
j s o u d e f i n o v á n a n a c e l é č í s e l n é o s e ( t j . p r o v š e c h n a z ) . 

P ř e d p o k l á d e j m e t e d y n e j p r v e , ž e f(x) j e j e d n o t a k o v é 
ř e š e n í , a o z n a č m e / ( O ) = c . P o l o ž í m e - l i p a k v ( 1 ) y = 0 , 
d o s t á v á m e 

—f(x) + cx = —z* 
n e b o l i 

( 2 ) f(x) - s » + car. 
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Dosadíme-li nyní funkci (2) do rovnice (1), dostaneme 
vztah 

—«(« + y) + cxy = 0. 

Tato rovnost má být splněna pro libovolné reálné hod-
noty x a y\ to však znamená, že funkce (2) bude funkcio-
nální rovnici (1) řešit tehdy a jen tehdy, bude-li c = 0. 
Rovnice (1) má tedy jediné řešení 

f(x) = *». 

2. NĚKOLIK PŘÍKLADŮ 

Než se budeme zabývat některými obecnými třídami 
funkcionálních rovnic, jež lze řešit substituční metodou, 
zastavíme se ještě u několika konkrétních příkladů. 

a ) B u d i ž a > 0, a ^ 1 r e á l n é č í s l o . Ř e š m e f u n k c i o -
n á l n í r o v n i c i 

(3) f(x + y) =í(y).a*, 
přičemž i zde budeme hledat jen taková její řešení, jež 
jsou definována na celé číselné ose. 

Předpokládejme, že f(x) je jedno řešení funkcionální 
rovnice (3). Označíme-li /(O) = c a položíme-li v (3) 
y = 0, dostáváme vztah 

f(x) — c.a*. 

Z rovnosti 
c.a*+* = (c.a*1).a", 

která je splněna pro libovolná reálná čísla x a y, naopak 
plyne, že každá funkce tvaru f(x) = c.a', kde c je libo-
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volné pevné reálné číslo, je řešením rovnice (3). To tedy 
ukazuje, že rovnice má nekonečně mnoho řešení, jež 
jsou dána formulí 

f(x) = c.a* 

s libovolnou reálnou konstantou c. 

Zde je třeba poznamenat, že takto určená řešení rov-
nice (3) „pokrývaj í celou rovinu". Tato slova mají 
následující význam: Nechť je v rovině zadána pravoúhlá 
souřadnicová soustava 0[x, y) a nechť je M l ibovolný 
bod roviny o souřadnicích « a Pak tvrdíme, že exi-
stuje právě jedno řešení rovnice (3), jehož graf pro-
chází bodem M. 

Než budeme toto tvrzení dokazovat, poznamenejme, 
že graf nějaké funkce f(x) prochází bodem M [ a , ft] 
tehdy a jen tehdy, je-li fi = /(<*). Protože však rovnice 

ca" = 13 

m á pro libovolná a a /J jediné řešení vzhledem k c: 
c = /S-a -", existuje jen jediná funkce 

f(x) = p.a-".ax = P-a*-', 

která je řešením funkcionální rovnice (3) a jejíž graf 
prochází bodem M\_a, /?]. 

b) Řešme funkcionální rovnici 

(4) f(x + y) — 2 f(x — y) + f{x) — 2 f(y) =y — 2. 

Připusťme, že f(x) je jedno její řešení, a položme 
c = /(O). (Opět zde předpokládáme, že funkce f(x) je 
definována pro všechna x e B.) Položíme-li pak v (4) 
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nejprve x = O, y = t a potom x = 0, y = —t, dostáváme 
vztahy 

/ ( « ) — 2 / ( - ř ) + c - 2 / ( í ) = í — 2 

a 
/ ( - * ) — 2/(ř) + c — 2/(—t) = — t — 2; 

po úpravách odtud plyne 
—/(<) — 2 / ( - ť ) = í — 2 — c , 

— 2 / ( 0 — /(—<) = — t — 2 — c. 

Jestliže druhou z těchto rovností vynásobíme číslem — 2 
a výsledek přičteme k první rovnosti, dostáváme 

Jestliže naproti tomu položíme v (4) y = 0, x = f, 
dostaneme vztah 

/(<) - 2/(í) + f(t) - 2c = - 2 , 
z kterého plyne, že c = 1. 

Vše, co jsme dosud řekli, nás přesvědčuje o tom, že 
pokud je f(x) nějaké řešení dané funkcionální rovnice, 
musí bý t f(x) = x + 1. Bezprostředním ověřením se 
také přesvědčíme o tom, že tato funkce f(x) je skutečně 
řešením rovnice (4). 

A tak má funkcionální rovnice (4) jediné řešení 
f(x)=x+l. 

c) Řešme funkcionální rovnici 
(5) f(x + y) + f{x — y)— f(x) = f(y) + x — y>. 
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Připusťme, že f(x) je jedno její řešení, a označme stejně 
jako v předcházejících příkladech /(O) = c. Položíme-li 
pak v (5) y = 0, dostaneme f(x) = c + z; je-li tedy 
f(x) řešení funkcionální rovnice (5), je f(z) = c + z. 
Dosadíme-li takto určený výraz pro f(x) do rovnice (6), 
dostaneme rovnost 

c + (x + y) + c + (x — y) — (c + x) = 
= c + y + x — y*, 

která je zřejmě ekvivalentní s rovností 
y — y* = 0. 

Tato rovnost musí bý t splněna pro libovolné reálné 
hodnoty y. Toto poslední tvrzení je však nepravdivé, 
a proto funkcionální rovnice (5) nemá řešení. 

3. FUNKCIONÁLNÍ ROVNICE 
f(x + y) = F(f(y), *) 

Podívejme se nyní poněkud podrobněji na řešení 
funkcionální rovnice (3). Je zřejmé, že se jedná o spe-
ciální případ obecnější funkcionální rovnice 

(6) f(x + y)=F(f(y),x), 

kde F(u, v) značí libovolnou funkci dvou proměnných. 
(V případě (3) je F(u, v) = u.av.) Nyn í určíme, za ja-
kých podmínek na funkci F(u, v) má rovnice (6) řešení 
a jak lze toto řešení naj í t . 

Abychom takto formulovanou úlohu vyřešili, začne-
me hledat řešení rovnice (6); přitom použijeme postupu, 
j ímž jsme řešili funkcionální rovnioi 

f(x + y) = f(y).a". 
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Připusťme tedy, že f(x) je nějaké řešeni funkcionální 
rovnioe (6), a označme /(O) = c. Položíme-li v (6 ) y = 0, 
máme 

f(x)=F(c,x), 

a odtud dostáváme pro x = 0 vz tah 
/ ( O ) = c = F(c, 0 ) . 

Jinými slovy: Ukázal i jsme si, že pokud má funkcionální 
rovnice (6) řešení, musí funkce F(u, v) splňovat násle-
dující podmínku: existuje reálné číslo c, pro něž je 
(7) F(c, 0 ) = c . 

Z rovnosti j(x) = F(c, x) však plyne, že je 
f(x + y)= F(c, x + y)= F(f(y), x) = 

= F(F(c, y), x), 

neboli 
F(c, x + y) = F(F(c, y),x). 

T o zase ukazuje, že funkce F{u, v) musí splňovat i pod-
mínku 
(8) F(c,x + y) =F(F(c,y),x). 

Má- l i tedy funkcionální rovnice (6) mí t řešení, je 
nutné, aby funkce F(u, v) vyhovovala rovnostem (7) 
a (8). 

Předpokládáme-li naopak, že funkce dvou proměn-
ných F(u, v) vyhovuje rovnostem (7) a (8), pak je 
z rovnosti (8) zřejmé, že funkce f(x) = F(c, x) je řešením 
rovnice (6). T í m jsme však dokázali následující tvrzení: 

Věta. Funkcionální rovnice, 

f(x + y) = F(f(y), x) 
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má řešení tehdy a jen tehdy, splňuje-li funkce dvou pro-
měnných F(u, v) tyto dvě podmínky: 

a) existuje reálné číslo c, pro něž je 

F(c, 0 ) = c ; 

b) pro každé reálné číslo c, pro něž platí a), platí také 

F(c, x + y)= F(F(c, y), x). 

Všechna řešení výše uvedené funkcionální rovnice jsou 
dána formulí 

f(x) = F(c, x), 

kde c je reálné číslo, pro něž jsou splněny podmínky a) a b). 

Důsledek. Je-li funkce f(x) řešením funkcionální rovnice 
(6), je jejím řešením • funkce 

g(x) = f(x + o), 
kde a je libovolné reálné číslo. 

Důkaz. J e z ř e j m ě 

g(x) = f(x + o) = F(c, x + a) = F(F(c, a), x), 

a o d t u d d o s t á v á m e 

g(x + y)= F(c, x + y + o) = F(F(c, y + a),x) -
= F(g(y),x); 

t o v š a k z n a m e n á , ž e g(x) j e ř e š e n í m d a n é f u n k o i o n á l n í 
r o v n i c e , a d ů k a z d ů s l e d k u j e p r o v e d e n . 

B u d i ž n y n í M t a k o v ý b o d v r o v i n ě , k t e r ý m á v z h l e -
d e m k n ě j a k é p r a v o ú h l é s o u s t a v ě s o u ř a d n i c e a. a ft. 
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Z a j í m á n á s , z d a f u n k o i o n á l n í r o v n i c e ( 6 ) m á ř e S e n í , 
k t e r é „ p r o c h á z í " b o d e m M , t j . p r o n ě ž j e s p l n ě n v z t a h 
P = / ( « ) . P r o t o ž e v š a k v š e c h n a ř e š e n í r o v n i c e ( 6 ) m a j í 
t v a r f(x) = F(c, x), k d e p r o r e á l n é č í s l o c p l a t í r o v n o s t i 
( 7 ) a ( 8 ) , m u s í z ř e j m ě p l a t i t : M á - l i m í t f u n k o i o n á l n í 
r o v n i c e ( 6 ) ř e š e n í , k t e r é p r o c h á z í b o d e m M[tx, /?] , m u s í 
e x i s t o v a t r e á l n é č í s l o c , p r o n ě ž f u n k c e F(u, v) s p l ň u j e 
r o v n o s t i ( 7 ) a ( 8 ) , a k r o m ě t o h o t a k o v é , ž e p l a t í 

Fic, 

V ě t a . Funkcionální rovnice 

f(x + y)=F(f(y),x) 

má řešení f(x), vyhovující navíc podmínce /? = /(«), 
tehdy a jen tehdy, existují-li reálná čísla c a x0> pro nt£ je 

Fic,x 0) = ( 8 , 
F(c, 0 ) = c , 

F{c,x + y) =F(F(c,y),x). 

Důkaz. Z ú v a h , k t e r é j s m e p r o v e d l i v ý š e , v y p l ý v á , ž e 
p o k u d m á r o v n i c e ( 6 ) ř e š e n í f(x), p r o n ě ž j e / ( < * ) = /9, 
j s o u p o d m í n k y v ě t y s p l n ě n y . ( Z a č í s l o x0 m ů ž e m e v o l i t 
č í s l o a . ) 

N e c h ť t e d y n a o p a k e x i s t u j í r e á l n á č í s l a c a x0, p r o n ě ž 
p l a t í v ý š e u v e d e n é v z t a h y . P o d l e p ř e d c h á z e j í c í v ě t y 
j e p a k f u n k c e f(x) = F(c, x) ř e š e n í m d a n é f u n k c i o n á l n í 
r o v n i c e . P o d l e d ů s l e d k u t é t o v ě t y j e p a k ř e š e n í m i f u n k c e 
g(x) = F(c, x + x0 — a ) , p r o n i ž d á l e p l a t í 

g{a) = F(c, a. + x0 — <*) = F(c, x0) = p. 

V ě t a j e t í m d o k á z á n a . 
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Podívejme se na závěr na dva příklady, které ilustrují 
naše obecné poznámky. 

a) Řešme funkcionální rovnici 

( 9 ) /(* + y) = [ / ( ¡ O ř -

To je zřejmě rovnice tvaru (6), neboť zde je F(u, v) = 
= W. Ale 

J f » ( l , 0 ) = 1 " = 1 , 

F(\, x + y) = 1*+» = 1 = (1»)® = 
= F(F(l,y), x), 

a kromě toho je jednotka zřejmě jediným reálným 
číslem, pro něž naše funkce F(u, v) vyhovuje podmín-
kám (7) a (8). 

Funkcionální rovnice (9) má tedy jediné řešeni, a tím 
je konstanta jedna: f(x) = 1 pro všechna reálná x. 

b) Řešme funkcionální rovnici 
(10) f(x + y)=x + f(y). 

Také tato rovnice je tvaru (6), kde F(u, i>) = u + v. 
Kromě toho jsou pro každé reálné číslo c splněny rov-
nosti 

F(c, 0) = c + 0 = c, 

F{F{fi, y), x) = (c + y) + x = c + (x + y) -
F(c, x + y) 

a odtud vyplývá, že všechna řešení funkcionální rovnice 
(10) jsou dána-vzorcem f(x) = c + x. 

Ponecháváme na čtenáři, aby rozhodl, jak je možno 
určit řešení rovnice (10), které prochází např. bodem 
o souřadnicích [1, 2]. 
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4. JEDNO ZOBECNĚNI 

Z o b e c n ě n í m f u n k c i o n á l n í r o v n i c e ( 6 ) j e f u n k c i o n á l n í 
r o v n i c e 

(11) mx,y))=F(f(y),x), 

k d e 0(x, y) a F(u, v) j s o u d v ě d a n é f u n k c e d v o u p r o -
m ě n n ý c h . ( R o v n i c i ( 6 ) d o s t a n e m e z r o v n i c e ( 1 1 ) , z v o -
l í m e - l i z a 0(x, y) f u n k c i 0(x, y) = x + y.) 

Věta. Necht funkce dvou 'proměnných G(x, y) a F(u, v) 
splňují tyto podmínky: 

a) existuje reálně číslo a, pro něž je rovnice 

G{x, a) = t 

řešitelná vzhledem k x, tj. existuje taková funkce x = g(t), 
pro niž je rovnost 

0(g(t), a) = t 

splněna pro všechna t \ 

b) existuje reálné číslo b, pro něž platí 

F{b,g(a))=b, 

F(b,g(G(x,y)))=F(F{b,g(y)),x). 

Pak má funkcionální rovnice 

F(G{x, y)) = F(f(y), x) 

řešeni f(x), jež je dáno formulí 

f(x) = F(b, g(x)). 

Důkaz. T v r z e n í v ě t y p i j m e b e z p r o s t ř e d n ě z r o v n o s t í 

f(Q(x, y)) = F(b, g(G(x, y))) = F(F(b, g{y)), x) = 

= F(f(y),x). 
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P o n e c h á v á m e n a č t e n á ř i , a b y p r o v ě ř i l , ž e p o k u d 
f u n k c e G(x, y) s p l ň u j e p o d m í n k u a ) a f u n k c i o n á l n í r o v -
n i c e ( 1 1 ) m á ř e š e n í , s p l ň u j e f u n k c e F(u, v) n u t n ě p o d -
m í n k u b ) v ý š e u v e d e n é v ě t y . 

A n i ž b y c h o m s e z a m ě ř i l i n a p o d r o b n o s t i , i l u s t r u j m e 
t o , c o j s m e u v e d l i v ý š e , n a d v o u p ř í k l a d e c h ; p r v n í 
z t ě c h t o p ř í k l a d ů b u d e m e ř e š i t p ř í m o ( b e z v y u ž i t í p r á v ě 
d o k á z a n é v ě t y ) . 

a ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(12) / ( - = [f(y)Y>*. 

T a t o r o v n i c e j e r o v n i c í t v a r u ( 1 1 ) , k d e k l a d e m e 

V l/u 
Q(x,y) = a F(u,v) = w • 

x 

J e z ř e j m é , ž e p o k u d j e a ^ 0 l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o , 
m á r o v n i c e ajx = t ř e š e n í v z h l e d e m k x : x = o / í . P ř e d -
p o k l á d e j m e t e d y , ž e r o v n i c e ( 1 2 ) m á ř e š e n í f(x), a p o -
l o ž m e y = a, x = ajt. D o s t á v á m e p a k 

f ( t ) = [ / ( o ) ] « / - = ( [ / ( a ) ] 1 ' " ) ' . 

N a d r u h é s t r a n ě j e u ž z t v a r u f u n k c i o n á l n í r o v n i c e ( 1 2 ) 
v i d ě t , ž e p r o v š e c h n a x m u s í b ý t f(x) > 0 , n e b o ť b y 
v o p a č n é m p ř í p a d ě n e m ě l v ý r a z [f(y)]llx s m y s l p r o k a ž d é 
x. O z n a č í m e - l i t e d y c = [f(a)]lla, b u d e c k l a d n é r e á l n é 
č í s l o . 

J e - l i t e d y f(x) ř e š e n í f u n k c i o n á l n í r o v n i c e ( 1 2 ) , j e 
f(x) = cx, k d e c j e k l a d n é r e á l n é č í s l o . A o b r á c e n ě s e 
m ů ž e m e b e z p r o s t ř e d n ě p ř e s v ě d č i t o t o m , ž e k a ž d á 
t a k o v á f u n k c e t a k é v ý š e u v e d e n o u f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 
s p l ň u j e . 
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b ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(13) f(y*)=xf(y), 

k d e j e y > 0. 
T a t o r o v n i c e j e r o v n i c í t v a r u ( 1 1 ) , k d e k l a d e m e 

G(x> y) = yx a v) = uv. 

J e z n á m o , ž e p r o k a ž d é r e á l n é č í s l o a > 0 , a ^ 1 m á 
r o v n i c e o® = í ř e š e n í x = l o g „ í . D á l e j s o u z ř e j m ě p r o 
k a ž d é r e á l n é č í s l o b s p l n ě n y r o v n o s t i 

F(b, l o g „ a ) = F{b, 1 ) = 6 . 1 =b, 

F(b, logay) = b logay = x(b logay) = 
= F(b l o g a y, x) = F(F(b, log<&), x). 

P a k v š a k z v ý š e d o k á z a n é v ě t y p l y n e , ž e v š e c h n a ř e š e n í 
f u n k c i o n á l n í r o v n i c e ( 1 3 ) j s o u d á n a f o r m u l í 

/(X) = b 10g„a;, 

k d e a, b j s o u r e á l n á č í s l a , a > 0 , a ^ 1 , 6 l i b o v o l n é . 

5. FUNKCIONÁLNÍ BOTNÍCE 
F(f(x + y), f(x - y), f(x), f(y), x,y) = 0 

V š i m n e m e s i n y n í p o d r o b n ě j i j e š t ě j e d n é t ř í d y f u n k c i o -
n á l n í c h r o v n i o , k t e r é l z e ř e š i t p o m o c í s u b s t i t u č n í m e t o -
d y . J e d n á s e o f u n k c i o n á l n í r o v n i o e t v a r u 

( 1 4 ) F(f(x + y), f(x - y), f(x), f(y), x,y) = 0, 

k d e F(ult u2, u3, uit us, ut) j e d a n á f u n k c e š e s t i p r o m ě n -
n ý c h . ( K r o v n i c í m t o h o t o t y p u p a t ř í r o v n i c e , k t e r é 
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jsme vyšetřovali v odstavcích 1, 2b a 2c.) Zde nejsme 
schopni vyšetřit tyto rovnice podrobně a ve vší úplnosti 
a odpovědět na otázku, jaké jsou nutné a postačující 
podmínky, za nichž má takto zapsaná funkcionální 
rovnice řešení — tak, jak jsme to učinili v případě rov-
nice /(»£+ y) = F(f(y), x). Přesto zde pojednáme o dvou 
cestách, jimiž lze funkcionální rovnici (14) řešit — za 
jistých dalších předpokladů o funkci F(Ui, u2, u3, ut,us,ue). 

I. Předpokládejme, že f(x) je nějaké řešení funkcionál-
ní rovnice (14), přičemž je funkce f(x) definována pro 
x = 0, a označme /(O) = c. Položíme-li pak v (14) y = 0 
a /(O) = c, dostáváme vztah 

nm, / ( * ) , / ( « ) , c , x, o ) = o , 

a odtud lze případně určit tvar funkce f{x). 

A tak vidíme, že pokud funkce F(ut, u2, u3, n4, ut) 
má tvio vlastnost: existuje reálné číslo c, pro něž má rov-
nice 

F{z, z, z, c, x ,0) = 0 

jediné řešeni vzhledem k z : z = f(x), pak tato funkce 
f(x) — a jen ona — může být řešením funkcionální rovnice 
(14). Pochopitelně zde netvrdíme, že pokud funkce 
F(ult u2, u9, w4, u&, ut) tuto vlastnost má, má už také 
rovnice (14) nutně řešení, a netvrdíme ani to, že pokud 
řešení rovnice (14) existuje, má už funkce F(ult u2, u3, 
uit u6, ÍÍ4) výše uvedenou vlastnost. 

Podívejme se na dva příklady, 

a) Řešme funkcionální rovnici 

(15) f(x + y)+ f(x — y)= f(x) + 6ary ]/M+ 
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Funkce F(ul9 u2, us, w6) zde má tvar 
3 

F = % + u2 — u3 — 6u5ue |lut — u\. 
P a k j e 

F(z, z, z, c,x,0) — z — x3 

a odtud plyne, že pokud je f(x) řešení funkcionální rov-
nice (15), je f(x) = x3. Na druhé straně platí 

(x + y)3 + (x — y)3 = 2x3 + 6 xy* = a;3 + 
a 

+ 6xy My3 + a;3 

a to ukazuje, že funkce f(x) = x3 je skutečně řešením 
funkcionální rovnice (15) a že tato rovnice jiná řešení 
nemá. 

b) Řešme funkcionální rovnici 

( 1 6 ) f(x + y) + 2f{x - y ) + f{x) + 2f{y) = 

= 4a; + y. 

V t o m t o p ř í p a d ě m á f u n k c e F i u l t u 2 , u 3 , w 4 , w 6 , w 6 ) 
t v a r 

F = % + 2 u2 + u3 + 2 w4 — 4M5 — 
a j e 

F{z, z, z, c, x, 0) = 4z + 2c — 4a;. 

Rovnice 
Fiz, z, z, c, x, 0) = 4z + 2c — 4a; = 0 

má tedy jediné řešení vzhledem k z: 
c . 

Z ~ 2~ 

p r o l i b o v o l n o u r e á l n o u h o d n o t u c . 
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Na druhé straně by rovnost 

- Y + (* + V) + 2 [ - \ + (x - y) ] + [ - y + z) 

+ 2 T + y] = i x + y' 
tj. rovnost 4x y — 3c = 4x + y, měla být splněna 
pro libovolné hodnoty proměnných x a y. Je tedy 
c = 0, a to nakonec ukazuje, že funkcionální rovnice 
(16) má jen jedno řešení, a tím je funkce 

f(x) = x. 

Příklad z odstavce 2c ukazuje, že se může stát, že 
rovnice 

F(z, z, z, c, x, 0) = 0 

má jediné řešení vzhledem k z, ale přesto nemá funkcio-
nální rovnice (14) řešení. 

II. Vraťme se znovu k obecné funkcionální rovnici 

*•(/(* + y), /(* — y)> /(*). /(*/)> <*,y) = o 

a předpokládejme, že f(x) je nějaké řešení této rovnice, 
přičemž je funkce f[x) definována v bodě x = 0. Ozna-
číme-li /(O) = c a položíme-li v naší rovnici jednak 
x = 0, y = t, jednak x = 0, y = —t (viz příklad z od-
stavce 2b), dostaneme vztahy 

nm, f(—t), c, / « ) , o, t) = o 
a 

F{f(—t),f(t), c,f(-t), 0 ,—t) = 0 , 
z nichž bychom mohli případně odvodit explicitní výraz 
pro funkci /(í). 
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T y t o ú v a h y n á m u m o ž ň u j í v y s l o v i t t o t o t v r z e n í : 
Nechť má funkce F(ut, u2, uz, ult u5, ÍÍ6) následující vlast-
nost: Existuje reálné číslo c, pro něž má soustava rovnic 

F{z, u, c, z, 0, t) = 0, 

F(u, z, c, u, 0, —t) = 0 

jediné řešení vzhledem k z : z = f(t). Pak tato funkce 
f(t) — a jen ona — může být řešením funkcionální rov-
nice (14). 

N e b u d e m e t e n t o o b e c n ý p ř í p a d u ž d á l e r o z e b í r a t 
a p o d í v á m e s e n a d v a p ř í k l a d y . 

a ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(17) f(x + y)~ 3f(x -y)=x* [/(y) + 1 - i-y«J _ 
— 2f(x) + y^x — y). 

P ř e d p o k l á d e j m e , ž e f(x) j e n ě j a k é ř e š e n í t é t o r o v n i c e , 
p ř i č e m ž j e f u n k c e f(x) d e f i n o v á n a v b o d ě x = 0 , a o z n a č -
m e / ( O ) = c . Z a t ě c h t o p ř e d p o k l a d ů p o l o ž í m e v ( 1 7 ) 
x = 0, y = t a p o t é x = 0, y = — t . D o s t a n e m e s o u -
s t a v u 

f(t) — m—t) = —2c — t\ 

/(—t) — 3/(í) = —2 c — t\ 

V y n á s o b í m e - l i d r u h o u r o v n i c i t ř e m i a v ý s l e d e k p ř i č t e m e 
k p r v n í r o v n i c i , d o s t á v á m e 

—8 f(t) = —8c — 4í2 

n e b o l i 

m = c + i - « * . 
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Položíme-li naproti tomu v (17) y = 0, vidíme, že 
musí být 

/(«) — 3/(x) = x2(c + 1) — 2 f(x), 

tj. musí platit c = —1. Jedině funkce f(x) = —1 + -^-x2 

tedy může být řešením naší funkcionální rovnice (17). 
Z rovnosti 

\ { x + y Y - \ - \ [ x - y Y + 3 - i + 

+ 1 —Y V*) ~ 2 (y -1) + y(*x - y), 

která zřejmě platí pro libovolné reálné hodnoty x a y, 

plyne, že funkce /(x) = — x2 — 1 tím řešením také 

skutečně je. 

Na závěr tedy můžeme říci, že funkcionální rovnice 
(17) má jediné řešení 

/ ( x ) = _ 1 + i - x 2 . 

b) Řešme funkcionální rovnici 

(18) /(*)./(* + y) = U(y)Y [f(x -yw a"+ 4, 

kde a > 0, a ^ 1 je pevné, jinak libovolné reálné číslo. 
Je zřejmé, že tato rovnice patří k rovnicím typu (14); 
v našem případě má soustava 

F(z,u, c, z, 0,í) = 0, 

F(u, z, c, u, 0, —0 = 0 
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t v a r 

cz = u2z2ai+i, 

cu = u2z2a~t+l. 

T u t o s o u s t a v u m ů ž e m e ř e š i t v z h l e d e m k z p ř i c 0 n a p ř . 
t a k , ž e p r v n í r o v n i c i v y d ě l í m e č t v e r c e m d r u h é r o v n i c e . 
D o s t á v á m e p a k 

cz _ u2z2at+i 

c2u2 ~ uizia~2t+i 

a o d t u d p l y n e 
8 _ 

z = ]fc.a'~413, 

p o k u d j e c l i b o v o l n é n e n u l o v é r e á l n é č í s l o . J e - l i c = 0 , 
m á v ý š e u v e d e n á s o u s t a v a z ř e j m ě ř e š e n í z = 0 . 

Z t o h o , c o d o s u d b y l o ř e č e n o , p l y n e , ž e p o k u d j e f(x) 

n e n u l o v á f u n k c e , k t e r á v y h o v u j e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 
( 1 8 ) ( k o n s t a n t n í n u l o v á f u n k c e t u t o r o v n i c i z ř e j m ě 
ř e š í ) , p l a t í 

f{x) = Vč.a*-*'3, 

a k r o m ě t o h o j e / ( O ) = c . P a k v š a k p l a t í 

c = 1 I c . a - * ' 3 , 

č i l i n a k o n e c c = ± a ~ 2 . Ř e š e n í m i f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 
( 1 8 ) t e d y m o h o u b ý t p o u z e f u n k c e 

f(x) = a"~2, f(x) = —a'~2, f{x) = 0. 

B e z p r o s t ř e d n í m d o s a z e n í m d o r o v n i c e ( 1 8 ) s e p ř e s v ě d -
č í m e o t o m , ž e t y t o f u n k c e d a n o u r o v n i c i t a k é s k u t e č n ě 
ř e š í . 
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N a k o n e c j e š t ě p o z n a m e n e j m e , ž e s t e j n ě j a k o v p ř í -
p a d ě I , i z d e m ů ž e m í t s o u s t a v a 

F(z, u, c , z , 0 , t) = 0 , 

F[u, z, c , u, 0, —t) = 0 

j e d i n é ř e š e n í v z h l e d e m k z p ř i n ě k t e r é r e á l n é h o d n o t ě c , 
a l e f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

F(f(x + y), f(x — y), f(x), f(y), x,y)= 0 

p ř e s t o n e m u s í m í t ř e š e n í . 

S k u t e č n ě : p o d í v e j m e s e n a r o v n i c i 

/(* + y) + f(x — y) + f(y) =x* — y + f(x). 

T o j e z ř e j m ě r o v n i c e t v a r u ( 1 4 ) , p ř i č e m ž j e 

F(ult u2, u3, ut, ut) = ux + u2 — u3 + w4 — 
— u2b + . 

O d p o v í d a j í c í s o u s t a v a m á t v a r 

2 z + ti + t — c = 0 , 

2u + z — t — c = 0 , 

a j a k j e v i d ě t , m á p r o k a ž d é r e á l n é c j e d i n é ř e š e n í v z h l e -
d e m k z : 

3 

M á - l i t e d y d a n á f u n k c i o n á l n í r o v n i c e ř e š e n í f(x), p a k j e 

f ( x ) = Y ~ x a /(°) = c = ' 
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tj. c = O a f(x) = —x. Na druhé straně ovšem rovnice 

— + y) — {x — y) — y = x2 — y — x, 

jež je ekvivalentní s rovnicí 

x2 + x = 0, 

zřejmě neplatí pro libovolné reálné hodnoty x a y. Daná 
funkcionální rovnice tedy nemá řešení. 

8. FUNKCIONÁLNÍ ROVNICE 
F(f{x + y), f(x — y), f(x), x,y)= 0 

Často se můžeme setkat s funkcionálními rovnicemi 
tvaru (14), 

F(f{x + y), /(* — y), f(x), f(y), x,y) = 0, 

v nichž se však nevyskytuje výraz f(y). Zastavíme se 
nyní podrobněji u této třídy funkcionálních rovnic. Ji-
nými slovy: budeme vyšetřovat funkcionální rovnice 
tvaru 
(19) F(f(x + y), f(x - y), f(x), x, y) = 0, 

kde F(uít u2, u3, w4) ub) je daná funkce pěti proměnných. 
Každou takovou rovnici lze pochopitelně řešit metoda-
mi, které jsme popsali výše; zde se však budeme věnovat 
dvěma novým metodám řešení rovnic tvaru (19), které 
lze použít i v případě, kdy metody popsané před chvílí 
nevedou ke konkrétnímu výsledku. 

I. Předpokládejme, že funkce f(x) je řešením rovnice 

F(h* + y), /(* - y), /(*). x,y) = o, 
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přičemž funkce f(x) je definována v b»dě x = 0, a označ-
me /(O) = c. Položíme-li pak v (19) postupně x — 0, y = 
= í; x = t, y = 2t a x = t, y = —2í, dostaneme sou-
stavu 

F(f(t)>f(-t),c, 0,í) = 0, 
nw), f(-t)> m, t, 2<) = o, 

F(f(—t),f(3t),f(t),t, -2t) =0, 

z níž lze případně určit funkci f(t). 

Vidíme tedy, že pokud funkce F(uu u2, u3, w4) u6) 
splňuje následující podmínku: existuje reálné číslo c, pro 
něž má soustava tří rovnic 

F(z, u, c, 0,t) = 0 , 
F(v, u, z, t, 2í) = 0 , 

F(u, v, z, t, —21) = 0 

o třech neznámých u, z, v jediné řešení vzhledem k z : z = 
= f(t), pak tato funkce f(x) — a jen ona — může být 
řešením dané funkcionální rovnice 

F(f(x + y),f(x-y), f(x),x, y) = 0. 

Pochopitelně stejně jako v předcházejícím odstavci, 
ani zde není tato podmínka ani nutná, ani postačující 
k tomu, aby funkcionální rovnice (19) měla řešení. 
Nicméně však toto tvrzení ukazuje jednu z možných 
cest k řešení této rovnice. 

Podívejme se na dva příklady: 

a) Řešme funkcionální rovnici 

(20) f(x + y) + 2f(x -y) = 3f(x) - y. 
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To je zřejmě rovnice vyšetřovaného tvaru, přičemž je 

F(uv u2, ua, u^ ít5) = ux + 2u2 — 3u3 + u5. 

Odpovídající soustava má tvar 

z + 2u — 3c + t = 0, 

v + 2u — 3z + 2t = 0, 

u + 2v — 3z — 2t = 0. 
Snadno se můžeme přesvědčit o tom, že tato soustava 
má jediné řešení vzhledem k z, a to 

z = c + t. 

To ukazuje na to, že pokud má funkcionální rovnice 
(20) řešení f(x), musí být 

f(x) = c + x, 

kde c je libovolné reálné číslo. 
Z rovnosti 

c + (x + y) + 2(c + (x — y)) = Zc + 3x — y, 

která platí pro libovolné reálné hodnoty c, x, y, pak 
naopak plyne, že takto určená funkce f(x) = c + x 
(s libovolným reálným číslem c) skutečně vyhovuje dané 
funkcionální rovnici (20). 

b) Řešme funkcionální rovnici 

( 2 1 ) 2f(x + y) + f(x — y)= f(x) (2a" + , 

kde a je pevné reálné číslo, a > 0, a 1. 

V tomto případě je 

F[uu 1I2, u3, «4, íí5) = 2ux + M j — w 3 ( 2 a u » - f e r " » ) -
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O d p o v í d a j í c í s o u s t a v a m á t v a r 

F(z, u, c,0,t)=2z + u — c(2 a< + a-*) = 0, 

F(v, u, z, t, 2t) = 2v + u — z(2a2t + a~2t) = 0, 

F{u, v, z, t, —21) = 2 u + v — z ( 2 a _ 2 í + a 2 <) = 0 . 

T a t o s o u s t a v a v š a k m á p r o l i b o v o l n é r e á l n é c j e d i n é 
ř e š e n í v z h l e d e m k z, a t o 

z = ca'. 

P r o t o m ů ž e b ý t k a ž d á z f u n k c í 

f(x) = ca* 

(c j e r e á l n é č í s l o ) ř e š e n í m r o v n i c e ( 2 1 ) . B e z p r o s t ř e d n í m 
o v ě ř e n í m s e p ř e s v ě d č í m e o t o m , ž e t o m u s k u t e č n ě t a k j e . 

I I . N ě k d y m ů ž e m e r o v n i c i ( 1 9 ) ř e š i t i n á s l e d u j í c í m 
z p ů s o b e m : P ř e d p o k l á d e j m e , ž e f(x) j e j e d n o ř e š e n í t é t o 
r o v n i c e , a n e c h ť j e f u n k c e f{x) d e f i n o v á n a p r o x = 0. 

N e c h ť d á l e e x i s t u j e t a k o v é r e á l n é č í s l o p r o n ě ž v ý r a z 

F(f(t + 2 « ) , f(t), f(t + a), t + a, a) 

n e z á v i s í n a f(t + <x) a n i n a <*, t j . n e c h ť e x i s t u j e t a k o v á 
f u n k c e t ř í p r o m ě n n ý c h 0(vv v2, vz), ž e j e 

F(f(t + 2a), f(t), f(t + «),<+ a, cc) = 

= ( ? ( / ( * + 2 « ) , / ( 0 , í + « ) . 

O z n a č í m e - l i p a k / ( O ) = a, /(«) = b a p o l o ž í m e - l i v e 
v z t a h u 

F(f(x + y),f(x-y),f(x), x,y) = 0 

p o s t u p n ě x = 0, y — t\ x = t a, y = <%-, x = a, y = 

= ť + at, d o s t a n e m e s o u s t a v u 
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F(f(t),f(-t),a, 0 , 0 = 0 , 

F(f(t + 2«), f(t), f(t +«),< + «, «) = 
= G(f(t + 2«), f(t), t + oc) = 0, 

F(f(t + 2a), f(—t), b,X,t + *)=0, 

z n í ž l z e p ř í p a d n ě o d v o d i t e x p l i c i t n í v y j á d ř e n í p r o 
f u n k c i f(x). 

L z e t e d y v y s l o v i t t o t o t v r z e n í : Nechť má funkce 
F(ult w2> w3> us) tyto vlastnosti: 

(A) existuje reálné číslo <*, pro ně£ je 

F(ult ut, M3, M4, <*) = G(ut, u2, M4) , 

G(vlt vt, v,) je jistá funkce tří proměnných-, 

(B) existují reálná čísla a, b, pro něž má soustava rovnic 

F(z, u, a,0,t) =0, 

G{v, z, t + « ) = 0 , 

F[v, u, b, <x, t + <*) = 0 

jediné řešení vzhledem k z : z = f(t). 
Pak takto definovaná funkce f(x) — a jen ona — může 

být řešením dané funkcionální rovnice 

F(f(x + y),f(x-y), f(x), x,y) = 0. 

P o d í v e j m e s e n a d v a p ř í k l a d y , 

a ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

( 2 2 ) f(x + y) + f(x — y) = 2f(x) c o s y. 
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T o j e r o v n i c e u v a ž o v a n é h o t y p u , n e b o ť z d e j e 

F(ult u2, m3, w4, ws) = ux + u2 — 2u3 cos u&. 

Kromě toho pro % = 71 platí 

J 1 ^ « ! , M 2 , Ua, M 4 , ' y 7uJ = Ux + Ut, 

tj. je splněna podmínka (A), a soustava z podmínky 
(B) pak má tvar 

z + u — 2a cos t = 0, 

v + z = 0, 

v + u — 26 cos 7T + t j = 0. 

Není těžké dokázat, že tato soustava má jediné řešení 
vzhledem k z, a to 

z = a cos t + 6 sin t. 

Má-li tedy funkcionální rovnice (22) řešení /(«), má toto 
řešení tvar 

f{x) = a cos x + 6 sin x, 

kde a a 6 jsou jistá reálná ěísla. 
Z vlastností trigonometrických funkcí na druhé straně 

plyne, že je 

o cos (x + y) + 6 sin (x + y) + a cos (x — y) + 
+ b sin (x — y) = 2a cos x cos y + 26 sin x cos y 

- - 2(a cos x + b sin x) cos y. 

T í m t o p o s t u p e m j s m e s k o n e č n o u p l a t n o s t í d o k á z a l i , ž e 
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všechna řešení funkcionální rovnice (22) jsou dána for-
mulí 

f(x) = a cos x + b sin x, 
kde a a b jsou libovolná reálná čísla, 

b) Řešme funkcionální rovnici 
(23) f{x + y) + f(x — y) — f(x) (y + 2) + 

+ ž/(x2 — 2y) = 0. 

Také tato rovnice je tvaru (19), neboť zde je 
F(ult u2, u3, w4, u5) = % + u2 — u3{u5 + 2) + 

+ u5{u\ — 2 w 5 ) . 

Položíme-li zde ub = •—2, dostáváme 
F{uu u2, u3, M4, —2) =Ul + u2 — 2(u\ + 4). 

Je tedy splněna podmínka (A) a soustava z podmínky 
(B) má tvar 

z + u — a(t + 2) — 2í2 = 0, 

v + z — 2((í — 2)2 + 4) = 0, 

v + u — bt + (t — 2) (4 — 2(í — 2)) = 0. 

Po úpravách odtud dostáváme soustavu 

Z + u = a{t + 2) + 2 ť2, 

v + z = 2(í2 — 4í + 8), 

v + u = bt + 2(2 — ř) (4 — ř), 

která má jediné řešení vzhledem k z, a to 
z = t i + ^ ± ± t + a . 
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Jinými slovy: ukázali jsme, že pokud je f(x) nějaké řešení 
funkcionální rovnice (23), je 

f(x) =x*+ a ~ * + 4 » + a, 

kde a a b jsou reálná čísla. 
Na druhé straně je rovnost 

(x + V)2 + + 4 (x + y) + a + (x — y)* + 

+ a-b2 + * ( * - y ) + a -

( a — Ď + 4 ^ 
— + X + o j (y + 2) + y(x* — 2y) = 0 

ekvivalentní rovnosti 

o — b + 4 
xy + ay = 0, 

a tato poslední rovnost platí pro libovolné reálné hod-
noty x a y pouze tehdy, je-li a = 0 a b = 4. 

Funkcionální rovnice (23) má tedy jediné řešení 
/ ( « ) = « » . 

7. JEDNA APLIKACE 

Všimneme si množiny iř3 všech vektorů v trojrozměrném 
prostoru. Budeme předpokládat, že čtenář je seznámen 
s tím, jak se takové vektory sčítají a jak se násobí 
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č í s l e m * ) . S o u č a s n ě b u d e m e p ř e d p o k l á d a t , ž e m u j s o u 
z n á m y p o j m y j a k o ú h e l d v o u v e k t o r ů , d é l k a v e k t o r u 
a j e d n o t k o v ý v e k t o r . 

P o l o ž m e s i ú k o l z a v é s t v R3 d v ě n o v é o p e r a c e . P r v n í 
z t ě c h t o o p e r a c í ( b u d e m e j í ř í k a t skalární součin) p ř i -
ř a z u j e K a ž d é d v o j i c i v e k t o r ů a a b j e d i n é r e á l n é č í s l o 
a . b , d r h á o p e r a c e ( b u d e m e j í ř í k a t vektorový součin) 
p ř i ř a z u j e k a ž d é d v o j i c i v e k t o r ů a a b j e d i n ý v e k t o r 
o x b; p ř i t o m p o ž a d u j e m e , a b y b y l y s p l n ě n y n á s l e -
d u j í c í a x i ó m y : 

Aj. Pro každé dva vektory a, b e R3 a pro každé reálné 
číslo a. je 

<x(a.b) = (aa).b = a.(txb); 

a(a x b) = (<xa) x b = a x (xb). 
A2. Pro každou trojici vektorů a, b, c e R3 je 

(a + b).c = a .c + b.c; 
(a + b) x c = (a x c) + (b x c). 

A3. Skalární součin libovolných dvou vektorů závisí pouze 
na délkách těchto vektorů a na úhlu, který spolu svírají. 
Je-li e jednotkový vektor, je e.e = 1. 

A4. Délka vektorového součinu libovolných dvou vektorů 
a a b závisí pouze na délkách těchto vektorů a na úhlu, 
který spolu svírají. 

Jsou-li ex a e2 dva kolmé jednotkové vektory, je x e2 
jednotkový vektor, který je kolmý k rovině definované 
vektory ex a e2, a vektory e1; e2 a e t x e2 tvoří pravou 
(orientovanou) trojici. 

*) Viz např. Bruno Budinský - Stanislav Šmakal: Vektory 
v geometrii. Škola mladých matematiků, svazek 28, Mladá 
fronta 1971. (Pozn. překl.) 
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P o z n á m k a 1 . J s o u - l i a, b, c t ř i v e k t o r y , k t e r é 
n e l e ž í v j e d n é r o v i n ě , ř e k n e m e , ž e t v o ř í pravou ( o r i e n t o -
v a n o u ) trojici, j e s t l i ž e p ř i p o h l e d u z v r c h o l u v e k t o r u c 
m á ú h e l m e z i v e k t o r y a a b ( v e s m ě r u o d v e k t o r u a 
k v e k t o r u b ) s m ě r o p a č n ý k e s m ě r u o b ě h u h o d i n o v ý c h 
r u č i č e k . 

2 . Z a x i ó m ů A 3 a A 4 j e v i d ě t , ž e k d y ž j e Q l i b o v o l n é 
o t á č e n í v p r o s t o r u a a a b j s o u l i b o v o l n é v e k t o r y , p l a t í 

(ag).(bg) = a.b; 

(a x b)e = (ag) x (be). 

P ř e d p o k l á d e j m e p ř e d e v š í m , ž e o p e r a c e s k a l á r n í h o 
a v e k t o r o v é h o s o u č i n u v y h o v u j í c í v ý š e u v e d e n ý m 
a x i ó m ů m s k u t e č n ě e x i s t u j í , a d o k á ž e m e , ž e p a k j e 

a.b = |o| |b| c o s <p 
a 

a x b = (|o| |b| s i n <p) e, 

k d e <p j e ú h e l m e z i v e k t o r y a a b a e j e j e d n o t k o v ý v e k t o r 
k o l m ý n a r o v i n u t v o ř e n o u v e k t o r y a a b a v y t v á ř e j í c í 
s t ě m i t o v e k t o r y p r a v o u t r o j i c i . 

N e c h ť j s o u t e d y a a b l i b o v o l n é v e k t o r y . P a k j e 
a = | o | e x ( s y m b o l e m | a | z n a č í m e d é l k u v e k t o r u a) 
a b = |b | e 2 , k d e ex a e a j s o u j e d n o t k o v é v e k t o r y . 
Z a x i ó m u A x p a k p l y n e , ž e j e 

a.b = |a| |b| (e i .ea) 
a 

o x b = \a\ |b| (ex x e2). 

S t a č í t e d y , k d y ž u r č í m e s o u č i n y e x . e 2 a e x x e 2 . 
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O z n a č m e q> ú h e l m e z i v e k t o r y e x a e 2 . Z a x i ó m u A s p a k 
p l y n e , ž e s k a l á r n í s o u č i n e ! . e 2 z á v i s í p o u z e n a ú h l u <p: 
e i - e 2 = f i v ) - O z n a č í m e - l i n y n í s y m b o l e m e j e d n o t k o v ý 
v e k t o r k o l m ý k r o v i n ě u r č e n é v e k t o r y e x a e 2 a v y t v á ř e -
j í c í s t ě m i t o d v ě m a v e k t o r y p r a v o u t r o j i c i , p a k e x i s t u j í 
t a k o v á r e á l n á č í s l a <*, y, p r o n ě ž p l a t í 

ei X ea = <*®i + /3ea + ye. 

( Z d e j s m e v y u ž i l i n á s l e d u j í c í h o t v r z e n í : Jsou-li a, b, c 
tři vektory, které neleží v jedné rovině, pak ke každému 
vektoru d e Jta existují reálná čísla a, /?, y tak, že je 
d = ota + fib + yc. D ů k a z t o h o t o t v r z e n í l z e n a l é z t 
v k a ž d é k n i z e , v n í ž s e h o v o ř í o v e k t o r e c h , a l e z a i n t e r e s o -
v a n ý č t e n á ř s i j e m ů ž e d o k á z a t i s a m o s t a t n ě . K t o m u 
s t a č í u m í s t i t č t y ř i v e k t o r y o , b, c , d d o s p o l e č n é h o 
p o č á t k u , p o t é p r o l o ž i t k o n c e m v e k t o r u d r o v i n y r o v n o -
b ě ž n é s r o v i n a m i u r č e n ý m i p o s t u p n ě d v o j i c e m i v e k -
t o r ů 'a a \ b, b a c , c a o , a n a k o n e c p o u ž í t d e f i n i c e 
s o u č t u v e k t o r ů v p r o s t o r u . ) 

N a d r u h é s t r a n ě j e z ř e j m ě 

ex x e, = (—ex) x (—ea) = — a^ — / J e , + ye, 

a t u d í ž j e 

« = / ? = = 0 a e 1 x e a = ye. 

P o d l e a x i ó m u A 4 z á v i s í y p o u z e n a ú h l u <p, t j . e t x e , »= 

A b y c h o m u r č i l i f u n k c e f(<p) a g(<p), z v o l m e l i b o v o l n é 
r e á l n é č í s l o y z i n t e r v a l u 10, 7t) a o z n a č m e s y m b o l y e a 

a e 4 j e d n o t k o v é v e k t o r y , k t e r é s v í r a j í s v e k t o r e m e x 

ú h l y <p y & <p — y a l e ž í v r o v i n ě u r č e n é v e k t o r y et 

a e , . ( N a k r e s l e t e s i o b r á z e k . ) P a k s v í r a j í v e k t o r y e s a e 4 

B v e k t o r e m e t ú h e l y . P r o t o ž e r o v n o b ě ž n í k u t v o ř e n ý 
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v e k t o r y e s a e 4 j e k o s o č t v e r e c ( j e t o t i ž | e 3 | = | e 4 | = 1) 
a ú h l o p ř í č k a k o s o č t v e r c e p ů l í o d p o v í d a j í c í ú h e l u v r c h o l u 
k o s o č t v e r c e , l e ž í v e k t o r e 2 n a t é t o ú h l o p ř í č c e . O d t u d 
i h n e d p l y n e , ž e j e k o l i n e á r n í s v e k t o r e m e 8 + e 4 , t j . ž e 
p l a t í 

®3 + e 4 = ^ e a > 

kde |A| je délka úhlopříčky kosočtverce. Je-li přitom 

y> < — 7t, m a j í vektory' e2 a e3 + e4 stejný směr a je 

¿1 

K > 0 , j e - l i Y> > - i - TZ, m a j í o p a č n ý s m ě r a j e A < 0 . N a 

d r u h é s t r a n ě d o s t á v á m e p o m o c í k o s i n o v é v ě t y v z t a h 

|J | = 2 | c o s rp\, 
a o d t u d k o n e č n ě p l y n e , ž e j e 

e 3 + e4 = ( 2 c o s v) e„. 
J e t e d y 

e ^ e , , + e ! . e 4 = 2 ( 6 ^ 6 , ) c o s y 
a 

(ex x e3) + (ex x e4) = ( 2 c o s y) ta x e2) 
n e b o l i — c o ž j e t o t é ž — 

- f{<p + v) + f(<P — w)= 2f(<p) cos v 
a 

9{<P + V) + 9(<P — V) = 29(<P) cos y>. 

M y j s m e v š a k u ž v i d ě l i , ž e f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

h(x y) + Hx — V) = 2h[x) c o s y 

m á n e k o n e č n ě m n o h o ř e š e n í 

h(x) = A c o s x + B s i n x. 
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F u n k c e f(q>) a g(q>) t e d y m a j í t v a r 

f(cp) = c x c o s q> + c 2 s i n <p 
a 

g(q>) = c o s <p + d2 s i n <p, 

k d e c l 5 c 2 , dlt d2 j s o u j i s t á r e á l n á č í s l a . A b y c h o m t a t o 
č í s l a u r č i l i , m u s í m e s i u v ě d o m i t , ž e p o d l e a x i ó m ů A a 

a A 4 j e / ( O ) = 1 a g = 1 . U k á ž e m e , ž e k r o m ě t o h o 

j e / ^ - j = 0 a ¡7 (0 ) = 0 : J s o u - l i a e 2 d v a k o l m é j e d -

n o t k o v é v e k t o r y ( e ! e 2 ) , p r o v e d e m e r o t a c i Q o k o l o 

o s y e 2 o ú h e l i r . P a k b u d e 

e i - e 2 = ( ® i e ) - ( ® i g ) = ( — « i ) - « i = — 

c o ž z n a m e n á , ž e j e e 1 . e 2 = 0 , t j . / ^ - j = 0 . 

B u d i ž n a k o n e c e l i b o v o l n ý j e d n o t k o v ý v e k t o r . P a k 
z a x i ó m u A 4 p l y n e , ž e j e e x e = ke, k d e k j e r e á l n é č í s l o . 
O d t u d v š a k d o s t á v á m e 

ke = e x e = (—e) x (—e) = —k.e, 

t j . k = 0 a <7(0) = 0 . 

T í m t o p o s t u p e m j s m e u r č i l i k o n s t a n t y cv c2, dlt d2-

ct=d2 = 1, 

c2 = dx = 0, 

a t o u k a z u j e , ž e f(<p) = c o s <p a g(<p) = s i n q>. 
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Z t o h o , c o z d e d o s u d b y l o ř e č e n o , m ů ž e m e t e d y o d v o -
d i t t e n t o z á v ě r : E x i s t u j e - l i s k a l á r n í a v e k t o r o v ý s o u č i n 
v y h o v u j í c í a x i ó m ů m A j , A 2 , A s , A 4 , p a k p r o l i b o v o l n é 
d v a v e k t o r y a a b p l a t í r o v n o s t i 

a.b = |o| |b| c o s <p, 
a x b = (|o| |b| s i n q>) e, 

k d e <p j e ú h e l m e z i v e k t o r y a a b . 
N a o p a k m ů ž e m e b e z p r o s t ř e d n ě o v ě ř i t , ž e t a k t o d e f i n o -

v a n é s o u č i n y s k u t e č n ě v y h o v u j í u v e d e n ý m a x i ó m ů m . 
T í m j s m e t e d y v y ř e š i l i ú k o l , k t e r ý j s m e s i d a l i n a 

z a č á t k u t o h o t o o d s t a v c e . 
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K a p i t o l a d r u h á 

C A U C H Y H O M E T O D A 

1. HUSTÉ MNOŽINY NA ČÍSELNÉ OSE 

N e ž b u d e m e f o r m u l o v a t a o b j a s ň o v a t C a u c h y h o m e t o d u 
ř e š e n í f u n k c i o n á l n í c h r o v n i c , u v e d e m e n ě k o l i k d e f i n i c 
a v ě t z m a t e m a t i c k é a n a l ý z y . 

M n o ž i n a A r e á l n ý c h č í s e l s e n a z ý v á hustá, j e s t l i ž e 
k a ž d ý i n t e r v a l , k t e r ý m á n e n u l o v o u d é l k u ( t j . k t e r ý 
n e z d e g e n e r u j e v j e d e n j e d i n ý b o d ) , o b s a h u j e p r v k y 
m n o ž i n y A. 

Věta. Množina Q racionálních čísel je hustá množina. 

Důkaz. B u d i ž A = ( a , b) l i b o v o l n ý i n t e r v a l n a č í s e l n é 
o s e . O z n a č m e e j e h o d é l k u : e = b — a > 0 . P a k j e 

z ř e j m é , ž e e x i s t u j e p ř i r o z e n é č í s l o n0, p r o n ě ž j e w 0 > — 
e 

n e b o l i — c o ž j e t o t é ž — 0 < — < e. P ř e d p o k l á d e j m e 
n Q 

d á l e , ž e j e 6 > 0 ( v p ř í p a d ě b < 0 p r o b í h a j í ú v a h y a n a -

l o g i c k y ) . P r o t o ž e p o s l o u p n o s t - — p r o m = 1 , 2 , . . . 
< no 

n e o m e z e n ě r o s t e , e x i s t u j e t a k o v é p ř i r o z e n é č í s l o m 0 , p r o 

n ě ž j e < 6 ^ m " — . { J e s t l i ž e n y n í p ř e d p o k l á d á -
n o ÍIQ 
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7yi 
m e , ž e j e — - ^ a , d o s t a n e m e n e r o v n o s t i 

n0 

, . m 0 + 1 m 0 1 
e = b — a ^ — 2 — ! 5- = — < E, 

» o w o w 0 

k t e r é v e d o u k e s p o r u e < e. 

Wh 
M u s í t e d y p l a t i t a < — < b, t j . i n t e r v a l (a, b) o b -

i lo 

m 
s á h u j e r a c i o n á l n í č í s l o — - . 

n0 

V ě t a j e d o k á z á n a . 

Ú č e l n o s t p r á v ě z a v e d e n é h o p o j m u h u s t é m n o ž i n y j e 
p a t r n a z n á s l e d u j í c í v ě t y : 

Věta. Budiž A hustá množina reálných čísel. Pak ke 
každému reálnému Číslu a existuje konvergentní posloup-
nost 

^ D ®2> • • • j ®n> • • • 

čísel náležejících do množiny A, která má za limitu číslo <x. 

Důkaz. P r o t o ž e m n o ž i n a A j e h u s t á , e x i s t u j e k e k a ž -
d é m u p ř i r o z e n é m u č í s l u n č í s l o an e A t a k , ž e j e a n e 

g — , a + - ^ - J , t j . ž e p l a t í 

1 , 1 
« < O n < « H . 

n n 
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Z t ě o h t o p o s l e d n í c h d v o u n e r o v n o s t í v s a k u ž p i j m e , ž e 
p o s l o u p n o s t 

«1» « 2 «»» 

k o n v e r g u j e a m á z a l i m i t u č í s l o <x. 

V ě t a j e d o k á z á n a . 

2. SPOJITÉ FUNKCE 

P ř i p o m e ň m e , ž e f u n k c e / s d e f i n i č n í m o b o r e m D s e n a -
z ý v á spojitá v bodě x0 e D, j e s t l i ž e m á l i m i t u p r o x x0 

a j e s t l i ž e t a t o l i m i t a j e t o t o ž n á s j e j í h o d n o t o u v b o d ě 
x0, t j . s h o d n o t o u f(x0). J i n ý m i s l o v y : F u n k c e f(x) j e 
s p o j i t á v b o d ě x0, j e s t l i ž e p r o k a ž d o u k o n v e r g e n t n í 
p o s l o u p n o s t 

®1> ®2> • • • > ®m • • • > 

k t e r á m á z a l i m i t u č í s l o x0 a j e t v o ř e n a b o d y , j e ž p a t ř í 
d o d e f i n i č n í h o o b o r u f u n k c e f(x), j e t a k é o d p o v í d a j í c í 
p o s l o u p n o s t f u n k č n í c h h o d n o t 

/ ( ® i ) . / ( « « ) / ( * • ) . • • • 

k o n v e r g e n t n í a m á z a l i m i t u č í s l o f(x0). 

Věta. Jestliže spojité funkce f{x) a g(x) se společným 
AefiniČnim oborem nabývají stejných funkčních hodnot na 
nějaké husté množině reálných čísel A, pak jsou totožné. 

Důkaz. B u d i ž a l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . V í m e u ž , ž e 
e x i s t u j e k o n v e r g e n t n í p o s l o u p n o s t 

o1( at, ..., o„, ... 
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č í s e l p a t ř í c í c h d o m n o ž i n y A, k t e r á m á z a l i m i t u č í s l o a . 
P a k v š a k z e s p o j i t o s t i f u n k c í f(x) a g(x) a z e s k u t e č n o s t i , 
ž e p r o k a ž d é a e A j e f{a) = g{a), p l y n e , ž e j e 

/ («) = l im /(«„) = Um g{an) = ?(<*)• 1 
n->® n - W 

V š t a j e d o k á z á n a . * 

8. PODSTATA AFOEMULACE CAUCHYHO METODY 
ftEŠENl FUNKCIONÁLNÍCH ROVNIC 

N e ř e k n e m e - l i v ý s l o v n ě o p a k , b u d e m e v š u d e v d a l š í m 
h l e d a t j e n t a k o v á ř e š e n í z k o u m a n ý c h f u n k c i o n á l n í c h 
r o v n i c , k t e r á j s o u s p o j i t ý m i f u n k c e m i . 

C a u c h y h o m e t o d a t k v í — ř e č e n o c o n e j o b e c n ě j i — 
v t o m , ž e s e n e j p r v e u r č í ř e š e n í u v a ž o v a n é f u n k c i o n á l n í 
r o v n i c e , k t e r é j e d e f i n o v á n o n a n ě j a k é h u s t é m n o ž i n ě 
r e á l n ý c h č í s e l . P o t é s e v y u ž i j e s p o j i t o s t i t o h o t o ř e š e n í 
a p o d l e p o s l e d n í z v ý š e d o k á z a n ý c h v ě t se ř e š e n í d e f i -
n u j e p r o l i b o v o l n á r e á l n á č í s l a . 

O b v y k l e s e ř e š e n í h l e d á n e j p r v e n a m n o ž i n ě v š e c h 
r a c i o n á l n í c h č í s e l ( k t e r á j e , j a k j s m e p ř e d c h v í l í v i d ě l i , 
h u s t á ) . Z a t í m t o ú č e l e m s e č a s t o p o s t u p u j e p o d l e n á -
s l e d u j í c í h o s c h é m a t u : 

1 . N ě j a k ý m v h o d n ý m p o s t u p e m ( n a p ř í k l a d s u b s t i t u č -
n í m e t o d o u ) s e u r č í ř e š e n í f(x) d a n é f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 
n a m n o ž i n ě v š e c h p ř i r o z e n ý c h č í s e l . 

2 . D o k á ž e s e , ž e t a k t o n a l e z e n é ř e š e n í v y h o v u j e r o v -
n i c i t a k é 

a ) p r o x = 0, 
b ) p r o v š e c h n y c e l é z á p o r n é h o d n o t y p r o m ě n n é x, 

c ) p r o v š e c h n y r a c i o n á l n í h o d n o t y p r o m ě n n é m . 
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3 . V y u ž i j e s e h u s t o t y m n o ž i n y r a c i o n á l n í c h č í s e l 
a s p o j i t o s t i f u n k c e / ( a r ) ; t í m b u d e z a r u č e n o , ž e t a k t o 
u r č e n é ř e š e n í v y h o v u j e r o v n i c i p r o l i b o v o l n é r e á l n é 
h o d n o t y x. 

T a k t o f o r m u l o v a n á C a u c h y h o m e t o d a j e v h o d n á p o u z e 
p r o t a k o v é f u n k c i o n á l n í r o v n i c e , j e j i c h ž ř e š e n í j e d e f i n o -
v á n o a s p o j i t é n a c e l é č í s e l n é o s e . L z e s e a l e l e h k o p ř e -
s v ě d č i t o t o m , ž e s e t o u t o m e t o d o u d a j í ř e š i t i r o v n i c e , 
j e j i c h ž ř e š e n í j s o u d e f i n o v á n a a s p o j i t á n a n ě j a k é 
m n o ž i n ě " D , j í ž m ů ž e b ý t i n t e r v a l n e b o s j e d n o c e n í i n t e r -
v a l ů . J e - l i t o t i ž A h u s t á m n o ž i n a r e á l n ý c h č í s e l , j e m n o -
ž i n a A1 = A Q D h u s t á v Z ) v t o m s m y s l u , ž e p r o k a ž d é 
č í s l o a e D e x i s t u j e k o n v e r g e n t n í p o s l o u p n o s t 

®1> ®2> • • • > ®n> • • • 

č í s e l l e ž í c í c h v Alt k t e r á m á z a l i m i t u č í s l o <x. 

D ů k a z t é t o s k u t e č n o s t i p ř e n e c h á v á m e č t e n á ř i . 

4. NĚKOLIK KLASICKÝCH PĎÍ KLADŮ 

B u d e m e C a u c h y h o m e t o d u i l u s t r o v a t n a n ě k o l i k a f u n k -
c i o n á l n í c h r o v n i c í c h , k t e r é C a u c h y ř e š i l u ž p o č á t k e m 
m i n u l é h o s t o l e t í . 

a ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(1) f(x + y) =/(*) + /(y). 

B u d e m e h l e d a t t a k o v á ř e š e n í t é t o r o v n i c e , k t e r á j s o u 
d e f i n o v á n a a ( v s o u l a d u s ú m l u v o u , k t e r o u j s m e u č i n i l i 
v ý š e ) s p o j i t á n a c e l é č í s e l n é o s e . P ř e d p o k l á d e j m e t e d y , 
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že f(x) je jedno takové řešení rovnice (1). Nejprve doká-
žeme, že pro každé reálné číslo n 2 platí 

(2) f(Xl + *,+ ...+*„) = 

= / ( * , ) + / ( » . ) + • • • + / ( * , ) • 

Pro n = 2 je tato rovnost totožná s rovností (1), 
a tedy skutečně platí. 

Nechť rovnost (2) platí pro nějaké přirozené n. Vy-
užijeme-li vztahu (1), dostáváme 

f{xi + x2+ ... + x n H~ ^n+l) — 
= /(Xx + X2 + . . . + Xn) + f(xn+1) = 
= /(* l) + f(x 2) + • • • + /(*,) + f(Xn+1), 

a odtud už pijme hledaná rovnost (2) matematiokou 
indukcí. 

Zvolme v (2) xx = x2 = ... — xn = x. Pak bude pro 
každé přirozené číslo n a pro každé reálné číslo x platit 

f(nx) = nf(x). 

Označíme-li tedy /(1) = c, dostáváme, že platí 
f{n) = cíl 

pro každé přirozené n. 
Nechť jsou dále m a n libovolná přirozená čísla. Pak je 

tj. 
. ( m\ m 

je tedy f(x) = cx pro libovolné kladné raoionální číslo x. 
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P o l o ž í m e - l i n a d r u h é s t r a n ě v ( l )x =y = 0 , v i d í m e , ž e j e 

/ ( O ) = 2 / ( 0 ) , 

n e b o l i — c o ž j e t o t é ž — / ( O ) = 0 . O d t u d p l y n e , ž e j e 

f(x-x)=f(0)=0=f(z) + f(-x), 
č i l i f(x) = — / ( — x ) . P r o k a ž d o u r a c i o n á l n í h o d n o t u 
p r o m ě n n é x t e d y p l a t í 

f(x) = cx. 

A v e z m e m e - l i n a k o n e c v ú v a h u , ž e m n o ž i n a r a c i o n á l -
n í c h č í s e l j e h u s t á a ž e f u n k c e f(x) j e s p o j i t á , z j i s t i l i 
j s m e t o t o : J e - l i f u n k c e f(x) ř e š e n í m f u n k c i o n á l n í r o v n i -
c e ( 1 ) , j e f(x) — cx, k d e c j e l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . N a o p a k 
z r o v n o s t i 

c(x + y) =cx + cy 

p l y n e , ž e k a ž d á t a k o v á f u n k c e t a k é s k u t e č n ě n a š i 
f u n k c i o n á l n í r o v n i c i ř e š í . 

Z d e j e t ř e b a p o z n a m e n a t , ž e k d y b y c h o m h l e d a l i ř e š e n í 
r o v n i c e ( 1 ) , k t e r é b y m ě l o b ý t s p o j i t é p o u z e v j e d n o m 
p e v n é m b o d ě , d o s t a l i b y c h o m o p ě t t ý ž v ý s l e d e k . J e - l i 
t o t i ž f(x) f u n k c e , p r o n i ž p l a t í 

f(* + y)=t{*) + f(y), 
a j e - l i t a t o f u n k c e s p o j i t á v b o d ě <*, p a k p r o l i b o v o l n é 
r e á l n é č í s l o x0 p l a t í 

l i m f(x) = l i m f((x — x0 - f a.) - f (x0 — <*)) = 
X—+XQ X-+XO 

= l i m (f(x — x0 + <*) + f(x0 — «)) = 
X-+X0 

= l im f{x — £„+«)+ f(x0 — a) = 
X — + 

= / ( « ) + / ( « . — « ) = / ( * « ) ; 

47 



t o v š a k u k a z u j e , ž e f u n k c e f(x) j e s p o j i t á v š u d e , a m á 
t u d í ž t v a r f(x) = cx. 

b ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(3) í(x + y) =/(*)./(y). 

O p ě t b u d e m e h l e d a t t a k o v á ř e š e n í t é t o ^ o v n i c e , 
k t e r á j s o u d e f i n o v á n a p r o v š e c h n a r e á l n á x. 

P ř e d e v š í m j e z ř e j m é , ž e n u l o v á k o n s t a n t n í f u n k c e j e 
j e d n í m z ř e š e n í r o v n i c e ( 3 ) . Z a j í m á n á s n y n í , z d a m á 
t a k é n e n u l o v á ř e š e n í . P ř e d p o k l á d e j m e , ž e f(x) j e j e d n o 
t a k o v é ř e š e n í ; z ( 3 ) p a k p l y n e , ž e j e 

« • ' - ' ( t + t J - M T ) ^ 0 -

t j . j e - l i f(x) n e n u l o v á h o d n o t a , n a b ý v á f u n k c e f(x) 

k l a d n ý c h h o d n o t p r o k a ž d é x. 

O z n a č m e n y n í / ( 1 ) = c > 0 . P ř e d p o k l á d e j m e , ž e p r o 
n ě j a k é p ř i r o z e n é č í s l o n p l a t í 

f(n) - c " . 

P a k j e 

f(n + 1) = f(n).f( 1) = c».c = C-+1, 

a o d t u d p l y n e m a t e m a t i c k o u i n d u k c í , ž e p l a t í 

( 4 ) f(x) = c -

p r o k a ž d é p ř i r o z e n é č í s l o x. 

A n a l o g i c k y se i n d u k c í s n a d n o d o k á ž e , ž e p r o k a ž d é 
p ř i r o z e n é č í s l o n a p r o k a ž d é r e á l n é č í s l o x p l a t í 

f(nx) = [/(*)]». 
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J s o u - l i t e d y w a n p ř i r o z e n á č í s l a , j e 

[f ("?)[ = f [n^)= fim) =Cm = ̂  P)"' 
t j . r o v n o s t ( 4 ) j e s p l n ě n a p r o l i b o v o l n á k l a d n á r a c i o n á l n í 
č í s l a . 

V e z m e m e - l i n a d r u h é s t r a n ě v ú v a h u , ž e j e / ( O ) = 
= [ / ( O ) ? , t j . ž e j e / ( O ) = l a 

1 =/(0) = f(x-x) =/(*)./(-*), 

d o s t á v á m e , ž e p r o k a ž d é z á p o r n é r a c i o n á l n í č í s l o x p l a t í 

1 1 
f(x) = -r. = = cx. 
M ' /(—x) c~x 

J e t e d y f(x) = c® p r o l i b o v o l n é r a c i o n á l n í h o d n o t y 
p r o m ě n n é x. V y u ž i j e m e - l i j e š t ě h u s t o t y m n o ž i n y r a c i o -
n á l n í c h č í s e l a s p o j i t o s t i f u n k c e f(x), d o c h á z í m e k z á v ě r u , 
ž e ř e š e n í m i f u n k c i o n á l n í r o v n i c e ( 3 ) m o h o u b ý t v š e c h n y 
f u n k c e t v a r u f(x) = cz, k d e c j e l i b o v o l n é k l a d n é r e á l n é 
č í s l o . Z e z ř e j m é r o v n o s t i 

Cx+V = cx.cv 

j e p a k v i d ě t , ž e t o m u s k u t e č n ě t a k j e . N a k o n e c d o s t á v á -
m e t e n t o v ý s l e d e k : F u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

/ ( * + Ž/) = / ( * ) • / ( < / ) 

m á n e k o n e č n ě m n o h o ř e š e n í , j e ž j s o u d á n a v z o r c e m 

f{x) = c * , 

k d e c j e k l a d n é r e á l n é č í s l o ; n a v í c j e ř e š e n í m n u l o v á 
k o n s t a n t n í f u n k c e . 
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Z d e j e n a m í s t ě p o z n a m e n a t , ž e v ý š e u v e d e n o u 
f u n k c i o n á l n í r o v n i c i l z e ř e š i t t é ž p o m o c í f u n k c i o n á l n í 
r o v n i c e ( 1 ) . J e - l i t o t i ž f(x) n e n u l o v é ř e š e n í r o v n i c e ( 3 ) , 
p a k j e , j a k j s m e v i d ě l i , f(x) > 0 p r o v š e c h n a x, a t u d í ž 
m ů ž e m e u t v o ř i t f u n k c i g(x) = l o g f(x). J e t é ž z ř e j m é , 
ž e p r o l i b o v o l n á d v ě r e á l n á č í s l a x a y p l a t í 

g{x + y) = log f{x + y)= log (f(x).f(y)) = 
= log /(») + log f(y) = g[x) + g(y), 

a p r o t o m á f u n k c e g(x) t v a r g(x) = ax, k d e a j e l i b o v o l n é 
r e á l n é č í s l o . O d t u d p a k n a k o n e c d o s t á v á m e , ž e j e 

f(x) = 1 0 * » = (10° )® = cx. 

S o u č a s n ě j e o d t u d o p ě t p a t r n o , ž e p o k u d b y c h o m 
ž á d a l i j e n t o l i k , a b y f u n k c e f(x) b y l a s p o j i t á p o u z e 
v j e d i n é m b o d ě ( a t e d y n i k o l i v s p o j i t á v š u d e ) , z n o v u 
b y c h o m d o s t a l i f(x) = c. 

c ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

( 5 ) f(xy) =f(x) + f(y). 
N e j p r v e p o z n a m e n e j m e , ž e p o k u d h l e d á m e t a k o v á 

ř e š e n í t é t o r o v n i c e , k t e r á j s o u d e f i n o v á n a a s p o j i t á p r o 
v š e c h n a x, p a k j e d i n ý m t a k o v ý m ř e š e n í m j e n u l o v á 
k o n s t a n t a . V s k u t k u : p ř e d p o k l á d á m e - l i , ž e f(x) j e ř e š e n í 
r o v n i c e ( 5 ) , p a k p r o y — 0 d o s t á v á m e 

/ ( O ) = = / ( * . 0 ) = / ( * ) + / ( O ) , 

o d k u d p i j m e , ž e j e / ( x ) = 0 p r o v š e c h n a x, t j . ž e f(x) j e 
n u l o v á k o n s t a n t a . 

P ř i p u s ť m e n y n í , ž e f(x) j e f u n k c e , k t e r á j e d e f i n o v á n a 
a s p o j i t á p r o v š e c h n a x ^ 0 a k t e r á j e ř e š e n í m f u n k c i o -
n á l n í r o v n i c e ( 5 ) . P o l o ž m e 

g(t) =/(io'). 
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J e z ř e j m é , ž e f u n k c e g(t) j e d e f i n o v á n a a s p o j i t á p r o 
v š e c h n a t a ž e k r o m ě t o h o v y h o v u j e r o v n o s t i 

g(u + v) = / ( 1 0 » + " ) = / ( 1 0 « . 1 0 " ) = 
= / ( 1 0 - ) + / ( 1 0 - ) = g(u) + g(v); 

t o o v š e m z a s e u k a z u j e , ž e j e g(t) = c í , k d e c j e l i b o v o l n é 
r e á l n é č í s l o . P a k v š a k p r o x > 0 m á m e 

f(x) = / ( Í O " « x) = p ( l o g x) = c l o g x. 

N e c h ť j e k o n e č n ě x ^ 0 l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . V y u ž i -
j e m e - l i t o h o , ž e p a k j e x 2 > 0 , d o s t á v á m e v z t a h 

2 f{x) = f(x2) = c l o g a;2 = 2 c l o g \x\, 

n e b o l i 

j(x) = c l o g \x\ . 

N a d r u h é s t r a n ě z v l a s t n o s t í l o g a r i t m i c k é f u n k c e p l y n e 

c l o g \xy\ = c l o g \x\ + c l o g \y\ 

p r o v š e c h n y d v o j i c e r e á l n ý c h č í s e l x ^ 0 a y # 0 . 
V š e c h n a ř e š e n í f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

f(xy) = f(x) + f(y), 

j e ž j s o u d e f i n o v á n a a s p o j i t á p r o x ^ 0 , j s o u t e d y d á n a 
f o r m u l í 

f(x) = c l o g \x\, 

k d e c j e l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . 

d ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(6) f{xy) = f(x).f(y). 

51 



P o l o ž m e z d e n e j p r v e y = 0 . D o s t á v á m e v z t a h 

m=f(x).f(o), 

z e k t e r é h o p l y n e , ž e j e b u d / ( O ) = 0 , n e b o f(x) = 1 , 
t j . f u n k c e f(x) j e t o t o ž n á s k o n s t a n t n í j e d n o t k o v o u f u n k -
c í , j e ž j e z ř e j m ě ř e š e n í m f u n k c i o n á l n í r o v n i c e ( 6 ) . 

P ř e d p o k l á d e j m e , ž e f(x) j e n e k o n s t a n t n í f u n k c e , k t e r á 
j e d e f i n o v á n a a s p o j i t á p r o v š e c h n a x a j e ž ř e š í v ý š e 
u v e d e n o u f u n k c i o n á l n í r o v n i c i ( 6 ) . P a k j e f u n k c e 

g(t) = / ( 1 0 < ) 

z ř e j m ě t é ž s p o j i t á a k r o m ě t o h o v y h o v u j e n á s l e d u j í c í 
r o v n o s t i : 

g{u + v) = / ( 10»+») = / ( 1 0 « . 1 0 B ) = 
= /(10«)./(10") =g(u).g(v)-, 

o d t u d p l y n e , ž e f u n k c e g(t) m á t v a r 

g(t) = a', 
k d e a j e l i b o v o l n é k l a d n é r e á l n é č í s l o . 

P r o x > 0 m á m e 

f{x) - / ( 1 0 " * * ) = g(log«) - a 1 0 « « 
- ( i o i o g a ) l 0& * = ( 1 0 1 o b a = x l o g a ; 

o z n a č í m e - l i c = l o g a, b u d e 

f{x) = XE. 

J e - l i x l i b o v o l n é n e n u l o v é r e á l n é č í s l o , j e 

(/(*))* = f(x>) = x* 

a o d t u d p l y n e , ž e p r o x < 0 j e 

f(x) = 
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Ř e š e n í m r o v n i c e ( 6 ) j e t e d y f u n k c e d e f i n o v a n á t a k t o : 

f(x) = x? p r o x > 0, 

/ ( x ) = \x\" p r o x < 0, 

/ ( O ) = 0 . . 

T a t o f u n k c e j e o v š e m p r o c < 0 n e s p o j i t á v b o d ě 
x = 0 . P r o t o ž e n a o p a k t a t o f u n k c e p r o c > 0 z ř e j m ě 
v y h o v u j e r o v n i c i ( 6 ) , t v o ř í s p o l u s k o n s t a n t o u 1 v š e -
c h n a ř e š e n í t é t o r o v n i c e . 

5. INVERZNÍ FUNKCE 

N e ž p ř e j d e m e k j i s t ý m z o b e c n ě n í m m e t o d ř e š e n í v ý š e 
u v e d e n ý c h p ř í k l a d ů , p o d í v á m e s e j e š t ě n a j e d e n p o j e m 
z m a t e m a t i c k é a n a l ý z y . 

B u d i ž f(x) f u n k c e s d e f i n i č n í m o b o r e m D a n e c h ť M j e 
o b o r h o d n o t f u n k c e / ( m n o ž i n a h o d n o t f(x) p r o x e D). 

F u n k c e g{t) ( e x i s t u j e - l i ) s e n a z ý v á inverzní funkci 
k funkci f(x), j e - l i j e j í m d e f i n i č n í m o b o r e m m n o ž i n a M, 
o b o r e m h o d n o t m n o ž i n a D a j s o u - l i p r o v š e c h n a x e D 

a t e M s p l n ě n y r o v n o s t i 

tm) = *\ ?(/(*))=*• 

P ř i p o m e ň m e d á l e , ž e f u n k c e / ( x ) d e f i n o v a n á n a i n t e r -
v a l u A s e n a z ý v á nerostoucí (neklesající) v i n t e r v a l u A, 
j e s t l i ž e p r o l i b o v o l n á d v ě č í s l a xlt x a e A p l y n e z e v z t a -
h u xx < x a n e r o v n o s t f(xt) ¡ ž / ( x 2 ) ( / ( x t ) žS / ( x 2 ) ) . J e s t l i -
ž e z o s t r é n e r o v n o s t i x x < x a p l y n e o s t r á n e r o v n o s t 
f ( X j ) < / ( x 2 ) ( / ( x x ) > / ( x 2 ) ) , n a z ý v á s e f u n k c e / ( x ) ros-

toucí (klesající) f u n k c í . 
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Věta. Je-li funkce /(x) definována, spojitá a rostoucí 
(klesající) v uzavřeném intervalu (a, b), p ak k ní existuje 
inverzní funkce, která je opět spojitá a rostoucí (klesající). 

Důkaz. Předpokládejme, že funkce f(x) je rostouc' 
(úvahy v případě, že f(x) je-klesající, jsou analogické). 
Je zřejmé, že množina funkčních hodnot funkce f(x) je 
tvořena všemi body uzavřeného intervalu (f(a), f(b)). 
Ukážeme, že ke každému číslu t e (f(a), f(b) > existuje 
jediné číslo x0 e (a, b > tak, že platí /(#„) = t. 

Je-li t = f(a) nebo t = f(b), je hledaná hodnota x0 

totožná s hodnotou a nebo s hodnotou b. Nechť je tedy 
f(a) < t <. f(b). Budeme nyní vyšetřovat množinu T 
všech čísel x e (a,b), pro něž je f(x) < t. Tato množina 
je neprázdná, neboť f(a) < t, a tedy a e T. Množina T 
je také omezená, neboť je částí uzavřeného intervalu 
(a, b), který je zřejmě omezenou množinou. Označme 
nyní x0 supremum množiny T (tj. nej menší z horních 
odhadů této množiny). Protože a e T a b je horní odhad 
množiny T, je a < x0 < b. Ukážeme, že množina T je 
totožná s intervalem (a, x0)\ Zřejmě (a, x0) Z) T. 
Nechť je naopak x e {a, x0). Pak je x < x0, a x tedy 
není horní odhad množiny T, tj. existuje číslo y e T 
tak, že platí y > x. Protože funkce f(x) je rostoucí, je 
f(%) < f{y) < t, a tedy je y e T a T = (a, x0). 

Nyní můžeme vybrat posloupnost čísel 

> ®2> • • • ) ®n> • • • 

tak, že pro všechna n je a < xn < x0 a že platí lim xn = 

= x0. Ze spojitosti funkce f(x) plyne, že je také 
lim f(xn) = f(x0), 
n->oo 

a protože bylo f{x„) < t, je f(x0) sS t. 
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J e l i k o ž b y l o x0 ^ b, m ů ž e m e v y b r a t p o s l o u p n o s t 

r ' • • r • • • 

t a k , ž e p r o v š e c h n a n j e x0 ^ xn ^ 6 a ž e p l a t í l i m x„ = 

= x0. A l e p r o t o ž e xn £ T, j e f(xn) >t, a, t e d y f(x0) ^ ř , 
c o ž n a k o n e c u k a z u j e , ž e p l a t í f(x0) = t. 

J e s t l i ž e p ř i p u s t í m e , ž e e x i s t u j í d v ě r ů z n á č í s l a xx < x2 

z i n t e r v a l u (a, b >, p r o n ě ž j e j{Xj) = f(x2) = t, d o s t a n e m e 
s p o r s t í m , ž e f u n k c e f(x) j e r o s t o u c í : 

* = / ( * i ) < = 

N y n í o z n a č í m e s y m b o l e m g{t) p r o k a ž d é t e (f(a), 
f(b)) o n o j e d n o z n a č n ě u r č e n é č í s l o z i n t e r v a l u (a, b >, 

p r o n ě ž j e f(g(t)) = t. T í m t o p o s t u p e m z í s k á m e f u n k c i 
g(t), k t e r á j e z ř e j m ě i n v e r z n í k f u n k c i f(x). Z b ý v á d o -
k á z a t , ž e t a t o f u n k c e j e s p o j i t á a r o s t o u c í . 

N e c h ť j s o u p ř e d e v š í m tlt t2, < t2 d v ě l i b o v o l n á 
č í s l a z i n t e r v a l u ( / ( a ) , f(b) >. P ř i p u s t í m e - l i , ž e j e g(tj) ^ 

S : g(t2), d o s t a n e m e z p ř e d p o k l a d u , ž e f u n k c e f(x) j e 
r o s t o u c í , n e r o v n o s t 

h = Mh)) ž f(g(h)) = h, 

a t o j e v e s p o r u s v o l b o u č í s e l a t2. T u d í ž j e f u n k c e g{t) 

r o s t o u c í . 
A k o n e č n ě n e c h ť j e t0 l i b o v o l n ý b o d i n t e r v a l u ( / ( a ) , 

f(b)) a n e c h ť j e 

t\yt2, . . . , tn, . . . 
; tne (f(a),f(b)) 

p o s l o u p n o s t č í s e l , k t e r á m á z a l i m i t u č í s l o t0. O z n a č í m e - l i 
g(tn) = xn p r o n = 1 , 2 , . . . a <7(ť0) = x0, d o s t á v á m e 
p o s l o u p n o s t 

» ®2 > • • • ) X n 
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T a t o p o s l o u p n o s t j e o m e z e n á , n e b o ť l e ž í c e l á v i n t e r v a l u 
( a , b ) , a p r o t o e x i s t u j e h r o m a d n ý b o d t é t o p o s l o u p -

n o s t i . P ř e d p o k l á d e j m e , ž e ylt y2e (a, b), yx^ y2 j s o u 
d v a h r o m a d n é b o d y t é t o p o s l o u p n o s t i . P a k e x i s t u j í 
d v ě p o d p o s l o u p n o s t i 

X/Cit . . . , Xkn, • • ' > 
• • • r Zjnn> • • • t 

p r o n ě ž p l a t í l i m x^ = yx, l i m xmn = y2. Z e s p o j i t o s t i 
n-»oo n-»co 

f u n k c e j(x) n y n í p l y n e , ž e j e 

/ ( ž / i ) = / ( U m x^) = l i m / ( » * . ) = l i m tkn = í 0 = 
n — » - o d n - * - a o n-*-fx> 

= l im t^ = l im f{xmn) = / ( l im xm„) = f(y2), 
t l - M » 7 1 - + C O 71— 

a o d t u d d o s t á v á m e r o v n o s t yx = y2. T o v š a k u k a z u j e , ž e 
p o s l o u p n o s t 

t x2, . • •, xn, .. . 

k o n v e r g u j e ; k r o m ě t o h o z e v z t a h u l i m f(x„) = f(x0) =• í 0 

p l y n e , ž e l i m x„ — x 0 . T a t o p o s l e d n í r o v n o s t v š a k n e ř í k á 
71-*-CO 

n i c j i n é h o , n e ž ž e p l a t í l i m g ( t „ ) = g ( t „ ) . F u n k c e g(t) j e 
t e d y s p o j i t á . řn~*'<> 

T í m j e v ě t a d o k á z á n a . 

P o n e c h á v á m e n a č t e n á ř i , a b y s i u v ě d o m i l , j a k j e 
v ě t u m o ž n o d o k á z a t v p ř í p a d ě , ž e m í s t o u z a v ř e n é h o 
( a t e d y k o n e č n é h o ) i n t e r v a l u ( a , b ) b u d e m e u v a ž o v a t 
i n t e r v a l o t e v ř e n ý n e b o n e o m e z e n ý . 

U v e d e m e n ě k o l i k p ř í k l a d ů i n v e r z n í c h f u n k c í . 

a ) U v a ž u j m e f u n k c i s i n a; v i n t e r v a l u ( — 7 t / 2 , 7 t / 2 ) . 

66 



Jak je známo, je tato funkce v uvažovaném intervalu 
spojitá a rostoucí. Podle právě dokázané věty tedy 
existuje inverzní funkce, která je definována, spojitá 
a rostoucí v intervalu (—1, 1) a nabývá hodnot z inter-
valu (—u/2, tt/2). Tato funkce se oznaěuje obvykle 
arcsin t (ěti arkus sinu). 

Zde je třeba poznamenat, že protože funkce sin x je 
definována pro všechna reálná čísla x a nabývá hodnot 
z intervalu (—1, 1 >, můžeme pro všechna x utvořit 
výraz arcsin (sin x). Rovnost arcsin (sin x) = x však 
bude splněna pouze pro x e (— n/2,7i/2). Není těžké 
dokázat (přenecháváme to čtenáři), že pro libovolné 
reálné číslo x platí 

arcsin (sin x) = (—1)* (x + kn), — 
kde i je celá část čísla— . 

b) K funkci cos x uvažované na intervalu <0, n) taktéž 
existuje inverzní funkce, která se značí arccos t. Analo-
gicky jako v bodě a) lze ukázat, že funkce arccos t je 
spojitá a klesající v intervalu (—1, 1) a že pro všechna 
t e <—1, 1) platí 0 ^ arccos t i? K. 

c) Také k funkcím tg a; a cotg x, které uvažujeme 
v intervalech (—7t/2, tt/2), resp. (0,7:), existují inverzní 
funkce, které značíme a rctg x a arccotg x. 

6. FUNKCIONÁLNÍ ROVNICE 
f(x + y) = F(f(x),f(y)) 

První dva příklady uvažované v odstavoi 4 měly spo-
lečné to, že na levé straně odpovídající funkcionální 
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rovnice vystupoval výraz /(x + y)- Řešení těchto pří-
kladů byla zcela analogická, a to nás vede k tomu, že si 
klademe otázku: Je-li F(u, v) funkce dvou proměnných, 
za jakých podmínek má funkcionální rovnice 

(1) f(x + y)= F(f(x), f(y)) 

řešení a jak lze toto řešení najít? 

L e m m a . Má-li funkcionální rovnice 

f(x + y) = F(f(x), f(y)) 

řešení f(x) a je-li M obor hodnot funkce f(x), pak funkce 
F(u, v) vyhovuje následujícím podmínkám: 

a) pro všechny dvojice čísel u, v e M je 

F(u,v) = F(v, u); 

b) pro všechny trojice čísel u, v, w e M platí 

F(F(u, v), w) = F(u, F(v, w))\ 

c) existuje číslo e e M tak, že platí 

F(e, u) - u 

pro všechna u e M\ 

d) ke každému u e M existuje v e M tak, že platí 

F(u, v) = e . 

Důkaz, a) Nechť je u, v e M. Pak existují reálná ěísla 
x, y taková, že je f(x) = u a f(y) = v, a tedy je 

F(u, v) = F(f(x), f(y)) = f(x + y) = f(y + x) = 
= F(f(y),f(x))=F(v, u). 
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b) Nechť je u,v,we M. Pak existují reálná čísla x, y 
a z taková, že je f(x) = u, f(y) = v, f(z) = w. Dále je 

F(u, v) = F(f(x), f(y)) = f(x + y) e M 

a 

F(v, w) = F(f(y), f(z)) = f(y + z)eM. 

Je tedy 
f(F(u, v), w) = F(f(x + y), f(z)) = 

= f(x + y + z) = F(f(x), f(y + z)) = 
= .F{u, F(v, w)). 

c) Označme e = /(O). Protože f(x) = u e 31, je 

F(e, u) = F(f(0), f(x)) = /(O + x) = f(x) = u. 

d) Nechť je u e M a f(x) = u. Položme v = /(—x). 

Pak je 

F(u, v) = F(f(x), f(-x)) = f(x - x ) = /(O) = e. 

Tím je lemma dokázáno. 

T o t o l e m m a v š a k u d á v á j e n n u t n o u p o d m í n k u ř e š i -
t e l n o s t i r o v n i c e ( 7 ) ; n e n í z n ě j v i d ě t , j a k b y se d a l o n a j í t 
e x p l i c i t n í v y j á d ř e n í p r o ř e š e n í / ( & ) . 

P o m o c í m e t o d , j i c h ž b y l o p o u ž i t o p ř i ř e š e n í f u n k c i o -
n á l n í c h r o v n i c z o d s t a v c e 4 , m ů ž e m e n y n í p o p s a t n á -
s l e d u j í c í p o s t u p p r o u r č e n í ř e š e n í f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 
( 7 ) : 

Předpokládejme, že f(x) je spojitá funkce, pro niž platí 

f(x + y)= F(f(x), f(y)), 

a předpokládejme přitom, že f(x) je definováno pro libo-
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volné reálné hodnoty proměnné x. (Jak jsme viděli 
v příkladech z odstavce 4, lze tyto úvahy snadno modi-
fikovat pro případ, že funkce f(x) není definována 
všude.) 

D e f i n u j m e f u n k c e F„(t) n á s l e d u j í c í m z p ů s o b e m : 

FM) = t, Fn(t) = FiF^t), t) pro n 2. 
Pak je zřejmě F1(f(x)) = f{x); předpokládáme-li, že 
pro každé přirozené n platí Fn(f(x)) = f(nx), pak pro 
n -f- 1 dostáváme 

/((» + 1) x) = f{nx + x) = F(f(nx), /(*)) = 
= F(Fn(f(*)), /(»)) = Fn+1(f(x)). 

Indukcí jsme tedy dokázali, že platí 

f(nx) = Fn(f(x)) 

pro všechna přirozená n. Speciálně dostáváme pro x = 1 
vztah 

/(») = Fu{c), 

kde jsme položili c = /(1). Tímto postupem je funkce 
f(x) definována pro všechny přirozené hodnoty n. 

Nechť jsou nyní man libovolná přirozená čísla. Pak je 

Budeme-li navíc ještě předpokládat, že k funkci Fn(t) 
existuje inverzní funkce Gn(u), bude 

f [ ~ ] = Gn(Fm{c)), 

a funkce f(x) je tedy definována pro všechny kladné 
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r a c i o n á l n í h o d n o t y p r o m ě n n é x. P o u ž i j e m e - l i r o v n o s t i 

/(O) = F(f(x), f(-x)), 

můžeme f(x) definovat pro libovolné racionální hodnoty 
proměnné x. A vezmeme-li v úvahu hustotu množiny 
racionálních čísel a spojitost funkce f(x), můžeme funkci 
f(x) považovat za definovanou pro všechny reálné hod-
noty proměnné x. 

Pochopitelně je nakonec třeba ověřit, zda takto urče-
ná funkce f(x) rovnici (7) také skutečně vyhovuje. 

Metoda řešení funkcionálních rovnic tvaru (7), kterou 
jsme právě vyložili, je ovšem popsána velice schematicky 
a vyžaduje ještě řadu upřesnění. Tak není například 
vůbec jasné, jak je možno definovat funkce F„(t), zda 
tyto funkce vůbec existují, zda k nim existují funkce 
inverzní atd. Zde však nebudeme na tyto otázky v obec-
ném případě odpovídat; odpovíme na ně v každém 
konkrétním případě. 

V y š e t ř í m e n y n í c o m o ž n á n e j p o d r o b n ě j i p ř í p a d , k d y 
j e f u n k c e F(u, v) m n o h o č l e n e m v e d v o u p r o m ě n n ý c h . 
P a k m á F(u, v) t v a r 

F(u, v) = axuxi v>'i + a2uk%Vi + ... + a, ux, V'i, 

k d e j s o u alta2, • •., ag l i b o v o l n á n e n u l o v á r e á l n á č í s l a 
a , Á 2 > > /"2 > • • • > i"» j s o u c e l á n e z á p o r n á č í s l a . 
J a k z n á m o , n a z ý v á s e n e j v ě t š í z č í s e l Ax, Ait ..., X, 

( b e z ú j m y n a o b e c n o s t i l z e p ř e d p o k l á d a t , ž e t o j e č í s l o A x ) 
s t u p n ě m p o l y n o m u F(ti, v) v z h l e d e m k p r o m ě n n é u 

a n e j v ě t š í z č í s e l /tlt fi2, . . . , ¡x, ( n e c h ť j e t o t ř e b a č í s l o m) 

s t u p n ě m p o l y n o m u F(u, v) v z h l e d e m k p r o m ě n n é v. 
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Jestliže má funkcionální rovnice 

f(x + y) = F(f(x), f(y)) 

řešení, musí především funkce F(u, v) vyhovovat rov-
nosti 

F(u, v) = F(v, u), 

tj. musí splňovat podmínku 
s^1'!^' + . . . + atuxt v"t + ... + a,ux"v"a = 

= + ... + aau"svXa, 

z níž ihned plyne, že je = ¡xt\ stupně polynomu F(u, v) 
vzhledem k proměnným u i v jsou tedy stejné. Označme 
tento stupeň n = n). 

Dále musí polynom F(u, v) splňovat rovnost 

F{u, F{v, w)) = F(F(u, v), w). 

Nyní je 

F(u, F(v, w)) = a^Fiv, w))"i + CI2Ux*{F{V, «>))"« + 

+ . .. + asuX'(F(v, w))f" 
a 
F(F(u, v), w) = a^Fiit,, v))" w''• + a2(F(u, W* + 

+ ... + aa{F{u, v))x" v)"> = 
= a^lu^v^iw^i + . . . ; 

obě poslední rovnosti ukazují, že polynom F(u,F(v,w)) je 
vzhledem k proměnné u stupně n a polynom F(F(u, v), w) 
je vzhledem k proměnné u stupně n2. A protože oba 
tyto polynomy jsou si rovny, musí být n = n2 čili n = 1. 

J e - l i t e d y F(u, v) p o l y n o m a m á - l i r o v n i c e ( 7 ) ř e š e n í , 
p a k m á F{u, v) t v a r 

( 8 ) F ( U , v) = OLUV + fiu + + y. 
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Z rovnosti 
F{F(u, u), v) = F{u, F(u, v)) 

přitom po jednoduchých úpravách dostáváme vztah 

{xy — p + p) ( « — «,) = 0 , 

který má platit pro libovolná u a v; to znamená, že 
koeficienty polynomu F(u, v) musí navíc splňovat pod-
mínku 

(9) * y = p — p. 

Nyní jsou dvě možnosti: 

1. <x = 0. Pak je P ^ 0 a P2 — /? = 0, tj. 0 = 1, 
a rovnice (7) má tvar 

(10) f(x + y) = /(») + M + y. 

Položme <7(a;) = f(x) + y. Je zřejmé, že funkce f(x) 
je řešením rovnice (10) tehdy a jen tehdy, je-li funkce 
g(x) řešením rovnice 

g(x + y) = g(x) + g(y). 

Všechna řešení funkcionální rovnice 

/(* + y)= /(«) + f(y) + y 

jsou tedy dána vzorcem 

f(x) = cx — y, 

kde c je libovolné reálné číslo. 

P2 — P 
2. a ^ 0. Pak je y = — — a rovnice (7) ma tvar 

& 

63 



f(x + y)~ «/(x) f(y) + Pf(x) + Pf(y) + £ £, 
(X 

n e b o l i t v a r 

(ID N X + V ) = i m ± m m ± £ t z i . 
ÍX 

P o l o ž í m e - l i z d e g(x) = <xf(x) + /?, v i d í m e , ž e f(x) j e ř e -
š e n í m f u n k c i o n á l n í r o v n i c e ( 1 1 ) t e h d y a j e n t e h d y , j e - l i 
f u n k c e g(x) ř e š e n í m r o v n i c e 

g(x + y) = g(x).g(y). 

Všechna řešení dané funkcionální rovnice tvoří tedy 
funkce (viz příklad b, str, 48-49) 

/ ( * ) — £ a / ( * ) = £ 
<X OL 

kde c je libovolné reálné kladné číslo. 

Podívejme se například na funkcionální rovnici 

(12) f(x + y) =f(x).f(y) + f(x)+f(y). 

Ta je zřejmě tvaru (7) s funkcí F(u, v) tvaru (8), kde 
volíme a = 1, /? = 1, y = 0. V tomto případě je podmín-
ka (9) splněna, neboť je <xy = 0 = 1 — 1 = /S2 — 
všechna řešení funkcionální rovnice (12) tedy tvoří 
funkce 

f(x) = - 1 a f(x) = c* — 1, 

kde c je libovolné reálné kladné číslo. 

Ještě v jednom případě lze funkcionální rovnici (7) 
převést na některý z klasických příkladů, které jsme 
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v y š e t ř o v a l i v o d s t a v c i 4 , a t o t e h d y , e x i s t u j e - l i f u n k c e 
č r ( f ) , p r o n i ž p l a t í j e d n a z r o v n o s t í 

G(F(u, v)) = G(u) + G(v), 

G(F(u, v)) = G(u).G{v). 

J e s t l i ž e t o t i ž v t o m t o p ř í p a d ě p ř e d p o k l á d á m e , ž e s p o j i t á 
f u n k c e f(x) s p l ň u j e r o v n i c i 

f(x + y) = F(f(x),f(y)), 

p a k f u n k c e g(x) = G(f(x)) z ř e j m ě s p l ň u j e r o v n i c i 

g(x + y) = g{x) -f g(y) 
n e b o r o v n i c i 

g(x + y) = g(x).g(y). 

Ř e š m e n a p ř í k l a d f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

f(x).f(y) ( 1 3 ) / ( z + ž/) = 
/(*) + f(y) ' 

P ř e d p o k l á d e j m e , ž e f(x) j e n ě j a k é ř e š e n í t é t o r o v n i c e . 
N e j p r v e j e t ř e b a p o z n a m e n a t , ž e j e f(x) ^ 0 p r o v š e c h n a 
x, p r o n ě ž j e f u n k c e f(x) d e f i n o v á n a : J e - l i t o t i ž p r o n ě j a k é 
<x h o d n o t a / ( « ) = 0 , p l a t í p r o k a ž d é x 

/(,_«) + /(«) -0» 
t j . f(x) j e n u l o v á k o n s t a n t a , a t a n e v y h o v u j e r o v n i c i ( 1 3 ) . 

F u n k c e f(x) v š a k n e m ů ž e b ý t d e f i n o v á n a p r o x = 0 , 
n e b o ť k d y b y t o m u t a k b y l o , d o s t a l i b y c h o m 

a t o n e n í m o ž n é ( p ř e d p o k l á d á m e , ž e b y l o / ( O ) ^ 0 ) . 
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Utvořme nyní funkci g(x) = • Ta je pak defino-
vána a spojitá pro všechna ta x, pro něž má stejné 
vlastnosti i funkce f(x), a kromě toho je f{x) řešením 
rovnice (13) tehdy a jen tehdy, je-li 

9[X + y> - f(x + y) - f(x).f(y) - /(*)•+ 

+ W) = 9 { x ) + g { y ) ' 

tj. výhovu je-li g(x) funkcionální rovnici 

g(x + y) = g{x) + g{y). 

Všechna řešení dané funkcionální rovnice tedy tvoří 
funkce ><*> = Í ' 
kde c 0 je reálné číslo. 

7. JEŠTĚ JEDNO ZOBECNĚNI 

Rovnici (7) můžeme zobecnit, a to tak, že budeme 
vyšetřovat funkcionální rovnici 

(14) f(G(x,y)) =F(f(x),f(y)), 

kde G(x, y) a F(u, v) jsou funkce dvou proměnných. 
Na několika konkrétních příkladech ukážeme, jak lze 
tuto rovnici převést na některou z výše uvedených 
funkcionálních rovnic. 
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a) Vyšetřujme funkcionální rovnici 

(15) f(a(x - y ) + b)= Af(x) + Bf(y) + C, 

kde a, b, A, B, C jsou pevná reálná čísla. Mohou nastat 
tyto eventuality: 

1. a = A = B = 0. Pak je 
m = C 

a řešením rovnice (15) je každá spojitá funkce f(x), pro 
kterou platí /(&) = C. 

2. A = B = O, ale a ^ 0. Pak je jediným řešením 
rovnice (15) konstanta C. 

3. a = O, ale čísla A a B nejsou současně rovna nule. 
Jestliže v tomto případě položíme x = y, dostáváme 
vztah 

f(b) = (A + B)f(x) + C, 
a odtud plyne: Je-li A + B O, je f(x) = const, a je-li 
A + B = O, je řešením dané funkcionální rovnice každá 
funkce f(x), pro niž je f(b) = C. 

4. a ^ O a čísla A a B nejsou současně rovna nule. 
P a k pro x = y dostáváme vztah 

f(b) = (A + B) f(x) + C, 
který ukazuje: Pokud má rovnice (15) nekonstantní 
řešení, musí být splněna podmínka A + B = O čili 
A = —B. Pak však má daná funkcionální rovnice tvar 

f(a(x - y ) + b)= Af(x) - Af(y) + C. 

Položme zde y = O a označme /(O) = l. Pak máme vztah 

f(ax + b) =Af({x) — l) + C, 
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a o d t u d p l y n e 

f(a(x — y) + b)= A(f(x - y ) - l ) + C, 
čili 

Af(x-y)-Al = A{f(x)-f(y)), 

n e b o l i n a k o n e c 

/(» — y)= /(») — fiv) +1-

P r o x = 0 a y = —z v s a k d o s t á v á m e 

/ ( z ) = — / ( - * ) + 21, t j . f ( - z ) = f(z) + 21, 

a t e d y j e 

f{z + z)=f(z) + f(z) — L 

P a k p l a t í 

f(x + z ) - l = ( f ( x ) - l ) + ( f ( z ) - l ) 
a z t o h o p l y n e , ž e j e 

/(») = dx + Z, 

k d e d j e l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . 
Z r o v n o s t i 

d(a(x — y) + b) + l = A(dx + l) — A(dy + l) + C, 

k t e r á j e e k v i v a l e n t n í s r o v n o s t í 

(da — dA)x — (da — dA)y + db + 1 — C = 0, 

n a o p a k p l y n e , ž e h l e d a n á f u n k c e f(x) j e ř e š e n í m u v a ž o -
v a n é f u n k c i o n á l n í r o v n i c e p o u z e p r o a = A a l = G — d b . 

A t a k m á t e d y f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

Mx-y) + b) = Af(x) - Af(y) + G 
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n e k o n s t a n t n í ř e š e n í p o u z e p r o a = A. V t o m t o p ř í p a d ě 
j s o u ř e š e n í m i u v e d e n é r o v n i c e f u n k c e 

f{x) = dx + G — db, 

k d e d j e l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . 

b ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(16) fí X+lJ\ = tW-M (c * 0). 

N e j p r v e u p r a v í m e v ý r a z 

x + y 

n á s l e d u j í c í m z p ů s o b e m : 

x + y _ c2x + c2y _ 2cx + 2cy _ 
, . xy ~ c 2 + xy ~ 2 c 2 + 2xy ~ 

+ c 2 

2 c x + 2cy + c 2 — c 2 + a?!/ — xy _ 

~~ 2 c 2 + Ixy + cx — cx + cy — cy 

(c + x) (c + y) — (c — a ) (c — y ) = 

( c + s ) ( c + y ) + (c — x) (c — y) 

c+x c+y l 

c — x ' c — y 
= c —2 . 

c+x c+y x 
c — x c — y 
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Předpokládáme-li nyní, že f(x) je řešení rovnice (16), 
a položíme-li v této rovnici 

c + x c + y 
—— = u , ^ * = v, c — x c — y 

neboli 
u — 1 v — 1 

* = C ¥ + T ' y=cV+T> 

dostaneme: 

4 c ^ Ť t ) = / ( c Í Ť T ) / ( c Í Ť T ) -

Odtud plyne, že funkce f(x) je řešením dané rovnice 

tehdy a jen tehdy, vyhovuje-li funkce g(t) = f^c y-^pyj 

funkcionální rovnici 

g{uv) = g{u).g(v)\ 
řešením této poslední rovnice jsou, jak víme, funkce 

</(«) = I*h g(t) = o. 

Všechna řešení rovnice (16) jsou tedy tvořena funkcemi 

c + x f{x) = , f(x) = 0 , 
C X 

kde a je libovolné reálné číslo, 

c) Řešme funkcionální rovnici 

(17) f ( ] / x M ^ ) =/(*)./&). 
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P ř e d p o k l á d á m e - l i , ž e f(x) j e n ě j a k é ř e š e n í t é t o r o v n i -
c e , m ů ž e m e j i p ř e p s a t n á s l e d u j í c í m z p ů s o b e m : 

/ ( R T ? ) = f(W2)-f(W2) • 

( V ý r a z ]/yi z d e c h á p e m e n i k o l i v j a k o j a k t o b ý v á 

o b v y k l é , n ý b r ž j a k o y.) P o l o ž í m e - l i n y n í p r o t ^ 0 

rto = f(W), 
m á m e r o v n i c i 

g(u* + u2) = /(ViřTiT«) = 

= /(V«2)- / (Fa) = . 
O d t u d p i j m e , ž e j e 

g(t) = 0 n e b o g(t) = o " , 

k d e a j e l i b o v o l n é k l a d n é č í s l o . 
P a k v š a k j s o u ř e š e n í m i v ý š e u v e d e n é f u n k c i o n á l n í 

r o v n i c e f u n k c e t v a r u 

f{x) = a * ' a f(x) - 0 . 

8. JEŠTĚ DVĚ 
FUNKCIONÁLNÍ ROVNICE 

B u d e m e n y n í ř e š i t d v ě f u n k c i o n á l n í r o v n i c e , k t e r é s e , 
t ř e b a ž e v y p a d a j í v j i s t é m s m y s l u k o m p l i k o v a n ě j i n e ž 
d o s u d u v a ž o v a n é r o v n i c e , d a j í t é ž ř e š i t p o m o c í C a u c h y h o 
m e t o d y . 

a ) U r č e m e v š e c h n y f u n k c e / ( » ) , k t e r é j s o u s p o j i t é n a 
c e l é č í s e l n é o s e a ř e š í f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(18) f(x + y) + f(x - y ) = 2(/(*) + f(y)). 
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Předpokládejme, že f(x) je některá z těchto funkcí. 
Položíme-li pak v (18) x = y = 0, dostáváme vztah 
2/(0) = 4/(0), z něhož plyne, že musí být /(O) = 0. 

Podobně dostaneme z rovnice (18) postupně vztahy 

f(2x) =4/(*) — /(« — «) =4/(1), 
/(3s) = 2/(2®) + 2f(x) — f(2x — x) = 

= 8f{x) + 2f(x)-f(x)=9f(x). 
Budiž nyní n přirozené ěíslo, n > 2, a předpokládej-

me, že pro všechna přirozená čísla TO, 2 sS to n, platí 

/(TOX) = m2f(x). 
Pak je 

/((» + 1)«) = f{nx + x) = 2 /(»») + 2f(x) — 
- /((» - l )*) = 2n2/(z) + 2f(x) - (n - l)2/(x) = 

= («2 + 2n + 1 )f(x) = (n + 1 )•/(«); 

to však znamená, že rovnost 
f(nx) = n2f(x) 

je splněna pro všechna reálná čísla x a pro každé přiro-
zené číslo n. Označme písmenem c hodnotu funkce f(x) 
pro x = 1, tj. c =/( l ) . Z uvedené rovnosti pak plyne, 
že jsou-li m a n libovolná přirozená čísla, je 

/(n) = cn2 

Jinými slovy: 
(19) /(a?) = cx2 

pro každou kladnou racionální hodnotu proměnné z. 
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Položíme-li nyní znovu v (18) y = —x, dostáváme 

/(O) + /(2x) = 2 /(*) + 2/(—x), 
čili 

f(x) = /(-*), 

což ukazuje, že rovnost (19) platí pro libovolné racio-
nální hodnoty proměnné x. Využijeme-li nakonec toho, 
že funkce f{x) je spojitá a že množina racionálních čísel 
je hustá, dostáváme jako výsledek, že (19) platí pro 
každé reálné x. 

Z identity 

c(x + y)2 + c(x — y)2 = 2(cx* + cy2) 

pak naopak definitivně plyne, že všechna řešení funk-
cionální rovnice (18), která jsou definována a spojitá 
pro všechna x, mají tvar 

f(x) = cx2, 

kde c je libovolná reálná konstanta. 

b) Budiž a > 0, a ^ 1 pevné reálné číslo. Určeme 
všechny funkce f{x), které jsou definovány a spojité na 
celé číselné ose a které vyhovují funkcionální rovnici 

(20) f(x + y)= axvf(x) f(y). 

Budiž tedy f(x) některá z těchto funkcí. Postupně 
pak dostáváme: 

f(2x) = f(x + x)= «»'[/(z)]* = a 2 [/(*)]'; 
/(3a;) - f{2x + x) = a2**f{2x) f(x) = 
= a2*" ct*1 Lf(x)]2f(x) = a3**[/(a;)]3 = 

3' — 3 s 

= a 2 [ / < * ) ? ; 
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/ ( 4 a ; ) = / ( 3 a ; + x) = o » * ' / ( 3 a ; ) / ( x ) = o t e ' [ / ( x ) ] 4 = 

1 9 - 4 . 4 ' — « , 

P ř e d p o k l á d e j m e , ž e p r o k a ž d é p ř i r o z e n é č í s l o « p l a t í 

(21) f(nx) =oiL^_it,[/(x)]«. 

P a k j e 

/ ( ( n + l ) x ) = f(nx + x) = a ~ ' / ( n x ) f(x) = 

(« + 1)« — ( » + ! ) 
[ / ( x ) ] - + i = a ^ [j(x)]'+i, = + • ) " " ' ^ " T ^ " » ' , 

a o d t u d i n d u k c í p l y n e , ž e r o v n o s t ( 2 1 ) j e s p l n ě n a p r o 
v š e c h n a p ř i r o z e n á č í s l a n a p r o v š e c h n a r e á l n á č í s l a x. 

Z ( 2 1 ) n y n í d o s t á v á m e , ž e p r o l i b o v o l n á d v ě p ř i r o z e -
n á č í s l a m a n v d ů s l e d k u r o v n o s t i 

f(n) =a * [/(1)]» 

p l a t í 

t m * m " » " r / „ M , 

t j . 

N a d r u h é s t r a n ě j e 
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Budeme-li předpokládat, že je /(1) = 0, dostáváme 
pro každé reálné číslo x vztah 

/(x) = /((* - 1) + 1) = a-* f(x - 1) /(1) = 0, 

tj. dostáváme triviální řešení f(x) = 0. 
Neohť je tedy /(1) > 0. Položíme-li 

bude /(1) = a + T a 

• » n ( . 1 \ • 1 m> " í . l m* , » 

neboli 
ni — + 00 
2 T 

( 2 2 ) / ( « ) = « , 

pro každou kladnou racionální hodnotu proměnné x. 
Podobně je z rovnice (20) vidět, že je 

/(l) =/ ( l + 0) =/(l)./(0), 

neboli /(0) = 1. Pak platí 

1 = /(0) = f(x - x ) = a->f(x) f(-x). 

Jinými slovy: je 

/(—x) = a*x.a = a , 

což znamená, že rovnost (22) platí pro všechny racio-
nální hodnoty proměnné x; odtud už plyne, že tato rov-
nost platí pro libovolnou reálnou hodnotu proměnné x. 
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Z i d e n t i t y 
(a + V)» + «(a + V) 2 ex 

= O . O a . a 

n a o p a k s d e f i n i t i v n í p l a t n o s t í p l y n e , z e v š e c h n a ř e š e n í 
f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

k d e c j e l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . 

9. DYADICKÁ RACIONÁLNÍ ClSLA 

B u d i ž n l i b o v o l n é c e l é č í s l o a m l i b o v o l n é p ř i r o z e n é 
č í s l o n e b o n u l a . K a ž d é č í s l o t v a r u n / 2 ™ n a z ý v á m e 
dyadickým racionálním Číslem. 

Věta. Množina T dyadických racionálních čišel je hustá 
množina. 

Důkaz. B u d i ž A = (<x, /?) l i b o v o l n ý i n t e r v a l n a č í s e l n é 
o s e . B u d e m e z k o u m a t n á s l e d u j í c í t ř i m o ž n o s t i : 

1 . 0 ^ a < (i. O z n a č m e p í s m e n e m e d é l k u i n t e r v a l u A, 

t j . e = ¡ i — a. > 0 . P r o t o ž e l i m — = 0 , j e z ř e j m é , ž e 

e x i s t u j e p ř i r o z e n é č í s l o TO, p r o n ě ž j e — < e . U t v o ř m e 

č í s e l n o u p o s l o u p n o s t 

f{x + y)= a*»f(x) f(y) 
j s o u t v o ř e n a f u n k c e m i 

f(x) = 0 a f(x) = a 

J _ J L J L 
2m ' "«Jm ' 2m ' 

n 
' 2 ™ ' 
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T a z ř e j m ě n e o m e z e n ě r o s t e , a p r o t o e x i s t u j e p ř i r o z e n é 
Tb 1 

č í s l o n t a k , ž e p l a t í — — — žs « < — . K d y b y p ř i t o m 

TV 

b y l o /? i g — , d o š l i b y c h o m k e s p o r u : e = 0 — a í S 

TO » — 1 1 / i j , » o 
2 ^ = 2 ^ < £ - M u s Í tedy ^ 

a t o z n a m e n á , ž e i n t e r v a l A o b s a h u j e d y a d i c k é r a c i o -
n á l n í č í s l o . 

2 . a < f S 0 . O z n a č í m e - l i z n o v u p í s m e n e m s d é l k u 
i n t e r v a l u A, z v o l í m e - l i p ř i r o z e n é č í s l o m t a k , a b y b y l o 

— < e , a b u d e m e - l i u v a ž o v a t p o s l o u p n o s t 

— 1 —2 —3 —n 
2m ' 2m ' 2m ' ''' ' 2m ' ' ' ' ' 

v i d í m e , ž e i n t e r v a l A o b s a h u j e d y a d i c k é r a c i o n á l n í č í s l o . 

3 . a < 0 < /S. N a z á k l a d ě t o h o , c o j s m e p r á v ě d o k á z a -
l i , o b s a h u j e k a ž d ý z i n t e r v a l ů ( 0 , 0 ) a ( a , 0 ) d y a d i c k é 
r a c i o n á l n í č í s l o . T u d í ž o b s a h u j e t a k o v é č í s l o i s a m o t n ý 
i n t e r v a l A. 

A tok v i d í m e , ž e k a ž d ý i n t e r v a l n a č í s e l n é o s e , k t e r ý 
n e z d e g e n e r u j e v j e d i n ý b o d , o b s a h u j e p r v e k m n o ž i n y T. 

T o v š a k z n a m e n á , ž e T j e h u s t á m n o ž i n a . 
V ě t a j e d o k á z á n a . 

Důsledek. Je-li a libovolné nenulové reálné číslo, pak je 
množina 

S = j - ^ - j m ^ 0 , n j s o u c e l á č í s l a j 

hustá. 
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Důkaz. Předpokládejme pro určitost, že je a > 0. 
(Případ o < 0 se vyšetřuje analogicky.) Budiž A = 
= (a, /S) libovolný interval na číselné ose. Pak podle 
právě dokázané věty existují celá éísla n a m ^ 0 tak, 
že platí 

<x n P 
~a < ' 

(Vút 

Odtud plyne, že je a < < tj. interval A obsa-

huje číslo z množiny S. 

Důsledek je dokázán. 

10. L O B A Č E Y S K £ H O 
F U N K C I O N Á L N Í ROVNICE 

Určíme nyní všechny funkce, které jsou definovány 
a spojité na celé číselné ose a které vyhovují funkcionální 
rovnici 
(23) f{x + y)-f(x — y) = [/(*)]•• 

Tuto rovnici řešil poprvé N. I. Lobačevskij při vy-
šetřování některých problémů neeuklidovské geometrie. 

Je zřejmé, že každá konstantní funkce je řešením 
rovnice (23). Předpokládejme nyní, že f(x) je nekonstant-
ní spojitá funkce, která vyhovuje rovnici (23), označme a 
hodnotu funkce f(x) v bodě 0 a předpokládejme, že je 
a > 0. (Je-li a = 0, dostáváme řešení f(x) = 0, a pří-
pad a < 0 se vyšetřuje analogicky jako případ o > 0.) 

Pro každé x bude platit 
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J e t e d y f(x) O p r o v š e c h n a x a k r o m ě t o h o p l a t í 

í [ Y ) = V / ( * ) . / ( 0 ) . 

O z n a č í m e - l i b = / ( 1 ) , d o s t á v á m e : 

k d e j s m e p o u ž i l i o z n a č e n í ~ = c -

P ř e d p o k l á d e j m e n y n í , ž e p r o n ě j a k é p ř i r o z e n é č í s l o m 
p l a t í 

P a k j e 

' ( • ¿ r ) - R S ) - = • ^ 

a o d t u d p l y n e i n d u k c í , ž e p r o k a ž d é p ř i r o z e n é č í s l o m 
p l a t í r o v n o s t 

B u d i ž n y n í n l i b o v o l n é p ř i r o z e n é č í s l o , a p ř e d p o k l á -
d e j m e , ž e p l a t í 

k 
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pro každé přirozené číslo m a pro každé přirozené číslo 
tt 

k sS n. Položíme-li ve funkcionální rovnici (23) x = 

a y = , dostáváme 

t j . 

a2 c2™ 
(» + 1 ) 

2'" 

ac 

a odtud je pomocí indukce vidět, že pro každé kladné 
dyadické racionální číslo x platí 

(24) f{x) = ac•. 

Položíme-li pak v (23) x = 0, dostáváme 

M-K-y) = [ / ( O ) ] 2 = o 2 » 
neboli 

a 2 

/ ( — 2 / ) = 
f(y) ' 

a odtud plyne, že rovnost (24) platí pro libovolné dya-
dické racionální hodnoty proměnné x. A vezmeme-li 
nakonec v úvahu, že f(x) je spojitá funkce a že množina 
dyadických racionálních čísel je hustá, dostáváme tento 
výsledek: Řešeními Lobačevského funkcionální rovnice 
mohou být nejvýše funkce 

f(x) = 0 a f{x) = ac', 

kde c je libovolné kladné číslo. 
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N a o p a k se m ů ž e m e b e z p r o s t ř e d n ě p ř e s v ě d č i t o t o m , 
ž e t y t o f u n k c e L o b a č e v s k é h o r o v n i c i t a k é s k u t e č n ě ř e š í . 

11. D ' A L E M B E R T O V A 
F U N K C I O N Á L N Í ROVNICE 

P ř i z k o u m á n í j i s t ý c h p r o b l é m ů z m e c h a n i k y d o s p ě l 
f r a n c o u z s k ý m a t e m a t i k ď A l e m b e r t k f u n k c i o n á l n í r o v -
n i c i 
(25) f(z + y) + f(x-y) = 2f(x)f(y). 

B u d e m e t u t o r o v n i c i ř e š i t , p ř i č e m ž b u d e m e h l e d a t j e n 
t a k o v á j e j í ř e š e n í fix), j e ž j s o u d e f i n o v á n a a s p o j i t á p r o 
v š e c h n a x a n a v í c s p l ň u j í p o d m í n k u \f(x)\ sS 1. 

J e d n í m t a k o v ý m ř e š e n í m j e z ř e j m ě k o n s t a n t n í n u l o v á 
f u n k c e . P ř e d p o k l á d e j m e n y n í , ž e fix) j e n ě j a k é n e k o n -
s t a n t n í ř e š e n í r o v n i c e ( 2 5 ) . P ř e d e v š í m z t é t o r o v n i c e p r o 
y = 0 d o s t á v á m e , ž e j e 

2fix) =2f(0)f{x) 

p r o k a ž d é x, a t o z n a m e n á , ž e j e / ( O ) = 1 . P r o x = 0 
d o s t á v á m e 

f(y) + f(—y) = 2 / ( 2 / ) , 
t j . 

f(y) = /(—2/), 
a o d t u d j e v i d ě t , ž e f u n k c e f{x) j e s u d á . 

P r o x = y m á m e 

/(2x) + / ( O ) = 2 / ! ( » ) , 
č i l i 
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Funkce f(x) je spojitá, nekonstantní, splňuje podmín-
ku \f(x)\ ^ 1, je sudá a platí/(O) = 1 > 0. Odtud plyne, 
že existuje číslo a > 0, pro které je 1 > f(a) > 0. Pak 

však existuje číslo c, 0 < c < pro něž platí f(a) = 

= cos c. Dokážeme, že je 

(26) 

pro všechny dvojice přirozených čísel n a m . Důkaz 
této skutečnosti provedeme pomocí „dvojnásobné" in-
dukce podle n &m. 

Nechť je nejprve n = 1. Indukcí podle m dokážeme, 
že platí 

(27) 

a tedy 

Á~rT- »1 = COS Í— . -J— o| 

'(2™ J [a 2m ) 

m = 1 már 

['(€= 
S k u t e č n ě : P r o m = 1 m á m e 

1 2 m + 1 

,/ÍO 1 f cos c + 1 c f c 1 1 
f { 2 ) = ] l 2 = c 0 s 2 = c 0 s [ a * 2 ° J -

Předpokládejme, že rovnost (27) platí pro nějaké přiro-
zené číslo m. Pak je 

/ f — ) = 
2m + 1 J 

= c o s ( f 2 ^ r a ) ' 
a rovnost (27) tedy platí i pro m + 1. 

í — . — o ) 
U 2 " J 

+ 1 
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D o k á z a l i j s m e t a k , ž e r o v n o s t ( 2 6 ) p l a t í p r o n = 1 
a p r o l i b o v o l n é TO. N y n í p ř e d p o k l á d e j m e , ž e p l a t í p r o 
k a ž d é p ř i r o z e n é č í s l o TO a p r o k a ž d é p ř i r o z e n é č í s l o 
n ^ N (N j e p e v n é p ř i r o z e n é č í s l o ) . V y u ž i j e m e - l i p a k 
r o v n o s t i 

f((N +l)x)= 2f(Nx) f(x) - f((N - l)x), 

d o s t á v á m e 

_ ( c N } ( c 1 f c N— 1 ^ 
= 2 c o s — . — a c o s — . - — - a — c o s | — . — — a\ = 

{a 2m ) [a 2m ) ^ a 2™ ) 
fc ff+1 ) , fc N— 1 1 

= c o s — . — a -+- c o s i — . — a — 
i . a 2™ ) l a 2m } 

fc N — 1 \ (c + M 
— c o s I — . — - r a = c o s — . — a . 

(a 2m J ^a 2m ) 

O d t u d u ž p l y n e , ž e j e 

fix) - c o s — x 
a 

71 
p r o k a ž d é x t v a r u — a [n a m j s o u p ř i r o z e n á č í s l a ) . 

N a d r u h é s t r a n ě j s m e u ž z j i s t i l i , ž e f u n k c e f(x) j e s u d á , 
a p r o t o p l a t í p o s l e d n í r o v n o s t i p r o l i b o v o l n é h o d n o t y x 

7t 

t v a r u — a, k d e n a TO 22 0 j s o u c e l á č í s l a . 

U ž d ř í v e j s m e d o k á z a l i , ž e m n o ž i n a 

S = j - ^ a m 0, n j s o u c e l á č í s l a j 
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j e h u s t á . T í m t e d y n a k o n e c d o s t á v á m e , ž e p o k u d s p o j i t á 
f u n k c e f(x) v y h o v u j e p o d m í n k á m 

f{x + y ) + f{x _y) = 2f(x) f(y); \f(x)\ ^ 1, 

j e n u t n ě t v a r u 

f(x) = c o s Ax, 

k d e A j e l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . 

N a o p a k s e l z e b e z p r o s t ř e d n ě p ř e s v ě d č i t o t o m , ž e 
k a ž d á t a k o v á f u n k c e s k u t e č n ě v y h o v u j e o b ě m a v ý š e 
u v e d e n ý m p o d m í n k á m . 

T í m j e ď A l e m b e r t o v a r o v n i c e ř e š e n a . 

12. JEŠTĚ J E D N A M E T O D A Ř E Š E N Í 
F U N K C I O N Á L N Í C H ROVNIC 

N a k o n e c s e j e š t ě k r á t c e z a s t a v í m e u d a l š í m e t o d y ř e š e n í 
f u n k c i o n á l n í c h r o v n i c ; t a t o m e t o d a j e v j i s t é m s m y s l u 
m o d i f i k a c í s u b s t i t u č n í m e t o d y . 

N e c h ť j s o u G(x), F(x) a H(x) t ř i d a n é f u n k c e j e d n é 
p r o m ě n n é . P a k k e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

f(G(x)) = H{x) + F(x).f(x) 

ř e š i t t í m t o p o s t u p e m : 

1 . N a j d e m e j e d n o j e j í ř e š e n í cp{x) ( č a s t o se t o d ě j e 
t a k , ž e j e „ u h á d n e m e " ) . 

2 . P ř e d p o k l á d á m e , ž e f(x) j e l i b o v o l n é ř e š e n í v ý š e 
u v e d e n é r o v n i c e , a p o l o ž í m e y>(x) = f(x) — <p{x). 

J e z ř e j m é , ž e f u n k c e f(x) b u d e ř e š e n í m d a n é f u n k c i o -
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n á l n í r o v n i c e t e h d y a j e n t e h d y , b u d e - l i y>(x) ř e š e n í m 
f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

3 . V y ř e š í m e t u t o p o s l e d n í r o v n i c i a n a j d e m e f u n k c i 
yi(x); t í m u r č í m e i f u n k o i f(x). 

N e b u d e m e s e p o u š t ě t d o d a l š í c h p o d r o b n o s t í a v š i m -
n e m e s i n ě k o l i k a p ř í k l a d ů . 

a ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

Z v l a s t n o s t í t r i g o n o m e t r i c k ý c h f u n k c í p l y n o u r o v n o s t i 

k t e r é u k a z u j í , ž e j e d n í m z ř e š e n í f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 
( 2 8 ) j e f u n k c e c o t g x. 

B u d i ž n y n í f(x) l i b o v o l n é ř e š e n í t é t o r o v n i c e a p o l o ž m e 
yj(x) = f(x) — c o t g x. P a k b u d e f u n k c e xp{x) ř e š e n í m 
r o v n i c e 

rp(G{x)) = F(x).y>{x). 

(28) 

o x . X 
2 c o s — . s i n — 2 2 

= c o t g , 

a t e d y j e y>(x) = c o n s t . 
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A tak jsou všechna řešení funkcionální rovnice (28) 
tvořena funkcemi 

f(x) = cotg x + c, 

kde c je libovolné reálné číslo. 

Právě popsanou metodu lze použít i u „složitějších" 
funkcionálních rovnic. 

b) Řešme funkcionální rovnici 

/(* + y) = M + M — 
(29) . x + y . x . y v ' — 4 cos — . sin — . sm — 1 . 

A ¿i ¿i 

Protože platí 
x + y . x . y 

cos x + cos y — 4 cos ——1— . sin— . s i n — 1 = 1 * 2 2 2 

x y x — y . x 4 - y . x 
= 2 cos — . cos ——:- — 4 cos — . s i n — . 

¿i ¿i ¿i ¿i 
• V , ^ x + y ( x y , . x • sin — 1 = 2 cos—^- I cos — . cos-| + sin — . 

. sin f - 2 sin I - . sin 1 - 1 - 1 = 2 c o s 2 ^ 4 L l — 1 = 
U ¿i lá J 2t 

= cos {x + y) , 

je jedním řešením rovnice (29) funkce cos x. 
Předpokládejme nyní, že f(x) je libovolné řešení 

rovnice (29), a položme xp{x) = f(x) — cos x. Pak funkce 
f(x) splňuje danou funkcionální rovnici tehdy a jen 
tehdy, splňuje-li funkce y(x) funkcionální rovnici 

y>{x + y) = \p(x) + y>(y). 
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Ř e š e n í m i t é t o p o s l e d n í r o v n i c e j s o u v š e c h n y f u n k c e 
t v a r u ip(x) = cx, k d e c j e l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o , a p r o t o 
j s o u v š e c h n a ř e š e n í f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

/(* + V) = /(*) + f(y) — 4 c o s . s i n - | . s i n | — 1 

t v a r u 

f(x) = c o s x + cx, 

k d e c j e l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . 

c ) Ř e š m e f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

(30) f(x + y)= f(x).f(y) + xy — xf(y) - yf(x) + x + 
+ y-

Není těžké ověřit, že jedním řešením této rovnice je 
funkce f(x) = x. Protp bude funkce f(x) řešením rovnice 
(30) tehdy a jen tehdy, řeší-li funkce y>(x) = f(x) — x 
funkcionální rovnici 

yi(x + y) = y>{x).y(y). 

J a k j s m e u ž v i d ě l i , m a j í v š e c h n a ř e š e n í t é t o p o s l e d n í 
r o v n i c e t v a r 

ip(x) BS ax, 

k d e a j e l i b o v o l n é n e z á p o r n é r e á l n é č í s l o . 

Řešeními funkcionální rovnice (30) jsou tedy všechny 
funkce tvaru 

f(x) = x + a", 

k d e a j e l i b o v o l n é n e z á p o r n é r e á l n é č í s l o . 
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ÚLOHY K PROCVIČENÍ 

1 . U r č e t e v š e c h n y f u n k c e f(x) d e f i n o v a n é n a c e l é č í -
s e l n é o s e a v y h o v u j í c í f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

f(x + y)- 2f(xy) — 3f(x) + (2x2 - 1) f(y) = 
= 2x(xy — 1) — 5. 

Odpov&d: f(x) = x2 + ® + 1-

2 . U r č e t e v š e c h n y f u n k c e d e f i n o v a n é n a i n t e r v a l u 
( 0 , oo ) , j e ž j s o u ř e š e n í m i f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

/(«•) = yf{x). 

Odpověd: f(x) = C l o g „ x. 

3 . U r č e t e v š e c h n y f u n k c e f(x), k t e r é v y h o v u j í n á s l e -
d u j í c í m p o d m í n k á m : 

a ) j e - l i f u n k c e f(x) d e f i n o v á n a a s p o j i t á v j i s t é m b o -
d ě <x, p a k e x i s t u j e o k o l í A b o d u <x t a k , ž e f(x) j e d e f i n o -
v á n a a s p o j i t á p r o v š e c h n a x e A; 

b ) n e n í - l i f u n k c e f(x) v b o d ě <x d e f i n o v á n a , p a k e x i s t u j e 
o k o l í A b o d u <x t a k , ž e f u n k c e f(x) j e d e f i n o v á n a a s p o -
j i t á p r o v š e c h n a x e A, x ^ a , a p l a t í U m | / (a ; ) | = o o ; 

c ) f u n k c e f(x) j e ř e š e n í m f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

f l x + v ) - /(*> + /(*> 
n* + V)~ 1 f(x) f(y) • 
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Návod: N e j p r v e d o k a ž t e , ž e p o k u d f u n k c e f(x) s p l ň u j e 
u v e d e n é t ř i p o ž a d a v k y , j e u ž n u t n ě d e f i n o v á n a v b o d ě 0 . 

P o t é d o k a ž t e , ž e e x i s t u j í č í s l a a > 0 a c , 0 < c < j , 
¿i 

t a k , ž e p l a t í f(a) = t g c . N a k o n e c d o k a ž t e i n d u k c í , ž e 

p l a t í f(x) = t g - ^ - x p r o k a ž d é x t v a r u x = k d e 

TI a TO S : 0 j s o u c e l á č í s l a . 
Odpověď: f(x) = t g Ax, k d e A j e l i b o v o l n é r e á l n é 

č í s l o . 

4 . U r č e t e v š e c h n y f u n k c e f(x), k t e r é v y h o v u j í n á s l e -
d u j í c í m p o d m í n k á m : 

a ) j e - l i f u n k c e f(x) d e f i n o v á n a a s p o j i t á v j i s t é m b o d ě « , 
p a k e x i s t u j e o k o l í A b o d u <x t a k , ž e f u n k c e f(x) j e d e f i n o -
v á n a a s p o j i t á p r o v š e c h n a x e A; 

b ) n e n í - l i f u n k c e f(x) v b o d ě <x d e f i n o v á n a , p a k e x i s t u -
j e o k o l í A b o d u a. t a k , ž e f u n k c e f(x) j e d e f i n o v á n a 
a s p o j i t á p r o v š e c h n a x e A, x ^ a , a p l a t í l i m | / ( x ) | = 
= o o ; 

c ) f u n k c e f(x) j e ř e š e n í m f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

/(a! + ž/)- f(x) + f(y) • 

Odpověď: f(x) = c o t g Ax, k d e A j e l i b o v o l n é r e á l n é 
č í s l o . 

5 . U r č e t e v š e c h n y f u n k c e f(x), k t e r é v y h o v u j í p o d m í n -
k á m a ) a b ) z o b o u p ř e d c h á z e j í c í c h ú l o h a j s o u ř e š e n í m i 
f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

//, , „i _ /(») + M ~ 2/(*) f(y) 
H x + y ) 1 2 f(x) f(y) • 
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Návod: U k a ž t e , ž e f u n k c e g{x) = 1 j e ř e š e -

n í m f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

alx + v)~ 9{X) 9(y) ~ 1 
W + y)- g{x)+g(y) • 

Odpovéď: f(x) = - — ; — r — , k d e A j e r e á l n é č í s l o . 
ť ' v ' 1 + c o t g Ax J 

6 . U r č e t e v š e c h n y f u n k c e f(x), k t e r é v y h o v u j í p o d m í n -
k á m a ) a b ) z ú l o h y 4 a j s o u ř e š e n í m i f u n k c i o n á l n í 
r o v n i o e 

/(*) + M - 1 
/(* + y) 2f(x) + 2f(y) - 2f(x)f(y) - 1 

Odpovéď: f(x) = ^ ^ ^ ^ , k d e A j e r e á l n é č í s l o . 

7 . U r č e t e v š e c h n y f u n k c e f(x), k t e r é v y h o v u j í p o d m í n -
k á m a ) a b ) z ú l o h y 4 a j s o u ř e š e n í m i f u n k c i o n á l n í 
r o v n i c e 

/ ( * ) + f ( y ) + 2 / ( * ) / ( y ) /(« + y) = 
i - / ( * ) / ( y ) 

Návod: D o k a ž t e n e j p r v e , ž e f u n k c e f(x) j e d e f i n o v á n a 
v b o d ě 0 , a p a k d e f i n u j t e f(x) p r o r a c i o n á l n í h o d n o t y 
p r o m ě n n é x. 

Odpovéď: f{x) = °X 

/(* + y) = 

l—c(x—\) ' 

í m í n e k j a k o v 
i f u n k c i o n á l n í 

rn + f(y) -

8 . Z a s t e j n ý c h p o d m í n e k j a k o v p ř e d c h á z e j í c í ú l o z e 
u r č e t e v š e c h n a ř e š e n í f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

00 



Odpověď: f(x) = 1 + 

9 . U r č e t e v š e c h n y f u n k c e f(x), k t e r é j s o u d e f i n o v á n y 
a s p o j i t é n a c e l é č í s e l n é o s e a ř e š í f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

f(x + y) = f(x)f(y) - l/l-/'(z), l/l-/%). 

Návod: M e t o d o u , j í ž j s m e ř e š i l i ď A l e m b e r t o v u r o v n i -
c i , d o k a ž t e , ž e v š e c h n a ř e š e n í u v e d e n é f u n k c i o n á l n í 
r o v n i c e j s o u t v o ř e n a f u n k c e m i f(x) = c o s Ax, k d e A j e 
l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . 

1 0 . D o k a ž t e , ž e v š e c h n y f u n k c e f(x), k t e r é j s o u d e f i -
n o v á n y a s p o j i t é p r o v š e c h n a x, ř e š í f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

t(x + y) + /(* — y) = 2 f(x)f(y) 

a s p l ň u j í p o d m í n k u f(x) S i 1 p r o v š e c h n a x, m a j í t v a r 

k d e a j e k l a d n é r e á l n é č í s l o . 

Návod: V y u ž i j t e m e t o d y , k t e r o u j s m e ř e š i l i ď A l e m -
b e r t o v o u r o v n i c i . D o k a ž t e n e j p r v e , ž e p o k u d j e a > 0 , 
a ^ 1 l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o , e x i s t u j í k l a d n á r e á l n á č í s l a 
c a 6 t a k , ž e p l a t í 

m = J ^ L . 

1 1 . D o k a ž t e , ž e v š e c h n y f u n k c e f(x), k t e r é j s o u d e f i n o -
v á n y a s p o j i t é p r o v š e c h n a x a v y h o v u j í f u n k c i o n á l n í 
r o v n i c i 

01 



/(* + y) = m • f(y) + Vn*) — 1 • V / 2 ( y ) — i , 
m a j í t v a r 

m - , 

k d e o j e k l a d n é r e á l n é č í s l o . 

1 2 . D o k a ž t e , ž e v š e c h n y f u n k c e , k t e r é j s o u d e f i n o v á n y 
a s p o j i t é v i n t e r v a l u ( — 1 , 1 ) a ř e š í f u n k c i o n á l n í r o v n i c i 

f ( x y _ y n = ^ 5 ) = /(*) + 

j s o u t v a r u / ( x ) = C a r c c o s a;, k d e O j e l i b o v o l n é r e á l n é 
č í s l o . 

1 3 . U r č e t e v š e c h n y f u n k c e / ( x ) , j e ž j s o u ř e š e n í m i f u n k -
c i o n á l n í r o v n i c e 

f(x + y + axy) = f{x)f(y), 

k d e a j e p e v n é r e á l n é č í s l o . 

Odpověď: f(x) = (1 + ax)°. 

1 4 . U r č e t e v š e c h n y f u n k c e , k t e r é ř e š í f u n k c i o n á l n í 
r o v n i c i 

» 

/ ( y & n ř ) = m + ny). 

Odpověď: f(x) = e x " ; c j e l i b o v o l n é r e á l n é č í s l o . 

1 5 . U r č e t e v š e c h n a ř e š e n í f u n k c i o n á l n í r o v n i c e 

U- J 2 
i. y J 

Odpověď: f(x) - c o n s t . 
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