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PREDMLUVA

,», Dité, které se spali, se ma pfed ohném na pozoru®,
a to pred kazdym ohném, ackoli se spililo jen o jeden
uréity plamen; zobecnilo totiz svoji zkuSenost. My zas
checeme v této knizeéce zobecnit mnohé z nasich zkuse-
nosti s matematikou. Uvidime napfiklad, Ze rozdéleni
raciondlnich d&isel na tiidy ekvivalentnich zlomka po-
dobné jako rozdélen{ trojihelnikd do tiid shodnych troj-
thelnikit anebo rozdéleni soustav linedrnich rovnic do
tifd navzdjem ekvivalentnich soustav spodivd na stej-
ném myslenkovém principu. Takové zajimavé analogie
a prekvapivé souvislosti mezi zdanlivé vzdilenymi
oblastmi ndm umozni uspofidat a systemizovat jejich
matematicky obsah,

Podobnych analogif si vSimneme také pti vySetiovan{
vlastnost{ podetnich operaci v danych mnoZinach; napt.
stejnym ,,poletnim pravidlim* podléhd jak nasobeni
racionalnich é&isel, tak s&¢ftini vektori nebo sklidanf
otodeni kolem daného bodu v roviné &i séitani funkei.
Ztejmé nenf podstatné, s ¢m poéitime, ale jak podita-
me, proto je vyhodné odhlédnout od konkrétnich
vlastnosti prvki dané mnoziny a od vyznamu dané ope-
race a zkoumat obecnou mnozZinu prvkiu s néjakou
operaci, kterd splnuje jistd, dobfe definovana pravidla.
Takovyto pfistup vede k pojmu algebraické struktury
a kazdéd mnozina s libovolnou konkrétni operacf, ktera
uvedend pravidla rovnéz splituje, je pak modelem dané
struktury. Znamenalo by to vsak zistat stit v puli
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cesty, kdybychom se spokojili s tim, Ze dalsi abstrakei
matematickych poznatkl ziskdme nové pojmy, s kte-
rymi budeme moci tyto poznatky uspofidat a systemi-
zovat. Ono se ukazuje, Ze z pomérné malého podtu pra-
videl, tzv. axiémti, miZeme odvodit soustavu pravidel
a vybudovat tak celou teorii dané struktury. Tyto
obecné zakonitosti plati v kazdém konkrétnim modelu
struktury, takZe je pak uZ nemusime v kazdém jednotli-
vém piipadé znovu odvozovat — jejich dikaz byl pro-
veden v teorii odpovidajici struktury. To je velkou pied-
nosti strukturdlniho uvaZovani, navic ziskime na jas-
nosti a presnosti. Nadto nam takto ziskané algebraické
znalosti umozni pomérné rychly pristup k specialnim
matematickym oblastem — jako ,,vedlejsi produkt‘
se kromé jiného naudime poéitat s maticemi a se zbyt-
kovymi t¥idami celych ¢&isel.
Cilem nasi knihy je ptivést étenafe k strukturdlnimu
mySleni a povzbudit jeho chut k dal§imu studiu alge-
braickych struktur, pfiéemz bychom mu chtéli gro toto
studium poskytnout solidni zaklady.
. Kazdy zaéatek (algebry) je lehky,” slibuje nazev to-
hoto svazecku. To oviem u kaZdého, kdo se chce mate-
matikou zabyvat doopravdy, pfedpoklida spolupraci,
samostatné teSeni nékterych tloh a ptileZitostné opako-
véni. I kdy% tedy nemiZeme nabidnout pohodlnou cestu
k algebte, vynasnaZime se ji pokud moZno usnadnit tim,
— Ze zatneme vidy elementarnimi otdzkami a srozu-
mitelnymi piiklady a k pFesnému pochopeni pted-
métu se dopracujeme postupné;

— %e mnoha pfikladd budeme pouZivat opakované
a v riznych problémovych situacich;

— %e pomérné obsdhlym vykladem v podate¢nich kapi-
tolach étenafe dobie ptipravime k zdolani prekizek
v zdvéru.
Abychom usnadnili zavedeni algebraickych struktur,



vénujeme samostatné kapitoly relacim a operacim, ne-
bot jiz zde je obsaZeno velmi mnoho ,algebraického*‘.
V tvodni &asti vénované mnozinam muze étenaf podle
svych znalosti nékteré odstavce pfipadné vynechat.

Matematické znaky a symboly, jejichZ znalost nelze
predpokladat, budou vysvétleny piimo na misté, jinak
budeme pouzivat obvyklého znaéeni: N, pro mnozinu
vSech celych nezapornych é&isel, Z pro mnoZinu viech
celych &isel a pomoci Q*, Q a R oznadime mnoZinu
zlomkt (s celodiselnym (¢itatelem a jmenovatelem),
mnozinu vsech racionalnich ¢&isel a mnozinu vsech real-
nych &isel. Dulezité definice a véty budou &islovany pru-
bézné, takze napt. ,.def. 3.4 oznatuje 4. definici 3. ka-
pitoly a analogicky ,,véta 2.3 3. vétu 2. kapitoly.
Zkracené se na né budeme v dal3im textu odvolavat jako
na D(3.4), V(2.3) apod.

Kazda ze étyt kapitol je zakonéena mnozstvim tloh
a cvideni, jejichZ FeSeni jsou uvedena na konei knihy.

Ke studiu nasi knizeéky plné dostaduje uéivo zakladni
§koly a je uréena tém Zakam, ktefi maji zdjem o mate-
matiku, ale uZitetnd muzZe byt i studentim prvniho
semestru vysokych 8kol a samoziejmé téz uéitelim ma-
tematiky.

Lipsko éerven 1983 Autori






I. MNOZINY

MNOZINA TRAMPOT S MATEMATIKOU

1.1 POJEM MNOZINY
Ctendr se dozvi, jak se v matematice povZiva
pojem ,,mnoZina®

Predstava, Ze s matematikou jsou néjaké trampoty,
se nam nelibi — doufame naopak, Ze naSe knfzka pti-
nese ¢tend¥i mnoZinu piijemnych chvil a on sém uéini
mnoZstvi zajimavych objevi.

Nikdo z néis ted zfejmé nema jasnou predstavu o tom,
co se mini mnoZinou ptijemnych chvil ¢ mnoZinou
trampot, stejné jako nevime, co to je mnoZstvi') penéz.

Nez ptikrodime k presnéj§imu objasnéni pojmu mno-
Ziny, uvedme radéji jesté nékolik piikladi:

M,: mnoZina ¢&isel 1, 2, 3, 7;

M,: mnoZina viech prvodéisel;

M,: mnoZina v8ech racionalnich ¢isel, kterd jsou feSenim
rovnice 5z + 3 = —0,5;

M,: mnoZina vSech realnych d&isel, kterd jsou FeSenim
rovnice z2 4+ 9 = 0;

M,: mnofina vSech t¥d zikladni Skoly ve Stépinské
ulici v Praze;

M,: mnoZina, kterd obsahuje pouze slovo ,,mnoZina‘“;

M,: mnozina vSech délitela éisla 24;

M;: mnoZina v§ech p¥{mek v roviné, které jsou navzajem

kolmé.

1) Ptipomenme zde, Ze pojemn mnoziny zavedl do matematiky
némecky matematik Georg Cantor (1845—1918). Ten k ozna-
¢eni nového pojmu zvolil némecké slovo ,,Menge‘‘, které md
vyznam ,mnoZstvi‘‘, v &edtind se viak toto slovo neujalo,
8 blirllo pozdéji nahrazeno novym slovem ,,mnozina‘‘. (Pozn.
prekl.)



Na rozdil od p¥edchozich slovnich spojeni, ve kterych
jsme pouzili slova ,,mnoZina* misto obvyklého slova
,,mnozstvi‘‘, maZeme v piikladech M, az M, rozhodnout,
zda néjaky objekt naseho hmotného & myslenkového
svéta v dané mnoziné lezi ¢ nikoliv. Objektim leZicim
v néjaké mnoziné budeme tikat prvky mnoziny.

NasSe priiklady objasnuji, jakymi zpisoby muZeme
mnozinu popsat. V nékterych ptipadech toho doséhneme
piimym vyétem vsech prvka mnoziny: M, = {1, 2, 3, 7},
M, = {—0,7}, M, = {mnozina}. Pf¥i vyétu prvkd mno-
Ziny M; nesmime piehlédnout, e jejimi prvky nejsou
Zaci, nybrz tfidy, tj. mnoZiny zaku. Popis mnoZiny
vyttem jejich prvka by vsak selhal u takovych mnozin,
které maji prvkd nekoneéné mnoho (napf. mnoZina
M,). Takové mnoZiny se nazyvaji nekoneéné, na rozdil
od konednych mnoZin, které maji jen koneéné mnoho
prvki. Jiny, univerzalnéjsi zpusob popisu mnoZiny M
spodivd v nalezeni takové vlastnosti, kterou maji pravé
jen véechny prvky dané mnoziny M. MnoZinu M tedy
popiSeme pomoci vyrokové formy H(x), coz je, zhruba
feleno, slovni spojeni obsahujici proménnou, po jejimz
nahrazeni objektem z defini¢niho oboru E vyrokové
formy dostaneme pravdivy & nepravdivy vyrok.

Pravé ty objekty = definiéniho oboru E, pro které se
H(x) stane pravdivym vyrokem, budou prvky mnoziny
M. Piseme pak M = {x: H(x)}. Tak miZeme psit M, =
={x:xeQabr+3=—05}, M,={x:ze Njazxje
prvotislo}, M, = {x:z€ R a 22 + 9 = 0}. Vyrokovou
formou H(x) miZeme charakterizovat néjakou mnozinu
dokonce i tehdy, kdyZ (jesté) nevime, pro které objekty
z definiénfho oboru je vyrok H(z) pravdivy. Tak mi-
Zeme napi. mluvit o mnoziné M, = {z: x je prvoéislo
a 101000 <x < 10100000}.

Chceme-li charakterizovat mnoZinu M, vyétem jejich
prvki, zjistime, Ze neexistujé Zadné realné &islo, které
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by bylo feSenim rovnice z* -+ 9 = 0, tj. mnozina M, je
,,prazdna®. MnoZinu, ktera #idny prvek neobsahuje,
nazyvame prazdnou mnoZinou a oznalujeme ji symbo-
lem @. Vyskytuji se mezi mnoZinami M, a%Z M, jesté
dalsi prazdné mnoziny ?

Lezi-li prvek £ v mnozZiné M, piseme x € M, v opaé-
ném piipadé pak = ¢ M, napf. 3¢ M,, 11e€ M, mno-
#ina € {mnoZina}, 7¢ M, Pro oznafovini mnoZin bu-
deme pouiivat velkad pismena latinské abecedy A, B,

..M, ..., X, Y, kterd budeme ptipadné doplihovat
indexem (M, B,). Prvky mnoZin budeme obvykle
oznadovat malymi pismeny @, b, ..., z,y, ... (pfipadné

téz s indexy).

Bez ohledu na uvedené piiklady uéinime ndsledujici
dtlezitou dimluvu spojenou s pojmem mnoZiny: Kazda
mnoZina musi byt jednoznaéné uréena svymi prvky, tj.
svym ,,obsahem‘. Mno#ina trampot nemizZe tedy byt
mnozinou v matematickém smyslu.

Nyni by se mohlo zdat, Ze se ndm uZ podatilo ziskat
pro dalsi dvahy dostatedné ptesnou predstavu pojmu
mnozina. A pfece ne kazda vlastnost skuteéné jedno-
zna¢né urduje mnoZinu. UvaZujme nap¥. vojika, jenz
ma holit vSechny pifslusniky své jednotky, ktefi se
necholi sami; jak se pak md takovy vojak zachovat
k vlastnimu vousu ? Nebo zkusme sestavit ,,mnoZinu‘ M
vSech mnozin, které nejsou svymi vlastnimi prvky. Lze
utvofit takovou mnozinu ?

ObtiZe, které vznikaji p¥i rozhodovani, zda jednotlivé
objekty do uvaZované mnoziny patfi ¢ nikoliv, spoéi-
vaji v oblasti logiky. Piipad, kdy je mnoZina M zaroveni
svym vlastnim prvkem, musime vyloudit. My se ale
napiisté budeme zabyvat jen takovymi mnoZinami,
u kterych se shora uvedené paradoxy nevyskytnou.

Piestoze jsme probrali pojem mnoZiny a objasnili ho
na piikladech, vyhnuli jsme se tomu podat jeji pfesnou
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definici. To u takovych zakladnich pojmu, jako je mnozi-
na nebo bod, také ani nejde; vidyt k tomu bychom
potfebovali néjaké jesté jednodussi (a v tomto smyslu
zalkladnéjsi) pojmy.

STEJNE, NEBO RUZNE?

1.2 ROYNOST MNOZIN
Podrobnéji o rovnosti poétu prvkia mnoZin

Uvazujme mnoziny' 4 = {a:z€ Ra222 — 2z — 12 =
=0}, B={—-2;3}aC = f?,; —2}. Piedeviim miZeme
zjistit, Ze kazdy prvek jedné z mnozin 4, B, C' je zaroven
prvkem i ostatnich dvou (ovéite to!). Mnoiiny 4, B, C
se tedy lisi jen ve svém popisu; maji stejné prvky, stejny
obsah. ProtoZze kaZdd mnoZina je jednoznadné uréena
svymi prvky, miZeme definovat:

Definice 1.1. Necht M, a M, jsou dvé neplazdne mno-
ziny. M, a M, se na,zyva.]l sobe rovné, prave kdyz kazdy
prvek mnoZiny M, je zaroven prvkem mnoziny M,,
a naopak — kazdy prvek M, prvkem mnozZiny M,, tj.

M, = M,, pravé kdyZ pro viechna z plati x e M, &
sze M,

Prazdné mnoziny se navzajem rovnaji.

Pro implikaci ,,jestlize . .. pak‘ uZivime symbolu =,
znamena tedy ,, x € M, = ze M, vyrok , kdyz x e M,,
pak (také) x e M," nebo, jinak Fedeno, ,z z€ M, vy-
plyvad x € M, Plati-li zarovenx € M, = x € M, o také
xe M, =>xe M, piseme obvykle xe M, zxec M,
(viz také odstavec 2.2). °

Nejsou-li mnoziny M, a M, sobé rovné, piSeme M, #*
# M,. Vztah rovnosti, definovany v D(1.1), ma zfejmé
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pro libovolné t¥i mnoziny M,, M, M, nasledujici tii
viastnosti:
(1) Kazdd mnoZina je rovna sama sobé, tj. plati M, =

= M,.
(2) Z rovnosti M, = M, plyne M, = M,.
(3) Zrovnosti M, = M,a M, = Myplyne M, = M,

P#i zjistovani, jsou-li dvé mnoziny 4 a B sobé rovné,

muzeme pouzit D(1.1) takto: pfesvédéime se, zda pro

- kaidy prvek a € A je také a € B, a obricené, zda také
kazdy prvek b € B patii do A.

Mnozina, ktera obsahuje pouze jeden prvek, se nazyvi
jednoprvkova; takova je mnoZina M, v naSem piikladé
v odstavei 1.1, Existuje nekoneéné mnoho raznych jed-
noprvkovych mnozin, naproti tomu existuje praveé jedna
prizdnd mnoZina. Pro mnoZiny oznadéené v odstavei 1.1
jako M, a Mg plati tedy M, = My = §. Také mnoZina
L = {z: 2 # x} je jen jinak zapsand prazdnéd mnozina,
protoZe neexistuje objekt, ktery by nebyl sam se sebou
identicky.

UCITEL JE TAKE JENOM
CLOVEK

1.3 PODMNOZINY
O vlastnich a nevlastnich podmnoZinach, o potenéni mnoZind
a8 0 mnoZinidch, které nemaji Z4dny spoleény prvek

Kazdy vi, co réeni., Utitel je také jenom é&lovek*
vyjadifuje: sotva od néj miuZeme &ekat néco nadlidské-
ho, tieba Ze by byl vievédouci nebo neunavitelny. Pro
stifzlivého matematika vyjadfuje uvedené réeni pouze
vztah mezi mnoZinou uditeli a mnoZinou vSech lidi.
Skutetnost, ze kazdy uditel je ¢lovék, vyjadii takto:
Mnozina uditelt je podmnozinou mnoziny vsech lidi.
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Takovyto vztah ,,podmnoZina — mnoZina‘‘ se obje-

vuje ¢asto:

— Mno#ina vSech sudych ¢isel je podmnozinou mnoziny
Z vsech celych &isel.

— Mnozina vsech prvoiisel je podmnoZinou mnoziny
viech prirozenych &isel.

— Mnotzina feSeni rovnice 4z + 7 = —1 je podmnoZi-
nou FeSeni nerovnice 2 — 3x > —I1.

Definice 1.2, Necht M, a M, jsou mnoziny. Pak se M,
nazyva podmnofinou M, (symbolicky: M, C M,), pravé
kdyz kazdy prvek M, patii také do M,, tj.

M, C M,, pravé kdyZ pro kazdé x plati: xe M, =
=>zxze M,

Specialné se M, nazyva vlastni podmmnoZinou M,,
pravé kdyz plati: M, C M,a M, # M,.

@

M1

Obr. 1

Vztah byt podmnoZinou se také nazyva inkluze. Na
obr. 1 je znazornéno M, C M,. Viimnéte si Ze symbol
€ muze stit jen mezi prvkem a mnozinou, zatimco C
jen mezi dvéma mnozinami.

Z D(1.2) ziskdme nékolik dasledku:

— Prazdna mnozina je podmnoZinou libovolné mnoziny
M, nebot neexistuje zadné z v @, které by nepattilo
také do M.

— Ka#d4 mnoZina je svou podmnozinou.
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— Ze vztahu M, C M,a M, C M, plyne M, C M,.
Nasledujici véta V(1.1) vyjadfuje vztah mezi-rov-
nosti a inkluzf.

Yéta 1.1, Pro libovolné dvé mmofiny M, a M, plati:
M, = M,, pravé kdyZ plati zdroveir M, C M, ¢ M, C
CcM,.

Dikaz véty plyne z D(1.1) a D(1.2).

V nasledujicim piikladu ukdzeme, jak lze vyuiit
V(1.1) k dikazu rovnosti dvou mnozin: chceme dokézat,
Ze mnozina A vSech nezdpornych sudych ¢&isel je rovna
mnoziné ¢ viech téch celych nezapornych &isel, jejichz
druha mocnina je sudé é&islo.

V prvém kroku ukiZeme, Ze A C @: kaidy prvek
z € A se da psat ve tvaru z = 2n pro n € N,. Z rovnosti

= (2n)2 = 2.2n? plyne x € @, takie 4 C Q.

Druhy krok: Necht y € Q je libovolné a y = phiple. ..

p:" (A4; > 0) je jeho rozklad na prvocinitele; ten je
aZz na potadi uréen jednoznadné. ProtoZze podle pied-
pokladu je y? = p2hip2h ... p*s sudé, musi byt jeden
z prvodiniteld p; ¢isla y® roven 2. Je tedy 2 také jeden
z prvodiniteld &éisla y, a to je tedy sudé. Je tudiz @ C 4.
Z obou krokt plyne A= Q.

Uvazujme mnozinu vsech podmnozin mnozm B =

a, b, ¢} a oznadme ji Z(B). Je tedy #(B) = {0 {a},

= {
ONCRODNON c} {a, b, c}}.

Definice 1.3. Budiz M libovolnd mnoZina. MnoZina
viech podmnozin mnoziny M se nazyva potenéni mnofi-
na mnofiny M; budeme ji znadit P(M): P(M) = {X:
X C M}

Pro libovolnou mnozinu M jsou § a M prvky (M),
je tedy potenéni mnoZina mnoziny M neprazdna.

13



V shora uvedeném ptikladé ma B tii prvky, jeji po-
tenénf mno%ina m4 2° = 8 prvki. Je-li M jednoprvkova,
pak zfejmé potendni mnozina #(M) obsahuje pravé dva
prvky @ a M. Potendni mnozina dvouprvkové mnoZiny
{a, b} sestiva z 2% = 4 prvka 0, {a}, {8}, {o, b}.

Analyza dosud ziskanych vysledku nas pfivadi k do-
mnénce, %e potenénf mnoZina n-prvkové mnoziny ma
prévé 2» prvku.

K dukazu spravnosti nasi domnénky pouzijeme meto-
du, kterad byva oznadovana jako matematickd indukce.
Tento postup umoziiuje dokazovat platnost obecnych
vyrokit H(n), které ziviseji na parametru 7€ N,:
Ukézeme-li v 1. kroku, Ze dokazovany vyrok H plati
pro né&jaké podatetni nye N, (¢asto pro 0, 1 nebo 2),
a v 2. kroku, Ze z platnosti H(k) vyplyva platnost
H(k + 1), pak plati H(n) pro vSechna cela &isla n = n,.

Nas vyrok o poétu prvkia 2(M) je pron = 1 pravdivy,
zbyva tedy provést jesté 2. krok matematické indukee:
Piedpoklidejme, %e potenéni mnoZina k-prvkové mno-
Ziny M ma 2% prvku. Pfidame-li k mnoZiné M dalsi
prvek a,,,, podet prvka 2 (M) se zdvojnasobi, nebot ke
kaidé pavodni podmnoziné mnoziny M pfibude jests
odpovidajici podmnozina, kterd z ni vznikne p¥idanim
prvku a,,,. A takto taky dostaneme véechny podmnozi-
ny, protoze takovd podmnozina bud neobsahuje a;.,,
a pak byla podmnozinou i ,,ptivodni“ mnoZiny, nebo
obsahuje a;,,, a pak se d4 utvofit z jedné z podmnozin
»pvodni‘ mnoziny pfidanim prvku a,,,. M4 tedy po-
tenni mnozina (¢ 4 1)-prvkové mnoziny 2.2k = 2+t
prvki.

Nemaji-li dvé mnoziny 4 a B spoledny prvek, nazy-
vaji se disjunkini. Maji-li A a B asponi jeden spoledny
prvek a pfitom kazdd z nich obsahuje aspon jeden dalsi
prvek, ktery v druhé mnoZiné nelezi, miZeme ¥ici, Ze se
obé mnoziny navzijem Edsteéné prekryvagi. Jsou-li A, B
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dvé neprazdné podmnoziny néjaké mnoziny M, pak
ziejmé nastane vidy pravé jedna z néasledujicich péti
moznosti:

a)Ad =B, b)ACB a A+B, ¢c)BCA a 4 # B,
d) 4 a B jsou disjunktni, e) 4 a I3 se navzajem &astetné
piekryvaji (obr. 2).

O

al bl ¢l d/ el

Obr. 2

PETROVY SANCE U HEZKE
KRISTYNY — POUHE
NEDOROZUMENT ¢

1.4 MNOZINOVE OPERACE
{tend¥ se sezndmi s operacemi priniku, sjednoceni a rozdilu
mnoZin, jakoZ i s jejich vlastnostmi

Petr vitézoslavné oznamuje svému piiteli Wolfgan-
govi, Ze mé dobré Sance u hezké Kristyny, protoze podle
jejich vlastnich slov mé obzvlast rada sportovni mladiky
a kuderavé blondaky. Wolfgang vSak ohromené namita:
,,Ale ty mas pFece erné vlasy.” Tato ndmitka zas udi-
vuje Petra, ktery se brani: ,,Ale zato jsem piece velice
sportovni, vidyt na posledni 8koln{i télovychovné slav-
nosti jsem ziskal tfi prvni ceny.

BohuzZel nemizeme rozhodnout, kdo z nich mél vice
dtvodd se divit, protoze Kristyna se nevyjadtila jasné.

Nésledujici formulace jsou podobné nepiesné:
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(1) Rovnoramenné a pravoithlé trojihelniky maji dva
dhly velikosti 45°.

(2) Rovnoramenné a pravoiihlé trojuhelniky maji sou-
det whla 180°.

(8) Cisla délitelnd &tyfmi a Sesti jsou sud.

(4) Cisla délitelnd étyFmi a Sesti jsou rovnéz délitelnd 12,

(5) Monoténni a ohraniéené posloupnosti jsou konver-
gentni.

(6) Monoténni a ohraniéené posloupnosti mohou mit
nejvyse jednu limitu.

Formulace (1) je vyrok o trojuhelnicich, které jsou
zarovenl rovnoramenné a pravouhlé, zatimeco vyrok (2)
plati pro vSechny trojahelniky, které jsou rovnoramenné
nebo pravothlé; plati dokonce pro kazdy trojihelnik.
Oznaduje-li P mnoZinu pravouhlych a R mnozinu
rovnoramennych trojihelnik, pak oborem pravdivosti
vyroku (1) je mnoZina vSech prvku, které prislusi jak P,
tak R; takovou mnozinu nazyvame prianik P a R a pi-
geme P ()} R. Naproti tomu, mame-li na mysli mnozinu
viech téch prvku, které lezi aspon v jedné z mnoZin
P nebo R, pak mluvime o sjednoceni P a R, symbolicky
P (J R. Sjednoceni P {J R se tedy sklada z téch prvku,
které leZi v P, ale nelezi v R, z téch, jeZ leZi v R, ale nelezi
v P, a z téch, které lezi v obou mnozinich P, R. Oznadi-
me-li jesté mnozZinu vSech prvki, které lezf v P, ale
nelezi v R, jako rozdil P \ R, pak mtZeme psit P {J B =
= (P\R) U (R\P) U (PN R), coz znazortiuje obr. 3.

Rozeberte vyroky (3) aZ (6) stejnym zplisobem.

To, co jsme pravé probrali, shrneme v nasledujicich
definicich: Necht M, = {z:z e E a H\(z)} a M, = {x:
x € E a Hy(x)} jsou dve mnoZiny s deﬁménlm oborem E.

Definice 1.4. Prinik mnoZin M, a M, je mnoZina
M, N _M2 = {a: xe E a (H,(x) a zirovenn H,(x))};
tj. M.NNM,e (xe M,azxze M,).
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Definice 1.56. Sjednoceni mnotin M, a M, je mnoZina
M, UM, = {x:xe E a (H,(x) nebo H,(x))};
tj. ze M, UM, (xe M, nebo xe M,).

Definice 1.6. Rozdil mnoZin M, a M, je mnoZina
M\ M,={x:2€ E a (Hy(x) a ne Hyx))};
tj. re M\ M, (xe M,ax ¢ M,).

Prunik, sjednocenf a rozdil dvou mnozin M, a M, jsou
témito mnoZinami uréeny jednoznaéné, coz je ziejmé
také tehdy, jsou-li jedna nebo obé mnoZiny prizdné.
Jesté si v§imnéte, Ze slovo ,,nebo’ se v definici sjedno-
ceni (a v matematice béZné) pouZivd v nevyludujicim
smyslu. Na rozdil od M, (J M, miZeme mnoZinu téch
prvku, které patii bud do M,, anebo do M,, popsat jako
(M, U M)\ (M, () M),

) Tato operace se ndkdy nazyvd symetricky rozdil mnoZin
M, a M, a oznaluje se jako M, A M,. Pfitom je také M, A
A M, = (M, \ My) U (M, \ M,).

Na tomto mist® navic pfekladatel vypustil jednu vétu, kterd
v &estind ztrdei smysl. Némecky vyraz pro prinik (Durch-
schnitt) m4 totiZ jedtd dalsi vyznamy (prafez, primér), a tak
jo dobfe si asponi uvédomit, jak je slovo prinik vystiZné a je-
dine&né, od je v tomto sméru n4s jazyk bohatsi (viz téZ pozn.
na str. 7). (Pozn. prekl.)
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UvaZujme rozdil E \ M zékladni mnoziny E a mnozi-
ny M, tato mnoZina se dasto nazyva doplnék mnoZiny
M vzhledem k E a znaéi se My. Nebude-li hrozit nedoro-
zuméni, budeme také tento doplnék oznadovat struéné
M'. Podle D(1.6) ]e tedy Mz ={x:xc E a ¢ M}.
Polozime-li jesté My = (ME)z, plati zfejmé Mz = M.

Pii popisu matematickych souvislosti budeme é&asto
pouZivat nasledujicf mnozinové vyjadfovani:

— Oznaduje-li Ny mnozinu vsech celych nezdpornych
disel, M,, M, a M, mnoZiny celych nezépornych
&isel po fadé délitelnych 2, 3 a 6 a M, mnoZinu vsech
lichych nezdpornych &fsel, pak je napt. M, Y M, =
—NO’M n M2 'M3’ (Md)No= -erM UM =
=M, M, N\ M; =M,

— Prinik dvou raznych ptimek roviny je bud priazdny,
anebo mnoZina, ktera obsahuje pravé jeden bod.

— Mnozinou Fedeni soustavy rovnic
r+ 4y =3, (1)
r+y=0 (2)
je pranik mnozin Feseni rovnice (1) a rovnice (2).

— Mnozinou FeSenf nerovnice [ — 1| > 2 je sjednocen{
mnoZin fefeni nerovnicz —1 >2ax—1 < —2.

Z mnozstvi vlastnosti mnoZinovych operaci shrnujeme
v nasledujici vété nékteré dalezité.

Yé&ta 1.2. Necht A, B, C jsou libovolné podmnofiny zd-
kladni mnotiny E, pak plati ndsledujici tvrzeni:
(1) Viastnosti pramiku a sjednoceni
(lay ANB=BNA4d,

(la) AUB=B{ A,

(1b) (A4 ﬂB)(\0=A NBNO,
() AUBUC=4UBUO),
(le) A NA=4,

(1) A UA = 4.
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(2) Souvislost praniku a sjednocent

(2) ANBUC) =4 NB)Y(4NO,
(224 JyBNC)=AJIB)NAJO),
(2b) ANAUB)=4,
2b') A J (4 ) B) = 4.

(3) Souvislost praniku a sjednoceni s rozdilem

3a) A NB\NC=(A\NC) N(B\CO),

(3a’) (A UB)\C = (4\C) U (B\O),

(3b) C\ (4 N B) = (C\4) Y (C\ B),

(3b") C\ (4 U B) = (C\ 4) ) (C\ B).
(4) Souvislost mmoZinovijch operact s inkluzi

(4a) ANBCA,

4a) A C A U B,

(4b) A N

(4b') 4 U

(4c) C C

4y ACCaBC

(4d) ACB=>A\C

(5) Uloka mnoZin ® a E

=

nanuH

@s}m@

¥

Véta zahrnuje nékteré specm,lm ptipady: dosadime-li
do (3b) a (3b') C = E, dostaneme tzv. de Morganova®)
pravidla
3) Augustus de Morgan (1806—1871), anglicky matematik;

zaby val se zejména infinitezimalnim poétem, algebrou a prav-
dépodobnosti.
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(ANB =4 UB, (AUBy =4 (OB.

Podobné dostancme ze (4d) pro C = E implikaci
A C B = B C A4’ atvrzeni (5¢) a (5¢') davaji specialné
pro B = A’ vztahy A NN A" =0, A Y A’ = E. Ctena¥
si pt pozorném sledovani uvedené véty snadno uvédomi
zprvu zarazejici analogii mezi operacemi ,, ("} a ,,{J*".
Ke kazdému tvrzeni je tu také uveden jeho jaksi ,,zrcad-
lovy obraz‘‘, vyjma ovSem tvrzeni (4d), kde se vyskytuje
jen rozdil mnozin. Tvrzeni piejde ve svij ,,zrcadlovy
obraz‘, jestliZe navzajem zaménime symboly , N}
a,,U“ a zdroveh mnoziny @ a E. Piitom se také obrati
piipadné inkluze, nebot A C B je podle (4b) ekvivalentni
A (B = 4,ak tomu je ,symetricky vztah 4 Y B =
= A, coz je podle (4b’) ekvivalentni B C A. Matema-
tici tuto dalekosahlou analogii prozkoumali a obecné
dokdzali, Ze s kaZdym tvrzenim V(1.2) plati také
jeho ,zrcadlovy obraz‘ — Fikame dudlni tvrzeni. Kdy-
bychom nechtéli této znalosti vyuZit, museli by-
chom dokazovat kazdé z 27 tvrzenf V(1.2), zatimco
takhle plyne platnost tvrzeni (la’) aZ (5¢’) uz z dua-
kazu (la) a% (5¢). Ale protoZe vsechny tyto diuka-
zy probfhaji podle téhoz vzoru, nebudeme zde pro
vadét ani jedno, ani druhé, a misto toho se omezi-
me na nékolik piiklada, které dostateéné objasni
“mozné metody dikazu.

Nejprve vSak poukaZme jesté na to, Ze tvofeni pri-
niku a sjednoceni lze rozsifit na systémy IN vice, &i
dokonce nekoneéné mnoha mnozin: do priniku mnoZin
z M budou”pattit pravé ty prvky, které leii v kazdé
mnoziné z M, a do sjednoceni mnoZin z M pravé ty
prvky, které patif alesponi do jedné mnoziny z M. Také
tvrzeni véty (1.2) pak maji smysluplnd zobecnéni; (1b)
muiZeme napk. vyjadiit ve tvaru ,,V priniku muzeme
libovolné rozmistit &i odstranit zdvorky‘‘ a (3a) pro étyfi
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mnoziny 4, B, C, D dostane tvar (4 N B N C)\ D =
=(A\D) N (B\D) N (C\D).

K dikazu tvrzeni (1b) si nejprve uvédomme, Ze uve-

denou rovnost mnozin (A N B) N C =M a A N (B N
N C) = N dostaneme, potvrdime-li, Ze je jak M C N,
tak i N C M (srov. odstavec 1.3). Je-li tedy z € M,
tj. xe (A N B) NC, pak plati jak ze A ) B, tak
ze C, odkud dale plynexe Aaze Baxe C. Le#i-lix
v kazdé :e tii mnozin 4, B, C, pak jetaké ze A aze
eBNC, tedyze ANMBNC)=N.Je tudiz M C
CN.
Jelli ze N, tj. ze ANBNC), tak je zc 4
axe B ( C, odkud opét plyne, Ze x leZi v kazdé z mno-
zin A, B, (. Proto plati xe A N\ B a xe€ C, a proto
ze{(ACBNC=M Je tedy také N C M, coz
spolu s M C N dévé rovnost M = N, c. b. d.

Timto postupem muZzeme v zisadé dokdzat vSechna
tvrzeni V(1.2); jde v podstaté jen o pouziti odpovidaji-
cich definic. At se ¢tendt sam pocviéi na nékterém z dal-
Sich tvrzeni uvedenych v bodé (1)! Dejte vSak pozor na
to, Ze muozZinové diagramy, které se fasto pouZivaji

{AaBlaC = Ana(BnC)]

Obr. 4
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k zndzornéni tvrzeni V(1.2), jako napi#. diagram na
obr. 4 pro tvrzeni (1b), rozhodné nejsou matematickym
dikazem, vidyf znazornuji jen jednu z mnoha mozZnych
konstelaci mezi mnoZinami A, B, C. Shora uvedeni
metoda ditkazu predpoklada ovsem spravné zachizeni
s logickymi operacemi ,,a‘“ a ,nebo‘.

Jinou moZnost nabizi tzv. tabulkova metoda, kterou
objasnime na dikazu (3a):

A B ¢ AQB (ANBN\C 4\C B\C (A\ON(B\Cy
1 11 1 0 0 0 0
1 1 0 1 1 1 1 1
1 01 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 0
011 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0 1 0
001 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0

Tabulku chapeme takto: Lezi-li prvek x v nékteré
z mnozin, pak zapifeme symbol ,,1°, jinak ,,0°. V prv-
nich tifech sloupcich jsou probrany vscchny moznosti
pro pfislusnost prvku z ke kaZdé ze t¥{ mnoZin 4, B, C.
S pouzitim definic D(1.4) az D(1.6) pak zapisujeme do
ostatnich sloupct ,,1° nebo ,,0°. Srovnini patého
a osmého sloupce ukazuje: x € (4 ) B)\ C, pravé kdyZ
ze (ANCY N (B\C), c. b. d.

Jako cvi¢eni dokaite pomoci tabulkové metody dalsi
diléi tvrzeni V(1.2)!

Nékdy lze doporudit metodu nepiimého diakazu,
zejména ale u tvrzeni uvedenvch v éasti (4) V(1.2),
ve kterych vstupuje do hry také inkluze: V dukazu (4c’)
dejme tomu, Ze existuje prvek z € 4 (J B, ktery nelezf
vC.Zxe A ) B ale plyne, Ze z patff alespon do jedné

22



z obou mnozin 4 nebo B. ProtoZe podle pfedpokladu
jsou obé mnoziny podmnozinou C, plyne odtud také
x e C, coz je ve sporu s nasim predpokladem. Ten je
tedy t¥eba zavrhnout, a plati tedy 4 U B C C, ¢c. b. d.

Na zivér se vratme k de Morganovym pravidlim,
kterd bychom pro jejich dileZitost méli dokazat, tieba
tabulkovou metodou:

A B A’ B A(\B AUB (A(\B)' (AUB) A'(\B’ A’UB’
110 0 1 1 0 0 0 0
1001 0 1 1 0 0 1
011 0 0 1 1 0 0 1
0011 o0 0 1 1 1 1

Rovnost sloupci (4 (} B)' a A’ J B’ a sloupeta (4 U
U B) a A’ () B’ dava tvrzeni, ktera se méla dokazat,

TVORENI DVOJIC

1.5 KARTEZSKY SOUCIN
(tend¥ se divérné seznimi s kartézskym soulinem mnoZin
8 jeho vlastnostmi

Petr pozval na oslavu svych narozenin Wolfganga,
Rolfa, Uweho a Holgera a také Conny, Ingrid a Anu.
Pfipravil rychlou taneéni hudbu na nejméné pét kol,
aby mohl kazdy chlapec s kazdou divkou jednou tanéit.
Je jeho plan spravny ?

NapiSeme-li tanedni piry ve tvaru (Wolfgang, Ana)
na prvnim misté tedy stoji vidy chlapec a na druhém
jeho taneéni partnerka, utvofime, matematicky Feéeno,
usporddanou dvojici. Jeji proni slofka je prvek mnoZiny
A chlapci a jejf druhd slofka prvek mnoZiny B dévéat,
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Napiseme-li viechny mozné usporddané dvojice prvka
nepriazdnych mnoZin 4 a B, dostaneme tak novou
mnozinu A X B (¢ti ,,4 krat B‘), ktera se nazyva kar-
tézsky soudin.

Definice 1.7. Necht 4 a B jsou neprazdné mnoziny.

(1) Ka?da dvojice (z, y), kde x€ 4 a y € B, se nazyva
usporddand dvojice prokd mnofin 4 a B. Dvé uspo-
fidané dvojice (x,, ¥;) a (%, ¥,) se rovnaji, pravé
kdyZ ®, = %, 8 y; = Y».

(2) Mnozina vsech usporada,nych dvojic (z,y), kde
xze€ A a ye B, se nazyva kartézsky souéin A x B
mnofin AaB: A X B={xy):x€ Aaye B}.

V této definici je rovnéZ zahrnut dasto se vyskytujici
zvla§tni piipad, kdyZ jsou obé mnoZiny A4, B stejné
(4 = B). O tento p¥ipad se jedna, kdyZ napi. tvofime
kartézsky soudin R x R, tedy uvaZujeme-li mnoZinu
viech uspofadanych dvojic redlnych &isel. Zavedenim
soufadnicového systému v roviné mizeme, jak znimo,
ka%dému bodu této roviny vzajemné jednoznaéné prifa-
dit uspofadanou dvojici (z, y) jeho soufadnic. Teprve
toto vzajemné jednoznaéné ptitazeni mezi body roviny
a mnoZinou R x R umoziuje potetni feseni geometric-
kych otazek. Tato ,,analyticka geometrie’ byla vytvo-
fena René Descartesem (lat. Cartesius?)); odtud také
oznadeni , kartézsky souéin pro 4 x B. Kdybychom se
chtéli zabyvat analytickou geometrii v trojrozmérném
prostoru, tak bychom museli k jednoznaénému oznaéeni
bodlt prostoru pouzit uspofddangch trojic (x,, x,, x,),
plidemz z,, ,, ;€ R. Nehledé na tento specialni pfi-

4) René Descartes (1596—1650), francouzsky filozof a mate-
matik; jeho hlavni matematickou zdsluhou je poloZeni zdkladu
analytické geometrie.
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pad, miZeme se pfirozené zabyvat pojmem uspofadané
trojice (x, y, z) pro libovolné mnoziny A, B, C, jejichz
prvky budou tvoiit slozky trojice: xe€ 4, ye B, ze C.
Také zde je duleZité jen to, Ze dvé takové uspofidané
trojice se rovnaji, pravé kdyz se rovnaji po sloZkach.
Mnozina viech uspofadanych trojic (z, y, ), kde z € A4,
y€ B, ze C, se nazyva kartézsky souéin A x B x C
mnoZin A, B, C.

Analogicky mluvime o uspofddané n-tici (x, z,, ...,
z,) prvkd mnoZin A4,, A,, ..., 4,, kdyZz z;€ A; pro
1€ {1,2, ..., n} a kdyz plati, Ze dvé n-tice se rovnaji,
pravé kdyz se rovnaji po slozkdch. MnoZina vsech uspo-
fadanych n-tic se nazyva kartézsky souéin A, x A, x
X ... X Ay mno¥in A,, Ay, ..., A,. Je-li specidlné
A, =4,=... =A,=A, nazyvise 4 x 4 x ... X
x A Casto také n-td mocnina mnoZiny A a oznaduje se
Ar. PoloZime-li jesté 4! = A, bude symbol A4* defino-
van pro viechny celé kladné exponenty. ProtoZe u uspo-
fidané dvojice podstatné zalezi na pofadi prvki, odli-
Sujeme ji od mnoziny {z, y}: zatimco je {z, y} = {y, =},
plati (x, ¥) = (y, ), pokud = == y.

O vsech mnozinich vyskytujicich se v nasich dvahach
se zatim pfedpokladalo, Ze jsou neprazdné. Toto omezeni
muZeme odstranit dodatednou umluvou, z¢e M x @ =
=0 x M = @ pro kazdou mnozinu M.

Kartézsky soudin hraje v matematice dileZitou dlohu
jednak pii zavadéni tak zdkladnich pojmi, jako je
relace (srov. kapitolu 2) a zobrazeni (srov. odstavec
1.6), jednak pifi konstrukei novych matematickych
utvari. Tak miZeme konstruovat zlomky jako uspo-
fadané dvojice (a, b) celych nezapornych &isela, b (b #~ 0)
tedy prost¥ednictvim kartézského soudinu N, x (Ng\
\ {0}); jenom piSeme uspotidanou dvojici (a, b) ve tvaru

a wel, - .
3 2 fikdme ji zlomek.
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Nakonec jesté prozkoumame, jaka pravidla kartézsky
soudin spliuje. Ziejmé zaleZi na pofadi &initelt v sou-
¢inu, nebof obecné je A x B # B x A; vidyt piece
uspoiddana dvojice, jejiz prvni slozka je z A a druha
z B, se zpravidla 1isi od dvojice s prvni sloikou z B
a druhou z 4. Kromé toho se vicendsobny kartézsky
souéin nedé libovolné uzavorkovat; je 4 X (B x C) #
# (A x B) x C. Naproti tomu s operacemi pruaniku,
sjednoceni a rozdflu snasfi se kartézsky souéin vcelku
dobfe ve smyslu nasledujici véty V(1.3), kterou je také
mozno snadno znazornit (obr. 5).

{AxClnlBxC)=(AnB)xC

)
]

xC! BxC
L

c A
N (R
A r B
An B
Obr. 5

Véta 1.3. Pro mnoiny A, B, C plati:

(layd x (BNC) = (AxB)n(A x 0),
(1b) (4 N B) x C = (4 x C) (B x 0),
(2a) A x (BUYOC) = (AxB)U(AxC’),
(2b) (4 U B) x C = (4 x ) U (B x 0),

(3a) A x (B\C) = (4 x B)\ (4 x O).

Dikaz plyne bezprostfedné z definic odpovidajicich
mnozinovych operacf; jako pfiklad dokaZzme (2a), podle
tohoto vzoru probihaji také ostatni dikazy. Rovnost
(2a) dvou mnozin ukéZeme jako obvykle:
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V(@ yyedAdx(BUYC)=>ze Aaye BUYC >
=>ze Aa(yeBneboye C)= (x,y)e 4 x Bnebo
(z,y)e 4 x C=> (x,y)e (A x B) Y (4 x O).
Jetedy A x (BUYC)C(4 x By Y4 x O).

2)(x,y)e (A xB)UJY4 xC)= (z,y)e A x B nebo
(z,y)e A xC=>xe€ A4 a (ye B nebo ye C) >
=»>zre Aaye BUC= (v, y)e A x (B U 0).
Je tedy také (4 x By YA xC)CA x(BUYO)
a z (1) a (2) nyni plyne podle V(1.1) ihned tvrzeni
(2a), ¢. b. d.

Dalsi ditkazy si provedte sami.

Stejné snadno se piesvédéite o spravnosti tvrzeni
ACB=A4AxCCBxC

pro libovolné mnoziny 4, B, C, které mizeme pro C = ¢
obratit. Dvojnasobné uZiti tohoto obriceni dava

AxC=BxC=A4A=8B

pro C # #. Nase livahy zistanou spravné, zaménime-li
v uvaZovanych kartézskych soudinech vidy levy a pra-
vy ¢&initel; jen proto, Ze C x 4 # A x C, nevyZadujf
jesté odpovidajici pravidla novy dukaz.

KAZDY HRNEC NAJDE SVOU
POKLICKU

1.6 PRIRAZENI A ZOBRAZENI
Ctendf si zopakuje a roz&ii svoje znalosti o bindrnich relacich,
zobrazenich, o prostych zobrazenich stejné jako o inverznich
bindrnich relacich a o skiddénf bindrnich relaci

V odstavei 1.5 jsme poznali kartézsky souéin dvou
mnoZin. Je-li nap¥. O mnoZina vSech obyvatel Lipska

27



a U mnozZina vSech vyudujicich na lipskych stfednich
gkoldch, skladd se O x U ze vSech uspofddanych dvojic
(x,y), kde ze€ O, ye U. Vieobecnd nis viak zajima
jen podmnoZina tohoto kartézského souéinu, a to kazda
usporadand dvojice, pro kterou v uréitém okamziku
plati ,,x je zakem y*‘.

Vyberme z kartézského soud¢inu L x L, kde L ozna-
¢uje mnozinu viech lidi Zijicich v uréitém daném dnu,
podmnozinu vSech téch dvojic (x, y), pro néz ,,x si pise
s y'‘, ptifadime tak kaZdé osobé jeji partnery pfi dopi-
sovani.

Mezi prvky kartézského soudinu H x P (H je mnoii-
na vsech hrnci, P mnozina vSech poklitek v néjaké
kuchyni) kuchatku zajimaji jen dvojice (k, p) s vlast-
nosti ,,p se hodi k A, Takové hrnce a poklicky dava
dohromady jako ,,pasujici®.

KazZdou podmnozZinu F kartézského soudinu M x N
nazveme prifazent z M do N%); je-li (x, y) € F, nazyva se
y obraz x v piifazeni F a x vzor y v piitazeni F. Nebude-li
hrozit nedorozuméni, muzeme ¥ikat stru¢né obraz, resp.
vzor.

Pii takto zavedeném pojmu pfifazeni tézko muzeme
tekat, ze prvek x € M bude mit nejvyse jeden obraz,
a podobné, %e prvek y € N bude mit nejvyse jeden vzor.
Kuptikladu, kazdy lipsky skolak ma vice uditeld
a kazdy lipsky uditel vice zaku. Ma proto smysl uvazovat
mnozinu vSech obrazu prvku x € Mv piifazeni F; bude-
me ji fikat #@plny obraz v piitazeni F. Analogicky nazve-
me mnozinu vSech vzort prvku y € N v pfitazeni F jako
dplny vzor v prifazeni F. Uplny obraz v piifazeni F

5) V teské odborné literature se témét vyhrad.ad pouzivé ter-
min bindrni relace v mnoiind M X N. Abychom dodrZeli
posloupnost vykladu a také nékteré uvldstnosti autorova
piistupu, budeme v této kapitole pouZivat - isto bindrni relace
termin ptifazeni. (Pozn. piekl.)
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lipského obyvatele x je tedy prizdny, jestlize neni Zj-
kem, jinak je to mnozina vsech jeho uditeld. Uplny
vzor v pfitazeni F lipského utitele y je mnoZina jeho
zaka. Tento piiklad o uditelich a Zacich nds upozornil
mimo jiné na to, Ze v pfitazeni ¥ C M X N se mohou
piipadné vyskytnout jisté prvky mnoZiny M, které vii-
bec nejsou vzory v pfifazeni ¥, a zrovna tak je moz-
né, 7e jisté prvky z N nejsou obrazy v prifazeni F.
V nasem piikladu vystupuji jako vzory jen ti lipsti
obdané, kteif jsou skolou povinn{; a kojenec zas nemuze
byt obrazem v pfifazeni ,,x si pise s y*“.

Proto nazyvame tu podmnozinu mnoziny M, jez se-
stava ze viech vzort v piifazeni F, definiénim oborem F.
Analogicky rozumime oborem hodnot F podmnoZinu
mnoziny N vsech obrazt v pfifazeni F (symbolicky
9(F), #(F)). Je-li F naSe ptitazeni zak — wuditel,
zjistime okamzité, Ze 2(F) je mnozina vsech lipskych
obyvatel $kolou povinnych, #(F) = U. Pro kuchafku
je dualeZita rovnost 2(F) = H, t). Ze se ke kazdému hrnei
najde vhodnd poklitka.

V nasledujici definici jsou shrnuty vsechny pravé
zavedené pojmy.

Definice 1.8. (1) Pfifazeni F z mnofiny M do mnoZiny
N je podmnozina kartézského soudinu M x N:
F je ptitazeniz MdoN & F C M x N.
Misto ,,F je ptifazeni z M do N*‘ piseme struéné F:
M — N.
(2) Je-li (z, y) € F, nazyva se y obraz prvku x v pfifazent
F, x se nazyvé vzor proku y v pfifazeni F. Rikame,
¥e F ptifazuje prvku x prvek y a piSeme téz x Ii Y.
(3) Mnozina v8ech obrazl pfi F prvku z € M se nazyva
uplny obraz x v pfifazent F; mnoZina vSech vzort
v ptifazeni F prvku y e N se nazyva udping vzor
y v plifazeni F.
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(4) Mnozina vSech vzort v prlifazeni F se nazyvé
definiéni obor 2 (F) pFifazeni F; mnozina vSech obrazt
v ptitazeni F se nazyva obor hodnot S (F) pfifazent F.

Protoze prifazeni jsou podle D(1.8) mnoziny, je také
jasné, kdy se dvé ptifazeni F a G z M do N rovnaji:

F = @, pravé kdyZ pro vSechna x € M, y e N plati:

(z,y)e Fo (x,y)e G.

Z tohoto mnozinové teoretického piistupu také hned
vyplyvaji mozZnosti, jak ptifazeni ¥: M — N popsat;
bud provedeme vydet vSech dvojic (z,y)e M xX N
piisluénych k F, nebo udame charakteristickou vlast-
nost, kterou maji pravé jen dvojice kartézského soud¢inu
M x N patfici do F.

Obr. 6

Pro znazornéni ptitazeni F: M — N ptitadme ka%dé-
mu prvku x € M a kaZdému y € N pravé jeden bod P,,
resp. P,, v roviné. Riznym prvkim ptifadime razné
body, nejpiehlednéji tak, Ze vdechny body pfifazené
prvkiam z M budou leZet v jedné oblasti roviny a body
pfifazené prvkum z N v jiné, s prvou disjunktni oblasti
téze roviny, jak je patrné z obr. 6. Pak nakreslime Sipku
z bodu P, do bodu P,, pravé kdyZz plati (z, y)e F.
Vznikne tak uzlovy graf ptifazeni F. Ptirozené se di
takto pfifazeni F plné zobrazit, jen kdyZ jsou 2(F)
a #(F) konetné mnoziny. Napf. pro M = {1, 2, 3, 4},
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N ={0,24) a F ={(10), (20), (%2), (30),(3;2),
(4;0), (4; 2), (4; 4)} ukazuje uzlovy graf pfitazeni F
obr. 6.

K dalsi mozZnosti zndzornéni se nechame inspirovat
znamym zobrazovanim funkei v soufadnicovém systé-
mu: Nakreslime dvé (pro jednoduchost navzajem kolmé)
soufadnicové osy, na jedné z os zvolime body odpovi-
dajiei prvktim z M (rtznym prvkim odpovidaji razné
body, a obracené), na druhé ose body odpovidajici
prvkim z N a v soufadnicové roviné oznadime pravé
ty body se soufadnicemi z, y, pro néz plati (z, y) € F.
Tak dostaneme graf pfitazeni. Graf pfedchozfho piikladu
je na obr. 7.

Obr. 7

Pro kazdé ptifazeni Fz M do N je 2(F) C M,#(F) C
C N. Specidlni p¥ipady 2(F) = M, resp. #(F) = N
budeme odliSovat i slovné: V pfipadé 2(F) = M bude-
me mluvit o pfifazeni M do N, v ptipadé #(F) = N
o piitazeni = M na N. Dostdvame tak pro p¥ifazeni F':
M — N ttyti ptipady, které shrnuje nasledujfef tabulka.

31



# (F)CN,

H(F) # N #(F) =N
gFYC M F je piifazeni F je prifazeni
9F) # M z Mdo N z MnaN
g(F)y=M F je ptitazeni F je prifazeni

Mdo N M na N

Proberme jesté nékolik p¥ikladu piifazeni:

(1) Je-li K dana kruznice, nechf je kazdému bodu P
roviny, ktery nelezi uvnitf kruZnice, ptitazen bod P’
dotyku tedny sestrojené z bodu P ke kruZnici K. Ozna-
C¢ime-li M mnoZinu vsech bodl roviny, dostdvame tak
pritazeni F z M do M a plati: (P, P') e F, pravé kdyz
PP’ je teéna ke K s bodem dotyku P’'. Je tedy 2(F)
mnoZina vSech bodi nelezicich uvnitt kruznice K, 5#(F)
je mnozina vech bodi kruZnice. Uplny obraz v piifazeni
F bodu P sestiva ze dvou bodil (prave z jednoho bodu),
lezi-li P vné K (na K). Uplny vzor v piitazeni F bodu
P’ kruznice K je mnozina vSech bodua te¢ny sestrojené
ke K v bodé P'.

(2) Necht piifazeni F piifadi kazdému realnému é&islu
z jeho druhou mocninu z2. Pak je F pfifazeni R do R,
piesnéji R na R, kde R§ oznaduje mnoZinu vSech nezé-
pornych redlnych &isel. Uplny obraz v piitazeni F kaz-
dého prvku z € R obsahuje pravé jeden prvek. Uplny
vzor v piifazeni F prvku y € R je prazdny, jestlizey < 0,
obsahuje pravé jeden prvek, je-li y = 0, a obsahuje
pravé dva prvky, jestlize y > 0.

(3) Pritazeni F: M — M, pro né%z (x,y)e F, praveé
kdyz x = y, tj. které zobrazuje kazdy prvek mnoziny M
na sebe, se nazyva identické pfirazeni 1.

(4) Ptitazeni F: M — N, pro né% (z, ¢) € F pro viech-
na x€ M a pro pevné ce N, které kaidému prvku
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x e M piifazujegtentyz prvek ce N, se nazyva kon-
stanini prirazent.

(5) Pritazeni P,: M xX N — M, které ka’dé uspotida-
né dvojici (x, y) € M x N ptifazuje jeji prvni slozku z,
se nazyva projekce M x N na M. Toto oznadeni bude
hned srozumitelné, jestlize toto pfifazeni znazornime
geometricky v soufadnicovém systému. Zde je 2(F) =
=M x N,#(F) = M, P,_je tedy pfifazenf M x N na
M. Analogicky se nazyva pfifazeni Py: M X N — N,
kde P, = {((z, y), y):x € M,y e N}, projekce M X N na
N, nebof pfifazuje kazdé uspofddané dvojici (z, y) jejf
druhou slozku y.

Je-li F: M — N ptitazeni z M do N, muZeme se ptat
po ptifazeni, které pfifazeni F ,,obraci”, jez tedy kaZ-
dému obrazu ye€ N v ptifazeni F ptifadi opét jeho
vzory z M, jeho tiplny vzor v pfifazeni F. Toto pfifazeni
z N do M se bude nazyvat inverzni pfifazent k F a bu-
deme ho znatit F1

Definice 1.9. Inverznim pfifazenim F~' k pfifazeni F:
M — N budeme rozumét ptitazeni F': N - M, kde
F ={(y, x): (x, y) € F}, tj. F1 obsahuje uspofidanou
dvojici (y, z), pravé kdyz je (z, y) e F.

Z této definice okamzité plyne:

— Jestlize (z, y) € F, je uplny obraz prvku « v ptifazeni
F roven tplnému vzoru x v pfifazeni F~! a dplhy
vzor v pfitazeni F je roven tiplnému obrazu y v pii-
Fazeni F'1,

— QF Y =H(F),H(F1) = D(F).

— Prifazeni (F1)"! inverzni k F! je rovno puvodnimu
pkitazeni F, nebot
(FH1={@=y):(y2)e F} ={=y9):(z,ye

e F}=F.
Inverzni ptifazeni k ptifazeni z p¥ikladu 2 je tedy to,
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které kazdému nezapornému reilnému &islu y ptitazuje

obd disla + |y a —|y.

Pro aplikace jsou zvldst duleZita takova prlrazenl F,
ktera kazdému prvku z e 2(F) ptitazuji pravé ]eden
obraz y € #(F). Takovd piitazeni, jako napt. pfitazeni
z ptikladu 2, se nazyvaji zobrazeni nebo funkce®) a obraz
z v piifazeni F se oznaduje jako F(z).

Je zvykem oznatovat funkce malymi pismeny latin-
ské nebo Fecké abecedy pro lepsi odliseni od obecnych
piifazeni — zejména pismeny f, g, &, ¢, v, o, 0, 7, 7;
napi. 1 se pouzivd pro identické zobrazeni. Piiklad 2
ukazuje, %e inverzni pfifazeni k zobrazeni F uZ nemusi
byt zobrazenim. Zobrazenim je tehdy a jen tehdy,
jestlize také pro kazdé y € S (F) uplny vzor y obsahuje
prave jeden prvek x € 9(F), tj. kdyz nejen vzor jedno-
znadné urduje svu] obraz, ale také obraz dovolu]e ]edno-
znaéné uréit svaj vzor. Takova pfifazeni se nazyvaji
vzdjemné jednoznaénd zobrazent (n€kdy také jednojedno-
znaéna). Pravé zdvojeni slova ,,jedno* ma naznadit, Ze
pfifazeni je ,,jednoznaéné v obou smérech®. Piikladem
pro to je zobrazeni f: R — R, f = {(», 2%): x € R}. Misto
toho obvykle piSeme struéné f(xz) = 23 nebot piedpis,
ktery kazdému ze 2(f) jednoznaéné piifazuje jeho
obraz y = x® € s#(f), miZe byt zprosttedkovin pomoci
potetniho vyrazu nazyvaného také funkéni predpis.
Piesto ale musime navzdjem pfisné rozliSovat funkei f
a jeji funkéni predpis, napt. y = f(); je

f={=y):ze 2(f)ay = f(x)}.

Kromé toho bychom mohli tutéz funkei charakterizovat
riznymi podetnimi vyrazy, napf. f = {(z,y):ze N,

ay = (—1)%} ={(x, y):xe N, a y =sin (Tcx + _;t_]}

) Funkeemi nazyvdme ta zobrazeni, jejichZ obor hodnot je
¢éiselnd mnozina. (Pozn. piekl.)
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Také musime piisné rozliSovat mezi obrazem f(z) prvku
z — zde je x libovolny pevny prvek z 2(f) — a pravou
stranou f(x) funkéniho predpisu, ve kterém =z znadf
proménnou s defini¢nim oborem 2(f). Upozoriiujeme na
to hlavné proto, Ze pro oboje pouZivame stejny symbol.
Je-li f vzajemné jednoznaéné zobrazeni, je také f~ vza-
jemné jednoznaéné, coi okamzité odvodite ze vztahu
(F1)71 = F, ktery je spravny pro libovolné ptifazeni F.

Definice 1.10. (1) Pfifazeni F: M — N se nazyva
zobrazeni nebo funmkce, pravé kdyi pro vsechna
xe D(F), y,, y, € H(F) plati:

[(z,y)eFal(x,y)e Fl=y =y,;
jinak fedeno: razné obrazy maji také rizné vzory.

(2) Ptitazeni F: M — N se nazyva vzdjemné jednoznaéné
zobrazeni, pravé kdyz je to zobrazeni a pro vSechna
xy, ¥, € D(F), y € S(F) plati:

[(xlay)e Fa(xz,y)e F]=>xl = Tg;
jinak ¥edeno: rizné obrazy maji rizné vzory a riizné
vzory maji také razné obrazy.

Na zavér se jesté podivejme na skladani ptifazeni,
operaci ndm u% dobfe znamou pro funkce.

Definice 1.11. Jsou-li ¥: M — N a G: N — P dvé pii-
Fazeni, pak jejich sou¢inem nebo slofenim F o G (¢teme
,.F sloZeno s G*‘) rozumime takové prifazeni z M do P,
pro néz je F o G = {(x, z): existuje y, Ze (r,y)e F
a(y,2)e G}.

Zvlast nazornou piedstavu o skladani dvou piitazen{
nam zprostiedkovava uzlovy graf (obr. 8). Ten vznikne
,,pFemosténim‘‘ viech na sebe navazujicich dvojic Sipek
pat¥icich do F a do @, bezprostiedné tak spojime prvek
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z M s prvkem z P. Nakonec je také prospésné si roz-
myslet, jak se poznd zobrazeni (resp. vzéjemné jedno-
znadné zobrazeni) podle uzlového nebo kartézského
grafu.

Obr. 8

Jsou-li funkece } a g diny funkénfmi piedpisy y = f(z),
resp. y = g(x), phisludi funkei fog funkdni pFedpis
y = g(f(=)); plati tedy: [f o g] (x) = g(f(z)) pro vSechna
ze D(f o g) C2(f). Muze se oviem také stit, Ze je
fog =9, je-litotiz £ (f) ) 2(g) = 0.

Je-li F ptitazeni z M do M, pak muZeme také utvotit

1
F o F. Napt. pro F ={(x,y):xe R\ {0} a 2 =?} je
gsoutin F o F = Igwm (identita na 2(F).) Prifazeni
F 3 I s vlastnosti F o F = Igwr se nazyvaji involuce;

dvojnasobné uZiti involuce F na prvek z e 2(F) diva
tedy opét tento prvek x. Také osovd soumérnost podle
ptimky v roviné je involuce.

O postupném skladani prifazeni miiZeme vyslovit
nésledujici vétu:

Vita 1.4. (1) Vicendsobné slofeni prifazen je moino
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libovolné wuzdvorkovat: F, o (F,o F,}) = (F,0 F,) 0
o F,.

(2) Pof;di jednotlivgch Einiteli v soubinu piifazeni je
podstatné; obecné plati F o G = G o F.

(3) (Fo @™ =G1o F! pro libovolnd prifazeni F,G.

(4) F, G jsou (vzdjemné jednoznaén) zobrazeni = F o @
je (vadjemné jednoznaéné) zobrazeni.

Ditkaz. (1) Je-li (z, w) € F, o (F, o F,), cxistuje podle
definice D(1.11) , pro néz (x,y) e F, a (y, u) e F, o Fy;
z posledniho vztahu plyne opét existence z, Ze (y, 2) € F,
a (z,u)e F,. Pak je ale (x,2)e F,0F, a (z,u) € F,,
tedy (x, ) € (F, o F,) o Fy. Plati tedy F, o (F, 0 F,) C
C (F, 0 F,) o Fy a stejné se ukdZe i obracend inkluze
(obr. 9 to ilustruje pro tfi funkee f,, f;, f3)-

(fef)ofy= bl fio fy) = fofiefy
Obr. 9

(2)de-liF: M - N,G: N — P, jesice F o ( pFitazeni
z M do P, ale G o F nelze obecné vibec utvotit (kdyz
M NP =0). Ale i kdyZ existuji obé piifazeni Fo @
iG o F, jsou zpravidla navzéjem razna, jak je vidét
uZ na realnych funkecich s ptedpisy f(z) = 2% a g(x) =
=sinz: [f o g] (x) = sinx?, ale [g o f] () = (sin z)? =
= sin? z.

(3) Je-li (2, z) € (F o G)7, je podle definice inverzniho
pifazeni (z,z)e F o G; existuje tudiZ y, pro které
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(x,y)e F a (y,2)e G. Pak je ale (y,x)e F'a (2,y) e
€ G, a tedy (2,2)e G 1o F 1. Mame tudiz (F o
0 G) 1 C @ 1o F1, astejné se ukaZze obracena inkluze.

(4) Pro jednoznaénost F o G je potfeba ukazat:
Z(x,z)e FoGa (x,2,)€ F o @ plyne 2, = z,. Protole
(x, z,) € F o G, existuje prvek y,, pro ktery (z, y,) e F
a (y,, z,) € G, a protoze (x, z,) € F o G, existuje prvek y,,
pro ktery (x, y,) € F a (y,, z,) € (. Ze 'vatahtl (x,y) e F
a (z, y,) € F viak vzhledem k jednoznaénosti F plyne,
Ze je y; = y, = y. Pak ale mame (y, z,) € G a (y,2,) € G
a z jednoznadnosti G dostavame 2, = z,. Je tedy F o @
jednoznac¢né. Jsou-li F a (¢ dokonce vzajemné jednoznad-
na, jsou zejména F, G, F71, G vesmés jednoznalni.
Podle toho, co jsme pravé dokazali, jsou pak také sou-
¢iny FolG a GloF 1= (Fo@G)! jednoznalni pti-
fazeni. A proto je tedy F o G vzdjemné jednoznacéné
zobrazeni.

STRYC TEODOR PORIZUJE
ZAVET

1.7 ROZKLAD MNOZINY NA TRIDY
Zde objasnime, kdy se rozdéleni mnoZiny na podmnoZiny
nazyvi rozkladem této mnoZiny na t¥idy

Klaus referuje svému pfiteli Petrovi: ,,Neddvno
chtél Werner pfi vyuCovani rozdélit vSechny trojihel-
niky na pravouhlé a rovnoramenné. Nas uéitel byl sice
rad, %e Werner vibec pochopil dva matematické
pojmy, my jsme vSak zas jednou méli zdbavu.*

Ctenal jisté chipe Klausovu veselost, a my se proto
zdrzime komentafe. Tak jako chtél Werner disjunktné
rozdélit trojihelniky, tak stryc Teodor peélivé postu-
puje pii psani své zavéti, nebot chce zabranit zbyteé-
nym dédickym sporéim. Chtél by proto rozdélit veskeré
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své jméni tak, aby pfi podéleni dédici Zidnd véc
nezlstala opomenuta, ale aby také nic neptipadlo vice
dédicim. Krom toho neméa byt vynechan Zidny zako-
nity dédic. Budou-li pak dédicové respektovat jeho
posledni viali, nevzniknou Zadné rozmisky kvili rozdéle-
ni majetku.

To nas vede ke zkoumani podminek, které musi
spliiovat rozklad mnoZiny M na podmno¥iny, jez se pak
nazyvaji tFidy. Nejprve pfirozené musime dbat na to,
aby kazdy prvek mnoZiny M pfislusel nékteré tiids,
tj. aby rozklad mnozZiny M na tfidy zahrnoval vSechny
prvky. To si oviem stryc Teodor uvédomoval. Naproti
tomu rozdéleni celych é&isel Z na celd kladni a celd za-
porna ¢isla nemuZeme akceptovat jako rozklad mnoZiny
Z, nebot &islo 0 by zustalo opomenuto.

Také rozdéleni étyfuhelniktt na rovnobéZniky, koso-
&tverce, deltoidy a na &tyFihelniky se ¢tyfmi rtzné dlou-
hymi stranami je vskutku pochybené, nebot kuptikladu
nevime, zda ¢&tverce poéitat mezi rovnobézniky nebo
kosottverce, anebo mezi deltoidy. Chtéli bychom samo-
zfejmé o kazdém prvku rozkladané mnoZiny prece piesné
védét, do které tiidy rozkladu padne; tak jako se strye
Teodor stara o to, aby Zadna &ist pozustalosti nepfi-
padla vice dédicim. Tento pozadavek ziejmé splnime
pochopitelnou podminkou, aby kazdé dvé razné tiidy
byly vidy disjunktni.

A koneéné asi nikoho nenapadne utvofit vice navza-
jem disjunktnich t¥id, nez je k sestrojeni rozkladu ne-
zbytné nutné; nebudeme tedy délit mnoZinu modrych,
tervenych, zelenych a Zlutych pfedmétii podle barvy do
péti nebo vice t¥id, kdyz by pak pfirozené zlstala
nejméné jedna tfida prézdné. Budeme tedy celkem ro-
zumné poZadovat, aby Zadna ze tfid rozkladu mnoziny
M nebyla prizdna.

Vzhledem k tomu, Ze t¥idy rozkladu M jsou podmnozi-
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ny M, &li mnozina véech t¥d rozkladu je tudiz podmno-
Zinou potenéni mnoziny (M) mnoziny M, mazeme nyni
definovat pojem ,,rozkladu M*.

Definice 1.12. Jsou-li K; podmnoziny mnoZiny M
(¢ =1,2,3, ... ; pfipadnd i nekonedné mnoho), nazyva
se mnozina 8 = {K,;} vSech téchto podmnozin rozklad
mmnoZiny M na tfidy, pravé kdyZz soudasné plati:
(1) Kazdé x € M nilezi jen do jedné z mnozin K.
(2) Libovolné dvé z téchto podmnoZin jsou si bud rovny,
nebo jsou disjunktni:
Ki#Kj:Ki nK;=g-
(3) Zadna z podmnofin neni prizdni: K; £ @ pro
viechna 4.
PodmnoZiny K; ze 8 se pak nazyvaji tfidy rozkla-
du 8 mnofiny M.

Podivejme se ted na nékolik pfikladd takovych roz-
kladi:

(1) P¥i konstrukei zlomkd vyjdeme z mnoZiny viech
uspofddanych dvojic (@, b) celych nezipornych ¢isel

a,b, b # 0, misto (a, b) piSeme ovSem obvykle % . Nyni

zafadime kazdy zlomek % do t¥idy K (%] takovychto

zlomku pfedpisem: % e K [%], pravé kdyzZ ad = be.

Napt. tiida K [%] krom$ jinych obsahuje zlomky
1 2 3 15 113

Presvédéme se, Ze takto dostaneme rozklad mnoZiny
viech nezipornych zlomka na t¥idy.

(a) Libovolny zlomek—%—padne alespori do jedné z uva-
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zZovanych tiid, totiz do t¥idy K [ b ] nebot — b e K (%]
diky rovnosti ab = ab.

(b) Jsou-li K[ ]a K[ ]u“lzné tiidy, pak jsou dibjunktni
coZ nejsnaze ukdZeme nepiimo: Kdyby zlomek 2 lezel
v obou tiidach, a tely i v jejich priniku, plynulo by

ZT:;— e K (%], Zc ay = bx, a analogicky bychom dostali

= dx ze vztahu x e K [_c-]
Y d
Implikace

Z.f// :zzz:%l :Zzt;}:ayd =cyb = ad = lc
davaji ad = be, odkud, jak hned uvidime, plyne naopak
rovnost obou t¥d. Je-li totu? néjaky prvek K [

tj. ab’ = a'b, pak také plati a'dd = ab'd = b'(ad) =

= b’(be), odkud vzhledem k tomu, Ze b # 0, plyne a'd=

= b’c, coi ale znamena, Ze Z, € K[d] Je tedy
K [ ] [ ), a stejnym zplsobem se ukaZe, Ze

( ] CcCK [ ) napidte si tuto &ist dtkazu! Je tudiz
(c) Zadné ze t¥id neni prazdna, nebot K [%] obsahuje,

jak jsme uZ ukézali v (a), pfinejmensim zlomek %-
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Dostali jsme tak rozklad mnoziny vSech (nezapornych)
zlomku na ,,tfidy zlomka se stejnym podilem®, coz uZ
jisté znate. Kazda takova t¥ida se nazyvd raciondlni
Gislo.

(2) RozloZzime mnozinu Z celych &isel na tii tiidy K,,
K, a K, podle nisledujiciho principu: Tfida K, bude
obsahovat pravé disla délitelna tiemi, K, (resp. K,) bude
obsahovat kaZdé celé ¢islo, které pii déleni tfemi da
zbytck 1 (resp. 2). Dvé cela &isla, kterd daji pii déleni
ttemi tentyZ zbytek, se nazyvaji kongruentni modulo 3
a piSeme @ = b (mod 3). Napt. je 623 = 263 (mod 3), ale
624 = 263 (mod 3), pfidemZ =£ chdapeme a &teme jako
,-neni kongruentni modulo 3‘“. Jak vypadaji t¥idy uvede-
ného rozkladu ?

Ky={...,—9,—6,—3,0,3,6,9,...} =
= {3n:ne Z},

K, ={..,—8,—5—2141710, ...} =
={3n 4+ l:ne Z},

Ky={..., —7—4,—1,25811, ..} =
= {3n + 2:ne Z}.

Vlastné nejsme je§té vibec opravnéni mluvit o tii-
dach, i kdyz se to zdd byt ziejmé. Ovéime to tedy jesté:
(a) Kazdé celé &islo patii do jedné tiidy, totiz do tiidy
K;, jestliZe dava pii déleni tiemi zbytek ¢. Protoze
jsou mozné jenom zbytky 0, 1 nebo 2, lezi v K, K, nebo

2
(b) Dvé rizné tiidy K; a K; jsou disjunktni, protoze ne-
zdporny zbytek (mensi nez 3), ktery dostaneme pii déleni
tfemi, je urden jednoznaéné, neexistuje celé ¢islo, které
by pii déleni tfemi davalo jak zbytek ¢, tak také zbytek
j #3.

(c¢) Zadna t¥ida neni prazdna; napt. je 0e€ K, 1€ K,,
2 e K,. Ttidy tohoto rozkladu se celkem pochopitelné
nazyvaji zbytkové tfidy modulo 3; pfirozené mizeme Z
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rozloZit také na 6 zbytkovych tiid modulo 6, na 529
zbytkovych tiid modulo 529, obecné na m t¥id modulo m
(m = 2). Zbytkové tiidy hraji v matematice dulezitou
tlohu napf. v teorii éisel. V nisledujicim textu budeme
obecné souvislosti také dasto vysvétlovat na piikladu
zbytkovych t¥id.

(3) RozloZeni defini¢niho oboru funkece f na t¥idy prvka
se stejnym obrazem, tj. na uplné vzory prvki z oboru
hodnot, je rozklad; ttidy tohoto rozkladu se nazyvaji
fezy funkce a definuji se jako K, = {z€ 2(f): (z,y) € f}.
(a) Kazdy prvek z e 2(f) piisludi alespoii jedné t¥idé,
nebot vzhledem k tomu, Ze x € 2(f), obsahuje f alespoii
jednu dvojici s prvni slozkou z: (z,y)e f. Je tedy
ze K,.

(b) Libovolné dvé tfidy K, # K, jsou disjunktni, proto-
ze kdyby bylo z€ K, a x e K,, tak by bylo (z,y) € f
a (z, z) € f, odkud diky jednoznaénosti f okamzité plyne
y = z, tedy K, = K,, coZ je spor s predpokladem K,
=+ K,

(c) Zadna ttida neni prazdna, nebot ka?dy obraz pfi f
obsahuje alespori jeden vzor.

Tak funkci s funkénim piedpisem y = sin z piislusf
obrazuy = Ofez K, = {..., —2m, —m, 0, =, 2%, ...} =
= {kn: ke Z}; obrazuy = s (—1 < s < 1) piislusi jako
fez K, mnoZina prvnich soufadnic vSech pruaseéika
piimky y = s s grafem funkce sinus. Mame-li pfi feSeni
goniometrické nebo trigonometrické tlohy vydéislit
hledany thel z hodnoty goniometrické funkce, mame-li
jej tedy ,,plecist* z tabulky této funkce, vezmeme podle
naseho zpisobu vyjadfovani z tabulky prvek fezu.
Vsechna feSeni goniometrické rovnice pak dostaneme,
ptihlédneme-li ke vztahtim mezi kvadranty a k periodi-
cité funkece.

(4) Podivame se jesté na jeden zajimavy piiklad roz-
kladu mnoziny, jejiz prvky jsou opét mnoziny: V po-
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ten®ni mnoZiné #(R) mnoZiny R redlnych &isel zafadime
mnoziny 4, B € #(R) do téZe t¥idy, pravé kdyz existuje
vzajemné jednoznaéné zobrazeni 4 na B. Jsou-li mnozi-
ny A a B koneéné, pak je k tomu ziejmé nutné a staéi,
aby obé mély stejny podet prvka. V oboru koneénych
podmnozin potenéni mnoziny tento pfedpis tedy vede
k rozdélenf mnozZin podle poétu jejich prvki, a to je jisté
rozklad podle nasi definice. JestliZe ale vstoupi do hry
také nekoneéné mnoziny, je tieba je$té ukazat, zda
i pak dostaneme rozklad. Jaké tfidy vzhledem k uve-
denému rozkladu pak jesté vzniknou, prozradime v od-
stavei 1.8.

Spolu s témito piiklady vznikaji takovéto otizky: Je
mozné kazdy rozklad mnoziny M vytvolit néjakym
takovym pfedpisem, tj. vztahem, ktery uréuje, kdy dva
prvky z M patii do téze tiidy a kdy ne?

Jaké ma mit takovy vztah mezi prvky mnoziny M
vlastnosti, aby vznikl rozklad M ?

Témto otdzkam se budeme vénovat v odstavei 2.3.

JE CAST MENSI NEZ CELEK?

1.8 POJEM MOHUTNOSTI
Zajimavé o nckonednych mnoZinich

Jsou-li hosté pozvani na oslavu narozenin, je takika
samozfejmé, %e kaidy dostane dil slavnostniho dortu
a %e kaZdy dil je mensi ne% cely dort.

P¥i vyrocich o mnoZinach chtéli bychom ,,¢dst celku*
pieloZit jako ,,vlastni podmnoZina mnoZiny*. Uéinime
nyni zajimavy objev, Ze tvrzeni ,,é4st je mensi nez celek*
musi sice vidy platit pro kone¢né mnoZiny, ale ne nutné
pro nekoneéné mnoziny.

Je-i v kiné ka?dé sedadlo obsazené, ma mnoZina
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divaki praveé tolik prvka jako mnozZina v kiné se vysky-
tujicich sedadel. To vime, aniZz bychom museli sedadla
a divaky poéitat. Kazdému sedadlu muzZeme ptifadit
pravé jednoho divaka (totiz uzivatele sedadla) a kazdé-
mu divaku pravé jedno sedadlo (totiz jeho misto k se-
zenf). Existuje vzajemné jednoznadné zobrazeni mnoZi-
ny sedadel na mnozinu divaki.

U koneénych mnozin se ziejmé vyskytuje pravé cha-
rakterizovand souvislost vidy: maji-i 4 a B stejny
podet prvki, existuje vzijemné jednoznadné zobrazenf
A na B. Muzeme dokonce prvky mno#in 4 a B ,,oéislo-
vat' a piifadit sobé prvky se stejnym éislem. Obracens,
z existence takového zobrazeni plyne, Ze 4 ma pravé
tolik prvki jako B.

Shrneme-li ted do jedné tiidy ty mnoZiny, které
maji stejny podet prvki, vznikne tak rozklad vsech
konednych mnoZin na t¥idy. Kazdou tfidu muZeme po-
jmenovat. Tiida vSech jednoprvkovych mnoZin se na-
zyva ,,1“, tiida vSech dvouprvkovych mnozin ,,2*, atd.
Ttidu, kterd obsahuje jen mnoZinu @, nazveme ,,0%.

Zakladatel teorie mnozin Georg Cantor?) pouzil ideu
vzaijemné jednoznaéného zobrazeni i na nekonedné
mnoziny. To umoznilo zobecnit vztah ,, 4 mé stejny
podet prvki jako B, ktery byl pro koneéné mnoziny
jasny. Do jaké miry to je prospésné, budeme muset
oviem jesté ukazat,

Definice 1.13. Mnoziny M, a M, se nazyvaji stejné
mohutné nebo ekvivalentni, pravé kdyz existuje vzdjemné
jednoznaéné zobrazeni M, na M,; piSeme M,~M,.

") Georg Cantor (1845—1918), némecky matematik; zabyval
se zejména analyzou a topologii; jeho hlavnimi vysledky jsou
aritmetick4 definice iraciondlnich &isel a predevaim vytvofeni
zakladh teorie mno#in. Cantor byl také jednim ze zakladatelt
némeckych a mezindrodnich matematickych kongresu.
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Prizdna mnozina je ekvivalentni pouze sama sobé.

Také pojem stejné mohutnosti mnozin ma vlastnosti
uvedené v odstavei 1.2 za D(1.1).

Koneéné mnoziny jsou tedy ekvivalentni, pravé kdyz
obsahuji stejny poéet prvka. Jak se D(1.13) projevi
u nekonednych mnoZin, vySetiime nejprve na piikla-
dech.

Pritadme kazdému prvku z N, jeho dvojnasobek.

0<>0 157 <> 314
14> 2 158 «»> 316
2e>4 L i
..... n <> 2n

156 «» 312 ...,

Tak dostaneme ke kaZdému celému nezapornému é&islu
pravé jedno sudé nezaporné ¢&islo a ke kazdému sudému
nezdpornému &islu praveé jedno celé nezaporné ¢islo, jak
je zndzornéno na pfipojeném schématu; dvojité sipky
spojuji prvky timto zobrazenim vzajemné ptifazené.
N, je ekvivalentn{ mnoziné vsech sudych nezapornych
disel. Nasledujici vyznam této skuteénosti je zpodatku

zardZejici:
Plné obsazeny hotel s nekoneéné mnoha jednolizko-
vymi pokoji, které jsou znadeny ¢&isly 1,2, ..., =, ...,

muze pfijmout jesté dalsi hosty, jestlize se pfemisti host
z pokoje 1 do pokoje 2, host z pokoje 2 do pokoje 4,
host z pokoje 3 do pokoje 6 ... Po tomto piemisténi
jsou vsichni dosavadni hosté ubytovani a vsechny po-
koje s lichymi ¢&isly se uvolnily pro umisténi dalsich
(dokonce nekonedné mnoha) hostli. Ziejmé ma N, stej-
nou mohutnost i jako mnozina @ vSech druhych mocnin
pfirozenych ¢&isel, ptipadné i jako mnoZina D vSech pfi-
rozenych ¢&isel délitelnych 10'°. Najdéte odpovidajici
vzajemné jednoznaéna zobrazeni!
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N, je nekoneénd mnoZina. Viechny mnoZiny, které
jsou ekvivalentni mnoZiné N, — mezi né% samoziejmé
patii i mnoZina N, sama —, se nazyvaji spoetné neko-
neéné mnoginy. Toto oznaleni je zvoleno smysluplné,
protoze je-li M mnozina ekvivalentni N,, muZeme kaz-
dému prvku z M vzajemné jednoznaéné piifadit ptiro-
zené &islo. Timto zplisobem budou prvky z M ,,o0éislo-
vany*‘. Predchézejici p¥iklady ukazuji, Ze také mnoZina
véech sudych é&éisel a mnozina vSech druhych mocenin
piirozenych &isel jsou spoéetné nekoneéné mnoziny.
Cvideni 18 vyZaduje diikaz, Ze i mnoZina Q* patii mezi
spotetné nekoneéné mnoziny. Tento vysledek udivuje
o0 to vic, Ze zlomky leii vSude ,husté”, tj. mezi dvéma
libovolné blizkymi zlomky z Q* lezi vidy jesté alespon
jeden zlomek.

Jak jsme uZ zjistili, nemtZe se u koneénych mnozin
nikdy stat, aby vlastni podmnozZina 7' mnoziny M byla
M ekvivalentni, zatimco u nekone¢nych mnoiin to je
docela dobfe mozné. Dokonce jsme ukazali, Ze mnozina
8 sudych (nezdpornych) &isel, N, a Q* maji stejnou
mohutnost, atkoli plati S C N, CQ*a 83 N, Q*.

Zajimava otézka je, zda existuji také nespoletné ne-
koneéné mnofiny, nebo je bohatstvi nekoneénych mno-
#in spodetnymi mnoZinami uZ vydéerpano. UkaZeme, Ze
mnozina ] = {r: € Ra 0 < x < 1}je nejen nekoneénd,
ale dokonce neni ani spodetna. DokaZeme to nepiimo
tak, Ze budeme pfedpoklidat, Ze I je jen spodetné ne-
koneéna.

Ka#dy prvek z I se d4 napsat pravé jednim zpitisobem
pomoci svého nekone¢ného dekadického rozvoje, ve
kterém se periodicky neopakuje 9, ve tvaru x =

v oo 1 = =
=0,ala2a3...(napr.]e7=0,250...; —1—1=O,18...;

% = 0,714285...). Kdyby I byla spoéetna, existovalo
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by alespoit jedno vzajemmé jednoznaéné zobrazeni N,
na I. Necht je to nasledujici zobrazeni:

0 <= 0, Gy Bgeg30oq- - - = Xy,
1l <> 0, @11,20,5044- - - = %4,
2 <> 0, Gy,095009004. .. = Xy,
N <> 0, G,10,50030,4. . . = Zp,

Na zakladé naseho predpokladu musi byt v tomto zobra-
zeni zahrnuty vechny prvky = € I. Piesto miZeme urdit
prvky z I, které se v tomto seznamu nevyskytujf.
Utvoime ' = 0, byb,bsd,... tak, Ze b; =1, jestlize
a; # 1, a b, = 2, jestlize a; = 1. Takto sestrojené &islo
z’ nemuze byt %Zadné z é&isel 2; € I, i kdyz 2’ € I, nebot
0 <z’ <1 a z'e R. NemizZe tedy existovat Zadné
vzijemné jednoznaéné zobrazeni N, na I; mnozina I neni
spotetna. Takovato mnozina I realnych &sel se nazyva
interval. KazZdy interval redlnych &isel ma stejnou
mohutnost jako mnogina viech reilnych &isel. Rikame,
Ze tyto mnoZiny maji mohutnost kontinua. Existuji do-
konce mnoziny, které nejsou ani spodetné, ani nepatii
k tém, jeZ maji mohutnost kontinua. MnozZina vsech
redlnych funkei definovanych na intervalu I patii mezi
né.

Oteviena ale ziistala jesté dvodni otizka, kdy je jedna
mnozina ,,mensi‘‘ nez druhd. U koneénych mnozin se
pro porovnan{ velikosti nabizi poéet prvki. Pro libovol-
né mnoZiny muZeme vyslovit nasledujici pravidlo:
MnoZina M, md mensf mohutnost neZ mnozina M,, priveé
kdyz M, nemi stejnou mohutnost jako M, a pfitom
existuje vlastni podmnoZina mnoZiny M, kterd je
ekvivalentni M,.

Co se tyde konednych mnoZin, dava tato definice stej-
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ny vysledek, jako kdyZ porovnime podet prvkia da-
nych mnozin.

Je zajimavé, Ze tato definice také dovoluje ,,odstuprio-
vat’ mohutnosti i nekoneénych mnoZin. Poznali jsme
t¥i tHidy nekoneénych mnozZin:

1. Spoletné nekonedné mnoziny,

2. mnoziny mohutnosti kontinua,

3. mnoziny, které nejsou ani spodetné, ani nemajf
mohutnost kontinua.

Ztejmé kazda spodetnd mnoZina mu¥e byt chipina
jako vlastni podmnozZina néjaké vhodné mnoziny mo-
hutnosti kontinua, ale ne obricené. Jsou tedy spodetné
nekoneéné mnoziny ,,mensi‘‘ nez ty, jez maji mohutnost
kontinua. MnoZiny zahrnuté do bodu 3 maji jesté veétsi
mohutnost, neZ je mohutnost kontinua.

Dodnes jesté ztstava oteviend otdzka, zda existuje
nekoneénd mnoZina, ktera obsahuje spoéetnou mnoZinu
jako vlastni podmnozinu, je vlastni podmnoZinou
mnoziny mohutnosti kontinua, ale sama nepatif ani
k mnoZinim uvedenym v bodé 1, ani k mnoZindm z bodu
2. Mohutnost takové mnoZiny by tedy leZela ,,mezi*
spodetnym nekoneénem a kontinuem. Tzv. hypotéza
kontinua vyluduje existenci takovych mnozin.

1.9 CVICENI

1. Nésledujici mnoZiny =zapiste ve tvaru M = {z:z€FE
a H(zx)}.
a) M,: mnozina vSech raciondlnic¢h &isel, je jsou v&tsi nes
2 nebo mensi nez —2.
b) M,: {+1; —1}.
¢) M,: mnoZina vsech raciondlnich é&isel, jeZ jsou men3i

ne? w a zdroven vétsi ne%
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2.

10.

50

TFi ptimky p,, ps, ps v rovind jsou popsdny nésledujicimi
rovnicemi:

T+ 2y=4,2—2y =03z — 2y = 4.

Uréete p, () s () Ps & odlivodnéte vysledek.

Dokaite, Ze pro libovolné mno%iny A4, B plati:
a) AU B =4, b)A\B)UB=4B.

4. Dokezte: ACBCCe A\YB=B(C.

DokaZte: Jsou-li alespoh dvé z mnoZin 4,, 4,, ..., 4,
disjunktni, pak plati 4, (Y 4, ()} - .. [} 4, = #. Plati také
obrédcené tvrzeni?

Necht 4 a B jsou libovolné mnoziny. Kterd z ndsledujicich
tvrzeni jsou logicky ekvivalentni?

(WACB, (2)ANB=4, (3)4JB =B,
(4)A\B = 4.

Dokazte nésledujici vyrok: Pro libovolnou mnoZinu Z
plati (pfi danych mnoZindch A a B)
[ACZaBCZl=>AUBCZ.

Tento vyrok se dé vylozit takto: Ze vSech nadmnoZin
mnozin 4 a B je A |J B ,,nejmensi’ ve smyslu inkluze.
Zformulujte odpovidajici vyrok pro prinik.

Pravdivy, &i ne? Vysetiete nasledujici vyroky:
8)ZACBaB( Cplyne 4 C.

b)Z A ¢ B plyne B¢ 4.
cmAcRA¢meB¢A
d)ZACBa A Cplyne B¢ C.

PopiSte mnozinu 4 () (B {J C), jestliZe nastane jeden
z nésledujicich pfipadua:
a)ANB=9,b)B=C,c)ACC,d)C=0,e)A =0
Urete A x B x C pro A ={0; 2}, B= {1, 3, b}, C =
= {2; 4).

Z kolika prvku se sklddd A x B, jestlie A je r=prvkové
a B s-prvkovd mnoZina?



11.

12,

13.

14.

16.

Dokaite,2e A x C = B x C = A = B plati pro libovolné
mnoziny 4, B a C # 0.

Kterd z ndsledujicich pfifazeni jsou zobrazeni?

F, ={(1,3),(2,5),(3,4),(4,3),(53)z M = {1, 2,8, 4, 5}

do M,

F, = {(z, y): (z,y)€ Ny x Ny & y = =, jestlizo = je sudé;
y = + 1, jestlize z je liché} z N, do N,,

Fy={(z,9): (z,y)€ Ny x Nga 1l 4+ o < y} z N, do N,

Fy = {(z,y): (x,y)€ Ny x Ny az® = y2} z N, na N,

Fy = {(z,y): (x,y)€ Z x Zazx?=y*tzeZnaZ.

Kterd z téchto pfFifazeni jsou dokonce vzdjemnd jedno-

znadnd? Jak se vzdjemnd jednoznatnost funkce odréii

v jejim kartézském grafu, resp. v jejim uzlovém grafu?

Pro funkce
f={lz,y): (z,9)€ Ny x Nyay = z* + 1}
a

g={=9):(z,y)€ Ny x Nyay = 3z + 2}
urdete fof, gog, fog, gof, f *ag L

Necht M = {a, b, ¢, d, ¢, {, g}. Které z ndsledujicich pod-
mnozin #(M) tvoii rozklad M?

a) {{a. b, ¢}, {c}, {d. g}}, c) {{a, b, e, g}, {c}, {d, 3},
b) {{a, e, g}, {c, a}, {b, ¢, f}} d){{a,b,c,d,e, [, g}}.

Uvazujme viechny trojihelniky v roviné. Je-li T'libovolny
trojuhelnik, t¥idu K(7') tvoti véechny trojihelniky podob-
né T'. Zjistdte, zda toto rozdéleni je rozklad.

Které z ndsledujicich mnoZin jsou kone&né, které neko-
nedné?

a) M, = {z:z€ Ny,a z > 5},

b) M, = {x: xz€ Ny a xz < 100!},

c) My = {z:x€ Ny a x> 100},

d) M, = {x: x€ N, a 10"z},

e) My = {z:x€ Q a 0,001 < x < 0,002},

f) My = {x:x€ Z ax < 1000)}.
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. 1
17. Ukazte, 0 mnozina viech zlomkd tvaru — , kde ne Ny \
n

\ {0} (kmenové zlomky), a také mnozina vsech uspofdda-
nych dvojic prirozenych &isel jsou spoéetnd nckoneéné
mnoziny.

18. Dokaizte: MnoZina Q* viech zlomku je spo&etnd.
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2. RELACE

VZTAHY JSOU VSiMm

2.1 POJEM RELACE
Mnohé p¥iklady sezndmi étenife s pojmem relace
a moZnostmi jejfho popisu

Objekty, jevy a pojmy se dasto snaZime pochopit talk,
%e odhalujeme jejich vztahy k jinym objektim, jeviim
nebo pojmiam; napi. ,,Romeo je zamilovin do Julie®.
Tyto vztahy neboli relace mezi objekty d&asto tvoii
v nasich znalostech pravé to podstatné. Tak nani. pFi
axiomatické vystavbé geometrie podle Davida Hilber-
ta8) se musime z¥ici definice zakladnich pojmii jako bod,
piimka, rovina; axiémy, z nich% lze odvodit vSechny
ostatni pojmy a véty euklidovské geometrie, spoéivaji
spiSe ve vztazich mezi témito zakladnimi pojmy.

Uvedme ted rozliéné piiklady:

— Max a Mofic jsou bratii.

— Zelezo ma mensf mérnou hustotu neZ rtut.

— 4 je délitel 256, tj. 4/256,

— Erfurt je od Gothy vzdalen nejvyse 100 km.

— MnozZina prvoéisel je obsaZena v mno#iné celych
tisel.

— 6 je nesoudélné se 49, tj. D(6, 49) = 1.

®) David Hilbert (1862-—1943), némeocky matematik; pfi-
spél k mnoha oblastern matematiky, napf. k teorii &isel, teorii
invariant, teorii algebraickych variet, teorii integrélnich
‘rovnic, varia¢nimu poétu, k zékladiim matomatiky, ale i k teo-
rotické fyzice. Pfesnd axiomatickd vystavba geometrie je
obsahem jeho préce ,,Die Grundlagen der Geometrie*, kterd
vysla v r. 1899 v nakladatelstyi Teubner-Verlag.

Rovnéz vyznamnsé pfispél k dal§imu rozvoji matematiky svy-
mi slavnymi 23 problémy. (Pozn. prekl.)
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— Z ,,ABCD je &tverec

navzijem puali*;

plyne ,,Chlopfiéky ABCD se
tj. ABCD ¢&tverec = tuhlopiicky

ABCD se navzajem puli (obr. 10).

D

c

Obr. 10

— Xantipa je spiiznéna se Sokratem.

— 36 je nasobek 9.

— ,,Skola, stop v abecedé pited ,,8upinou‘’.
— 18 ma prave tolik délitela jako 50.
— 623 dav4 pii déleni tfemi stejny zbytek jako 263, tj.

623 = 263 (mod 3).

— 623 ma stejny ciferny soudet j..xo 263.

— 4 je mensi nez 256, tj. 4 < 256.

— Gotthelf, Erich a Herbert Abrah' m maji stciné pii-

jmeni.

1 2
— Zlomek % diva stejny podil jake ——s—, tj. 3 =

18
2T

2

— Piimka 4B na obr. 10 je rovnobéini s piimko. CD,

tj. AB || CD.

— Ptimka AC na obr. 10 je kolma k pi¥imec Bi', tj.~

AC . BD.

— 2 je prvkem mnoziny prvodisel.

Pokusme se z téchto pi‘lkla,du odvodit obecny pojem
relace. Nejprve si viimnéme, Ze obecné jsou ve vzijem
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ném vztahu (napt. je délitel, mad mensf mérnou hustotu.
je vzdédlen nejvyse 100 km, stoji v abecedé pied, je
obsaZen v, z ... plyne) vidy dva prvky mnoZiny M
(napf. mnoZiny pfirozenych é&isel, mnoZiny chemickych
prvki, mnoziny mést jedné zemé, mnoziny slov deského
jazyka, mnoZiny podmnozin reilnych &fsel, mnoZiny
vyroki). Rikame, 7e prvky mnoZiny M jsou v relaci;
tak napt. prvky 4 a 256 jsou v relaci ,,je délitel“. Obecné
zfejmé zaleZi na pofadi prvkid; prvky 256 a 4 nejsou
v relaci ,,je délitel”’. Daji se tedy prvky z, y € M v né-
jaké dané relaci R chipat jako uspofadané dvojice
(z, y) (srov. odstavec 1.5) a relaci B v M muzeme charak-
terizovat jako tu podmnoZinu kartézského soudinu
M x M, jei obsahuje pravé vSechny uspofddané dvo-
jice (z, y) takové, Ze x je v relaci R s y. Je-li s y v relaci
R, piSeme (z,y)€ R, nebo struénéji xzRy. Obricend
urtuje ka’?dd podmnozZina T' C M x M relaci R v M
pfedpisem: xRy, praveé kdyz (z, y) e T.

Definice 2.1. Relaci R v mnoZiné M rozumime libovol-
nou podmnozinu kartézského souéinu M x M.

Priklady. Je-li R relace ,,mensi nez’* v mnozZiné M
celych ¢isel od 0 do 5, muzeme R vyjadfit jako podmnozi-
nuM x M:

R ={(0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4), (0, 5), (1, 2), (1, 3), (1, 4),

(l» 5)’ (2’ 3)! (2’ 4)s (2’ 5)7 (3a 4)a (3, 5)’ (4’ 5)}
Relace R = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 4)} v mnoZind M =
= {1, 2, 3, 4} se da popsat také takto: zRy, pravé kdyz
z < y a z|y. (Srov. popis mnoZiny vydtem jejich prvki,
pHp. udanim charakteristické vlastnosti!)

Kazda podmnozina R soué¢inu M x M definuje relaci
v M, tedy také mnoZiny R, =0, Ry, =M X MaR; =
= {(x, z): x€ M}. Relace R, =0 se nazyva nulovd
relace v M; v této relaci nejsou zadné dva prvky. RB; =
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= M x M se nazyva totdlni relace v M. A koneéné relaci
R; fikdme identita v M (nebo také diagondla), nebof
xRy plati, praveé kdyz z = v.

Pohled zpét na odstavec 1.7 ukazuje, Ze relaci v M
muzZeme také chapat jako pfifazeni z M do M; v tomto
smyslu mluvime pak také o definiénim oboru a oboru
hodnot relace R (2(R), resp. 3#(R)).

Zrovna tak je moZné sklidat dveé relace jako pfitazeni.

Mnohy étendt si uz jisté vSiml, Ze definice relace
D(2.1) se neda pouzit na ptiklad ,,2 je prvek mnoZiny
prvodisel, a¢koli bychom piece jen asi chtéli ,,je prvek*
za relaci povaZovat. Tato relace ale dava do vztahu
prvky mnoziny 4 (zde mnoZiny N, celych nezdpornych
&sel) s prvky jiné mnozZiny B (zde potenéni mnoZiny
mnoziny N,, ze které je vzata jako jeden z jejich prvku
mnozina prvoéisel). Proto abychom zahrnuli i takové
piipady, rozsifime definici relace nasledovné:

Definice 2.2. Relace R mezi mnoZinami 4 a B je pod-
mnozZina kartézského soudinu 4 x B.

i Pro takové relace miZeme jako piiklad uvést jesté
relaci ,,Jezf na* mezi mnoZinou A4 vsech bodid v roviné
a mnozinou B viech piimek této roviny.

V nasledujicim ale pfece jen zistaneme u relacf
v mnoziné M; takové relace miZeme popsat riznymi
zpusoby. Je-li mnoZzina M koneéna, muze byt relace
v M (v principu) dédna vydtem uspofddanych dvojic
(x,y)e M x M patticich do R, nap¥. relace R =

={(1,1), (1,2), (1,3), (1, 4), (1,5), (1,6), (2,2), (2 4),
(2, 8), (3,3), (3, 6) (4, 4), (5, 5), (6,6)} v mnozing M=
= 2, 3,

'({Tvedomme si vsa,k, ze relace R v M je mnozina, totiz
podmnozZina M x M, takZe ji muZeme jako kazdou
mnozinu také popsat néjakou charakteristickou vlast-
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nosti, ktera je splnéna pravé pro ty uspofddané dvojice
ze zakladni mnoZiny M x M, jez patfi do R. Predchozi
relace B muZe byt takto charakterizovdna jako R =
={(x,y):xr,ye M a x|y}, kde M = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

[ d x x x x
1 d % x
4t x » x
3 x »
2F x x
1 x
' ) 1 L . 1

0 1 2 3 4 5 [
Obr. 11

Protoze kazidou (bindrni) relaci B v M mizZeme také
chapat jako pfifazeni, miZeme pro znazornéni R stejné
jako u ptifazeni nakreslit graf relace, jak je vidét na
obr. 11 opét pro relaci ,je délitel v mnoziné M =
= {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Stejné dospéjeme i k uzlovému grafu
relace; je oviem bézné pro rclace v M nckreslit oba
exemplafe oblasti roviny odpovidajici mnoZiné M. nybrz
jen jeden, jak vidime na obr. 12 opét pro shora uvedenou
relaci. Pro kazdé x takové, ze 2Rz, se pak musi namalo-
vat Sipka z P, do P,, coZ nazna¢ime malou , kruhovou®
Sipkou okolo P,. Ziejmé zavisi na relaci a na 1udelu,
jakému znézornéni dame piednost; v naSem piikladu

-
[
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uzlovy graf jisté dava nazornéjsi pfedstavu o uvedené
relaci. Naopak diive zavedené relace R, (nulova relace),
R, (totalni relace) a R; (identita na M) maji zvlast pie-
hledny kartézsky graf. Jak vypadaji ? Napf. graf relace R;
objasnuje, proé¢ se této relaci také fika ,,diagonala M*‘.

Obr. 12

V nadich uvahach jsme relaci vidy rozuméli mnozinu
uspofadanych dvojic (z, y), kde z, y € M v ptipadérelace
v M, resp. x€ A, ye B v piipadé relace mezi 4 a B.
Chceme-li ale napf. relaci ,,byti mezi* (reilné é&islo z
lezi mezi realnymi ¢&isly ¥ a z) podfidit tomuto mnozinové
teoretickému nazirani, musime — vzhledem ke tfem
proménnym x, y, z — plejit k uspofddanym trojicim
(x,y,2), tedy k podmnoiinim kartézského souédinu
M x M x M. Takovym relacim fikame terndrni relace.
Obecné rozumime k-narni relaci v M podmnozinu kar-
tézského soudinu M x M X ... x M.V této kapitole
jsme se tedy zabyvali jen bindrnimi relacemi. Ani zde
uvedeny k-nasobny kartézsky soudin nemusi mit samo-
zfejmé vsechny dinitele vesmés rovné M. Bez tohoto
omezeni pak dalSim zobecnénim dojdeme k pojmu
k-narni relace v M, x M, x ... x M,. Plati-li (z,,
Zy, ..., %) € R, fikame, Ze k-tice (x,, =z, ..., xy) je
v k-narn{ relaci R.
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MAX A MORIC JSOU BRATRI

2.2 VLASTNOSTI RELACI
Tato kapitola se zabyvd vlastnostmi relaci, jako je napf.
reflexivita, symetrie, tranzitivita; poloZime sl otdzku, zda
z nékterych téchto vlastnosti neplynou ostatnf

Skutednost, Ze Max je bratr Mofice, jsme vyjadiili
jako ,,Max a Mofic jsou bratii‘‘. V této formulaci se uz
ale skryva dal3{ informace o relaci ,,je bratr”. To je
nejlépe patrné, pokusime-li se prejit od vyroku ,,4 je
délitel 256 k formulaci ,,4 a 256 jsou délitelé‘‘. Posledni
vyrok je podle toho, jaky méme vztah k jazyku, ne-
smyslny anebo polopravdivy. Pokus o pfeformulovani
nemohi byt GspéSny proto, Ze v uvedeném piikladu
zale%i na pofadi prvku 4 a 256, zatimco v prvnim pii-
kladu pofadi nehraje Ziadnou roli: je-li Max bratr
Muiice, je také Mofic bratr Maxe. Relace s touto vlast-
nesti se nazyvaji symetrické. Piitom mldky predpokla-
<‘ame, Ze M je neprazdna.

Definice 2.3. Relace B v M se nazyva symetrickd,
pravé kdyZ pro véechna x, y € M, pro néz plati xRy, je
také yRzx; jinak Fedeno: xRy a yRx plati vidy soudasné.

Priklady. (1) Relace ,,je rovnobéZny s* v mnoziné p¥i-
mek néjaké roviny je symetricka, nebot je-li g || &, je
také h || g. MazZeme tedy také Fici, Ze obé piimky g a A
jsou navzijem rovnobézné.

(2) Relace ,,ddva pii déleni tiemi stejny zbytek je
symetrickéd, nebof ¢ = b (mod 3) znamena e = b + 3c,
¢ celé, odkud ihned plyne b = a 4 3(—c), tedy b=a
(mod 3), nebot (—=¢) je stejné jako ¢ celé ¢islo.

(3) Relace ,,je zamilovan(a) do‘‘ uvazovani v dosta-
tedné velké mnoZiné lidf je zjevné nesymetricka, protoze
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zRy ne vidy znamenad yRz; pravé to byvi pieinou
nestastné lasky.

(4) Relace ,,z ... plyne* definovand v mnoZiné vy-
rokd, v Feéi jinak formulovana jako ,jestlize ..., pak®,

kterou budeme v dal$im nazyvat vidy implikace, neni
symetrickd, jak poznime z nasledujiciho protiptikladu:
Vyrok ,,ABCD je &tverec = uhlopfitky ABCD se na-
vzdjem puli* je spravny. Naproti tomu jeho obriceni
,»Uhloptitky ABCD se pili = ABCD je &tverec'* spravné
nenf, nebof i v obdélnfku se dhlopti¢ky pili.

Tento pfiklad obraci nasi pozornost jesté jednou na
ono misto v definici symetrie, na kterém se tik4, Ze¢ spolu
s zRy ma zaroven platit yRz. Je-li tento pozadavek jen
jednou poruSen, neni R symetrickd. Tato poznamka
je dilezita v souvislosti s implikaci, protoZe bychom
piirozené mohli najit dostateéné mnoho piikladit vy-
rokt zaménitelnych vzhledem k implikaci, nap¥. ,,celé
¢islo ¢ je délitelné tfemi = ciferny soudet &isla ¢ je déli-
telny tfemi*’, pfiemz je spravnd i obracena implikace.
V takovych piipadech misto ,,=‘ piSeme oboustrannou
gipku ,,&*, kterou éteme jako ,.je logicky ekvivalentni‘
nebo ,,tehdy a jen tehdy, kdyz“, anebo ,,pravé kdyz‘.
Logickd ekvivalence je tudiZ symetricka relace a mohli
bychom — vritime-li se k pfedchozimu piikladu —,
Fici: ,,Délitelnost ¢&isla tfemi je ekvivalentni délitelnosti
jeho ciferného soudtu tfemi’. Ziejmé je pro pouZiti
matematické véty velmi dulezité védét, zda ma logickou
strukturu implikace nebo ekvivalence.

(5) Zatimco implikace se ukazala jako nesymetricka
relace, tj. jako takovd, v niZ existuji jak dvojice (z, ¥),
pro né% zaroven plati zRy i yRx, tak i1 dvojice, pro néZ
je sice splnéno xRy, ale ne y Rz, poskytuje relace ,,mensf
nez‘‘ piiklad relace tzv. asymetrické, v niZ xRy a yRx
nenf nikdy splnéno soudasné. Ptejdeme-li od relace
»<‘“krelaci ,, <%, pak existujf dvojice prvku (z, y), pro

60



néz plati jak 2 <y, tak 1 y < z, totiz pravé ty dvojice,
kde x = y. Relace R s vlastnosti, 7e z xRy a yRx plyne
vidy z = y, se nazyvaji antisymetrické, takové je napf.
relace ,je délitel* v mnozZiné celych kladnych d&isel.
Rozmyslete si, jak se symetrickd relace pozna podle svého
grafu, resp. uzlového grafu.

V nasem tivodnim ptikladu se také vyskytla formulace
,,Gotthelf, Erich a Herbert Abraham maji stejné ptijme-
ni*, ktera — to u# ted vime —, muZe byt spravna, jen
kdyz je relace ,,ma stejné pifjmeni jako* symetricka.
Tak tomu vskutku je. Ale to, Ze tu spolu stoji vic
nez dva prvky se spolednym p¥iznakem, v tom hraje
roli jesté dalsi vlastnost relace. UvaZujme rovnéz sy-
metrickou relaci ,,je vzdalen nejvyse 100 km od‘‘. Adkoli
jsou ted oba vyroky ,,Gotha je vzdéilena nejvyse 100 km
od Erfurtu* a ,Erfurt je vzdilen nejvyse 100 km od
Merseburgu** spravné, nemuZeme ¥ei, Ze , Erfurt,
Gotha a Merseburg jsou od sebe navzijem vzdéileny
nejvyse 100 km, nebot vzdilenost Gotha — Merseburg
je vétsi nez 100 km. Uvedena relace K se tedy neda
,,prendfet’’, nemd vlastnost, ktera se nazyva tranzitivita:
Jestlize xRy a yRz, pak také zRz.

Definice 2.4. Relace R v M se nazyva tranzitioni, pravé
kdyZ pro vsechna z, y, 2 € M, pro néz plati xRy a yRz,
je také zRz; jinak fedeno: Z xRy a yRz vidy plyne zRz.

Priklady. (1) Relace ,,je mensi nez* v Z je tranzitivni,
nebof z x < y a y < z plyne ihned z < 2. To je zaroven
piikladem relace, ktera je asymetricks, ale tranzitivni.

(2) Relace ,,je délitel v N, \ {0} je_tranzitivni. Plati-li
totiz a | b a b | ¢, takZe podle definice relace délitelnosti
existuji pfirozena éisla s a ¢ takovd, Ze b = sa a ¢ = tb,
odkud plyne ¢ = t(sa) = (ts) a. Protoze ts je celé kladné
¢islo, dostavame odtud ¢ | c. Tato relace tedy poskytuje
priklad antisymetrické a tranzitivni relace.
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(3) Dulezitym pfikladem nesymetrické, ale tranzitivni
relace je implikace. Vidyt na tranzitivité této relace
podstatné zavisi matematicky tsudek.

(4) Symetricka relace ,,dava pii délenf tfemi stejny
zbytek* je také tranzitivni: Z a = b (mod 3) a b=c
(mod 3), tj. a =b +3g a b =c + 3k pro g, h celd,
pPlyne @ = (¢ + 3h) +3¢g=c + 3(h +g), tedy a=c¢
(mod 3), nebot spolusgahjeih 4 g celé ¢islo.

(5) Relace ,,je kolmy na‘ v mno#iné piimek jedné
roviny je symetrickd, jak ihned zjistime, ale neni tran-
zitivni (obr. 13).

g kL
™\ >
h l

B

Obr. 13 Obr. 14

~0

(6) Priklad relace, jez neni ani symetricka, ani tran-
zitivni, najdeme tfeba v relaci ,,je prvni derivaci*
v mnoZiné libovolnékrat derivovatelnych funkef nebo
v relaci ,je stryc”, o relaci ,je zamilovin do* ani
nemluve.

Velmi zfetelné se tranzitivita odrazi v uzlovém grafu
relace: S libovolnymi dvéma na sebe ,navazujicimi‘
Sipkami z P, do P, a z P, do P, patfi do grafu také
,,premostujici* sipka z P, do P, (obr. 14). MiZeme se
tedy dohodnout na zjednoduseni uzlového grafu tran-
zitivni relace, pfi ném7 odstranime sipku z P, do P,,
jestlize graf uZz obsahuje dvé sipky (z P, do P, az P,
do P,), jejichz pfemosténim je Sipka z P, do P,. Uzlovy
graf tranzitivni relace ,,je délitel“ v M = {1, 2, 3, 4, 5, G}
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na obr. 12 se podle této umluvy zjednodusi na graf zna-
zornény na obr. 15.

Obr. 16 ilustruje, jak lze tranzitivitu poznat na kar-
tézském grafu relace R: Leif-li jeden ze &étyf vrchola
obdélniku se stranami rovnobéZnymi s osami na diagona-
le a oba jeho sousedni vrcholy jsou body grafu relace R,
pak do grafu R musi vidy patfit i étvrty vrchol. Podle
obr. 16 pro to snadno najdete odivodnéni.

(x,2) (yzleR
Z femm e e

y el e
(x,1vltR (y.y!
XX
x y z
Obr. 15 Obr. 16

V matematice se ¢asto uzfvaji relace k tomu, abychom
rozdélili prvky néjaké mnoziny M do t¥d rovnocennych
prvka (srov. odstavec 2.3). Tak napf. v euklidovské
geometrii rozlisujeme shodné tdtvary, ale divime se na
né jako na ,rovnocenné‘‘; pravé tak jako na zlomky,
které se daji na sebe pfevést kracenim nebo rozsifenfm.
Ptirozené, takova relace rovnocennosti v sobé zahrnuje
i obvyklou rovnost, tj. kazdy prvek mnoziny M je sim
sobé rovnocenny. Relace B v M, kterd ma byt relaci
rovnocennosti, proto musf mit vlastnost xRx pro viechna
z € M. Tato vlastnost se nazyva reflexivita.

Definice 2.5. Relace B v M se nazyva reflexivn{, privé
kdyz pro véechna x € M platf xRz. Neni-li naopak zRzx
splnéno pro zadné x € M, nazyva se R ireflexivni.
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Okamzité zjistime, Ze relace ,,je dslitel*, ,je vzdalen
nejvySe 100 km od®, ,,ma pravé tolik délitela jako*,
,,dava rti déleni tfemi stejny zbytek jako*, , davaji stej-

ny podil, ,je rovnobézny s stejné jako implikace
jsou reflexivni. Ireflexivni jsou naproti tomu relace ,,je
leh&i nez®, ,stoji v abecedé pted‘, ,je mens&i nez*,

,,je kolmy k. Relace B = {(z, ¥): xy je liché} v mnoZiné
celych &isel neni reflexivni, nebot xRz ziejmé plati jen
pro licha z. Tento piiklad mimo jiné ukazuje, Ze je
tfeba rozliSovat ,,ireflexivni‘ a ,,nereflexivni‘‘. Podobné
relace ,,je zamilovan do* nenf reflexivni, ale ani ireflexiv-
ni, nebot vztah xRz sice obecné neplati, ale je sprivny
pro x = Narcis®).

Do grafu reflexivni relace patii vSechny body (x, x)
diagondly, a obracené, graf s touto vlastnost{ je grafem
reflexivni relace.

U uzlového grafu jsme se uZ dohodli, Ze platnost
vztahu 2Rz budeme vyjadfovat malou kruhovou Sipkou
okolo bodu P, ptitazeného . Je-li R reflexivni, pak kaz-
dému bodu z M piislusi kruhova Sipka, a tak miZeme
graf dile zjednodusit smluvenym odstranénim téchto
kruhovych sipek. Pro relaci ,,je délitel” v M = {1, 2, 3,
4, 5, 6} tak dospéjeme od grafu na obr. 15 ke grafu na
obr. 17.

4 &
2 3 5
1
Obr. 17

®) Narcis: v fecké bdji krdsny jinoch, ktery za to, Ze pohrdl
léskou nymfy Echy, byl potrestén tim, Ze se zamiloval do
svého vlastniho obrazu.
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Budeme nyni zkoumat, zda dosud uvaZované vlast-
nosti relacf jsou navzajem nezivislé, anebo z nékteré
z t&chto vlastnosti nutné plyne jina.

Nejdi#ve ukaZme, Ze tii ,,zékladni vlastnosti‘‘, reflexi-
vita, symetrie a tranzitivita, jsou navzijem nezavislé,
nebof z libovolnych dvou téchto vlastnosti nemusf
nutné plynout ta tfeti. Mezi nasimi pifklady snadno
najdete relace, jeZ jsou
— reflexfvni a symetrické, ale ne tranzitivni;

— reflexivni a tranzitivni, ale ne symetrické;
— symetrické a tranzitivni, ale ne reflexivni.

Tady se také vyplati dikladnéji si rozmyslet logickou
strukturu diikazu: Abychom dokazali tvrzeni A (nezavis-
lost tif zékladnich vlastnosti), ukdZeme, Ze neni spravny
vyrok ,ne A“. Tento nepiimy diikaz bude proveden,
jestlize ke kaZdému moZnému piipadu zavislosti onéch
t#i vlastnosti uddéme protipiiklad.

Naproti tomu jiné vlastnosti relace mohou byt
navzajem zcela zavislé, jak ukazuje nasledujici véta.

Véta 2.1. Pro libovolnou relaci B v M plati:
a) R je asymetrickd = R je ireflexivni;
b) R je sreflexivni a tranzitivni = R je asymetrickd.

Dikaz. (a) Protoie R je asymetricka, neplati xRy
a yRx zarovet, neplati tedy zaroven ani pro x = y, to ale
znamend, ¥e xRz neni splnéno pro Zadné x € M. Je tedy
R ireflexivni.

(b) K dikazu asymetrie R je potfeba ukazat, Ze vzta-
hy zRy a yRx nenastanou soutasné. Dukaz provedeme
nepiimo tak, e z pfedpokladu existence dvojice (x4, ¥,),
pro niZz je ziroven xRy, i y,Bx, dojdeme ke sporu
s jednim z pFedpokladu tvrzeni. Z platnosti vztaha
xRy, a y,Rx, vSak plyne diky pfedpoklddané tranziti-
vité z,Rx,, a to je spor s pfedpokladem ireflexivity, podle
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niZz nemuZe byt 2Rz pro Zadny prvek z M. Je tedy nis
predpoklad nespravny, a plati tudiZ jeho opak, tj.
“tvrzeni véty, c. b. d.

V matematice se dasto vyuZiva véty o rovnosti tieti-
mu: ,,Jsou-li dvé velikosti rovny tieti, tak jsou rovny
také navzajem. Ptime se: Na zakladé které vlastnosti
relace R muZeme tento tisudek pouZit i na R?

Véta 2.2. Pro symetrickou a tranzitivni relaci B v M
plati: Z xRz a yRz védy plyne xRy (rovnost tietimu).

Dikaz. Necht z, y, 2 jsou libovolné prvky M takové, Ze
2Rz a yRz. Diky symetrii R mGZzeme od (xRz a yRz) pie-
jit k vyroku (zRz a zRy), odkud diky tranzitivité B hned
plyne zRy, ¢. b. d.

Obracené plyne také symetrie a tranzitivita z rovnosti
tetimu, ovSem jen pro reflexivni relace. To nahlédneme
takto: Predpokladejme, Ze (xRz a yRz) = zRy. Proz = x
odtud dostaneme (xRBx a yRz) = xRy. A protoze diky
ptedpokladané reflexivité plati xRz pro véechna x € M,
uvedens implikace se zjednodusi na yRx = xRy, to ale
znamena, %ze R je symetrickd. R je rovnéZ tranzitivni,
nebot z (xRy a yRz) plyne diky shora dokizané sy-
metrii (xRy a zRy), takZe na zakladé piedpokladané
rovnosti tfetimu odtud plyne zRz.

Nakonec se jesté vyplati podivat se trochu na zfejmou
piibuznost relaci ,,je mensi nezi®, ,neni mensi nezi,
,,je vétsi nez’‘, piipadné relaci ,,=* a ,, % nebo relaci
,,je délitel“ a ,,je nasobek®.

Znéizornéme relace
R, = {(z, y): xjemendinez y} = {(z, y): x < y},

R, = {(z, y): x neni mensinez y} = {(x, y): x =y},
Ry = {(x, y): z je vétdinezi y} = {(z, y): * > y}
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v mnoiiné M = {1, 2, 3, 4, 5, 6} kartézskym grafem
(obr. 18). Zjistime, Ze z 36 prvka M x M patii do R,
pravé ty, které nepatii do R,, a naopak do R, pati
praveé ty, jez nepatii do R,, coZ lze zjistit uz ze slovniho
vyjad¥eni relaci. Z hlediska teoric mnoZin je tedy R,
doplhikem mnoziny R, vzhledem k zdkladni mnoZiné
M x M (srov. kapitolu 1). Analogicky k tomuto ozna-

1 R,
- x x x x x 6r »
- x x x x 5F x x
- x x »* 4 x x x
L. x x 3t x x x x
- ®x 2F x X x n x
| 1 x x = x X %
1 L ) L i ) 1 ) 1 L L
1T 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
) R
L PY x
R x X
- x X X

N W &N U O

3 x x x x x

d

1 2 3 4 5 6 Obr.18(R,R, R)
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deni se relace R’ = {(z, y): (x,y)e M x M a (x,y)¢ R}
piisludnd k relaci B (v M) nazyvéa doplitkovd relace k R.
Z této definice hned plyne, ze dopliikova relace k relaci
dopliikové k R je zase relace R; piSeme (R') = R.
Zobrazeni, které ka?dé relaci ptifazuje jeji doplikovou
relaci, je tudiz involutorni, takZe relace R a R’ mizeme
nazyvat navzdjem doplitkové.

6- x x x x x
5 x x x x °
4F x x X ] [
IF x x o ° o
2F x [} o o o
1r o o [} -} o
1 1 1 L L L

1 2 3 4 5 6
Obr. 19

Na obr. 19 jsou sestrojeny grafy relaci R, a R, ve stejné
soustavé soutadnic; body patfici do R, jsou oznadeny
kiiZky, body patiici do R, krouzky. Je vidét#ie grafy
R, a R, lezi soumérné podle diagonaly: bod (z, y) patif
do grafu R, pravé kdyz bod (y, z) patii do grafu R,.
Podivame-li se na relaci v M jako na pfitazeniz M do M,
je R, pravé inverzni pfifazeni k R,, a naopak. MuzZeme
proto zavést pojem relace R~! inverzni k relaci B v M
prostiednictvim definice:

R ={x,y): (x,y)e M x Ma(y, z)e R}.

Stejné jako pro pfifazeni, plati také zde pfirozené
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(B™Y)"! = R; miZeme tudiZz B a R~! oznadovat jako
navzdjem inverzni. Dalsi pfiklad dvou navzijem inverz-
nich relaci najdeme v relaci ,,je délitel** a ,,je ndsobek*’,
nebot x | ¥ znamend y = ca, c celé, to ale znamena, Ze y
je nasobek z, a obracené.

Zodpovézeni zajimavé otazky, jaké relace maji vlast-
nost R = R, pfenechivime ¢&tenafi; dostane se tak
nami uz studovana t¥ida relaci, které se tudiZ daji cha-
rakterizovat i rovnosti B = R~

Na zivér jesté uvaiime, které vlastnosti relace R se
pfendseji na R, pfipadné R’.

Véta 2.3. (1) Reflexivita, ireflexivila, symetrie, asymet-
rie, antisymetrie a tranzitivita se preniseji z R na B7L.

(2) Pfi pfechodu od R k R’ se prend$i symetrie, zatimco
reflexivita pfechdzi v ireflexivitu, a naopak.

Dakaz. Tvrzeni spojuje dohromady devét jednotlivych
vyroku (které?) Viechny dukazy probihaji podle stej-
ného schématu, takze se zde spokojime s jednim vzorem.
Ostatni si rozmyslete jako cviceni.

Necht R je tranzitivni, ukdZeme tranzitivitu R™.
Je-li (z,9), (y,2)€ R, je (y, x), (2, y) € R. Protoze R
je tranzitivni, plyne odtud (z, ) € R, takze (z,2)€ R,
c. b. d.

Pteneseni symetrie z B na R’ ukdZeme nepiimo.
Kdyby R’ nebyla symetricka, existovala by alespon jed-
na dvojice (24, y,) takova, Ze (x,, yo) € R', ale (y,, x,) ¢
¢ R’. Z definice doplnkové relace plyne, Ze pak (y,,
z,) € R, ale diky symetrii B odtud dostdvime (z,,
Y) € R, coZ je ve sporu s piedpokladem, Ze (x4, y,) € R'.
Je tedy R’ spolu s R také symetrickd, c. b. d.
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ROVNY ROVNEHO SI HLEDA

2.3 RELACE EKVIVALENCE
Ctendf se seznami s jednim ze zakladnich pojma matemnatiky,
8§ pojmem ckvivalence v M a’s jeho souvislosti 8 rozklady M

,,Rovny rovného si hleda‘’, fikiva ncsouhlasné teta
Herma, kdyZz chuligan Mike odvadi svého kumpéna
Freda ke kazdovedernim toulkam. Pt¥itom Mike a Fred
byli vSechno moiné, jen ne stejni; Mike byl maly a re-
zavy, Fred zas kudrnaty éernovlasy atlet, a o dva roky
mladsi nez Mike. Je pfirozené jasné, Ze teta minila své
uslovi docela jinak. Pouzije-li nékdo toto uslovi, uZiva
slovo ,,rovny‘ ne ve smyslu absolutni identity, podle niZ
je véc rovna jen sama sobé, nybrz v rozsifeném smyslu
,,yovnocennosti‘“ neboli ,,rovnosti vzhledem k jednomu
& vice danym piiznakim*. Dvé véci, které se vzhledem
k néjakému piiznaku rovnaji, i kdyz jinak mohou byt
zcela rozdilné, nazyvame &asto ekvivalentni vzhledem
k tomuto p¥iznaku.

Pii rozdavani uéebnic na novy skolni rok se na viech-
ny zaky hledi jako na ,,rovné*, patfi-li do tého% roéniku,
nebot dostdvaji stejné knihy. V tomto smyslu existuje
jen 10, resp. 12 ruznych skupin zaka.

Pro upevnéni pojmu ,,barva‘’* dostavaji déti v matef-
ské Skole tlohu rozdélit rizné predméty podle barev.
Pfitom se musi naudit nebrat zretel na tvar, funkei
a material pfedmétu a jako klasifikaéniho ptiznaku
pouZivat jen jeho barvu. Tak bude mnoZina tfidénych
pfedmétt rozloZena do tfid objekti ste]né barvy (srov.
odstavec 1.7). me klasifikaéni princip muze prlrozene
vést ke zcela jinému rozkladu téze zakladni mnoziny.
Mime-li napi. dievéné tydky ruznych barev, délek
a tvarQ prufezu, je zpoditku pro déti obtiZné piejit od
jednoho rozkladu k jinému. Aby mohlo takovy rozklad

70



provést, musi mit dité schopnost zjistit u kazdych dvou
objekti, zda jsou v relaci ,,rovny vzhledem k uvedenému
pkiznaku®, nebo ne.

Ziejmé existuje uzsi souvislost mezi rozkladem mno-
Ziny M a , klasifika¢nim principem*, ktery takovy roz-
klad vyvolava. Priklad relace ,,je nejvySe o 1 cm delsi
net“ v mnoziné dfevénych tydek ale ukazuje, Ze ne
kaZdou relaci muZeme pouzit jako klasifikaéni princip.

= %
— B
Obr. 20 Obr. 21

Obr. 20 ukazuje, Ze vzhledem k této relaci jak = a ¥,
tak i y a z leZi ve stejné tiidé, ne ale z a z; tj. tiidy K,
a K, nejsou ani identické (nebot ze K,, ale x¢ K,),
ani disjunktni (nebof ye K, N K,). To nas pfivadi
k tomu, abychom se zabyvali otdzkou poloZenou uz
v zdvéru odstavce 1.7, totiz jaké vlastnosti musi mit
relace R v M, aby vznikl rozklad M. UvaZujme proto
néjaky rozklad 8 mnoZiny M a relaci B v M takovou,
Ze xRy, pravé kdyz x le#i v téZe t¥idé rozkladu jako y.
Ziejmé je R reflexivni, nebot predevsim leZzi kazdé
x € M alespon v jedné tiidé rozkladu, a pak — trividlné
— vtéle t¥idé jako . Lezi-li x v téZe tiidé jako y, leZi také
y v téZe t¥idé jako =z, tj. spolu s xRy plati i yRz. Je tedy
R symetrickd. Koneéné je R tranzitivni, nebot leZi-li =
v téze tFidé jako y a y v téZe t¥{dé jako z, musi také z a z
lezet v této tiidé. Pritom jsme podstatné pouZili disjunkt-
nost t¥d; jinak by také mohl nastat pfipad zachyceny
na obr. 21, ktery nedovoluje zadvér ,x leii v téze t¥idé
jako z%.
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Nase tivahy ukazaly, Ze kazdy rozklad M vede k de-
finici reflexivni, symetrické a tranzitivni relace B v M.
NeZz ukizeme, Ze také obricené kazda takova relace
v M dava rozklad M, relaci s témito vlastnostmi pojme-
nujeme.

Definice 2.6. Relace B v mnoziné M se nazyva relace
ekvivalence v M, pravé kdyZ je reflexivni, symetricka
a tranzitivni.

Nyni se budeme vénovat hlavni vété o relacich ekvi-
valence, ktera popisuje souvislost mezi rozklady mnozi-
ny M a v M definovanymi relacemi ekvivalence.

Véta 2.4. (1) Kasda relace ckvivalence R v M ddvd
rozklad M.
(2) Kazdy rozklad B mnoZiny M mateme dostat z relace
ekvivalence v M.

Nez pristoupime k dikazu této véty, chtéli bychom
zjistit spojitost mezi relaci ekvivalence a rozkladem.
Necht M = N je mnoZina pfirozenych &isel a relace R
v N necht je definovina takto: xRy, pravé kdyZ se z
a y lis{ nejvyse posledni éislici. R je relace ekvivalence,
jak hned zjistime ovéfenim vSech tfi vlastnosti —
reflexivity, symetrie a tranzitivity. Abychom vidéli,
na jaké tiidy vzhledem k R se N rozloZi, uréime ke
kazdému € N mnozinu K, vSech pfirozenych d&isel,
ktera jsou s x v relaci R. Vezmeme-li nap¥. z = 561,
sestava K4, ze viech téch pFirozenych &isel, ktera se lisf
od 561 nejvySe posledni &islicf, tj. Kyq = {560, 561,
562, ..., 569}. Na tomto ptikladé hned zjistime, Ze
relace ekvivalence R rozdéluje N na ,desitky‘‘. Je také
zlejmé, Ze je to rozklad N ve smyslu odstavee 1.7, nebot
diky z € K, pat¥i kazdé pfirozené &islo 2 do néjaké
tiidy a Zadna tfida nenf prdzdna. Musime tedy jesté
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uvagit, %e dvé tHidy K, a K, mohou byt jen totoiné
nebo disjunktni. Prvni pfipad pak nastane uréité tehdy,
kdyz se x a y li§f pouze posledni (islici; napt. je zfejmé
Ko = Kygq. Pedpoklidejme, ze K a K, nejsou disjunkt-
nf, maji tedy alesponi jeden prvek z spoledny. Pak by se
lisilo jak z od z, tak i z od y nejvyse na poslednim misté,
tj. xRz a yRz. ProtoZe R je relace ekvivalence, plyne
odtud zRy, tj. také = a y se li3i nejvyse na poslednim
misté. Je tedy K, = K,, coZ je zde diky jednoduchosti
uvazované relace vidét hned, obecné to ale musime do-
kazovat. Ukéazali jsme tak, Ze nedisjunktni t¥idy jsou
totoiné, musi tedy byt rtzné tfidy disjunktni.

Relace ekvivalence R nis tedy vskutku piivedla k roz-
kladu N na t#dy. Vyjdeme-li naopak z rozkladu N,
tteba z rozkladu na ,,desitky‘, a definujeme-li relaci R
v N tak, Ze xRy, pravé kdyZ x a y lezi v téze t¥idé roz-
kladu (tj. v téie ,,desitce’’), zjistime, Ze R je relace
ekvivalence. Nyni se miZeme opét nechat ptivést k roz-
kladu N, jak jsme vysvétlili pfedtim, a v naSem p¥i-
kladu je jisté, Zc zas dostaneme vychozi rozklad N.
Po té€chto piipravach nebude nyni tézké sledovat dikaz
V(2.4).

Dikaz (1). Ke kazdému xz € M urdime mnoZinu K,
viech prvkia y € M, které jsou s = v relaci R, presnéji
K, ={y: ye M a xRy}, a nazveme ji — ponékud pred-
dasné — t¥ida urédena z. Pfirozené se lze domnivat, Ze
souhrn viech téchto tfid dava rozklad M. Na dikaz
ovéfme tfi vlastnosti rozkladu (srov. odstavec 1.7),
vidy za pfedpokladu, Ze R je relace ekvivalence.

(a) Kazdé x € M patii do jedné t¥idy: protoze R jako
relace ekvivalence je specidlné reflexivni, plati xRx pro
viechna x € M, tj. x € K, pro kazdé x € M.

{b) Dvé rizné tiidy jsou disjunktni: UkdZeme, %e dvé
tidy, které nejsou disjunktnf, mus{ byt totozné.
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1. krok: Nejsou-li K, a K, disjunktni, tak existuje
alespon jeden prvek we K, () K, Pak plati ue K,
a u€ K, tedy podle definice tf¥id xRu a yRu. Diky
symetrii B miZeme z (xRu a yRu) odvodit (zrRu a uRy)
a vzhledem k tranzitivité B plyne odtud ihned zRy.
Vysledek: nejsou-li K, a K, disjunktni, plati 2Ry,

2. krok: Abychom nyni ukazali K, = K,, dokaZme, Ze
kazdy prvek z’' z K, je také prvek z K,, a obricens,
kazdy prvek ¢’ z K, je také prvek z K,. Necht nejdFive
z' e K, tj. zRx’. Podle 1. kroku plati xRy nebo, protoZe
R je symetricka, také yRx, coz spolu s xRz’ dava yRx',
tedy 2’ € K,. Je tudiz K, C K,. Je-li ¥y’ € K,, tj. yRy',
muZeme z xRy (1. krok) diky tranzitivnosti B odvodit
zRy', tj. y' € K,; je tedy také K, C K,, c. b. d.

(¢) Zadna ze t¥id neni prazdnd, protoze xe€ K, pro
v8echna z € M.

Dokézali jsme tak, ze ka%da relace ekvivalence R v . M
dava rozklad M, jehoz tfidami jsou podmnoZiny K, =
= {y: ye M a zRy}. K, se proto nazyva ttidou ekviva-
lence, resp. zbytkovou tiidou x vzhledem k R, a mnoziné
{K}ee u viech tFid ekvivalence Fkdme podilovd mnoZina
M podle R, struéné podil M podle R, nebo faktorovd
mnoZina M podle R; piseme M|R. Protoze kazda tfida
ekvivalence je uZ jednoznaéné uréena svym libovolnym
prvkem, muze kazdy prvek jako reprezentant zastupo-
vat celou tHidu. Vezmeme-li z kaZdé tiidy ekvivalence
pravé jednoho reprezentanta, dostaneme systém repre-
rentanta M/R.

Dakaz (2). UZ% prve jsme si rozmysleli, Ze kazdy roz-
klad M poskytuje ptilezitost definovat relaci ekviva-
lence R. Pritom plati xRy, pravé kdyz x patii do stejné
t¥{dy rozkladu jako y. Nynf se dia odekavat, Ze rozklad
M, ktery dostaneme z R podle (1), bude opét podatedni
rozklad 8 (a ne néjaky jiny rozklad 3’ mnozZiny M).
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Méame tedy ukazat, Ze M/R = 3, pfidemz M[R sestiva
z tHid K, = {y: y€ M a zRy}. Oznadime-li ty 3-tfidy,
které obsahuji prvek x € M, jako K ,(z), plati:
K,(x) = {y: y € M ay patii do stejné 8-tFidy jako x}

= {y: y € M ax patii do stejné 3-tfidy jako y}
{y: y € M a xRy} podle predchozi definice R
K,

B-tiida obsahu]lm x tedy splyva pro kaidé ze M
§ M/R — ttidou obsahujici x, tj. rozklady 8 a M/R
se skladaji z tychZ t¥id. Plati tudiz, jak tvrdi véta,
8 = M/R a tim je nas dikaz dokondéen.

Vétu (2.4) muZeme také interpretovat takto: Mezi
relacemi ekvivalence v mnoZiné M a rozklady M je
vzijemné jednoznadné zobrazeni; pro kazdou relaci
ekvivalence R v M je mno?ina tiid ekvivalence rozklad
M a ke kazdému rozkladu M existuje relace ekvivalen-
ce v M, jejiz tHdy ekvivalence jsou tfidami tohoto roz-
kladu.

Relace ekvivalence jsou proto tak dulezité, Ze tvofi
zaklad kaZdého (matematického) procesu abstrakce:
Mnozina se vzhledem k relaci ekvivalence rozpada na
t¥idy prvku, jez jsou totozné vzhledem k jistému pfi-
znaku, a abstrahuje se od vSech ostatnich vlastnosti
prvku, které pro existenci &i neexistenci relace mezi li-
bovolnymi dvéma z nich nemaji vyznam. Pak se na
samotné ttidy divime ]ako na nové objekty, tj. pfejde-
me k podilové mnoziné M/R. Podivejme se na nékolik
pifkladu:

(1) Obvykla rovnost, tfeba v mnoziné celych &isel,
je plirozené relace ekvivalence, totiZz uZ dfive zminéna
identita R;, nebot je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.
Nenf ostatné piilis zajimava, protoze kaidéa t¥ida ekvi-
valence sestava jen z jednoho prvku a podilova mnozina
je totoZnd s vychozi mmozinou. Identita je jaksi ,,nej-
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jemnéjsi‘‘ relace ekvivalence, pfi ni Zadné dva razné
prvky nepadnou do téZe tfidy; neexistuje jemnéjsf roz-
déleni M na tiidy. ,,Nejhrubsi* relace ekvivalence je
naproti tomu zfejmé ta, pfi niZz véechny prvky z M pad-
nou do téze tfidy, jestliZze tedy existuje pouze jedna tfida
ekvivalence. Takto musi byt kazdy prvek M ekvivalentn{
s kazdym prvkem M, tj. jedna se o totalni relaci R,.
V tomto smyslu lezi kazda jind relace ekvivalence
,,mezi‘‘ totalni relaci a identitou.

(2) V 7. tF¥idé se zavadéji zlomky —Z— (@, b nezaporna

celd ¢&isla, b # 0) a mezi nimi se definuje podilova rov-
nost =4 vztahem

a c

3 7d
Ve gkole se proto také fika: ,,Dva zlomky se rovnajf,
prévé kdyz se mohou pfevést na sebe kricenim nebo
rozéffenim.‘‘ Tato podilova rovnost je relaci ekvivalence,
nehot plati:

, pravé kdyz ad = ¢b.

(a) % _—.Q%, protoze ab = ab; tj. =4 je reflexivni.
(b) % =0 ‘—; = ad = cb = ¢b = ad (nebot rovnost v N,
je symetricka) = -gl- =Q% ; tj. =¢ je symetricka.
a c
(c) 3 :QE=> ad = cb = adf = cbf
=
c e
E =Q—f-=>cf = ed=>cfb = edb
= adf = edb = af =eb=%=q—;;;

tj. =q je tranzitivni.
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Na kterém misté dikazu pouivame tranzitivitu
rovnosti v N,; kde se pouziva d # 0?

Mnozina M vsech nezipornych zlomku se tudiZ roz-
padé vzhledem k relaci =4 na t¥idy zlomku s navzdjem
rovnym podflem; podilovad mnozina M|= je znama jako
mnozina nezapornych racionalnich éisel. Jako reprezen-
tanta tiidy ekvivalence z M/=, vezmeme nejlépe zlo-
mek, ktery se neda dale kratit. Pro ilustraci tohoto roz-
kladu na t¥idy slouZi obr. 22.

Obr. 22

(3) Dalsf dulezita relace ekvivalence v mnoziné Z
celych ¢&isel je kongruence modulo m (rovnost zbytki
pti déleni &islem m; piSeme = (mod m)). V odstavei 2.2
jsme uZ ukazali, Ze relace ,,dava pfi déleni tfemi tyz
zbytek‘‘ je symetricka, tranzitivni a reflexivni, a na
jednotlivych krocich dikazu se zfejmé nic nezméni,
kdy% misto s ,,3" pracujeme s ,,m‘. Presto byste si zde
méli tuto Gvahu provést jesté jednou. ProtoZe je tedy
,, =" relace ekvivalence, rozpada se mnozina Z celych
disel na tiidy &isel s navzijem rovnymi zbytky a tiidy
ekvivalence jsou tfidy ,,stejnych zbytkt'‘, z Eehoz vzniklo
shora uvedené a na obecny pripad pfenesené oznadeni
,»zbytkova tiida‘. Vezmeme-li m = 3, rozpadne se Z
na tii tiidy, totiz

Ky={...,—12,—9,—6,—3,0,3,6,9,12, ...}
se zbytkem 0,
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K, ={..,—11,—8 —5—21,4,7,10,13, ...}
se zbytkem 1,

Ky={...,—10,—7,—4,—1,2,58,11,14, ...}
se zbytkem 2.

.
~.
————‘

B ] 1
=4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Obr. 23

Vytvafeni zbytkovych tf¥id modulo 3 miZeme zndzor-
nit takto (obr. 23): Pfedstavme si &iselnou osu jako ne-
koneé&né vlékno, které budeme ,,navijet’ kolem rovno-
stranného trojihelnfka o strané 1. Ve vychoz{ pozici
zvolme za nulovy bod &iselné pifimky jeden z vrchold
trojuhelnika a navijejme ,kladnou“ a ,zdpornou
polopiimku kolem trojtihelnika proti sobé. Pak se ve
vrcholech trojihelnfka sejdou pravé viechny prvky
patfici do téze t¥idy ekvivalence. Tento ndzorny vyklad
se da pfirozené udélat i pro vytvareni zbytkovych tid
modulo 4, 5 atd.; stadf misto trojihelnika vzit pravidelny
&tyf- nebo pétithelnik se stranou délky 1, atd.

(4) Je snadné, zjistit, Ze relace ,,rovnobéiny s v mno-
Ziné pf¥imek roviny je relaci ekvivalence. MnoZina viech
piimek roviny se tedy rozpada na tfidy navzajem rovno-
béZnych piimek a kazdé takové tiidé Fkame smér. Na
tomto pitkladu je vidét, jak relace ekvivalence tvoi
zaklad procesu abstrakce, zde pro vznik pojmu smeér.
Pokuste se naproti tomu objasnit pojem sméru popisem!

(8) O soustavé "dvou ' linedrnich frovnic se ;dvéma
neznamymi (stejné dobfe to ale mizZe byt m rovnic s n
neznamymi) fikame, Ze je ekvivalentni s jinou soustavou
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linedrnich rovnic, pravé kdyZz souhlasi jejich mnoziny
feSeni. Pritom mléky piedpokladime, Ze obé soustavy
uvaZujeme ve stejném definidnim oboru — t¥eba R.
Ekvivalence soustav linedrnich rovnic je zfejmé relace
ekvivalence. Ulohu fesit soustavu linearnich rovnic
muZeme také interpretovat takto: Utvofme, vychaze-
jice z dané soustavy, fetéz soustav linearnich rovnic,
v ném? je kazda soustava ekvivalentni s ptedchozi, tak,
abychom na konci tohoto fetézu dostali co nejjednodussi
soustavu, jejiz feSeni uz muZeme bezprostiedné urdit.
Tranzitivnost ekvivalence pak zaruduje, ze také prvni
soustava je s posledni ekvivalentni. Nalezli jsme tedy
fesenim posledni soustavy i fefeni dané soustavy. Pied-
vedeme to na jednoduché soustavé:

bz 4+ y= 3 20z 4 4y = 12 23x
3x—4y=ll© 3r—4y =11 < 3r— 4y

23
11 <

z = 1 z= 1 z=1
o p— ey

< <

8z —4y=11 T 3.1 —4y=11 % —4y=38
z=1
©y=_2

Z posledni soustavy rovnic bezprostfedné ¢&teme
L = {(1; —2)}. Nasli jsme tak i mnozinu FeSenf dané sou-
stavy.

Jediny problém pii FeSeni soustavy linedrnich rovnic
spoéiva zfejmé v tom, Ze potfebujeme zjistit, které tpra-
vy prevddéji soustavu linearnich rovnic na soustavu
s nf ekvivalentni, a ukézat, Ze prostfednictvim takovych
tprav muZeme libovolnou soustavu pfevést na jednodu-
chou koneénym poétem kroka. Ve Skole se takové ekvi-
valentni {pravy soustav linearnich rovnic probiraji:
zména potadi rovnic; nasobeni jedné rovnice nenulovym
¢islem; pfechod od jedné rovnice k souétu této rovnice
8 jinou rovnici soustavy.
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Ve vété (2.2) a v pfipojené poznimee o jejim obraceni
jsme vidéli, Ze pro reflexivni relaci plati:

R je symetrickda a tranzitivni < R spliiuje rovnost
tfetimu. Podle toho muZeme relaci ekvivalence charak-
terizovat také jako reflexivni relaci, pro niz platf rovnost
tfetimu.

Dopliiujici dvahu, jak vypada graf a uzlovy graf relace
ekvivalence, pfenechdvame &tenafi.

U KURAT NEVLADNE RAD

2.4 RELACE USPORADANI
Ctendf se dozvi néco o relacich uspofddéni a o jejich
sniSenlivostl s relacemi ekvivalence

Stejné jako je elementarni potieba &lovéka tiidit
objekty byti a mysleni a prostfednictvim pfiznakt
,,yovnocennosti‘“ je rozdélovat do t¥id (relace ekviva-
lence), je elementarni i jeho potieba uspotadavat okolni
svét, udavat stupnici hodnot. K tomu slouzi takové
relace jako ,,je vétsi nez‘, , neni té%si nez*, ,,je podmno-
%ina‘‘, ,,je potomek‘, ,stoji v abecedé pied”, ,stal se
dfive nez‘; tzv. relace uspofadani. Jakymi vlastnostmi
jsou tyto relace charakterizovany ?

Cisté intuitivné bychom mluvili o uspo*adani hodnot
jen tehdy, je-li tranzitivni, tj. kdyZ plati: Stoji-li z v uve-
deném uspotadani pred y a y zase pfed 2, tak musf také
z stat pred z. ,,Klovaci seznam‘‘ u kufat nemuzeme tedy
povazovat za uspofddani, nebot klove-li kufe Berta
kufe Hertu, ale kuie Herta zas kufe Martu, neni jesté
jisté, Ze také kutfe Berta klove kufe Martu. Mezi kufaty
tedy nevladne fad!

Relace ,,<*, resp. ,,<*, které zndmym zptisobem
poskytuji uspofddani hodnot v mnoziné R realnych éfsel,
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jsou piikladem toho, Ze relace uspofddani muze byt jak
reflexivni, tak i ireflexivni (jako ,,<‘‘). Podle toho nazy-
vame relaci usporadani reflexivni, resp. ireflexivni, Od
uspofddani hodnot budeme ale muset pozadovat jesté
dalsi vlastnost: Stoji-li v daném uspofddani = pied y,
nemiZe zfejmé stit zaroven y pred x; tento piipad
muZe nastat nejvySe tehdy, je-li x = y a uvaZovana
relace je reflexivni. Musime tedy od reflexivni relace
uspofadani pozadovat, aby byla antisymetrickd, a od
ireflexivni relace uspofadani, aby byla asymetricka.

Pii zbé%ném zkoumani jsme snadno ochotni jesté
vyzadovat, aby pro dva razné prvky =z, y vidy bylo =
pted y nebo y pFed x, coz nap¥. plati pro &isla vzhledem
k relaci uspotadani ,,je vétsf nez‘‘ nebo pro lidi vzhledem
k relaci uspotddani ,,neni starsi nez‘‘. Ale uz pohled na
relaci ,,je potomek‘ ukazuje, Ze takové uspotadani
nemusi nutné byt , linearni‘‘, nybrz Ze se dané uspofada-
ni miZe také rozvétvit do ,,rodokmenu®. Shriime tyto
pfedbéiné tvahy v nasledujici definici:

Definice 2.7. Relace B v M se nazyva reflexivn{ relace
uspofdddni v M, pravé kdy#z je reflexivni, antisymetrickd
a' tranzitivni; ireflexivni relace uspofdddni v M, pravé
kdyz je ireflexivni, asymetrickd a tranzitivni.

Protoze podle V(2.1) ireflexivni a tranzitivni relace je
také nutné asymetrickd, stadilo by v definici D(2.7)
Hei: R je ireflexivn{ relace uspotadéani, pravé kdyz R je
ireflexivni a tranzitivni.

Pro znazornéni relace uspofadani je jisté vyhodnéjsi
uzlovy graf ne7 graf kartézsky, coZ je zfetelné uz na
nasem standardnim ptikladu ,,je délitel’* v mnoZiné
M = {1, 2,3, 4, 5, 6}. Po prozkoumani vlastnostf relace
uspofadani jej muZeme jeSté dile zjednodusdit: R je
bud reflexivni, nebo ireflexivni. V prvém piipadé neobsa-
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huje Zadny bod grafu relace R ,kruhovou Sipku‘,
v druhém ptipadé ji obsahuje kazdy jeho bod, tu by-
chom vSak chtéli na zakladé imluvy odstranit. Reflexi-
vitu é&i ireflexivitu relace R uZ proto na jejim grafu
nepozname, a musime ji uvést zviast.

Stejné jako z antisymetrie pro reflexivni relaci uspo-
fadani, tak i pro ireflexivni relaci uspofddani R z asy-
metrie plyne, Ze pro rizné prvky xz, y € M nemuze nikdy
soudasné platit 2Ry a yRx. Plati-li napf. xRy a neexistuje
Zadné z, pro néz xRz a zRy, tj. y je ,,vySe’ neZ z a ne-
existuje zadny prvek z ,,mezi‘‘, muzeme vskutku ndzor-
né nazvat y hornim sousedem z a z dolnim sousedem y.
Polozime-li pak také podle toho bod P, uzlového grafu
nad P,, miZe jesté odpadnout Sipka a postaéi spojit
P, a P, navzajem tsetkou. Dostaneme tak, napf. pro

relaci ,,je délitel” v M = {1, ..., 6}, dale zjednoduseny
graf na obr. 24, kterému se ¥ka Hasseho graf.
4 &
2 3 5
1
Obr. 24

Shriime jesté jednou, jak nakreslime Hasseho graf
relace usporadani v konedné mnoZiné M: Zadneme nej-
niZe postavenymi prvky, tj. t€mi, které nejsou hornim
sousedem jiného prvku; v nasem prikladu tedy 1. Na
nasledujicim stupni budou stat vSechny ty prvky M,
které jsou hornimi sousedy nejniZe poloZenych prvku;
v piikladu 2, 3, 5. Na n-tém stupni tohoto uspofadani
budou stat ty prvky M, které jsou hornimi sousedy
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prvkd (n — 1)-ntho stupné. Usetkami budou spojeny
jen prvky sousednich stupni, a sice 2 bude spojeno
sy, pravé kdyz y je hornim sousedem z. Pro riizné prvky
& a y na témZe stupni neplati ani xRy, ani yRx (prot¢?),
nazyvaji se nesrovnatelné. Nesrovnatelné ale mohou byt
i dvojice prvkad z raznych stupni, v ptikladu tieba
5a 6. '

Neexistuji-li v relaci uspofadani R v M nesrovnatelné
prvky, tj. pro kazdé dva rizné prvky nastane vidy jeden
z pHpadt xRy nebo yRz, nazyvi se mnoZina M linedrné
usporddand relaci R. Protoie Hasseho graf takové li-
nearné uspofiddané mnoziny leif na pfimce, mluvime
takeé o Fetézci. Retézcem je nap¥. mnozina R realnych &isel
uspofddanych relaci ,, <*“ a obvykla ¢iselna osa je jejim
Hasseho grafem, jen je zvykem ji kreslit vodorovné
misto svisle. '

Podivame se nyni na nékolik pifkladd relaci uspo-
radani:

(1) Relace ,,je mensi nez‘ v mnoZiné R redlnych &fsel
je ireflexivni relace uspotadéni, jak hned ovéfime podle
D(2.7). Ptejdeme-li od relace ,, < k relaci ,, <*, dosta-
neme reflexivni relaci uspofadani v R; ptidanim identity
muiZeme takto vidy ziskat z ireflexivni relace uspofadani
reflexivni relaci uspofddani. Stejné jako vzhledem
k ,,<‘ je R linedrné uspotiddand mnozina i vzhledem

(11

k”é .

W
2 7 3 5
Obr. 25
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(2) Délitelnost je reflexivni relace uspofadani v Ng\
\ {0}. Jeji reflexivnost, antisymetriénost a tranzitivnost
jsme zjistili uz v odstavei 2.2, a protoZe existuji nesrov-
natelné prvky (napt. 2 a 3), nenf N, * {0} linedrné uspofa-
dani. Obr. 25 ukazuje Hasseho graf relace délitelnosti
v mnoziné M = {2, 3, 5. 7, 14, 15, 21}.

(3) Inkluze C uvaZovana v poten¢ni mnoziné #(M)
neprazdné mnoziny M je rovnéZ reflexivni relace uspo-
faddani. Na obr. 26 je nakreslen Hasseho graf inkluze
v 2({1, 2, 3}).

{7/'2] » {21'3}
i I {3]
g
Obr. 26

(4) Mnozina slov némeckého jazyka je linedrné uspo-
fadana relaci ,,stoji v abecedé pied*. Jak znamo, stoji
slovo I v abecedé pied slovem II, jestlie ve slové I
prvnf pismeno zleva, v ném# se obé slova lisi, stoji v abe-
cedé pred odpovidajicim pismenem slova II. Pfitom je
jesté nutna dmluva tykajici se pfehlasek; dasto se s 6
naklada jako s oe, nékdy vSak jednoduse jako s o.
Jsou-li slova ve slovniku uspofiadand touto relaci, ¥i-
kame, Ze jsou uspotddana lexikograficky.

(5) Na identitu R;, o které uz vime, Ze je relaci ekvi-
valence, se miZzeme také divat jako na relaci uspotadani,
nebot je reflexivni, tranzitivni a antisymetricka. Kazdé
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dva rézné prvky jsou vzhledem k R; nesrovnatelné, tj.
jeji Hasseho graf se sklida ze samych ,izolovanych*
bodt. Je zndzornén na obr. 27 pro mnoZinu M =
={1, 2, 3, 4, 5.

e o o o o
1 2 3 4 5
Obr. 27

Nakorec jesté chceme prozkoumat spojitost mezi rela-
ci ekvivelence a relaci uspofddani definovanych v téze
mnoziné — pro ilustraci séthneme zpét pro piiklad dfevé-
nych tytek raznych barev, délek a tvara prifezu, zvole-
ny v odstavei 2.3. Relace ,,ma stejnou barvu jako‘ je
relace ekvivzlence a vede k rozdéleni na tiidy tyédek
stejné barvy. Relace ,,je delsi nez* vede k uspofadani
tydek pocle jejich délky. Plati-li pro dvé tydky x a y
»x je ccl$i nez y* a zaménime-li x tydkou z’ stejné
barvy (a y tydkou ¥’ téZze barvy), nemtizeme tvrdit, Ze
plati také .2’ je delsi nez y* *“. Zde neni Zadna spojitost
mezi obéma relacemi v tom smyslu, %e by existence relace
uspofadani mezi dvéma prvky davala stejnou relaci
mezi dvéma prvky s nimi ekvivalentnimi.

Vezméme naproti tomu relaci ekvivalence ,,dava stej-
ny podil v mnoZiné nezapornych zlomku a tu relaci
usporadani, ktera je definovana vztahem

% <Q-;—, pravé kdyz ad < cb

(ptesvéddte se sami, Ze se opravdu jednd o uspofadani),

a zkoumejme, zda relace usporadani zistane zachovana

mezi dvéma zlomky se stejnymi podily. Je-li tedy

a' a . B ’ ¢’ c . ’ ’
tj. a'b =ab’, a 7 e tj. ¢'d =cd,

? Qi,
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pak vzhledem k ad < ¢b plati taky adb'd’ < cbb'd’. Je
tedy (ab’) (dd’) < (cd’) (bb'), takie (a’d)(dd’) < (c'd)
('), a odtud dile ;plyne a'd’ < ¢'b’, tj. %,— <e %,-

Uspotadani dvou prvki z M zde tedy dava stejné uspo-
fddani mezi vSemi prvky jim ekvivalentnimi. Proto
diva relace uspofdddni v M zirovenn i uspofidani
v podilové mnoziné M/R. V takovém pfipadé fikdme, Ze
relace uspofddéani a ekvivalence jsou sluditelné.

Definice 2.8. Relace ekvivalence B v M a relace uspo-
fadéni S v M se nazyvaji slubitelné, pravé kdy% pro
viechna z, y, z', ¥’ € M plati:

(xSy a xRx’' a yRy') = ='Sy’.

Piseme-li misto B znak ~ a misto S znak <, bude
D(2.8) v dobfe zapamatovatelné podobé znit takto:

(x <yazx~z'ay~y)=>2 <y

2.5 CVICENT

1. Néslodujici relace v Af zapiste jako podmnoziny M x M:
a) ,,nésleduje bezprostfedné za« v M = {0, 1, 2, 3, 4, 5};
b) ,,je vlastni podmnozinous* v M == #({1, 2, 3});

c) ,.je délitelem* v M = {2, 4, 5, 8, 45, 60}.

2, Udejte viechny bindrni relace v M = {1; 2} jako podmno-
ziny M x M. Jaky je podle vés podet vSech bindrnich re-
laci v n-prvkové mnoziné?

8. Nakreslete uzlovy a kartézsky graf nasledujicich relaci
vM=1{1,23,4,5,6):

a) B, = {(z, y): zy je liché};
b)R, = {(z,y):y =z + 2}
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4. Udejte ptiklad

7

a) tranzitivni relace, kterd neni ani reflexivni, ani symetric-
k4;

b) symetrické a tranzitivni relace, kterd neni reflexivni;

c) dvourelaci B, S,pronés RC Sa R+ S;

d) dvou navzdjem inverznich relaci.

a) Jaky je vztah mezi symetrickou relaci a relaci, kterd je
sama k sobé inverzni?

b) Jakou vlastnost mé relace R v M, pro niz plati B; C R
(R; jo identita v M)?

¢) Které relace jsou charakterizovény vztahem
RoRCR?

Kdosi tvrdi, %e symetrickd a tranzitivni relace je vidycky
také reflexivni, a odavodiiuje to takto: ,,Je-li R symetrické,
plati spolu s zRy i yRz, odkud diky tranzitivitd hned plyne
zRx. TakZe R je také reflexivni‘‘. Cviéeni 4b) uZ ukdzalo,
%e tvrzeni neplati. Kde se ale v pfedchozim ,,odtivodnéni‘
skryvéd chyba?

Které z nédsledujicich relaci jsou relace ekvivalence?

a) R, = {(z, ¥): x — y je celodiselny ndsobek tfi} v N,;

b) R, = {(a,a)} v M = {a};

c) relace ,,je délitel‘‘ v Ng;

d) relace ,,je shodny s‘‘ v mnoZiné obrazct v roviné;

e) relace ,,mé stejnou limitu jako‘‘ v mnoziné konvergent-
nich posloupnosti redlnych &isel;

f) relace R v Ny x N,, kde (a, b)R(c, d), prévé kdy% a +
+d=c + b;

g) relace Ry v R, kde R, = {(x, ¥): /(x) = f(y)}, pFi¢emZ { je
libovolné funkce R do R.

Pro relaci f) uréete tifdu ekvivalence obsahujici (2; 5).

8. Ukazte:

a) Je-li B reflexivni a tranzitivni relace v M, je R [y B!
relace ekvivalence v M.
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b) Pro relace ekvivalence B a S je i B ()} S relace ekviva-
lence. Plati to i pro R {J) S?

9. a) Nakreslete Hasseho graf relace ,,je délitel** v M = {2, 4,

5, 8, 45, 60}.

b) UkaZte na konkrétnich piikladech, Ze vyroky ,,viechny
prvky y # z z M le%i nad z‘° (v daném uspordddni)
a ,,v M neexistuje prvek, ktery by leZel pod z‘‘, nevy-
jadiuji totéz.

10. Ukaizte:

a) Je-li R (reflexivni, resp. ireflexivni) relace uspofdddni
v M, je také R (reflexivni, resp. ireflexivni) relace
uspofdddni v M.

b) Je-li R, resp. S reflexivni relace uspofddéni v M, resp.
v N, je také relace 7' v M x N, kde (z;, %))T(2,, ¥;) &
< xRz, a 4,8y,, reflexivni relace uspofddéni.

11. a) Necht M je neprdzdnd koneénd mnozina, 2(M) jeji

potenéni mnoZina. Zjistéte, zda relace ekvivalence ,,mé

* prévé tolik prvku jako*‘ je v #(M) sluditelnd s inkluzi.

b) Za jakych predpokladii na funkei f je relace ekvivalence

zkoumané ve cvideni 7g) sluditelnd s relaci usporddani
»=“vR2
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3. OPERACE

204 =3a 7017 =121

8.1 POJEM OPERACE

Operace jako zobrazeni — mnoho pi¥ikladii, nékteré u¥ diivérng
zndmé, ale snad i néjaké méné znimé

Tiskova chyba? Podetni chyba? Jisté uvaZujete
o spravnosti rovnost{ uvedenych v nadpise, pokud mate
na mysli zdkladni podetni operace v ¢&iselném oboru.
K tomuto problému se jesté vritime.

Vedle séitani, nasobeni, odéitani a déleni racionalnich
tisel jsme uZ poznali i dalsi operace, napt. tvoteni pri-
niku, sjednocen{ a rozdilu mnoZin a skladani ptitazeni.
Na nékteré znamé piiklady se podivame bliZe:

Séftani pirozenych éisel Odéitani zlomka

(6; 7) > 13 9,7 =2

(0; 8) > 8 (17, 0) > 17

(2;9) I~ 11 (0,5; 9) > ?

Pranik mnoZin Sjednoceni mnozin
(L2 {8 0 (3, b} {c) = {a b, o}
({7; 8}, {8; 9}) > {8} ({a}, 0) > {a)
{7,4,0,,0) 0 ({a, b}, {a,b}) +— {a, b}

Nage priklady ukazuji, Ze ,,operadni predpis‘‘ uspofa-
dané dvojici prvki mnoziny M jednoznaéné pfifazuje
opét prvek z M. Operaci tedy miZzeme chapat jako spe-
cialni zobrazeni, pfi¢emz vzory jsou uspofddané dvojice
prvka mnoZiny M a obrazy jsou prvky z M. Sé¢itani
celych nezapornych &isel je zobrazeni N, x Ny do N,.
Odéitani nezapornych raciondlnich ¢isel je zobrazeni
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z Q* x Q* na Q%, protoZe ne kaidé dvojici nezipor-
nych raciondlnich &sel je pfifazen néjaky obraz. Pri-
nik a sjednoceni jsou zobrazeni (M) X (M) na #(M).

Sestrojme jesté nasledujici piiklad: kazdé uspofadané
dvojici celych nezapornych ¢isel (a, b) pfifadme jako
obraz ¢islo (a + b)2. Také toto zobrazeni muzeme cha-
pat jako operaci. Protoze ale jako obrazy nedostaneme
v8echna celd neziporna &isla, nybrz jen druhé mocniny,
mime pied sebou zobrazeni N, x Ny do N,.

Piiklady nam naznaduji, jak by asi mél byt pojem
operace v mnoZiné M definovan:

Definice 3.1. Necht M je neprazdnd mnozina. Kazdé
zobrazeni ¢ z M X M do M se nazyvé bindrni operace
v mnoZiné M. Pfifazuje-li ¢ dvojici (@, b) jako obraz
prvek ¢, piSeme misto @(a,b) =c také aob =c.
Mnozina M se nazyva nosi¢ operace.

Protoze operace jsou specidlni zobrazeni, mohli by-
chom mluvit o defini¢nim oboru a oboru hodnot operace.
Tak je napf. defini®nim oborem déleni v mnozZiné R
realnych ¢isel mnozina R x (R \ {0}). Je-li definiéni obor
operace ¢: M X M — M roven M x M, nazyvime ¢
neomezené definovanou operaci; plati-i 2(p) C M x M
a D(p) == M x M, nazyva se ¢ parcidlni operace.

Pojem binarni operace v mnoziné M zavedeny v D(3.1)
se da zobecnit dvéma sméry. Prifadime-li prostied-
nictvim zobrazeni ¢ kazdé uspotiddané n-tici (a,, ..., a,)
prvka ¢; mnoziny M prvek z M, mluvime o n-arni ope-
raci v mnoziné M. V jesté obecnéjsim smyslu miZeme
mluvit také o n-arni operaci, méame-li zobrazeni z M, x
X M, x ... X M, do M. Napt. skalarni soué¢in dvou
vektori a ,,ndsobeni’ vektoru redlnym é&islem jsou ta-
kové bindrni operace, v nichZ vystupuji navzijem roz-
dilné mnoziny.
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Také tvofeni aritmetického praméru dvou racional-
nich éisel miZeme chdpat jako neomezené definovanou
binarni operaci:
a+b

(@, b) —>c¢ = )

Tak se také daji vyloZit rovnosti uvedené v nadpisu..
Interpretujeme-li zna¢ku ,,0* jako symbol pro tvofeni
aritmetického priméru racionalnich ¢&fsel, jsou uvedené
rovnosti pravdivé vyroky. .

Pii poéitani s pfirozenymi &isly bychom ted chtéli
pouzivat séitdini jen na podmnoziné S sudych é&isel.
Pouizivame ptitom vlastné ,,novou‘‘ operaci ,, 4, kte-
rou muzeme chapat jako zobrazeni z S x § do §. Jinak
oviem kazdy Skolak vi, Ze 2 a 4 je 6 bez ohledu na to,
zda se na to divame jako na séitini celych &isel anebo
jako na séitani sudych &isel. Toto ,,nové‘“ séitani na-
zyvame zGZenim séitant celych ¢&isel na mnoZinu sudych
tisel. Obecné se operace o4 definovand v mnoziné A4
nazyvi zuZeni operace op definované v mnofiné B, pravé
kdyz A C B a pro libovolna a, be A plati: a o, b =
= @ oy b. Nenf viak Fedeno, Ze operace o, ktera je zuZe-
nim operace op na mnozinu 4 C B, je v této mnoziné 4
neomezené definovand operace. ZdZzime-li napt. séitani
+ v Ng na podmnozinu L lichych é&isel, nenf + 1 neome-
zené definovana operace v L, nebof napt. 3e€ L, 5¢€ L,
3+5=28, ale 8 ¢ L. Prvek 8 ptfitazeny dvojici
(3; 5) tedy uZ v mnoziné L neleZi. Naproti tomu ziZenim
operace séitdni v N, na mnoZinu S sudych ¢&isel se ne-
dostaneme ven z mnoZiny §, protoZe soutet dvou libo-
volnych sudych &isel je vzdy zas sudy. Rikdme také, Ze
S je uzaviend vzhledem ke séitdni.

Abychom ziskali pfedstavu o rozmanitosti operaci,
podivejme se jesté na nékteré dilezité piiklady:

Priklady. (1) V odstavei 1.7, piiklad (2) jsme zavedli
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zbytkové t¥idy celych &isel modulo m. Budeme je ted
oznadovat (0),, (1),, ..., (m — 1),. ProtoZe zbytkové
tFidy jsou po dvou disjunktni neprazdné mnoziny, muze
kazdy prvek jednoznaéné reprezentovat t¥idu, do které
patii. Dohodnéme se, Ze pro oznadeni t¥idy budeme
pouzivat nejmensi nezaporné &islo v ni obsaZené.

V mnoziné zbytkovych tfid celych é&isel modulo 4 zaved-
me ,,sé¢itani zbytkovych tiid*‘ a ,,nasobeni zbytkovych
tiid‘:

(1) (a)y + (b)g = (@ + b),y;
(2) (@)y-(b)g = (ab),.
Napt. je

(3)4 + (2)4 = (5)4 = (1)4; (2)4-(3)4 = (6)4 = (2)4-

Uvédomte sj, Ze symboly 4 a . maji rizny vyznam.
V rovnostech (1) a (2) bychom jako modul mohli také
zvolit misto étyiky libovolné celé kladné &islo. Definice
operaci v mnoZiné zbytkovych t¥id modulo m by pak
byla dana vztahy (1) (@), + (8).. = (& + b).; (2') (@).-
-(b),. = (ab),. Stitani a ndsobeni zbytkovych tiid jsme
objasnili prostfednictvim ,,reprezentanti‘‘. Musime jesté
ukdzat, Ze definice (1) a (2’) maji smysl, a to tak, Ze
dokazZeme, Ze tyto operace ,,souhlasi‘ s tvofenim zbyt-
kovych tiid. Vezméme misto a a b dva jiné reprezentanty
a' € (a), a b e (b), takie musi platit o’ + b€
(@ 4+ b), a a’.b" € (ab),. Doki%eme prvni z uvede-
nych vztaht:

a, o’ € (a), znamend, ze ¢« = a’ + rm, a b, b’ € (b),, zna-
mend, 7e b = b’ + sm. Seétenim obou rovnosti dostane-
me a+b=a +b + (r +s)m, tj. oba soulty a + b
ia’ + b’ leii ve stejné zbytkové ttidé. VSech 16 moznosti
aditivniho (resp. multiplikativniho) spojeni zbytkovych
tfid modulo 4 lze zapsat pomoci tabulky (tabulky ope-
race):
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+ I (0)y (1)a (2)s (3)s . l (0) (1)s (2)0 (8),
(0)s| (0)y (1)2 (2)s (3)a (0)g | (0)y (0)s (0)y (O),
(Da] (Mg (2 (3)s (0)a (e | (0)a (1) (2)s (3)4
(2)]| (2) (8) (0)y (1), (2)a | (0)s (2)s (0)s (2)
(3| B (0) (1), (2) Bk | (0 (3) (2)s (1)

Pritom v levém krajnim sloupci tabulky stoji levy séita-
nec (resp. levy dinitel) a v hornim fadku pravy séitanec
(resp. pravy éinitel).

(2) Ve skladovaci hale opravirenského podniku pou-
zivaji k zaznamu stavu raznych ndhradnich dila
k uréitému datu ¢, ,,¢iselny obdélnik“. Sklada se z n
radka a m sloupct, obsahuje tedy nm &isel. Kazdé z nich
poskytuje informaci o tom, kolik ndhradnich dilti daného
druhu je ve skladu k dispozici. Takovy é&iselny obdélnik
se nazyva n X m matice; nm &fsel a; nazyvame proky
matice. Znazornujeme-li je pomoci proménné, je pouziti
dvojitého indexu udelné.

} k-ty sloupec

{ TR T ql,,,\
i'ty f‘édek — ‘)0;“ v Qg o Gy,
Gpy « oo Oppe - a,,”,,’ n X m matice

Prvni index ¢ prvku a;;,. matice 4 nazyvame Fddkovijm in-
dexem. Udava, ve kterém Fadku prvek stoji. Druhy index
k, sloupcovy index, vyjatuje, Ze ay. patii do k-tého sloup-
ce. Tak napi. prvek ags (¢ti: a-tfi-pét) stoji v 3. rddku
a 5. sloupci matice. Dvojice (n, m) pfirozenych &isel
popisuje typ matice. Tak matice typu (4; 7) ma pravé 4
tadky a 7 sloupci. Matice budeme oznaéovat velkymi
pismeny A, B, C, ... Dvé matice A = (ay) a B = (by)
stejného typu (n, m) se rovnaji, pravé kdyz se rovnaji po
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slozkéch, tj. pravé kdy? plati: @, = by proie {1,2, ...,
n}a ke {1,2, ..., m}. Takto definovana rovnost matic
je relace ekvivalence. P¥irastek a ibytek nahradnich dild,
ke kterému dojde v urtitém ¢asovém obdobi, miZe byt
pravé popsan n X m matici. Kladnd éisla charakterizuji
ptirtistek, zaporna ¢&isla bytek a ¢&islo nula znaédi, Ze
nedoslo k Zddnym zménam. ,,Novy* stav v &ase ¢, dosta-
neme ziejmé tak, %e pro kaidy nahradni dil k pivodni-
mu pottu pFi¢teme to &islo, které udava prirtstek, resp.
ubytek tohoto dflu. To neznamend nic jiného, nei Ze
obé matice musime sedist nasledujicim zpisobem:

Q1 Qg - - - Gy bibys ... bn
g1 Oz - Gam | [ borDs oo b

a’n] a,,2 L] a’nm bnl bnz o v bnm

Gy + by e + by G+ by
Qg + by @gp + by ... Qyp + by, (3)

Guy + by Guy + bag o .. Gpy + bume

resp. ve zkracené forme (ay) + (by) = (@u + bu).
Ziejmé je soudet dvou n x m matic, jejichz prvky jsou
cela &isla, zase n x m matice celych ¢isel. Musime si
uvédomit, Ze (3) definuje soudet matic jen pro matice
stejného typu. Tak napt. je

(217 9—1 8_[11015
530]+[—4 011]‘ 1311)'
Naproti tomu matice
21 219 —3
[3 0] 21518 —4
47
se podle (3) setist nedajf.
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Problematika stavu zasob zprvu vyzadovala uvazovat
jako prvky matice cela &isla. Upustime-li od této vécné
souvislosti, rak muZeme jako prvky matice piipustit
i raciondlni nebo reilns ¢&isla. Matice, jejichZ prvky jsou
redlnd ¢isla a majf tvar 1 X m, resp. » x 1, nazyvame
Fddkovym, resp. sloupcovym vektorem. (3) tak kromé ji-
ného definuje i soudet takovychto vektoru.

Nyni jsme blizko otazce, zda lze matice také ,,nasobit*‘.
Otazku musime nejdfive upfesnit: MiZeme definovat —
vedle s&¢ftani matic — maticovou operaci tak, aby byla
adelna, tj. aby jednak mélo smysl pouiit ji pii Feseni
problém, jednak aby se ,;snaSela‘ s uz uvedenym sé&i-
tinfm matic? Vyjdéme opét z konkrétni problémové
situace: V podniku se vyrabéji tii meziprodukty M,, M,
a M,; pro kaZdy z nich je potfeba uréité mnozstvi suro-
vin 8, a §,. Matice 4 poskytuje piehled o jejich spotiebé.
Matice B charakterizuje, v jakém rozsahu se oba mezi-
produkty podileji na vyrobé obou koneénych produkta
K, a K,

M, M, M, K, K,
8, (12 4 3) _p M1 5

S, 2 8 77" M2[4 2]:3.
M, 7 11

Chceme-li nyni védét, kolik jednotek suroviny S, je
potfeba k vyrobé koneéného produktu K,, pak zfejmé
musime selist soudiny 12.1, 4.4 a 3.7. Odpovidajicim
zplsobem mufeme pro kaZdy z obou konednych pro-
duktd uréit spotfebu surovin vzhledem ke kaZdé z nich
zvlast a vysledky zapsat do 2 X 2 matice. Data urdena
maticemi A a B k tomu plné dostaduji. Zilez{ tedy jen
na tom, abychom vhodné popsali operaci mezi maticemi
A a B. Podle naseho ptikladu dostavime:
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.....

soudini nékterych prvkia A a B. Abychom dostali prvek
¢; v i-tém Fadku a j-tém sloupei matice C, musime -ty
Fidek A ,,vyndsobit'‘ j-tym sloupcem B (v tomto pota-
di). Jak se tvoti kaidy z téchto souéini ,,fadek krat
sloupec, si dobfe zapamatujete z nasledujiciho sché-
matu:

byj m :
(a“ (!,,-2 “ e (l,im). ?2" = .. .k_zlffikb“ e == o (Eij « e

.
bm i

Tyto definice nasobeni matic miZeme zapsat také strué-
néji:

(@) (by) = (ké:nlau.bk,-) = (cy)- (4)

Cheeme-li # x m matici A nasobit r X s matici B podle
(4), musi mit prvni &initel A pravé tolik slouped, kolik
mé druhy é&initel B tadki, tj. musf byt m = r. Matice
A, B s touto vlastnosti nazveme sdruené (v tomto po-
Fadi).

Vyjdeme-li opét z toho, Ze prvky matic jsou redlna
¢isla, je nasobeni ve (4) zavedeno pomoci séitani a naso-
beni reilnych &isel. Ke vztahtim mezi séitanim a néso-
benim matic dojdeme v odstavei 3.2,
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(3) V odstavci 1.6 bylo objasnéno sklddani pfifazenf.
Je-li M libovolnd neprizdnd mnoZina a 7 mnoZina
viech prostych zobrazeni M na sebe, pak je sklada-
nim prvkia z 7', tzv. transformaci mnoziny M, déna ne-
omezené definovana bindrni operace v T': Vysledkem
sloZzeni dvou prvkil g a v z T je takové zobrazeni, které
dostaneme, jestlize na kazdy prvek a € M provedeme
nejprve g a pak na obraz g(a) zobrazeni 7.

:1(-/
Q T

q*t- Y oT(qlal

Objasnime tento obecny postup na piikladech: Necht
M je kone¥nd mnozina {1, 2, 3}. Pak se T skldd4 ze Sesti

zobrazeni =, = 123 Ty, = 123 Ty = 123 Ty, =
17 |1238)° 2 |132) U8 213 ¢

= [g?]’ s = G%g] 8 ! = (;?g] Tato &fsla v za-

vorkach nejsou matice, jak jsme s ntmi pracovali v pif-
kladu 2, ale znizornuji tabulky hodnot. SloZime-li napt.
123) (128) _(123) _ 5.
213)"|312) ~(132) = T 2
cvideni slozte dalsi zobrazeni, nap¥. n, a m,, pfipadné
T, A 7,!
Obsahuje-li M pravé » prvkua 1, 2, ..., n, skladd se T
7z 1.2 ... n = n! zobrazeni mnoZiny M na sebe. Kazdé
mozné pofadi(sy, ..., %.) nriznych prvki z M ve schéma-

ny 8 75, dostaneme [

tu [: i2 T :"] popisuje totiz pravé jeden prvek 7.
7S

Ka%dé prosté zobrazeni konedné mnoziny M na sebe
se nazyva permutace.
Necht E je mnoZina vSech bodl roviny. Z mnoZiny
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v8ech prostych zobrazeni E na sebe vyberme mnoZinu
viech shodnosti 8. To jsou posunuti, otodeni, osové sou-
mérnosti nebo takova zobrazeni, kterd dostaneme slo-
Zenim uvedenych specialnich zobrazeni. Ztejmé sloZenim
shodnych zobrazeni vznikne opét shodnost, to jste pouzi-
vali uz ve Skole. Skladanim shodnosti je na E dana
neomezené definovana operace. Prevadi-li shodnost ¢
obrazec @, tedy neprazdnou podmnoZinu mnoziny E,
na obrazec @', nazyvaji se @ a @ kongruentni (shodné).

(4) Budeme se zabyvat mnozinou F vsech funkeci
realné proménné definovanych na intervalu (a, b)
redlnych é&isel. V F zavedeme jako séitani funkei
nésledujici operaci oznadovanou @:

(f ® ¢g) () = f(x) + g(x) pro libovolné f, ge F a pro
viechna z e {a, b). (5)

S¢itani funkei je tedy zavedeno prostfednictvim séi-
tani funkénich hodnot — to jsou realna éisla. Tato ope-
race ge u#iva vidy, kdykoli jsou funkce aditivné spojeny.
Tak muZeme napf. f(x) = mx + »n chapat jako soudet
funkei f,(x) = mx a fy(x) = n, funkei g(x) =sinz +
+ cos z jako soudet funkei ¢,(z) = sin z a g,(z) = cosx
(srov. obr. 28).

34

1
—

gixl=cos x
Q;r/g(xhsinxocosx
n 2 /

X

N

g,/x)=sin x

Obr. 28
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Omezime-li se na funkce, jejichZ definiéni obor je mno-
Zina vs8ech celych kladnych ¢&isel, tedy na posloupnosti
realnych ¢&isel, definuje (5) zaroven i séitani é&iselnych
posloupnosti a dasto pak piseme:

(@) @ (b,) = (a, + by) pro libovolné posloupnosti (a,),
(bn)- (5"

Soutet dvou posloupnosti (a,) a (b,) se tedy sklada z éle-
nt a, +b,a, +by, ...,0, + by, ... Za)imavé je, Ze
soutet dvou konvergentnich posloupnosti je vidy zas
konvergentni posloupnost.

(5) Nakonec jesté spojime dohromady nékolik dvojic
operaci. U% v odstavci 1.4 byly napadné analogie mezi
vlastnostmi operaci () a |J. Ukazuje se, Ze shody ta-
kového druhu se mohou vyskytnout i u jinych dvojic.

Necht T = {1, 2, 3, 4, 6, 12} je mnozina vsech celych
kladnych ¢isel, jez jsou déliteli ¢isla 12. Utvoreni nej-
vétsiho spoleéného délitele (resp. nejmensiho spoleéného
nasobku) dvou libovolnych prvka z T davé vidy jedno-
znaéné uréeny prvek z T, tj. v T jsou neomezené defino-
viany obé operace a Ab = D(a,b) a avyb = n(a,bd).
Uz z porovnani tabulek obou operaci 1ze uéinit zajimava
odhalenf.

V R byly tvofenim maxima, resp. minima dvou real-
nych ¢&isel zavedeny dvé operace (a, b) > max (a, b)
a (@, b) — min (a, b). Kazdé uspotridané dvojici (a, b) €
€ R x R je operaci ,,max‘‘, resp. ,,min‘‘ jako vysledek
pfitazeno to z &isel @ nebo b, které neni mensi, resp. nenf
vétsi nez to druhé. Jak jsme vidéli, neni snadné pro kaz-
dou ,,novou‘‘ operaci nalézt novy spojovaci znak. Casto
jsme sahali pro znamé symboly (napf¥. ,,.*‘), i kdyZz se
nejednalo o operaci v ¢iselném oboru. Tak budeme po-
stupovat i napii§té a nové spojovaci znaky budeme
pouzivat jen tam, kde by mohlo dojit k zaméné.
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JE 17,29% Z 93,6 ROVNO 93,6 %
Z 17,217

3.2 VLASTNOSTI OPERACIH
Ctendf sc seznimi s vlastnostmi operaci; zjisti, za jakych
podminek je operace komutativni, asociativni, pop¥ipadd
invertibilnf

Uvidime, 7e otdzku poloZenou v nadpisu je snadné
zodpovédét. Poditame-li totiZ a procent z b, pridemz @
a b jsou libovolné zlomky, pak je uspofddané dvojici

. L vy b
(@, b) jednoznaéné ptifazeno zlomek -1%(—). Budeme
poditani procent chapat jako operaci neomezené defino-
vanou na Q*, budeme pro ni uwifvat znaku 9, a psat

a% b= Tt:)% Shora poloZenou otdzku miZeme nynf

pFevést na otdzku obecnéjsi, zda pro libovolné a, b € Q*
plati @ % b = b 9, a. Je-li vysledek nezavisly na potadf
,»operandi‘‘, nazyva se operace komutativni.

Definice 3.2. Neomezené definovand operace o na
mnoZiné M se nazyva komutativni, pravé kdy% pro
véechna a, be M platiaob =b o a.

Vime, Ze séitdni celych &isel a ndasobeni zlomka patii
mezi komutativn{ operace. Diky posledni skuteénosti se
d4 ukézat, Ze operace 9%, je na Q* komutativni: plati
a%b =%=»% =b %a pro viechna a, be Q*.
Tim je také zodpovézena otdzka z nadpisu: Plati-li
totiz @ % b = b 9% a pro viechny zlomky a a b, plati
také 17,2 9%, 93,6 = 93,6 9, 17,2, Naproti tomu z rov-
nosti 2¢ = 42 neplyne, Ze umociovan{ ptirozenych &isel
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je komutativni operace; je piece moZné hned uvést
protipiiklady.

Vyjmenujme ted nékolik dalsich ptiklada komutativ-
nich operaci: Séitani a ndsobeni zbytkovych t¥id (srov.
pfiklad 1 v odstavci 3.1) jsou operace s touto vlastnosti.
Pro libovolné zbytkové tiidy ()., (b). totiz plati:

(a’)m + (b)m = ((1« + b)m = (b + a)m = (b)m -+ (a')m

(a)m'(b):n = (a’b)m = (ba’)m = (6)n-(a)n-

Protoze sé¢itani a nasobeni zbytkovych tiid bylo defino-
vano pomoci séitani a nasobeni celych &isel, je pochopi-
telné, Ze podivame dikaz vlastnosti téchto operaci se
zbytkovymi t¥idami odkazem na odpovidajici vlastnosti.
operaci na Z. Objasnéme tento princip jesté na dalsich
ptikladech:

S¢ftanf realnych funkef definovanych na intervalu I
je komutativnf operace. Byla definovana pomoci séi-
tani redlnych &isel; plati proto f @ g = g @ f pro libo-
volné funkce f a g z F diky rovnosti (f ® ¢g) (z) =
— f@) + g(x) = g(x) + /(=) = (g ® ) () pro viechns
z € I. Snadno se miZeme piesvédiit, Ze komutativni je
i séitani posloupnost{ redlnych &sel (opét chapané jako
specidlni funkce s definiénim oborem N,).

Podobné je komutativni s¢itani matic stejného typu,
zavedené v ptikladu 2 odstavee 3.1, nebof plati:

(@) + (b)) = (@u + by) = (by - ay) =
= (by) + (@u).

Nisobeni sdruzenych matic bylo sice definovano pomoci
séitan{ i ndsobeni redlnych &isel — obé operace jsou ko-
mutativni; domnénka, Ze na zakladé toho je také na-
sobeni matic komutativni, se viak ukazuje jako nesprav-
na. Je-li tfeba matice A typu (2; 3) a matice B typu

&
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(3; 4), souéin AB sice existuje, ovSem maticc B a A se
v tomto potadi ndsobit nedaji, ponévadZ nejsou sdru-
Zené. I kdyZ sec omezime na étvercové matice typu (n, n),
je mozno uvést protiptiklady jako

) (0)=(07)
(o) (7 —1)=(=2 o)

Skladani transformaci v mnoZiné M (srov. piiklad 2
v odstavci 3.1) je obecné nekomutativni operace, jak
ukazuje uz sloZeni dvou nasledujicich permutaci:

123) (123) (123) (123
231)'321—213J¢132]—

(123)(123
o (3 2 1]'[2 3 IJ'
Mizeme ale dokdzat komutativitu skladani pro specidlni
mnoziny transformaci, napf. pro mnozinu vsech posu-
nuti v roviné, nebo i pro mnoZinu vsech otoc¢eni kolem
pevného bodu roviny.

Nakonec si je§té uvédomme, ze véechny operace uve-
dené v piikladu 5 odstavce 3.1 jsou komutativni, nebot
jisté plati a Ab = b A ¢ pro viechna celd kladna ¢isla
a, b a max (z, y) = max (y, «) pro vSechna redlna &isla
x, .

Ze jsou obé operace () a |J komutativni, bylo pred-
vedeno uz v odstavci 1.4. Mame-li zjistit pranik t¥i mno-
zin A, B a C, muZeme utvorit nejprve A () B a pak pra-
nik této mnoziny s mnozinou C. Ale muzeme také podi-
tat prinik 4 s pfedem zjisténym pranikem B 0 C.
Bylo by jisté zlé, kdyby oba postupy vedly k riznym
vysledktm. Tvrzeni(A N B) N C = A N (B N O)z vé-
ty V(1.2) nas vSak uklidiuje.
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Je-li néjaka operace ,,nezavisla na uzavorkovani jed-
notlivych prvki‘, jako nap¥. i sjednoceni mnoZin nebo
soudet a nasobeni redlnych é&isel, nazyva se asociationi.

Definice 3.3. Operace o v mnoziné M se nazyva asocia-
tioni, pravé kdyz pro viechna a, b, c € M plati
(@ob)oc=ao(boc).

Zatimco u asociativni operace muZeme jednotlivé
operandy libovolné spojovat a provadét na nich postup-
né danou operaci, u neasociativnich operaci musime
vidy dbat amluvy, Ze pokud nejsou ‘pouZity zivorky,
postupujeme pii provadéni operace jako pfi psani zleva
doprava. To znamend, Ze 9 —5—3 je totéz jako
(9 — 5) — 3, coz musime odliSovat od 9 — (5 — 3).

Dikaz, Ze séitani a nasobeni zbytkovych t¥id je asocia-
tivni, je pomérné jednoduchy. Také séitani funkei
zavedené v piikladu 4 odstavce 3.1 ma tuto vlastnost,
nebot plati:

(D9 DA (@) =(f DY) () + k) =
= (f(®) + g(@)) + h(z) =
= f@) + ((x)+h(x))=
=f@)+ (gD r @) =D (g Dh)(2)

pro libovolné funkce f, g a b a pro vsechna ze I
Skladéni permutaci, otadeni nebo soumérnosti je
asociativni, nebot dokonce skladani libovolnych ptifa-
zeni mé tuto vlastnost (srov. odstavec 1.6).
Prozkoumejme jeSté nékteré operace uvedené v pii-
kladu 5 odstavce 3.1. Asociativita () a {J byla uZ uka-
zana v odstavei 1.4. Plati ale také

(1) max (a, max (b, ¢)) = max (max {(a, b), ¢) a
(2) min (@, min (b, ¢)) = min (min (a, b), ¢).

V (1), resp. (2) je totiz v kazdém z obou vyrazit uréeno
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to z &isel a, b, ¢, které neni mensf (resp. nenf vétsi) nez
kazdé z obou zbylych &fsel.

Pii dikazu asociativity ,,nejmensiho spoleéného déli-
tele’* je potfeba jednoznaéné vyjadiit kazdé piirozené
¢slo jako souéin mocnin prvoéisel. Ptirozené &fslo n
plitom piSeme jako soudin mocnin viech prvodisel,
pfi¢emZ je exponent roven nule, pravé kdyZ piisludné
prvodislo neni délitelem ¢&isla n. Kuptikladu je

14 = 2:.3°.5°, 7. 11° ..., 3
20 = 22.30.51.70.11° .. .,

pfitemz . .. naznatuje, e viechna dalsi prvoéisla vystu-
puji v rozkladu s exponentem nula. Vystupuje-li v roz-
kladu na prvoéinitele &isla a (resp. b) prvoéfslo p s expo-
nentem «, (resp. f§;), obsahuje, jak znidmo, nejmensi
spoleény délitel D(a,b) toto prvoéislo s exponentem

min (a,, B;). Platf tedy pro a = II p}, b= 1I pfi
i€Np

i€Ng
a ¢ = II pfi také D(D(a,d),c) = II ppintminta;fp.7) —
1ENp 1€No
— Il priaa,obv) — D(a, Db, c)),
i€Ng

pri¢emZ jsme vyuzili prve dokazanou asociativitu ope-
race tvofeni minima. Analogicky ukaZeme, Ze také
operace nejmensi spoledny nasobek je asociativni, pii-
temz se vyuzije (1).

Stitini a nasobeni redlnych &isel je jak komutativni,
tak i asociativni; odéitani a déleni nemaji Zadnou
z téchto vlastnosti. Pfesto je domnénka, Ze komutativita
a asociativita jsou navzajem souvisejici vlastnosti ope-
race, nespravna. Existuji komutativni operace, jeZ nejsou
asociativni, nap¥. tvofeni aritmetického priméru dvou
realnych &sel, a asociativni operace, jeZ nejsou komuta-
tivni, nap¥. skladani permutaci.
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Nepostaditelnost ciselného oboru pfi poéitini byva
fasto podnétem k jeho rozsiteni. Zjistime, Ze jisté rov-
nice v daném oboru nemaji feSeni. Tak napt. v Ny nejsou
FeSitelné ani vsechny rovnice tvaru a 4+ x = b, ani
viechny rovnice tvaru ay = b pro dand a, be N,
Rikédme tomu, Ze séitani a nasobeni neni v N invertibilni,
tj. dva séitanci (Cinitelé) sice urdujf jednoznadné svij
soudet (souéin), obricené se ale vidy neda ze souétu
a jednoho sé¢itance (soudinu a jednoho dinitele) uréit
druhy séitanec (&initel).

Definice 3.4. Neomezené definovand operace o ng
mnoZiné M se nazyva invertibilni, pravé kdyz pro libo-
volnd a, be M existuji x a y z M takovd, Ze plat{
aox =bayoa =hb.

Nasobeni v mnoZiné raciondlnich é&isel riznych od
nuly je invertibilni operace. Naproti tomu nasobeni
libovolnych redlnych ¢isel tuto vlastnost nema, protoze
napt. rovnice 0.z = 17 nema v R feSeni. Vlastnost
invertibility operace o je totoZna s poZadavkem existen-
ce Feseni rovnic uvedenych v D(3.4), tj. operace o je
v M invertibilni, pravé kdyz kaZdi rovnice e« o 2z = b
ayoa = bma v M alesponi jedno Fesent.

Skladani transformaci mnoziny M je invertibilni
operace. Na dikaz ukaZme pro dané transformace g a 7
feSeni rovnice p.x = 1. ProtoZe p(p71.7) = (p.07Y) .7 =
= 7, spliuje tuto podminku z = p~'.7. Pfitom je p7!
inverzni zobrazeni k ¢ a spolu s ¢ a 7 jsou také p™?!
a ¢ '.7 prvky mnoziny T vécech transformaci M. Odpo-
vidajicim zplsobem se ukaZe, Ze i kazda rovnice 4.9 = 7
pro g, 7€ T ma v T FeSeni.

Proto je i sklédini viech permutaci konedné mnoZiny
M invertibilni.

Séftani matic a séitani funkei jsou invertibilni operace.
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Neni obtizné tato tvrzeni dokazat. PouZije se pouze
toho, Ze séitani realnych é&isel ma tuto vlastnost,.

Také séitani zbytkovych tid je invertibilni operace,
nebot kaZda rovnice (a), + (2),, = (), ma FeSenf
(). = (b — a),,, protoZe pro dana celd ¢isla @ a b mé
rovnice @ + x = bv Z vidy fFeSeni, totiz r = b —a.
Ze nasobeni zbytkovych t¥id vzhledem k libovolnému
modulu m invertibilni byt nemusi, ukazuje nasledujici
protipfiklad: Rovnice (2),.{x); = (3), nema v mnoZiné
véech zbytkovych tiid modulo 4 Fesenf, nebot jinak by
muselo existovat celé &islo x takové, Ze 2x — 3 = 4c
pro ce Z. Na levé strané této rovnice stoji ale liché,
¢islo, zatimeo na pravé strané vidy sudé &islo.

Také nasledujici operace nejsou invertibilni. Dukaz
dostaneme v kaZzdém jednotlivém piipadé nalezenim
rovnice, kterd v oboru pfislusné operace nema feseni.
Prekontrolujte to!

— Nésobeni étvercovych matic

01} fxy)y (22
[0 2]'[2 u] _[l 2J'

— Tvofeni priniku mnozin {a,b,¢} N X = {a, d}.
— Tvofeni sjednoceni mnozin {a, 0} U X = {a}.
— Nejvétsi spoleény délitel dvou D(4, x) = 6.

¢isel v mnoZiné vsech délitelu

éisla 12
— Nejmensi spoleény ndsobek  n(4, z) = 2.

dvou &isel v mnoziné vech

délitelt disla 12
— Tvofeni maxima, resp. mini- max (4, x)

ma dvou redlnych &isel min (z, 3)

1,
100.

[

Existuji invertibilni operace, jez nejsou komutativni,
napf. sklddani transformaci, a také invertibilni operace,
jez nejsou asociativni, nap¥. tvofeni aritmetického

3
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prum€ru dvou racionilnich éisel. Vlastnost invertibility
neni tedy svazdna ani s komutativitou, ani s asociativi-
tou.

Z rovnostia + ¢ = b 4 ¢ miZeme usuzovat na e = b,
tj. s¢itanec ¢ na obou stranach rovnosti smime vyskrt-
nout. Také rovnost ac = be, kde a, b, ¢ jsou celd &isla, se
da zkratit na a = b, pokud c¢ je éislo razné od nuly.

Definice 3.5. Rikdme, e neomezené definovana ope-
race © na mnoziné M ma vlastnost krdceni, pravé kdyz
pro libovolna a, b, c € M soudasné plati (1) a (2):

(MHZaoc
(2)Zcoa

=bocplynea = b.
=cobplynea = b.

Stejné jako komutativita a asociativita, je i moZnost
kriceni vlastnost dané operace; proto nemiZzeme pfe-
chod od aoc=boc¢ k ¢ =b motivovat ,,délenim*
obou stran rovnosti &islem ¢, tj. uZitim dalsi operace.

Pravidla vyjadiens v (1) a (2) definice D(3.5) se nazy-
vaji — ne prilis i¢elné — pravidla kraceni, i kdy?Z zfejmé
s kradcenim zlomkd nijak nesouviseji.

Je jasné, Ze pro komutativni operace z podminky
(1) plyne podminka (2), a obracené, také podminka (2)
dava podminku (1). Jak uZ zduraznil pFedchozi pfiklad,
z ¢.0 = b.0 neplyne a = b. MiZe tedy nastat piipad,
Ze operace nema vlastnost kraceni, pfesto vSak jisté
prvky jejiho nosi¢e mbzeme vidy ,zkratit‘. Rikime
pak, ze takovy prvek je reguldrni. Cislo nula je sice viigi
séitani raciondlnich é&isel reguldrni, ne vsak vzhledem
k nasobeni. »

Zatimco invertibilita operace o v mnoziné M je to-
toinda s podminkou existence feSeni linedrnich rovnic,
vlastnost kraceni zaruduje jednoznaénost jejich Feseni.
MiuzZeme tedy vyslovit nasledujici vétu:
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Véta 3.1. Je-li operace o definovand v mmoZihé M
tnvertibilni a ma-li pfitom vlastnost krdcent, pak pro libo-
volnd a, b€ M md kakdd z rovnic aocx =bayoa =b
prdvé jedno Fesent.

Dikaz. Existence FeSeni je zarudena vlastnosti inverti-
bility operace o; zbyva ukazat jednoznaénost. Piedpo-
kladejme, %¢ @ c x = b ma dvé rizni Fedeni z, a wx,,
takZie z a o x; = b a @ o x, = b diky rovnosti pravych
stran plyne i rovnost levych stran: @ o z; = a o x,, a na
zakladé vlastnosti kraceni je x, = z, ve sporu s piedpo-
kladem. Analogicky se dokéze, Ze také kazdd rovnice
y o @ = b ma pravé jedno FeSeni.

Skladani transformaci mnoZiny M, ale i s¢itani zbyt-
kovych t¥id, séitani matic a funkeci jsou operace s vlast-
nosti kraceni. Abychom to dokazali- pro posledni tii
jmenované operace, musime vyuzit skuteénosti, Ze séi-
tani celych &isel (resp. redlnych disel) ma vlastnost kra-
ceni. UkdZeme to na prikladu séitdni funkef definova-
nych na intervalu I: Podle pfedpokladu plati f®g=
=h®g, tedy pro vsechna xe I (g =0O
@ 9) (2). Odtud plyne f(x) + g(x) = h(z) + g(z), coi
je rovnost redlnych ¢isel, tudlz f(x = h(x) pro vSechna
ze I, tedy f = h.

Naproti tomu nasledujici operace nemaji vlastnost
kraceni, coz dokaZzeme udinim protipfikladu:

— Nasobeni étvercovych matic:

* )=
aviak [8 ;]7&[; _}J
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— Tvoteni priniku mnoZin:

Je  {a¢} 0 {a b} = {a,d} N {a, B},
aviak {a,c} # {a, d}.

— Nasoben{ zbytkovyech tfid:

Je  (0)4.(2)g = (0),.(3)s,
avSak (2), # (3),.
— Nejmensi spole¢ny nasobek
v mnoZiné vSech délitelu é&isla 12:
Je n(3; 4) = n(6; 4),
avSak 3 £ 6.

— Tvofeni maxima redlnych &isel:

Je max (2; 17) = max (1; 17),
aviak 2 #£ 1.

Nyni uZ také jisté nebude obtiZné najit ptiklady, jez
ukazuji. Ze nejvétsi spoleény délitel dvou pFirozenych
¢isel, sjednocenf mnozin stejné jako tvoreni minima dvou
realnych ¢isel nejsou operace s vlastnostf kracen.

Jestlize jsme a% dosud uvaZovali vlastnosti, jeZ se ty-
kaly jen jedné operace, budou nas ted zajimat pravidla,
kterym podléh4 ,,souhra‘* dvou operaci v mnoziné M.

f FDeflnice 3.6. Na mnoZiné M necht jsou neomezené
definovany dvé operace oznadené jako ,,nisobeni‘‘ o a ja-
ko ,,séitdni $. Nésobeni se nazyva distributioni vzhle-
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dem ke séitdni, pravé kdyz pro viechna a, b, c € M plati
aobc)=(@ob)H(acc)
bHcyoa=(boa)H(coa).

Nasobeni v R je distributivni vzhledem ke séitani,
nebot plati a(b +¢) =ab +aca (b +¢c)a = ba + ca,
tj. smime ,,odstranit zavorky‘ a ¢isla ,,roznasobit®.
Naproti tomu séitani neni distributivni vzhledem k na-
sobeni. Formulace v D(3.6) také ukazuje, Ze vztah
»,je distributivni k* neni symetricky.

V obou rovnostech v definici D(3.6) jsou na pravé
strané uZity zavorky; to znamena, Ze nejdiive po&itdme
»soudiny a pak ,,soudet souéinta‘‘. To, Ze je pfi poéitani
s tisly mtZeme vypustit, spoéiva v Gmluveé, zZe ,,ndso-
benf ma prednost pfed séitdnim*‘‘. Budeme tuto umluvu
prenaset i na jiné operace, pokud nebude hrozit nedoro-
zumeénf.

Nésobeni zbytkovych tiid se chova distributivné ke
séitdni. Pro libovolné zbytkové t¥idy (@)w, (B)m, (€)m
plati

(a)m-((b)m "‘ (G),,,) = (a)m-(b + c)m = (a(b + C))m =
= (ab + ac), = (ab),, + (ac), =
= (a’)rn'(b)m + (@) (C)m-

Rozmyslete si, které vlastnosti séitani a nasobenf
celych ¢&isel se vyuzily pfi tomto malém dikazu!

V piikladu 2 odstavee 3.1 bylo zavedeno s&itani
a nasobeni matic na zakladé dvou raznych problému
z oblasti ekonomie, k jejichz formulaci se obé operace
hodily. Pfekvapuje proto, Ze obé tyto operace definované
zdanlivé nezavisle jsou spolu svazdny vlastnosti distri-
butivnosti. Objasnéme tuto skute¢nost nejprve na spe-
cidlnich piikladech 2 x 2 matic!
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Pro libovolné matice A, B a C takové, e B a C jsou
stejného typu a A a B jsou sdruZené, plati

(@) ((bxs) =+ (exy)) = (@) (by; + cry) =
= ( T aulby + ;) = ( Z aaby + Zager) =
k=1 k=1 k=1

n n
= (kz aybr;) + (kzlafikcu) = (@) - (biy) + (@a)-(cws)-

Tim je dokazin jeden z obou pozadavkid D(3.6). Ze
nasobeni a séitani spliuje i druhou rovnost, je mozno
ukazat analogicky.

Ve vété V(1.2) odstavece 1.4 bylo zduraznéno, Ze
operace () a {J jsou dokonce navzajem distributivni.
Je zajimavé, Ze takoviato symetrie vzhledem k vlast-
nosti distributivnosti je i u obou dalsich dvojic operaci
zavedenych v piikladu 5 odstavce 3.1. Plati jak

D(a, n(b, ¢)) = n(D(a, b), D(a, c)),

tak i nia, D(b, ¢)) = D(n(a,

. n(a, ¢)),

b)
max (@, min (b, ¢)) = min (max (e, b), max (a, c)),
min (@, max (b, ¢)) = max (min (@, b), min (a, ¢)).

Dikazy pienechavame &tenaii.

TEZKA ULOHA ,MUZE V CERNEM*
3.3 PRVKY SE SPECIALNIMI VLASTNOSTMI
O neutrdlnich, pohleujicich a navzijem inverznich prveich

Nem4 vibec lehkou tlohu, ,,muZ v ¢erném"“, jak se
také &asto pfi kopané ¥ikd rozhodéimu — ,neutralu®.
Zatimco kazdy hra¢ miZe nasadit vSechny své schopno-
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sti a volni vlastnosti, aby svému muZstvu co nejvice
dopomohl k vitézstvi, musi se rozhodéi chovat neutralné.
Kazdé své rozhodnuti éini saim na zakladé pravidel,
jeho mozné sympatie ¢i antipatie k jednomu muZstvu
nesméji ovlivnit vyvoj utkani.

S¢itame-li cela &isla, hraje roli ,,neutrala‘ nula. Pro
libovolné celé é&islo ¢ plati 0 4+ ¢ = ¢ + 0 = ¢, tj. &islo
nula pFi séitdni ostatni &isla neovliviiuje. Proto také
nazyvame nulu neutrdlnim prokem vzhledem ke séitdni
celyjch éEisel.

Takové neutrilni prvky najdeme i v jinych sousta-
vach. Tak 1 se chova neutralné pii nasoben{ racionalnich
éfsel — jak znamo, plati 1.a = a.1 = a pro vsechna
a € Q. 1 neni oviem neutraln{ vidi séitani, stejné jako
nenf nula neutralni viédi nasobeni. Muz, ktery je urden
jako rozhodéi na zipasy kopané, se piece také muze
ziéastnit zdpasu v hazené jako hra¢ a rozhodné tam
nemusf byt neutralni.

Definice 3.7. Prvek » mnoziny M se nazyva neutrdlni
prvek vzhledem k neomezené definované operaci o na M,
pravé kdyZ pro viechna a € M platf

aon=no0a =a.

Plati-li @ o » = a (resp. » 0 @ = @) pro viechna a € M,
nazyva se n pravy neutrdini (resp. levy neutrdini) prvek
operace O.

Ziejmé je kaidy neutrilni prvek zirovein pravy neu-
tralni, tak i levy neutralni.

Pokusime se vypatrat jesté dalsf neutralni prvky:
(0)a, resp. (1), jsou neutralni prvky v mnoziné zbytko-
vych tfid modulu m vzhledem ke séftan{, resp. vzhledem
k nasobeni zbytkovych t¥id. Dikaz (jednoduchy) se vam
jisté podafi. VyuZije se pfitom skutednost, Ze O (resp. 1)
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je neutralni prvek vzhledem ke séiténi (resp. nasobenf)
celych &isel.

Pii s¢ftanf matic stejného typu hraje roli neutralniho
prvku jak snadno nahlédneme, matice, jejiz prvky jsou
vesmés nuly. Nésobime- 11 n X n matici A zlevan X n
matici

10 0
1
e ik
0 0 1

dostaneme E.A = A, nebof pfi nisobeni i-tého tidku
matice A k-tym sloupcem matice E dostaneme soudet
soudint, jez jsou vesmeés rovny nule s vyjimkou souéinu
ay..1. Také kdyZ ndsobime matici A zprava matici E,
dostaneme opét A: platf jak E.A = A, taki A.E = A,
adkoli jak znamo, ndsobeni matic neni komutativni.
Vyjasnéte si ptisobeni matice E pi#i nasobeni prozkou-
manim piikladd, které si sami vyberete!

Tak jako v mnoziné zbytkovych ttid jsou i v mnoZiné
n X n matic definoviany dvé operace ,,séitdni* a ,,néso-
beni‘. Viadi kazdé z obou operaci existuje neutrilni
prvek. Pro lepsf rozliSeni se neutralni prvek vzhledem
k aditivné popsané operaci také nazyva nulovy pvek
a vzhledem k multiplikativné popsané operaci jednotkovij
prvek; diky analogii s ¢isly 0 a 1 opravdu sugestivni
oznadeni pro neutrilni prvky.

Identické zobrazenf ¢ je prvek mnoziny 7' vsech transfor-
maci mnoziny M. Je-li nyni ¢ libovolny prvek z T,
plati jak (c.¢) (a) = p{ia)) = @la), tak i (¢.i) (@) =
= i(p(a)) = p(a) pro véechnaae M, tj. 1.9 = p.1 = .
Je tedy ¢ neutralni prvek vzhledem ke skladani trans-
formaci mnoziny M.

V mno#iné viech permutacf tii prvka 1, 2, 3 miiZe byt
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neutralni prvek znazornén jako =, = [}gg], v mno-

=
ziné vSech posunuti roviny je to posunuti PP s nulovou
,,velikosti posunuti‘ a v mnoziné vsech otoéeni roviny
kolem daného bodu je to otodeni o nulovy thel. Vzhle-
dem ke s&itani funkei definovanych na intervalu I ma
vlastnost neutrilniho prvku funkce =, kde n(z) = 0
pro viechna x € I. Je-li totiz f libovolny prvek z mnoziny
F téchto funkei, tak pro viechna x € I plati: (n @ f) (z) =
= n(@) + @) = 0 + f(z) = f(z), & tudit nDf =f,
a protoZe vime, Ze operace @ je komutativni, je také
f@n = f pro viechna f € F. Je tudiz také jasné, jak
musi vypadat posloupnost, jeZ ma hrat roli neutralniho
prvku vzhledem ke séitdni posloupnosti realnych é&isel.
V potenéni mnoziné #(M) mnoziny M je mnozZina M
sama neutralnim prvkem vzhledem k operaci () a prazd-
na mnoZina @ je neutralni prvek viaéi operaci |J. Plati
totiz AONM=MNA=4AaAd=0JA=4
pro libovolnou mnoZinu 4 z 2(M) (srov. V(1.2)).
Vim pirenechiavame nalezeni neutralnfho prvku vzhle-
dem k operacim A a V zavedenym v mnoziné vsech
délitelt pFirozeného ¢isla ¢ a prozkoumani toho, zda
existuji neutralni prvky viadi operacim ,,tvofeni maxima
dvou realnych é&isel, resp. ,,tvofeni minima dvou real-
nych ¢&isel definovanych na R.
Neni zajimavé hledat neutralni prvek vidéi operaci 9/,.
UvaZujme jesté, zda kromé 0 neexistuje jesté dalsf
neutralni prvek vzhledem ke séitini celych é&fsel. To
ziejmé nemuZe nastat, nebot za piedpokladu, Ze by
existovalo n € Z, n # 0, rovnéZ s vlastnosti neutrialniho
prvku, plyne z rovnosti n + a = a pro kaidé ae Z
ihned n = @ —a = 0, coz je ve sporu s pfedpokladem.
MuZeme to vSak dokazat jesté jinak: Piedpoklidejme,
%e n je spolu s nulou neutralni prvek vadi s¢itani. Pak
plati kromé 0 + n = n (1) také 0 + n = 0 (2). Jednou
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pouZivime toho, Ze 0 je neutrélni prvek, podruhé, Ze n
jako neutrdlni prvek pfi séitdni neovliviiuje Zadny
prvek, tedy ani nulu. Protoze levé strany rovnosti (1)
a (2) se rovnaji, rovnaji se i pravé strany. Je tedy
n = 0, tj. vzhledem ke séitani v Z existuje pravé jeden
neutralii prvek. Srovnanim obou myslenkovych postu-
pi zjistime, Ze jsme v prvém dukazu zahrnutim od&itani
celych é&isel uZili vice pomocnych prostiedki nez v dru-
hém dikazu. Protoze jsme ve druhé \vaze vilbec ne-
pouzili vlastnosti séitani celych &isel, miZeme tento
postup pouzit i na libovolnou operaci o. Tim je dokaza-
no, Ze operace v mnoziné M nemiize mit vice neZ jeden
neutralnf prvek.

Obé shora uvedené tivahy dovoluji jesté dalsi dusle-
dek: Mé-li operace o jak pravy neutrilni prvek np, tak
ilevy neutralni prvek n;, museji se diky rovnostem n; o
o np = ny, (pusobeni pravého neutralniho prvku) a ng o
o mp = np (pisobeni levého neutrdlniho prvku) oba prv-
ky shodovat. Pro operaci o mohou tedy nastat jen né-
sledujici ptipady:

— ma pravy a nemd levy neutralnf prvek,
— m4 levy a nema pravy neutralni prvek,
— nem4 ani levy, ani pravy neutralni prvek,
— ma prave jeden neutralni prvek.

V mnoZiné F viech funkei tedy kromé funkce n(x) =0
pro viechna z € I neexistuje Zadny dalsf neutralni prvek
vzhledem ke séitdni a identické zobrazeni je jediny
neutralni prvek vzhledem ke skladani transformaci.
Ve zkoumanych pfikladech nenastal pfipad, Ze by ope-
race méla jen pravy, ale nikoli levy neutrilni prvek.
Odé&iténi nezapornych celych &isel je takovou operaci,
nebot plati sice a — 0 = a pro viechna a € N, neexistu-
je viak prvek n € Ny s vlastnosti n —a = a pro libo-
volné a € N,.

Neutrdln{ prvek tedy neovliviiuje pfi provadéni ope-
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race ostatni prvky. Mohou se ale vyskytnout i specidlni
prvky, jeZ se vidi operaci chovaji pravé obracené: Po-
zorujeme-li chovani nuly pfi nasobeni reilnych ¢&isel,
zjistime, Ze tento prvek ,,pohlcuje‘ vSechna ostatni ¢isla:
Pro kazdé realné ¢&islo z plati 0.2 = x.0 = 0.

Definice 3.8. Prvek ¢ mnoziny M se nazyva agresivni
prvek vzhledem k operaci o definované na M, pravé kdyz
pro viechna x € M plati

a0 =200 = Q.

Prazdna mnozina # v #(M) vystupuje jako agresivni
prvek, uvazujeme-li ji vzhledem k operaci (0, a mnoii-
na M ma tuto vlastnost vzhledem ke sjednoceni (srov.
V(1.2)). V mnoziné M = {1, 2, 3, 4, 6, 12} je ¢&islo 1
agresivni prvek vidi tvofeni nejvétiiho spoleéného déli-
tele. Takovy prvek muZeme v M najit i pro operaci
nejmensiho spole¢ného nasobku.

Ma-li mnoZina M vzhledem k asociativni operaci o za-
vedené na M neutralni prvek =, pak je operace o inverti-
bilni, pravé kdyz jsou pro kazdy a € M Fesitelné special-
nf rovnice e c x = n a y c a = n. Je-li totiz o inverti-
biln{, jsou Yesitelné vsechny rovnice tvaru aox =b
ay o a = b, tim spiSe tedy i uvedené rovnice. A naopak,
jsou-li tyto specidlni rovnice fesitelné, jejich FeSenf oznad-
me napf. ¥ = ap, y = a;; pak muZeme hned dostat
i feSeni obeenych rovnic: ¢ 0 x = bmateSenixz =apo0 b
ayoa =>5bmaiFeSeni y = b o a;. Provedeme zkousku:
acx =ao(@ob)=(acap)ob=nob=>byoa=
=((boa)oa=bo(@oa)=bon ==

M4 tedy smysl ptat se na FeSeni — zavisejici ziejmé
jen na ¢ — rovnic ¢ o = n, resp. y o ¢ = n. Kupfikla-
du ke kaZzdému celému &islu ¢ pHslusi v (Z, +) jako fe-
genirovnice +2 = 0ay + ¢ = 0 celé &islo —c a v (R\
\ {0}, .) je racionélnimu ¢slu r = 0 rovnici r.2 = z.r =
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1
= 1 pfifazeno racionalnf éfslo x = P Cislu 0 v8ak timto

zpusobem nemuzZeme pfifadit Zadné racionalni dislo,
protoZe rovnice 0.z = .0 = 1 nema FeSeni.

Definice 3.9. Necht o je operace definovand v mnoziné
M a nechf n je neutralnf prvek vzhledem k o.
Prvek @ € M se nazyva inverznim prokem k a vzhledem
k o, pravé kdyz plati

(% aoca=aoa =n.

Platf-li @ o @ = n (resp. @ 0 @ = n), nazyva se a pravy
inverzni (resp. levy inverzni) prvek k a vzhledem k o.

Z¥ejme je a inverzni prvek k a, pravé kdyz je jak pra-
vy, tak i levy inverzni prvek k a. U komutativnich ope-
raci pojmy ,,pravy inverzni‘‘ a , levy inverzni‘‘ splyvaji.

Uvodni piiklady vedou k domnénce, #e¢ k prvku a
existuje nejvyse jeden inverznf prvek. Spravnost této do-
mnénky dokazeme pro asociativni operace v odstavci 4.2,

Diky symetrii rovnosti (*) vystupuji prvky e a @
zcela rovnopravné, tj. je-li @ inverzni prvek k «, je také a
inverznf prvek k a.

Prvek a inverzni k a ¢asto oznadujeme jako a1 (resp.
—a pii aditivnim zptsobu psanf); zamény s mocninou
a~! se nemusime obavat, jak se pozdéji ukdze.

Chceme-li patrat po dalsich dvojicich navzijem in-
verznich prvki, musime se omezit na zkoumani tako-
vych operaci, jez maji neutralni prvek. V mnoZiné zbyt-
kovych t¥id modulo 4 najdeme vzhledem ke séitdnf
ke kazdému prvku praveé jeden takovy, Ze jejich soudet
di zbytkovou tFidu (0),:(0), + (0), = (0),, (1)s +
+ (3)s = (3)s + (1)g = (0)4 & (2)4 + (2)3 = (0),.

Naproti tomu neexistuje zbytkova t¥ida modulo 4,
jeZ by byla fesenim rovnice (2),.(x), = (1), tj. zbytkova
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trida (2), nema vzhledem k nasobeni zbytkovych t¥id
inverzni prvek. Kazdd n x m matice (a;) ma vudi sé&-
tdni matic inverzni prvek, totiz matici (—ae;), nebot
ziejmé platf

(@y) + (—an) = (ag + (—au)) = (0).
V mnozZiné vech » x » matic existuji jak prvky, jeZ
vzhledem k ndsobeni matic maji inverzni prvek, tj.

inverzni matici, tak i takové prvky, pro néz Zidnou
inverzni matici nenajdeme. Podivejme se na dva pii-

klady: K matici A = ( 21

—11
- [Hg ;@’ plati A.A" = A-1 A = E. Piesvédéte

se o tom! K matici B = [_} _;J naproti tomu ne-

]je inverzni matice A™1 =

existuje inverzni matice. To se d4 snadno ovéfit, zkusi-
me-li vyfesit maticovou rovnici

1 2) (a b)_(1 0},
(—1 —2]'[c d] _[0 1

jez vede na soustavu &étyf linedrnich rovnic o étyfech
neznamych a, b, ¢, d. Md-li matice A inverzni matici,
nazyva se reguldrni, jinak se A nazyva singuldrni matice.
Mezi singularni matice pati{ mimo jiné ty, jeZ obsahuji
Fadky nebo sloupce se samymi nulami, a takové, u nichz
je Tadek, resp. sloupec, nasobkem jiného Fadku, resp.
sloupce, coz byl piipad shora uvedeného piikladu.

Vuéi sklddani transformaci existuje ke kaZzdému
prvku prvek inverzni. MiZeme ukézat, Ze inverzni prvek
k posunuti je posunuti, inverzni prvek k otodeni okolo
bodu P, je ototeni okolo P,, inverzni prvek ke shodnosti
je shodnost.

Zatimco vzhledem ke s&itani funkci ke kazdé funkei
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existuje inverzni prvek, napf. je f(x) = —3z + sinz
a g(x) = 3x —sin z takova dvojice, pro operace uvedené
v piikladu 5 odstavce 3.1 najdeme prvky, jez tuto vlast-
nost nemaji. Tak v mnoZiné viech déliteld éisla 12 ne-
existuje vzhledem k nejvétsimu spoleénému déliteli in-
verzni prvek ke 4. Rovnice {a,b,c} UX =0 nemi
v P(M) fedeni, neexistuje tam tedy mnozZina, jez by
byla vaéi {J inverzni k mnoZiné {a, b, c}. Nebude pro vas
obtiZné zkonstruovat daldi takové ptiklady.

RESPEKT SE VYPLACT

8.4 RELACE KONGRUENCE
CtendF se dozvi, za jakych podminck relace ekvivalence
respektuje operace a jak muZeme pFirozenym zpisobem
deflnovat operaci mezi t¥idami rozkladu

Kazdé celé kladné &islo » patfi bud do mnoZiny P
prvodisel, nebo do mnoiny P’ slozenych &isel. N, \ {0} se
tak rozpadd na dvé tiidy P a P’. Ovéfme na pifkladech,
jak je tento rozklad § mnoZiny Ng\ {0} respektovan
séitanim piirozenych ¢&isel:

24+3=5 124+1=13, 74 6=13,

345=8 44+6=10, 11 +9 = 20.
Zjistujeme, Ze soudet dvou prvodisel mize byt prvek
jak P, tak i P’; také soudet dvou slozenych &isel muze
byt jak prvek P, tak i P’. Pfi¢teme-li kone¢né prvodislo
ke sloZenému é&islu, miuZe zas soudet leZzet v kterékoli
z obou tfid. Nas rozklad séitani celych kladnych &isel
viubec nerespektuje. Zdalipak respektuje alespon naso-
beni ?

Zvolme jiny rozklad mnoziny Z celych é&isel — roz-
délme ji na t¥idu K, zapornych é&isel, t¥idu K, kladnych
tisel a tiidu K, jeZz obsahuje jen nulu. Provéime ted
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chovani tohoto rozkladu viadi s¥ftini. Soudet dvou za-

pornych &isel je sice vidy zaporny, souéet dvou kladnych

¢isel vidy kladny a soudet dvou prvka z K, vidy prvek

z K,, ale jakmile se pfi s¢itani setkaji prvky rdaznych

tiid, mohou se vyskytnout ,,nedisciplinovanosti‘‘:
—3+2=—1ekK, —3+4=1€¢ K,,
—34+3=0€eK,.

Zatimco nas rozklad nedostateéné respektuje séitani,
n{ms&beni se podfizuje, nebof pro libovolné a, be Z*,
plati:

(+a).(—b)e K,, 0.(+a)e K,, 0.0¢ K,,

(—a).(+b) e K., (+a).0€ K,,

(—a).(—b)e K;, 0.(—a)e K,,

(+a).(+b)e K;, (—a).0€ K,.

Pifslusnost soudinu dvou celych ¢&isel do jedné tfidy
zavisi tedy jen na pfisludnosti jednotlivych éiniteld do té
které tiidy, a ne na specidlnf volbé &initeld uvniti dané
tiidy.

Vratme se nakonec jesté jednou k rozkladu mnoZiny Z
viech celych &isel na zbytkové ttidy podle relace ekvi-
valence ,,kongruentni (mod m)*“. V piikladu 1 odstavce
3.1 bylo uz ukézano, Ze séitani celych &fsel je tvofenim
zbytkovych t#id, resp. pfislusnou relaci ekvivalence
respektovino: Pro &/, a”’ € (@), a b, b'' € (b), leii ve
stejné zbytkové t¥idé také o' + b a a”’ + b, totiz
v (@ + b)n. Za stejnych pfedpokladd dostaneme pro
¢’ = a"” (mod m) a b’ = b" (mod m), tj. ¢’ =a"’ + gm
a b’ = b"" + hm, vynisobenim obou poslednich rovnostf

a'b’ = a'’b"” + m(a’’h + b"'g + mgh), tj.
a'b’ = a’'b"’ (mod m).

Le#i-li tedy jak a’ a a’’, tak i b’ a b”’ ve stejnych zbyt-

kovych tridach, plati totéz i pro a’d’ a a’’b"’. Relace
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ekvivalence , kongruentni (mod m)*“ v Z ma tedy tu
vlastnost, Ze respektuje séitani a nasobeni celych é&isel;
takovou relaci nazyvame relace kongruence.

Definice 3.10. Relace ekvivalence B v mnozZiné M se
nazyva relace kongruence v strukture (M, o), pravé kdyz
relace R respektuje operaci o, tj. kdyZ pro viechna a, b,
a’, b’ € M plati:

Z aRa’ a bRb' plyne (a o b)R(a’ o b’).

Respekt se vyplaci! Tato snisenlivost relace ,kon-
gruentni (mod m)‘* viéi séitdni, resp. nisobeni celych
¢isel dovoluje definovat v mnoZiné zbytkovych t#d
pfirozenym zpisobem novou operaci. V piikladu 1
odstavce 3.1 jsme to uz pfedvedli: zbytkové tiidy tvoti
nosi¢ nové operace. Dvé zbytkové tiidy sditime, resp.
nasobime tak, Ze v kazdé z obou ti ~ zvolime libovolné
celé &islo (reprezentanta) a ta sc”’ .me, resp. vynaso-
bime. Kazdé celé &islo, které ta':t«, dostancme, uréuje
jednoznaéné a nezivisle na reprizentantu zbytkovou
t¥idu, ktera je podle definice soudt:m, resp. souéinem da-
nych zbytkovych tfid. Timto znisobem jsou definovany
operace v podilové mnoziné Z/R, kterd je vytvofena
relaci ekvivalence ,, kongruentni (mod m)*; mnoZina Z/R
tak zisk4ava strukturu: ze (Z, L, .) a R dostavame (Z/R,
+, .).

Shora uvaZovany rozklad mnoziny Z na tiidy K.,
K,, K, je odvozen z relace ekvivalence, jez se ukazala
jako snasenliva vdi ndsobeni celych ¢isel. MiiZeme proto
podle stejného principu v mnoziné {K,, K,, K,} zavést
nisobeni o pomoci reprezentanti (viz tabulku).

o | K, Ky K;
K, | K. K, K,
K, | K, K, K,
K, | K, K, K;
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Znovu abstrahujeme: Je-li relace ekvivalence R v M
zaroven relaci kongruence v (M, o), miZeme mezi t¥i-
dami ekvivalence podilové mnoziny M/R definovat
operaci O prostfednictvim reprezentanti:

KOK, =K, » zoy =2

Ptirozené mizeme misto z, y zvolit i jiné reprezen-
tanty ', ¥’ z tiid ekvivalence K, K,; to, Ze R je relace
kongruence, naruduje, Ze soudin =’ o ¥y’ = 2’ urdité zas
patii do tridy K,.

(M/R, O) nazyvame podilovou strukturou, faktorovou
strukturou, a nebo také strukturou zbytkovijch tfid (M, o)
vzhledem k R.

Uz v ptikladu 1 odstavce 3.1 jsme zjistili, Ze se mnohé
vlastnosti operace o v M ptenaseji na operaci © v M/R.
Vysvétleni pro to najdeme v nasledujicich odstavecich.

8.5 CVICENI

1. Zjistéte, zda ziZeni séiténi &iselnych posloupnosti na pod-
mnoziny M; (¢ = 1, 2, 3) je neomezend definovand operace.
a) M,: mnoZina viech aritmetickych posloupnosti;

b) M,: mnoZina viech geometrickych posloupnosti;
¢) M;: mnozina vSech rostoucich posloupnosti.

2. Presvédéte se, zda operace 0, & 0, definované nédsledujicimi
tabulkami jsou komutativni & invertibilni a zda maji
neutrdlni prvek.

o,fabed 0, |abed
a (abcecd a |dbca
b |badec b [bbbd
c cdabd c cbde
d |dcbhba d |abcd
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8.

6.

Dokaizte:

max(a, min (b, ¢)) = min (max (a, b), max(a, c))
a

min (a, max (b, ¢)) = max (min (e, b), min (a, c)).

Necht 0, je operace v Ng\ {0}, kterd &islim a+# 0, b % 0
piifazuje é&islo, jeZ dostaneme zapsdnim &islic obou é&isel a
a b za sebe (pfiklad: a = 14, b = 156, a 03 b = 14 156).
Ukaite, Ze O, jo asociativni, ale neni komutativni. Zjistéte,
zda Oy je invertibilni @ zda md vlastnosti krdceni. Obsahuje
mnozina N, \ {0} vi&i 0, levy (pravy) neutralni prvek?

V mno%iné E vSech bodi roviny je definovéna nésledujici
operace: jestlize P = @, je P A Q tfeti vrchol T rovno-
stranného trojuhelnika PQT znadeného v matematicky
kladném smyslu; v piipadé P = Q poloime P A Q = P.
Zjistéte, zda A je komutativni, asociativni &i invertibilni.
M4 A vlastnost krdceni?

Niésledujiei ,,tvofeni praméra‘* dvou &isel miZeme chédpat
jako operace:
aritmeticky primér raciondlnich &isel

a+b

a0, b= 5 H

geometricky pramér nezdpornych redlnych &isel

aosb= VE H

harmonicky pramér kladnych redlnych &isel
2ab

aOogb= p——

Zjistéte, zda jsou tyto operace komutativni, asociativni &i
invertibilni a zda je mezi nimi operace s vlastnosti krdceni.
Dokaite, Ze Z4dné z uvedenych operaci nemé neutrélni
prvek a Ze kazdy prvek je vGéi témto operacim idempo-
tentni, tj. %e plati a 0,8 = a 0Oya = @ Oya = a pro viechna
vhodné a.
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7.

9.

10.

11.
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DokaZte asociativitu operaci A & v vyuzitim vziahu:
a=beajbab|a

Které z ndsledujicich operaci maji levy, které pravy a které
oboustranny neutrdlni prvek?
alb=a’vNy,a0b=|a—b|vQ~

aob=a +b—TvZ

Mé.li operace vlastnost krdceni, nemusi jo&té byt inver-
tibilni. DoloZte to na ptikladu operace a 1 = a® v N\ {1}.

Jsou dény nésledujici objekty s operacemi (mnoZina a ope-
race):

a) (Z,0),a0b =a—b,

b) (N, 0),a0b = ab,

c) (Z,0),a0b = 2a + b,
d)(Z,0),a0b=a + b —ab,
e) (Ny,0),a0b = a,

f) (Ny,0),a0ob=0.

Zjistdte, které operace jsou komutativni a které asocia-
tivni. DokaZte: operace v b), d), e) a f) nejsou invertibilni
a v ¢) je jednoznaéns Fesitelnd kazdd rovnice @ 0 z = ¢, ale
u? ne kazdd rovnice y 0 b = ¢ je felitelnd. Pro které ope-
race existuje noutralni prvek?

Je dén obdélnik se sttedem M a osami soumdrnosti g, a g,.
Necht m je stfedovd soumérnost se stfedem M a p, resp.
q osové soumsérnost s osami g, resp. g,, » necht je iden-
tické zobrazeni. Sestavte tabulku skldddni téchto zobrazeni
obdélnike na sebe.

Spocitejte p.p.g.n.m.n.g.m p na zdkledd tiva: v a pro-
stfednictvim tabulky. Redt~ soustavu rovnic

z.y =7,
L y.x?.qg = m.y"

Jaké zajimavd pravidla jste objovili pfi poditéni s témito
speciélnimi zobrazenimi ?



12, Redte maticovou rovnici AX -+ BX = € + D, kde

12 1 —2 11 1 —3
A= (o3)- =1 ) e =(o1) 0o )
Jaké v.astnosti maticovych operaci se vyuZiji pfi FeSeni?
Které z matic jsou reguldrni?
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4, ALGEBRAICKE STRUKTURY

PRED ZAKONEM
JSOU SI VSICHNI ROVNI

4.1 GRUPY, OKRUHY A TELESA
Uvod a vysvétleni téchto pojma

V odstaveich 3.1 az 3.3 jsme prozkoumali velky pocet
objektu, tj. mnoZin s operacemi. Pfitom jsme se piede-
v8im zajimali o vlastnosti operaci v mnoziné M. Neptali
jsme se kupfikladu, zda M je koneéna ¢&i nekoneénd,
nebot to nesouviselo s vlastnostmi operace definované
v M. Ale ptali jsme se, zda je M vzhledem k dané ope-
raci uzaviend, tj zda ,,souéin‘ dvou prvku z M je opét
prvek z M. Také nas v uvedené souvislosti malo zaji-
mala konkrétni podstata prvka z M, ale spi§ to, zda je
mezi jejimi prvky takovy, jenZ vzhledem k dané operaci
hraje neutralni roli. Prohlédneme-li co nejvice v mate-
matice se vyskytujicich objektii podle takovychto ty-
pickych vlastnosti, najdeme skupiny se spoleénymi vlast-
nostmi, pro néz se zda byt vhodné jisté objekty s uréity-
mi vlastnostmi néjak pojmenovat. Pfitom odhlédneme
od konkrétni podstaty prvkt mnoziny M stejné jako
od konkrétni podstaty v M definované operace (opera-
cf). Zajimame se jen o pravidla, kterymi se operace v M
Fidi. Takovy ,.seznam pravidel definuje algebraickou
strukturu. Budeme to hned ted ilustrovat na dileZité
algebraické struktute ,grupy. Kazdy konkrétni ob-
jekt pak bud spliuje podminky danych zakonu gru-
Py a je to (konkrétnf) grupa, anebo souhrn podmi-
nek, jez se také nazyvaji axiéomy, nespliiuje a grupa
to neni.

V tomto smyslu slouZi zavedeni algebraickych struk-
tur pfedeviim systemizaci matematického obsahu.
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V nasledujici tabulce je uvedeno 10 objektn, jez bu-
deme zkoumat vudi étyfem vlastnostem:

Mnozina M M je uza- © je aso- M obsa- Ke kazdé-

s bindrni  viené ciativni huje neu- mu prvku

operaci vzhledem trdlni prvek z M existu-

o} ko vzhledem je inverzni
ko prvek vzhle-

dem k o

(Z, +) P P P

(Q\{(0},.) P P P P

mnoZina viech

lichych &isel

vzhledem ke

séitdni v Z " p(vZ) n

(M, +) P y4

(Mg, ) p p n

mnozina vSech

permutaci

mnoziny

{1, ..., n}

vzhledem

ke sklddéni p p ) p

(Z/(4), +) P P P P

({1125 (B)ras
(Thes (1)1},

mnoZina vSech
redlnych funkei
vzhledem

ke séitdni

({1, 2,3, 6}, A)
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Pro prvnich sedm objektu je zaneseno ,,p'‘ & ,n‘

podle toho, zda vyrok o vlastnosti uvaZované operace je
pravdivy nebo ne. Tak s¢itdni + celych &isel je sice
asociativni, ale mnoZzina lichych ¢&sel neni vadi +
uzavienad. MnoZina M, , vSech matic typu (2; 2) je
uzavieni vzhledem k (asociativnimu) nasobeni a ma
i neutralni prvek E, ale ne kazdy prvek této mnoZiny ma
inverzni. V3echny objekty, u nichZi v kaZdém sloupci
stojf znak p, dostanou spoledné jméno: fikime, Ze jsou
to piiklady grupy, nebo struéné, Ze jsou to grupy. Vy-
plnéni t¥i zbyvajicich fadku pfenechavame nyni étenafi.
Prozradime, Ze se v na&i tabulce vyskytuje pravé sedm
grup.

Definice 4.1. Neprizdné mnozina G s jednou binérn{
operaci o se nazyva grupae, pravé kdyz spliiuje nésledu-
jicf axiémy:

A,: Pro v8echna a, be @ plati také a o be G, tj. o je
neomezené definovanad operace na G.

A,: Provsechnaa, b,ce Gplati(faob)oc =aoc (boc),
tj. o je asociativni operace.

A;: V G existuje neutrilni prvek e takovy, Ze pro viech-
nage Gplatiaoe =ecoa = a.

A,: Ke kaidému prvku a € G existuje inverzni prvek
e le G takovy, Zeplatia ca'=aloa =c.

Objekty, v nichZ jsou splnény jen axiémy A, a A,,
se nazyvaji pologrupy; mezi né napf. patii ({1, 2, 3, 6},
A). Znak ,,0* operace pouzity v D(4.1) miZeme ziejmé
interpretovat rizné: jako znak pro nasobeni od nuly
rﬁinych raciondlnich é&isel, jako znak pro séftani matic
nebo znak pro skladani permutacf.

Pii popisu souvislosti v grupé zdomdicnély v mate-
matické literatufe dva zptisoby, a sice multiplikativn{
zpisob se znalzem operace ,,.‘ a aditivni zpasob psani
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se znakem ,,+ ‘. Obsah axiéml grupy pfirozené na zvo-
leném oznadeni nezavisi.

Budeme davat prednost multiplikativnimu zptsobu
psani a také budeme pouZivat pojmy ,,¢initel” a ,,5ou-
éin‘‘. Kromé toho vsak bude nutné pouzivat i aditivni
zpisob psani — pFedevSim pFi charakterizaci mnoZin,
v nichZ jsou definovany dvé operace. Pro grupu (G, .) —
pokud nebude hrozit nedorozuméni — budeme také
pouZivat stru¢né oznadeni @G.

Vedle grup uvedenych v tabulce najdeme mnoZstvi
dalsich p¥ikladi a protiptikladii, jestliZe znovu projdeme
mnoziny s operacemi uvedené v odstavcich 3.1 a% 3.3.
Tak nap¥. mnoZina viech reilnych funkeci definovanych
na intervalu {(a, b) vzhledem ke séitani funkei a také
mnoZina vsech posloupnosti redlnych &isel vadi séitani
posloupnosti (srov. odstavec 3.1, ptiklad 4) jsou grupy.
Tvoteni aritmetického priméru v mnoZiné vsiech ra-
ciondlnich é&fisel naproti tomu nenf dokonce ani polo-
grupa, tim spis to tedy nenf grupa (proé?). Pologrupami
jsou objekty uvedené v ptikladu 5, tedy napt. (Z(H), N).

Rozéiiime-li soustavu axiémi v D(4.1) o axiém Ajg:
,»Pro viechna a,be G plati a 0 b = b 0 a*, mluvime
0 komutativni grupé, nebo také (na podest norského
matematika Nielse Henrika Abelal?)) o abelovské grups.
(Z, +) je abelovska, (M, ,), .) viak ne. Grupa se nazyva
koneénd & nekoneénd podle toho, zda mnozina, na niZ
je operace definovana, je konednd & nekonedna. Polet
prvkia grupy nazyvame fdd grupy. Mezi grupami uvede-
nymi v nasf tabulce je jedna ¥fadu 4 (ktera ?).

19) Niels Henrik Abel (1802—1829), norsky matematik;
uz bdhem svého studia se zabyval moZnosti fedit algebraické
rovnice 5. stupné pormoc{ radikédla (tj. hledal vzorce vyjadiu-
fici fedeni takové rovnice). R. 1824 dokédzal, Ze takové Fedeni
pro libovolnou rovnici vice neZ &tvrtého stupné neni moZné.
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Objekty se dvéma operacemi, jako napf. (Z, +, .),
se dasto chovaji vidéi ,,séitani* jako grupa, vidi ,,ndso-
beni*“ jako pologrupa. Je-li nasobeni navic distributiv-

né svazano se séitanim, mluvime o okruhu.

Definice 4.2. Neprazdna mnozina R, v niZ jsou neome-
zené definovany dvé operace ,,+‘ a ,,.‘, se nazyva
okruh, pravé kdyz jsou splnény nasledujici axiémy:
B,: (R, +) je komutativn{ grupa.

B,: (R, .) je pologrupa.
B,: Pro v3echna a, b, ¢ € R plati

a.(b+c¢)=(a.b) + (a.c)
b +c)a = (b.a) + (c.a).

Piedevsim je jasné, Ze symboly operaci ,,+‘“ a ,,.
pouzité v D(4.2) mohou byt interpretovany rtznymi
zpusoby; tfeba jako s¢itani a nasobeni v okruhu matic
typu (n, n), jako séitani a nasobeni v okruhu zbytkovych
tfid modulo 4 nebo jako séitani a nasobeni v okruhu
redlnych funkei. Naproti tomu (N,, +, .) a (Z(M), N,
) nejsou okruhy. Pouiijeme-li v B, imluvu, Ze ,,.*
spojuje silnéji nez ,,+*, mohou odpadnout zdvorky na
pravé strané obou rovnosti.

Ziejmé kazdy okruh obsahuje neutralni prvek o vuéi
séitani, neobsahuje vSak nutné podobny prvek viéi
nasobeni, jak ukazuje okruh sudych &sel. Tuto asyme-
trii okruhu, jeZ byla zdiraznéna uz v axiémech B, a B,,
mitZeme odstranit, budeme-li vyzadovat vlastnosti gru-
py i pro multiplikativni operaci:

a

(13

Definice 4.3. Mnozina K s alesponi dvéma prvky, v niZ
jsou dény dvé neomezené definované operace, se nazyva
téleso, pravé kdyz jsou splnény nasledujici axiémy: -
B¥: (K, +) je komutativni grupa.

B}: (K \ {0}, .) je komutativnf grupa.

130



B}: Pro vSechna a, b, c € K plati
a.b+c)=a.b+a.c

Porovname D(4.3) s D(4.2). B} souhlasi — aZ na
oznadenf mnoZzin — s B,. Nasobeni je sice definovino
pro viechny prvky K, B} vsak vyzaduje splnéni viech
axiému grupy, zejména existenci inverzniho prvku, jen
pro prvky rizné od o. Kdyby se nyni K skladalo jen
z jednoho prvku (to by pak musel byt neutralni prvek o),
bylo by K\ {o} prdzdné. Kone¢né z B¥ spolu s komu-
tativitou ,,.‘ plyne vyrok B;.

Ziejmé je kazdé téleso také okruh, ale ne obracené.
Q, +, ), (R, +, .)a (Z/(7), 4, .) jsou piiklady téles.
Obecné je (Z/(n), +, :) jen okruh, tzv. okruh zbytkovych
t¥td modulo n; je to téleso, pravé kdyZ n je prvodislo.
Omezime-li mnozinu zbytkovych tiid jen na tzv. ne-
soudélné zbytkové tfidy modulo » — to jsou ty zbytko-
vé t¥idy, jejichZ reprezentanti jsou nesoudélni s modu-
lem n» — , tak sice dostaneme vzhledem k nasobeni gru-
pu, grupu nesoudélenych zbytkovych tiid modulo n
(srov. tabulku na str. 118 pro n = 12), ale ztratime
vlastnosti grupy vzhledem ke séitani.

Vytvofeni takovych pojmi jako grupa, okruh nebo
téleso je vysledkem dlouhého historického vyvoje mate-
matiky a déje se abstrakei, tj. odvrienim specialnich
vlastnosti rozliénych objektti a formulovanim spoled-
nych vlastnosti. Plodnost a vyznam téchto pojmi
spotiva v tom, Ze jsou na jedné strané dostatetné obecné,
aby dovolily rozsahlé aplikace na konkrétni objekty,
a na druhé strané jsou definoviny pomoci dostatedné
pFisného ,.seznamu pravidel®, jenz umoznuje rozsahlé
obecné zavéry, vystavbu celé matematické teorie pouze
z axiému. Kupifkladu teorii grup dnes s velkym tspé-
chem pouzivaji fyzikové, krystalografové a dalsi piirodo-
védei.
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SEDM JEDNOU RANOU

42 JEDNODUCHE DUSLEDKY
AXIOMATICKYCH SYSTEMU
Ctend¥ se diivérné sezndmi s disledky axiémi grupy, okruhu
a télesa. UkdZe se, Ze strukturnd teoretické tvivahy mohou
poskytnout kromobyéejnd dsporné dikazy

Pékny vykon, ktery vykonal maly udatny krejéik:
jednou ranou zabil sedm much. My ho mtZeme snadno
pfedéit: ,jedinou ranou* dokaieme vyroky o vlast-
nostech vSech grup; skrovny systém axiému a inteli-
gence budou ptitom nase jediné zbrané. Ziskame tedy
znalosti i o sedmi grupach zahrnutych do tabulky v od-
stavei 4.1, aniz bychom tyto objekty museli jednotlivé
vysetfovat.

Zachazeni se strukturami dovoluje vedle systemizace
matematického obsahu postupovat usporné pfi dika-
zech jednotlivych vyroki, coz hned ukaZeme na nékolika
piikladech.

V axiému grupy A,, resp. A, se pozaduje, aby v kazdé
grupé byl alespon jeden neutralni prvek e, resp. aby
ke kardému prvku e grupy existoval alespon jeden
inverzni prvek a7!'. Otazku, zda v grupé muZe byt
piipadné i vice neutrdlnich prvkd, muZeme okamzité
zodpovédét zaporné, kdyZ si uvédomime dukaz zfor-
mulovany v odstavei 3.3: Abychom mohli ze vztahi
e,.ep =¢, a e;.6, = e, dostat vztah e, = ¢,, k tomu
jisté nepotfebujeme Zadné dalsi vlastnosti operace ,,.*,
kromé téch, které jsou obsaZeny v axiémech grupy.

Predpokladame-li, Ze v grupé existuji k prvku e dva
rizné inverzni prvky a™! a a*, vedou rovnosti a”! =
=ale=a"1l.(a.a*) =(al.a).a* = e.a* = a* ke
sporu ¢! = a*. Odtud ve spojeni s A, plyne, Ze v kazdé
grupé ke kazdému prvku existuje pravé jeden inverznf
prvek. MiZeme tedy shrnout:
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Véta 4.1. V katdé grupé (G, .) existuje prdvé jeden
neutrdlni prvek e a ke kafdému proku a existuje prdvé
jeden inverzni prvek a'.

Ziejmé nemuize byt slovo ,grupa‘ ve V(4.1) nahra-
zeno slovem ,,pologrupa‘, nebot ani existence neutralniho
prvku e jesté nezaruéuje existenci inverzniho prvku a-!
k libovolnému prvku a pologrupy. V dikazu jedno-
znaénosti neutralniho prvku se vSak nepouzilo nic vic
z vlastnosti operace nez to, co je k dispozici z axiémi
pologrupy; tj. ex1stu1e -li v pologrupé neutralni prvek,
pak existuje ne]vyse jeden.

Obsahuje-li nyni pologrupa neutralni prvek ¢, mohou
se pfedchozi dvahy pouiit také pro prvky pologrupy.
Oba dikazy tedy dovoluji disledek: V pologrupé existuje
nejvyde jeden neutrdlni prvek, a jestlize existuje, md kaZdy
prvek pologrupy nejvyde jeden inverzni prvek.

Jednoznaéné uréeny neutralni prvek grupy byva pfi
multiplikativnim zpusobu psani oznadovan jako e,
pti aditivnim zptisobu jako o a nazyva se — jak bylo uz
uvedeno v odstavei 3.3 —, jednotkovy anebo nulovy
prvek. Analogicky se p¥i aditivhim znaceni piSe —a
misto ¢! a mluvi se o prvku opaéném k a.

V mnoZinach, v nichZ jsou zavedeny operace, se ob-
vykle provadéji vypodty. Budeme zkoumat, jakd podet-
ni pravidla se dajf v grupé pouzivat. UvaZujme nejprve
zda a jak miZeme v grupé fesit linedrni rovnici a.x = b.
Diky Ajlezi v Gspolusaabia?adkyA,iat.b
Posledné uvedeny prvek je vSak feSenim rovnice a.z =
= b, nebot plati

a¢.(al.b) =(a.a™1).b =e.b =0.

Mi tedy kazdd rovnice a.x = b alesponi jedno FeSeni.
Bylo by potésujici, kdyby kazda takovd rovnice byla
dokonce Fesitelnd jednoznaéné. To dostaneme snadno
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z nasledujici avahy: Ptedpokladcjme, 7e z, a z, jsou dvé
riznd FeSeni rovnice a.x = b; tj. Ze plati jak a.x, = b,
tak i ¢.xz, = b. Z rovnosti pravych stran plyne i rovnost
levych stran, tedy az, = ax,. Dale dostivame a~!.
Ao.x) =al.(@.2,) a (al.a).z, = (a7t.a).z,, a ko-
nedné e.x, = e.x,, tudiZ &, = x, ve sporu s predpokla-
dem. Posledni ¢ast dikazu ukazuje, Ze grupova opera-
ce mé vlastnost kriceni.

Véta 4.2, V grupé mda kaidd rovnice tvaru a.x = b,
resp. y.a = b prdvé jedno feeni x = a™'.b, Tesp. y = b.
a1,

Dikaz, %e kazda rovnice y.a = b je jednoznaéné resi-
telna, pfenechaviame étenafi. Kromé toho si rozmyslete,
pro¢ nemiZzeme takovou vétu formulovat pro polo-
grupu!

Jiny vyklad véty V(4.2) by byl: grupova operace je
jednoznadéné invertibilni.

Presvédéme se, zda uZ nepfinesla ovoce lakava mys-
lenka nahradit mnozstvi jednotlivych zkoumani vyuzi-
tim axiému grupy: Jestlize jsme v \ivodnich piikladech
(tabulka v odstavci 4.1) patrali po neutrialnich prveich,
ted vime: v sedmi grupach existuje pravé jeden neu-
tralni prvek, v kazdé ze tii pologrup se miZe vyskytovat
nejvyse jeden ncutralni prvek. Uvedte neutralni prvky
a sestrojte pologrupu, kterd nema neutralni prvek!

V(4.2) zahrnuje vyrok, Ze pro &tvercové n-fadkové
matice A, B je ka¥d4d maticovd rovnice A + X =B
jednoznadné fesitelna, ne nutné vSak kazdd maticova
rovnice A. X = B. Naproti tomu jsou jednoznaéné fe-
Sitelné rovnice (a), + () = (b)4, (¥)7-(a); = (b); & (ay)
® (2,) = (b,). Reseni 1ze bezprostfedné uvést.

Také bychom mohli nadhodit otdzku, prod¢ uZivat
k definici pojmu grupy pravé ty poZadavky obsaZené
v axiémech A, az A,, ptipadné zda by se k charakteriza-
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ci pojmu grupy nehodily i jiné vlastnosti. MiZeme
dokazat nasledujici vétu:

Véta 4.3. Objeks (G, .) je grupa, pravé kdyZ jsou splné-
ny ndsledugjict podminky: :
A,: Pro véechna a, b € G platt také a.be Q.
A,: Pro vdechna a, b, c€ G plati (a.b).c = a.(b.c).
A: Proviechna a, b€ G existuji prokyxe Gay € G la-
kové, e a.x =bay.a =b.

V(4.3) fika, %e vyroky A,, A,, A; a A, jsou logicky
ekvivalentnf vyroktm A,, A, a A. Daji se tedy také
tyto tfi posledné jmenované vyroky vyuzit k charakte-
rizaci pojmu grupy pomoci soustavy vyrokiu. Dikaz
V(4.3) dostaneme ve dvou krocich (a) a (b):

(a):Z Ay, Ay, Aja A plyne A, A, a A,
Ztejmé stadf ukazat, e A vyplyva z A, A,, A,, A,.
A je oslabend formulace V(4.2), A tedy plyne bezpro-
stfedné z této véty. V(4.2) sama ale byla dokdzana po-
uzitim Ay, A,, Aja A,.
(b): Protoze z A,, A, a A jisté plyne A, a A,, postadi
dokazat vyroky A; a A,.
Nejprve provedeme o néco obtiznéjsi dikaz A,: Necht a
je libovolny (ale pevné zvoleny) prvek G. Diky A ma
rovnice a.x = @ alesponl jedno feSeni, necht je to ep.
Plati tedy a.ep = a. Jestlize ma byt ep pravy neutraln{
prvek, musi spliiovat kazdou rovnici tvaru b.z =
pro libovolné be G. Abychom ziskali vztah mezi b
a pevné zvolenym @, uvaZujme pomocnou rovnici
y.a = b, ktera méa TeSeni ¢, tj. plati c.a = b. Nyni
mame

b.ep = (c.a).ep =c.(a.ep) =c.a = b.

Analogickou uvahou dostaneme, Ze také existuje ales-
poni jeden prvek e € G takovy, Ze e;.b = b plati pro
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viechna b € @. Jesté zbyvi ukazat, Ze kazdy 1evy neu-
tralni prvek e, je totoZny s kazdym pravym neutrilnim
prvkem eg. To dostaneme hned ze vztahu

er.ep = €1 a e;.ep = ep (srov. odstavec 3.3).

Diikaz A, nenf obtiZny: Nechf az' je feSenf rovnice a.z =
= e a az' fefeni rovnice y.a = e¢ pro libovolné a € G,
pak je

ar = azl.e = at.(a.ap') =

= (ar.a).0p' = e.ap* = ap'.

Existuje tedy ke kaidému a€ G prvek a~!, pfidemi
ela=a.al=e.

Prozkoumame nynf souvislost mezi grupami a polo-
grupami. Ma-li operace v pologrupé H vlastnost kraceni,
nazyva se H reguldrni pologrupa. Ptirozené je kazda
grupa specidlné pologrupa a v dikazu V(4.2) jsme
dostali, Ze grupova operace ma vidy vlastnost kricenf.
Plat{ tudiZ nasledujici véta:

Vita 4.4. Ka#dd grupa je reguldrni pologrupa.

Tato véta je ovSem malo vzrusujici; zajimava je vSak
otazka, zda také plati obriceni véty V(4.4). Kdyby tomu
tak bylo, musely by axiémy grupy plynout z axiému
pologrupy a z vlastnosti kriaceni. Pfes intenzivni snaZeni
se nam takovy dikaz asi nepodafi, takZe bychom se
mohli domnivat, Ze obriceni véty V(4.4) neplati, tj. Ze
ne kaZdéd regulirni pologrupa je grupa. Abychom toto
ukazali, stadilo by dat priklad jedné regularnf pologrupy,
ktera (jesté) neni grupa. (N,, +) je vhodnym pfikladem:
z a-+c¢=0>b+4c vidy plyne a = b pro vSechna a, b,
ce Ny a (Ng, +) je pologrupa, ale nikoli grupa. Zost¥i-
me-li vBak pfedpoklady ptijetim podminky, Ze mnozZina
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véech prvka pologrupy je koneénd, daji se uz vlastnosti
grupy dokézat, tj. plati véta:

Véta 4.5. Ka#dd koneCnd reguldrni pologrupa je grupa.

Dikaz prenechdvame &tendfi (srov. cvideni 5a).

Sledujme na& cil najit pravidla pro poditini v gru-
pach déle: Tvrdime, Ze pro libovolné prvky a, b grupy
plati (@.b)™* = b~1.a7!. Podle definice inverznfho prvku
k a.b je (a.b)™! ¥fcSenim rovnice {(a.b).z = e¢. Na druhé
strané Fesi tuto rovnici i b71.a7?, jak snadno zjistime
dosazenim. Tvrzeni bezprosttedné plyne z jednoznaéno-
sti FeSeni linedrnich rovnic v grupé uvedené ve V(4.2).

Pravé tak se dokéze (a7!)"! = @, nebot jak a, tak
(3 1)7! fesi rovnici a 1.z = e (nivod: (¢71)7! je podle
definice inverzni prvek k a=1).

Stejné jako pfi nasobeni disel, da se zavést pojem
n-té mocniny i pro grupovou oreraci & misto soudinu »
stejnych éiniteld ¢ psit a®. Mocniny prvka grupy defi-
nujeme pro celoéiselné exponenty =.

Definice 4.4. Pro kazdy prvek a grupy (G, .) a pro
kazdé celé nezdporné &iclo k klademe:

(1) a®*=¢e, (2) @'t =a*t.a, (3) a* = (a*)7,

a* se nazyva k-td mocnine proku a.

Z D(4.4), z (1) a (2) bezprostfedné plyne a! = a°*! =
= a%.a = e.a = a. Jako p¥i potitini s mocninami ¢isel,
plati i v grupé pravidla a*.a™ = a**™ a (a*)» = @™ pro
libovolné a € G a celodiselné exponenty m a n. Naproti
tomu vztah (a.b)* = a».b" zndmy z poéitini s ¢isly plati
jen v abelovskych grupach.

Pro piirozena ¢fsla m a n vyjde dikaz matematickou
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indukeci tak jako pro a! = a pouzitim D(4.4), (1) a (2).

Az dosud a7! oznadovalo inverzni prvek k a, tedy
zadnou mocninu; vztah (3) ukazuje, Ze mocnina a s expo-
nentem —1 je totozna s inverznim prvkem k «.

D(4.4) byla zaloZena na multiplikativnim zpasobu
psani grupové operace. Preneseme-li tuto definici na adi-
tivni zpsob psani, odpovidd souéinue.a. ... .amnstej-
nych ¢&initelt ¢ soudet ¢ + o + ... + @ n stejnych
séitanch a piseme n.a. D(4.4) pak piejde v definici:
Pro kazdy prvek a grupy (@, +) a kazdé celé nezaporné
¢islo k klademe:

(1) 0.a =0, (2) (k+1).0 =k.a +a, (3) (—k).a =
= k.(—a).

Stejnym zpusobem se daji ,,pieloZit* dusledky D(4.4)
do aditivniho zptisobu psani, napf. rovnost an.b* =
= (a.b)* prejde v rovnost m.a 4+ n.b =n.(a + b).
Tento prechod miize nezkuSenému &étendfi zpusobit téz-
kosti, pokud nepozna, %Ze n.a je zkraceny zapis pro
e +a+ ... +a, a ne treba dodateéné zavedené
,.nasobeni’* v aditivni grupé; vidyt pfirozené ¢&islo n
obecné ani neni prvkem dané grupy.

Koneéné objekty .muZeme popsat tabulkou operace.
Snadno si namalujete tabulku ,,s¢{tani* étyf barev —
cervené, zluté, bilé a modré. Neni tézké vidét, Ze pritom
neméame pfed sebou grupu, protoze mnozina {¢, 2, b, m}
nenf uzaviend vaéi uvedenému séitani.

Abychom zjistili, do jaké miry se daji vlastnosti grupy
vydist z tabulky operace, podivejme se na piiklad alge-
braické struktury ({e, a,b,c}, .). ProtoZe na kazdém
misté tabulky stoji jeden z prvk mnoZiny M, je splnén
axiéom A,. Axidm A, se odraii ve skutednosti, Ze alespon
jeden Fadek a jeden sloupec tabulky se nelisi od ivodniho
tadku (sloupce).
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. |eabe Juvwayz

e leabe u (uvwaryz
alabcee v [vwuyxz
blbcea wlwuvzay
c|ceab rz |zyzwovu
¥y |lyzzovuw
z |zzyuvw

Protoze v kazdém fadku a v kazdém sloupci tabulky
se vyskytuje alespon jednou neutrdlni prvek e, splituje
(M, .)iA,. Platnost A, (asociativita operace) se da z ta-
bulky stéii zjistit jednoduseji, neZ Ze se podvolime
pracné uloze vypsat vSechna moZna uzavorkovani tif
prvka a porovnat vypoditané soudiny. V piipadé ope-
race uréené tabulkou 1 to vede k uspéchu, tj. (M, .) je
grupa. Ze sousedni tabulky 2 zjistime sice, Ze A,, A,
a A, jsou splnény, A, vSak pro tuto operaci neplati,
nebot (y.x).w = u, ale y.(x.w) = w. Neni tedy ({u, v,
w, %, ¥, 2}, .) grupa, a dokonce ani pologrupa.

Piiklad navic ukazuje, Ze A, je na axiémech A,, A,
a A, nezavisly. Pologrupa s neutralnim prvkem, ktera
neni grupa, jako nap¥. (N,, 4), ukazuje, Ze z axiomi
A, A; a A; neplyne A,. Kdyby se dal néktery axiém —
tteba A, — odvodit z ostatnich axiémi grupy, tak by-
chom ho mohli v dané soustavé axiomi v D(4.1) Skrtnout,
nebyl by pro charakterizaci grupy vibec nutny. Obecné
se pro definici struktury voli minimaln{ systém axiémd,
nepouzivame tedy pokud mozino vyroky, jeZ by se po
dikladnéjsim rozmysleni daly odvodit z ostatnich.
Vedle téchto spis estetickych poZzadavki na nezivislost
jednotlivych vyroka systému axiému pfirozené museji
byt tyto vyroky bezesporné a postadovat k popisu dané
struktury, o niZ mame pfesnou predstavu (liplnost axio-
matického systému).

Komutativita operace (axiém A;) se snadno pozna
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ze symetrie tabulky. Pfirozené i dusledky axiému grupy
mohou byti zfetelné z tabulky: To, Ze se v kaZdém Fadku
a v kazdém sloupci tabulky vyskytuje kazdy prvek
aspon jednou, je pravé vyrok A.

NapiSme mocniny prvki grupy charakterizované ta-
bulkou 1:

.,e 3 =¢e2=c¢ el =¢e =
=e,el =¢,e2 =¢,e3=¢, ...
o,e3=aa?2=bal=ca =
=e¢,al=a,a2 =b,a® =c¢, ...
o, b3=bbt=¢b1=00 =
=e, bl =b,b2=¢,b3=0b, ...
., =¢ c2=bc¢c!=a,c =
=ecl=c¢c2=b,¢*=ua, ...

Ziejmé nepottebujeme pokrafovat v tomto vyétu ani
nalevo, ani napravo, nebot prvky se opakuji v cyklu
charakteristickém pro kaZdy prvek grupy. Zatimco plati
e = e pro kazdé n € N, a uz druha mocnina b dava zas
neutrilni prvek e, dostaneme ze étyi prvnich mocnin e,
resp. ¢ viechny prvky grupy; » = 4 je nejmensf kladny
exponent, pro néj% plati a» = e, resp. ¢* = e. Rikdme, Ze
kazdy z obou prvka mize , vytvofit celou grupu.

Definice 4.5. Objekt (M, .) se nazyva cyklickd grupa,
pravé kdyz plati:
(1) (M, .) je grupa.
(2) M muze byt vytvofena jednim prvkem a € M, tj.
v M existuje takovy prvek @, jehoZ mocniny a® pro
n € Z tvoli véechny prvky grupy.
Prvek @ se nazyva vytvofujici*) prvek (nebo také generd-

*) Pouzivané, ale gramaticky nesprdvnd tvoifené pridavné
jméno. Spravnd by mélo byt vytvdfejict... (Pozn. red.)
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tor) grupy (M, .), symbolicky to budeme zapisovat jako
M = {a)

V nasem tvodnim piikladu jsou a a ¢ vytvotujici
prvky, naproti tomu e a b ,,vytvafeji‘ jen vlastni pod-
mnozinu M, jez viak sama spliiuje axiémy grupy vzhle-
dem k operaci definované na celé grupé.

Pro kazdy prvek z nasf koneéné grupy existuje tedy
nejmensi kladny exponent n takovy, Ze a* = e; toto
¢islo nazyvame fdd proku. Ma tedy efad 1, bfad 2aaac
rad 4.

UvaZujme mnoZinu ¢isel

1 1 1
g g 2,1,2,4,8,...
vzhledem k operaci nasobeni. Protoze se kaidy prvek
da vyjadiit jako mocnina 2 a vSechny prvky jsou rizné,
sestrojili jsme pFiklad nekoneéné cyklické grupy, jejimz
vytvotujicim prvkem je 2.

Chceme-li najit dalsi ptiklady cyklickych grup, mu-
sime se v grupich porozhlédnout po vytvoiujicich
prvcich. V grupé zbytkovych t¥id modulo 7 je takovym
prvkem jak (3),, tak i (5);. Grupa {l —1,i, —1} ) muze
byt vytvofena jak prvkem i, tak i prvkem —i.

Aditivni grupa celych &sel jako vytvofujici prvky
obsahuje &isla +1 a —1, aditivni grupa zbytkovych
t¥{d modulu m prvky (1), a (m — 1)y,

Naproti tomu (R\ {0}, .) a grupa s prvky f,(x) =2,
fo(&) = —x, filx) = %, falx) = —% se skldddnim
funkei jakoZto operaci nejsou cyklické. U druhého
ptikladu to pozndme hned: kazdy prvek je sim k sobé
inverzni, nemiZe tedy vytvofit celou grupu. Abychom

odivodnili prvni ptiklad, musime je§té trochu pokro-
&it.
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Cyklicka grupa G je vidy abelovsks. Jsou-li totiz b a c
libovolné prvky G, mohou byt oba vyjadieny jako moc-
niny vytvofujicitho prvku a, odkud plyne:

b.c =ar.qm = g*tm™ = gntr = gm g™ = c.b.

Existuje velkd rozmanitost grup se zcela rozdilnou
,.stavbou‘. Struktura cyklickych grup je naproti tomu
snadno piehledna. Ziejmé kaida grupa G je bud koneé-
na, nebo nekoneéna. Je-li nadto G cyklicka s vytvotu-
jicim prvkem a, daji se oba tyto pripady studovat bliZe:
V prvnim pfipadé (G koneéna cyklickda grupa) jisté ne-
mohou byt viechny mocniny a* s celodiselnym » rizné,
nebot by to odporovalo koneénosti G. Existuji tedy
razné exponenty h, k (pfitom nechf » > k), pro néz
a* = a*. Odtud podle pravidel pro mocnéni plyne
ah ¢ = ! = ¢; existuje tudiZ alesponi jeden kladny
exponent [ = h—k > 0, pro néj% o' = e. Mezi viemi
kladnymi exponenty s touto vlastnosti oznadme nej-
mensi jako ¢. Pak jsou a® =¢, a! = a, a?, a?, ..., a'™?
viechny prvky G. Pfedevsdim jsou vSechny uvedené
mocniny navzajem ruzné; jinak by totiZ nebylo ¢ nej-
mens§{ kladny exponent s vlastnosti a' =e. KazZda
mocenina ¢* s celodiselnym n se ale uZz vyskytuje mezi
prvnimi { mocninami, nebot pouZijeme-li na = a ¢t délenf
se zbytkem n =g¢qt 4+ r, 0 < r <t, dostaneme a" =
= attr = (a')1.a" = et.a’ = a", kde 0 =r <t Podi-
tani v této grupé @ se pak redukuje na poditani s moeni-
nami a% a!, ..., a'"! vytvotujictho prvku a; vyskytne-li
se pFitom exponent n = £, mazeme ho, jak jsme uz uka-
zali, redukovat prostfednictvim vztahu a* = e. Nasobeni
v G se tedy déje s¢itanim exponenti jako v grupé zbyt-
kovych tiid modulo ¢. Vysledek: PiSeme-li prvky ko-
neéné cyklické grupy G jako mocniny vytvoiujiciho
prvku a ve tvaru a, al, a?, ..., a'"1, provadi se nasobeni
v @ prostiednictvim séitani exponenti modulo .
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Druhy piipad (G nekoneéna cyklicka grupa) je jesté
jednodussi. Zde museji byt viechny mocniny «* (n celé
éislo) navzajem ruzné, protoze rovnost dvou takovych
mocnin s raznymi exponenty vede na koneénost G
(srov. 1. ptipad). Pak ddvajf mocniny ..., a73, a2 a7,
a® = ¢, al = a, a?, a®, ... viechny prvky G a nasobenf
v @ se provadi séitanim exponenti, tj. jako v aditivni
grupé celych éisel. Tato situace nam prozrazuje: Kazda
nekoneéna cyklicka grupa ma zfejmé stejnou ,,struk-
turu‘‘ jako aditivni grupa Z celych &isel a kazdd koneénd
cyklickd grupa rfiddu n» mé stejnou ,strukturu” jako
aditivni grupa Z/(n) zbytkovych tiid modulo n.

Specidlné odtud plyne, ze (R\{0}, .) nemtZe byt
cyklicka, protoZe jinak by musela tato grupa mit
stejnou strukturu jako Z. To vSak mit nemuZe, nebot
ani nenf mozné najit vzajemné jednoznaéné zobrazeni Z
na R, protoZe Z je spodetnd, zatimco R mé mohutnost
kontinua.

Prozkoumanim stavby cyklickych grup konéi nas
vylet k po¢atkiim teorie grup.

Princip vytvafeni dasledki z axiému struktury je pfi-
rozené mozno pouZit i na okruhy a télesa. Nejdfive by-
chom chtéli pfenést na tyto struktury nékteré uz ziska-
né znalosti:

Kazdy okruh a tim spis kazdé téleso ma pravé jeden
nulovy prvek. Ne kazdy okruh — téleso viak ano — ma
pravé jeden jednotkovy prvek. Obsahuje-li okruh jed-
notkovy prvek, obsahuje takovy prvek pravé jeden.
V kazdém télese je jednoznaéné Fesitelna jak kazda
rovnice ¢ + x = b, tak i kaZda rovnice ¢.yy = d (¢ # 0);
v okruhu je obecné jednoznaéné FeSitelnd jen rovnice
a4+ x=0>b.

Pouzijeme tyto vyroky hned, jakmile se budeme za-
byvat multiplikativnhim chovanim nulového prvku o
v okruhu.
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Stejné jako v &iselnych oborech plati v kazdém okruhu
(R, +, .) rovnost @.0 = o pro kazdy prvek a okruhu.
Snadno je totiz vidét, ze a.o0 = o vyplyva ze vztahu
a.0=a.0+oaao=a.(lo+0)=a.0+a oaz jed-
noznatné Fesitelnosti rovnice ¢.0 = a.0 + z. Kromsé
toho je hned vidét, Ze i v kazdém télese je soudin roven
nule, jakmile je alespon jeden z &initeld nulovy prvek.
V okruhu (Z/(4), +, .) plati (2),.(2)s = (0),, tj. soudin
je kupodivu roven nulovému prvku, i kdyZ ten se mezi
¢initeli nevyskytuje. Véta, Ze soudin je roven nule, pra-
vé kdyz aspon jeden z ¢initelu je nula, tedy v libovolném
okruhu neplati.

V télese (K, -+, .) takové ,,pochybné‘ chovéni ne-
miiZe nastat, protoze z pfedpokladu, Ze existuji prvky
télesa @ # 0 a b #* o, pro néZ a.b = o, bychom vynaso-
benim rovnosti prvkem a~! dostali

al.(a.b) =(a7t.a).b=eb=0b=o,

a to odporuje ptredpokladu.

Existuji okruhy s jednotkovym prvkem, v nichZ je
splnén pozadavek, aby z a.b = o vidy plynulo ¢ = o
nebo b = o, pro viechny prvky okruhu. Jednim z téchto
okruhi je napf. okruh celych éisel, ve kterém pouzivame
zndmym zpiusobem pojmy jako délitel a prvoéislo
a v némz plati véta o jednozna&ném rozkladu kazdého
prvku okruhu na soudin moenin prvodisel. Je zajimavé,
Ze ma smysl pfenést uvedené pojmy na prvky libovol-
ného okruhu, ktery spliiuje pfedchozi podminku, a Ze
v ka?dém takovém okruhu plati jednoduché vyroky
o relaci délitelnosti (napf. e za |baa |cplynea | (b +
+ ¢), nebo Ze nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spo-
le¢ny nasobek prvki okruhu jsou vidy uréeny jedno-
znaéné). Ovem nejvétsi spoledny délitel dvou prvki
nemusi v takovych okruzich jesté existovat; jeho exis-
tence bude zarudena teprve dalsimi dodatednymi pod-
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minkami. TotéZ plati o obou shora uvedenych vétich
o existenci a jednoznadénosti rozkladu na prvodéinitele,
na jejichZ platnost se dasto divime jako na samozfej-
most. Ze se nam pouZiti pomocnych prostfedkd teorie
struktur hodf a Ze je ¢asto nutné, abychom byli s to resit
zdvaZné matematické problémy, to ukazuje klasicky
problém fesitelnosti algebraickych rovnic pomoci radi-
kala, ktery pochopi kaZdy 8kolak, jenz zna vzoredky
pro fedeni kvadratické rovnice:
Pro jaky stupen =» libovolné algebraické rovnice

a1 4+ @21+ ... Fax+ a, =0,

jeifZ koeficienty a; jsou z télesa realnych ¢&isel, existuje
vzorec na uréeni jejich kotent ? Uz vice nez 300 let jsou
takové vzorce zndmy pro rovnice 2., 3. a 4. stupné.
Ale teprve vyuZitim souhry pomocnych prostiedkit
z teorie grup a z teorie téles se Evaristu Galoisovill)
podafilo dokazat, Ze nenf moZno udat vzorec pro reSeni
obecné rovnice vice neZ dtvrtého stupné.

1) Evariste Galois (1811—1832) francouzsky matematik;
zakladatel moderniho grupové teoretického zkoumdni alge-
braickych rovnic (Galoisovy teorie); mimo jiné zavedl pojem
grupy a (algebraického) télesa. Ty nejpodstatndjsi ze svych
pronikavych matematickych myslenek ulozil Galois v pfed-
veder své smrti (byl zabit v souboji) v nejstruéndjsi forms
do dopisu, ktery povaZoval za svoji védeckou z4vét.
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RUZNE CEPICE, A PRESTO
RODNIBRATRI

4.3 ZOBRAZENI ZACHOVAVAJICI STRUKTURU
Izomorfismy a homomorfismy

Ve studijni skupiné sestavuji studenti tabulky riz-
nych koneénych grup, napt.:

—ywy%smﬁyM@=%Mﬂ=%nMﬂ=—%

1
falx) = —ase skladanim funkef jakoZto operaci;

— @,, aditivni grupy zbytkovych tiid modulo 4; tedy
G, = Z[(4);

— grupy G, s prvky 1, —1, i, —i a s operacf nasoben{
komplexnich ¢isel (je potfeba jen védét, ze iz = —1);

— grupy G, s prvky

10 —10 1 0
A=(o1)- 2= (Toa) A=)

—1 0
A4=[ 0 —1

a s operaci nasobeni matic.

Zvidavy &tenai by si mél pred dal3im &tenim pFipra-
vit tabulky téchto grup a jesté nékterych dalsich, napf.
grupy nesoudélnych zbytkovych t¥id modulo 12 (srov.
tabulku v odstavei 4.1) a grupy otadeni étverce kolem

T 3n
> 7 y TG 2

Werner, nejmazanéjsi z wlastnikd, nahle vyslovi
zprvu zarazejici tvrzeni, Ze G, a G, jsou ,,tytéz* grupy.
Oduvodiiuje to takto: , Kdyz se podivime na tabulky
operaci obou grup,

jeho stfedu s 1hly 0 a s operaci skladani.
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\h o h | AL A, A, A
f'l. ’l. /2 fa f‘ Al Al AZ AS AI
f | h f s A; | A, A A, A
fa | h fs Kt A, | A, Ay A A
o |1 K o h A, | A, Ay A, A,

zjistime, Ze se v nich poéita uplné stejné. Dokonce
bychom mohli sestavit abstraktni poéetni tabulku a po-
dle toho, zda budeme prvky a,, ,, a,, a, interpretovat
jako ¢&tyfi funkee f,, ..., f,, nebo jako &tyfi matice
A,, ..., A, (aodpovidajicim zpisobem operaci . jednou
jako skladén{ funkei, podruhé jako nisobeni matic), do-
staneme tabulku ,konkrétni‘ grupy @,, resp. G,. Grupy
G, a G, jsou tedy ,v podstaté’ stejné, odlisuji se jaksi
jen ve své konkrétni podobé, ve zplsobu popisu. Jsou
to tedy rodnf bratfi, nosf jen odliSné ¢epice.

. I ay @y 3 ayq

a,|a a a a
a, |a a a a,

a |la a a a

a, | a4 24 @y a,

To ostatnim otvira odi, pfesto se Kristyna odvazuje
namitnout, Zze tabulka operace G, bude pfeci vypadat
docela jinak, kdyZ prvky @, jinak oéislujeme, aniz by se
piitom v grupé samé néco zménilo. Vsichni se rychle
shoduji na tom, Ze ,strukturné totozné* grupy by mély
byt takové, jejichz tabulky operaci se pfi vhodném pre-
dislovani prvki lisi nejvySe oznaéenim. ,,Ale pak jsou
prece totoiné i G, a G4, objevuje Grit, ,,stadf pfece
jenom navzijem pfifadit prvky (0), a 1, (1), a i, (2),
a —1 a (3), a —i, a dostaneme shodné tabulky.* Pfe-
svédite se, zda ma Grit pravdu! ,,MozZna, Ze tato struk-
turni totoZnost neni nic vzruSujiciho,” uvazuje Uwe,
stary skeptik, ,,moZn4, Ze jsou grupy se stejnym podétem
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prvki, tieba 4, vidy totozné. Ale Werner to po chvili
plemysleri mize vyvratit: ,,Spojime-li v grupach G,
a G4 néktery prvek sam se sebou, dostaneme vzdy neu-
tralni prvek, v grupich G, a G, se to ale stane jen ve
dvou piipadech ze &tyf. Nemohou tedy byt napt. G,
a G, strukturné totozné.“ Na tomto misté zasihne ve-
douci krouzku poznimkou, Z%e Grit piedtim odhalila
metodu, s niz je mozné pojem strukturni totoZnosti —
v matematice nazyvané izomorfie (fecky: stejny tvar) —
prenést na nekoneéné grupy. Misto o ,,vhodném pieéis-
lovani* prvka pak obecnéji mluvime o ,,vzijemné jedno-
znaéném pritazeni ¢ mezi prvky jedné a druhé grupy.
Vyrok o ,strukturni totoznosti’ pak dostane tvar:
Jsou-li prvkim @, b jedné grupy pfitazeny prvky ¢(a),
@(b) druhé grupy, musi byt vzéjemné prifazeny i souéiny
a.b a g(a).pb), tj. musi platit q;(a b) = qJ a).p(b).
V této rovnosti je tieba si uvédomit, ze znak ,,. nalevo
oznaduje operaci v jedné grupé a napravo operaci v dru-
hé grupé.

Zobrazeni ¢ s touto vlastnosti se nazyva zachoviva-
jici operaci (resp. relaci, nebot kazdou operaci mizeme
chdpat jako relaci). U koneénych grup se vlastnost
vzajemné:jednoznaéného zobrazeni zachovavat operaci

B e
_.
' \\ f.-
: — i
. ¥ .
a; - —raa. R 4 .
) v =t
Obr. 29

plné ¢dra: nejprve zobrazono, potom sloZeno g(a;) . p(a;) = fi.f;

édrkované: nejprvo slozeno, potom zobrazeno ¢(a;.a;) = f;.f;
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projevi ve shodné stavbé tabulky operace; tuto situaci
ilustruje obr. 29.

Definice 4.6. Grupa. (G4, 04) se na/,yvé tzomorfni s gru-
pou (G, 0,), prave kdyz zaroven plati:

(1) Existuje vzajemné jednoznaéné zobrazeni ¢ grupy

G, na G,;

(2) @ zachovava operaci, tj. pro vSechna «, b € G, plati
p(a 0, b) = p(a) o, p(b).

Zobrazeni ¢ se nazyva izomorfismus G, ¢ G,.

Nyni lze snadno zjistit, Ze grupa (R*, .) kladnych
redlnych ¢isel vzhledem k nasobeni je izomorfni aditivni
grupé (R, +) realnych é&isel, nebot dobfe zname zobra-
zeni p(x) = log z mezi R* a R, které diky

pley) =logry =logz + logy = ¢(x) + ¢(y)
zachovava operaci. Na zakladé této izomorfie mezi
(R*, .)a (R, +) spotivd, jak zndmo, pocitini s logarit-
my a logaritmickym pravitkem: délka useku piislusna
soudinu se dostane jako soudet délek pfislusnych jednot-
livych ¢initelim.

Relace ,,je izomorfni s mezi grupami je relaci ekvi-
valence (srov. odstavec 2.3), o demZ se snadno presvéd-
¢ime; nazyva se tzomorfie. V tiidach ekvivalence se pak
sejdou pravé vsechny navzdjem strukturné totoiné
grupy. Kdybychom mohli ziskat pfehled o vsech tfidach
ekvivalence (k tomu by stadilo znat z kazdé tiidy jed-
noho reprezentanta), ovladali bychom dokonale kazdou
konkrétni grupu a hlavni dloha teorie grup by tak byla
splnéna. Tento problém neni dodnes vyfeSen*); musime

*) Problém klasifikace prostych koneénych grup (tj. jakychsi
stavebnich kameni, z nichZ lze ,,sloZit* kazdou grupu) byl
vyfeSen poldtkem 80. let. Uplny dukaz zabird ptFibliznd
15 000 strének odbornych &asopisi. Zdjemce odkazujeme na
populérni ‘8ldnek D. Gorensteina v 8as. Scientific American,
December 1985 (rusky pieklad B mupe nayku, No 2, 1986).
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se proto spokojit s tim, Ze se sezndmime s co nejvétsim
mnozstvim strukturnich typt. Plné napf. ovladiame
cyklické grupy; v odstavci 4.2 jsme vidéli, Ze kazda
cyklicka grupa s » prvky je izomorfni aditivni grupé
zbytkovych tfid modulo = a kaZda nekoneéna cyklicka
grupa je izomorfni aditivni grupé celych é&isel. Odpovi-
dajici vzijemné jednoznaéni zobrazeni zachovavajici
operaci jsou g(a™) = (m),, resp. p(a™) = m.

Analogicky miizeme zavést pojem izomorfie i pro jiné
struktury, napt. pro okruhy. ProtoZze to jsou struktury
se dvéma operacemi, je vlastnost zachovani operace vy-
jadfena dvéma rovnostmi:

gla ® b) = g(a) + @(b) a p(¢ Ob) = g(a).¢(b).

Vlastnost ¢ zachovavat operaci slouzi dokonce i k tomu,
ze sc strukturni vlastnosti vzoru pti zobrazeni ¢ prene-
sou na obraz Plati napt.:

(Gly Ol) grupa‘;
(@,, 0,) mnoZina s operaci; = ((,, 0,) rovnéZ grupa.
(G4, 0,) izomorfni s (G5, 0,)

K tomuto zdvéru jsme vSak vibec nepouzili vzajem-
nou jednoznalnost; uZ prosta zobrazeni zachovavajici
operaci zachovavaji strukturu grupy. Ma proto smysl
studovat i takova zobrazeni. Takové napt. bude zobra-
zeni ¢ mezi aditivni grupou Z celych ¢&isel a grupou G,,
poloZime-li

1, jestlize » = 0 (mod 4),

(n) = i, jestlie n = 1 (mod 4),
¥ - I —1, jestlize n = 2 (mod 4),
—1, jestlize n = 3 (mod 4).

Takovéto zobrazeni se nazyva homomorfismus a grupa
Z se nazyva homomorfni s grupou Gy. Presvédéte se, Ze

160



homomorfismus ¢ znizornény na obr. 30 zachoviva
operaci! (Navod: nejprve uvazte, Ze ¢ muzZete psit ve
tvaru @(n) = i* pro viechna n € Z).

wt=7,-3,1,5,8,...
v=6,-2, 2, 6,10,

Obr. 30

. Zformulujme definici pojmu ,homomorfismus* ten-
tokrat pro okruhy:

Definice 4.7. Okruh (R,, +,, 0,) se nazyva homomorfnt
8 okruhem (R,, +,, 0,), pravé kdyZ zaroven plati:
(1) existuje prosté zobrazenf ¢ okruhu R, na R,;
(2) ¢ zachovavé operaci, tj. pro viechna a, b € R, plati

pla +,b) = pla) +, ¢(b)

@(a 0, b) = ¢(a) o, @(b).

Z definic D(4.6) a D(4.7) plyne, Ze kazdy izomorfismus
je také homomorfismus. Obriceny vyrok vsak neplati.

Vratme se k pfedchozimu piikladu grup Z a G,.
ProtoZe zobrazeni ¢ je (jen) prosté, bylo by nasnadé
rozdélit definiéni obor ¢, tedy Z, na tifdy prvki se stej-
nym obrazem. Snadno nahlédneme, Ze tyto tfidy jsou
pravé zbytkové t¥idy modulo 4, které samy tvolf grupu
(G, vzhledem ke séitani.

151



Je-li obecné ¢ homomorfni zobrazeni G na ', vime
z odstavee 1.7, Ze rozdéleni definiéniho oboru G zobra-
zenim ¢ na t¥idy prvka se stejnym obrazem je rozklad,
a dile z 2.3 je ndm znimo, Ze tento rozklad muZeme
dostat jednoznaéné uréenou relaci ekvivalence R. V na-
Sem piikladu to zfejmé je kongruence modulo 4; srov.
obr. 30. To, Ze ¢ zachovdva operaci, ma ten dusledek,
zZe tato relace ekvivalence je dokonce kongruenci (srov.
odstavec 3.4); Z aRa’ a bRb' plyne (a.b)R(a’.b’), nebot
aRa’ (resp. bRb') znamend, Ze p(a) = @(a’) (resp. ¢(b) =
= @), a diky tomu, Ze ¢ zachovava operaci,
je @a.b) = g(a).p(d) = p(a’).p() = @(a’.b’), tedy
(¢.b)R(a’.b"). MiiZeme proto v podilové mnoziné G/R za-
vést operaci pomoci reprezentantii (srov. odstavec 3.4);
v naem piikladu je to sé¢itani zbytkovych tiid modulo 4.
Takto vznikla aditivni grupa zbytkovych tiid modulo 4
je pak — jak uZ vime —, dokonce izomorfni grupé G,.
To nam dava piileZitost k poloZeni otizky: ,,Vyplyva
z homomorfie ¢ a G’ vidy izomorfie G/R a &', je-li G/R
rozklad G na t¥idy prvku se stejnymi obrazy pfi ¢ (¢ je
homomorfismus @ na G')?‘ Na tuto otdzku muZeme
odpovédét kladné: Je-li ¢ prosté zobrazeni G na G’ za-
chovdvajict operact a oznaduje-li [a] tridu vdech proka G
se stejnym obrazem g(a), je zobrazeni vy, kde p([a]) = ¢(a),
vzdjemné jednoznaéné zobrazeni G|R na G, které zacho-
vdvd operact.

Dalsim dusledkem pro homomorfismus™g zachovava-
jici operaci je, %e shora uvedend relace R je uz jedno-
znaténé urdena tiidou U vSech prvki G, jejichZ obrazem
je neutralni prvek e’ grupy @', nebot plati: aRb «
< a.b71e U. Tato mnozina U se nazyva jddro homo-
morfismu ¢. Dukaz dostaneme snadno vypoétem;

aRb & g(a) = ¢(b) & ¢(a).¢d) ! =€ &
< g(a).eb™) = ¢@.b!) =¢ @ a.ble U.

152



V nasem piikladu je U mnoZina vicch celoéiselnych
nasobku étyt, nebot dva prvky a, b € Z maji tyZ obraz
pii @, pravé kdyz ¢ = b (mod 4), tj. kdyz ¢ —b =0
(mod 4), &ili @ — b e U. Protoze grupové operace v na-
Sem priikladu je sditani, nemuZe se nikdo divit, Ze jsme
misto «.b! psali @ + (—b) = o — b.

Pravé provedend tivaha, Ze homomorfni zobrazeni ¢ G
na @ je uz jednoznadné uréeno svym jidrem, dava pod-
nét k otazce: ,,Jaké vlastnosti jsou nutné a stacdi, aby
neprazdna podmnozina U C G byla jidrem homo-
morfismu ?** Kdybychom totiZ mohli udat vSechny pod-
mnoziny U C @, které mohou byt jadrem homomorfni-
ho zobrazeni @, méli bychom piehled o vSech homo-
morfnich obrazech G. Této otizce se budeme jesté vé-

wov

novat v piistim odstavei.

ROSTOUCI ZASOBY

44 ODVOZENE STRUKTURY
Jak miiZeme ziskat dal$i struktury

Uz v 1. kapitole jsme vidéli, jak se daji vytvafet dalsi
mnoziny, zaéneme-li jednou mnoZinou M. MuZeme
kupfikladu uvazovat podmnoziny M nebo ptejit ke kar-
tézskému soudinu M x M, anebo pomoci relace ekviva-
lence R utvofit podilovou mnozinu M|/R. Pokusme se
timto zpisobem zvétsit také nasi zasobu struktur, napt.

grup.

a) Podstruktury

Je-li (G, .) grupa a U neprazdnd podmnozZina G,
(U, .) neni obecné grupa. Kupfikladu mnozina prvo-
¢isel P je sice podmnozZinou Z, ale (P, +) neni grupa,
protoZe je napt, 3¢ P, 5¢ P a 3 + 5 =8, ale 8 ¢ P.
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NemiiZzeme tedy chapat (P, +) jako podgrupu (Z, +).
Naproti tomu spliuje-li podmnozina U C & sama
axiémy grupy vzhledem k operaci definované v grupé
G'?), nazyvame (U, .) podgrupou (@, .). Tak kladna ra-
cionalni &fsla tvofi vzhledem k nasobeni podgrupu grupy
(R\{0}, .). VSechny axiémy grupy jsou uZ splnény,
jakmile je U uzaviend viéi dané operaci a pritom
inverzni prvek ke kazdému prvku z U patfi opét do U.
Nebot je-li splnén asociativni zakon pro vsechny prvky
z G, plati tim spis i pro vSechny prvky z U. Neutralni
prvek e, ktery je k dispozici v G, patii za uvedeného
piedpokladu uréité i do U, nebot je-li U # 6, existuje
a€ U, a tudiZ také a.a™? = ¢ € U. MuZeme proto ¥ei:
de-li (G, .) grupa, U neprazdna podmnozina G, je (U, .)
podgrupa (G, .), privé kdyZ proa e U abe U vidy také
platia.be Uaale U.

Ptiklady. KaZda grupa (G, .) obsahuje dvé trivialni
podgrupy, totiz samotnou @ a podgrupu, jez sestava jen
z neutralntho prvku e. V aditivni grupé celych ¢&isel tvoii
viechny nasobky pevného celého é&isla m podgrupu.
Naproti tomu nap¥. mnoZina lichych é&fsel neni podgru-
pa (Z, +), nebot soudet dvou lichych &fsel je sudy.
Grupa @, z odstavce 4.3 s prvky 1, —1, i a —i obsahuje
podgrupu s prvky 1 a —1.

V grupé vSech permutaci 4 prvka (srov. odstavec 3.1)
mnozina

v L, _ (1234 (1234 (1234 (1234
Ve 1234) ™ =| 2143) 72 T | 3412) T 74321

tvofi podgrupu vzhledem ke sklddani, o demz se nejlépe
plesvédéite utvoienim tabulky operace ve V.

11) Pfesndji neuvazujeme v U tutéZ operaci jako v G, nybr%
ziZenf dané operace na U.
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Analogickym zptusobem muZeme také zavést podokru-
hy a podtélesa; jisté vim nebude zatéiko na zakladé
pojmu ,,podgrupy‘‘ objasnit, co se rozumi ,,podokru-
hem*‘. Kupiikladu mnoZina viech diagonalnich matic —
to jsou » x n matice s vlastnosti a; = 0 pro ¢ # k —,
tvofi vzhledem ke séitani a nasobeni matic okruh, a je
tedy rovné% podokruhem okruhu vSech n X n matic.
Jako nejjednodussi p¥iklad budiZz zminén podokruh
sudych ¢&isel v okruhu celych ¢&isel. Téleso redlnych &isel
obsahuje jako podtéleso téleso racionalnich &fsel.

Nyni se miZeme vratit k otdzce poloZené na konci od-
stavee 4.3, které podmnoZiny U grupy G mohou byt
jddrem homomorfismu e grupy G.*Jidro U homomor-
fismu ¢ je, jak uz vime, mno#ina vSech prvku ae€ G,
pro néz ¢(a) = ¢’. Pritom G oznaduje grupu vzori,
G’ grupu obrazi, e (resp. ¢’) neutralni prvek @ (resp.
@'). Uréité je e € U, tj. p(e) = ¢, jak okamzité dostane-
me z rovnosti p(a).e’ = p(a) = p(a.e) =.p(a).ple) diky
vlastnosti krdceni grupové operace. Je-li a, b e U, tedy
p(a) = @(b) = ¢’, pak také plati @(a.b) = ¢(a).p(b) =
=¢'.e =¢', to ale diva a¢.be U, Déle je pro ae U
také a 1 e U, nebof mame

pa™?) = pla™).e’ = p(a™?).p(a) = p(a™'.a) =

= gle) =¢'.
Jako ,,vedlejsf produkt’* mizeme z té&chto rovnost{ také
dostat vztah @(a™).p(a) = ¢’, a tedy @(a™) = p(a)™!;
jinymi slovy: obraz prvku inverzniho k @ se rovna
inverznimu prvku k obrazu a. Tohoto poznatku jsme uZ
mléky vyu#ili v odstavci 4.3. Vyhledejte si sami ptislus-
né misto!

NagSe uvahy ukézaly toto: K tomu, aby nepriazdna
podmnozina U grupy @ mohla byt jadrem homomorfis-
mu grupy @, je nutné, aby byla podgrupou.

Dé se ukézat, e pro komutativni grupy je tato pod-
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minka také postadujici; pro nekomutativni grupy na-
proti tomu nemuze byt kazda podgrupa jidrem homo-
morfismu, musime se omezit na jisté podgrupy spliu-
jici daldi podminku a nazyvané také normélni podgrupy.
Analogické vyroky plati pro okruhy; jadro kazdého
okruhového homomorfismu, tj. mnoZina vSech prvka
okruhu vzort, jejichz obraz je nulovy prvek okruhu
obrazii, musi byt podokruh. Obracené tvrzeni plati jen
pro komutativni okruhy, jinak se musime uchylit k spe-
cidlnim podokruhtim, tzv. idealim. Hlubsi rozbor by uz
prekradoval ramec této knizky.

b) Soudinové struktury
Dalsf moZnost, jak ziskat ze znamych struktur nové,
spodiva v pfechodu ke kartézskym soudinim. Jsou-li
napt. (¢,, 0,) a (G,, 0,) grupy, stane se kartézsky sou-
éin G = G, x G, grupou, definujeme-li v ¢ operaci o
takto:
(@y, @) 0 (by, by) = (a4, 0, b;, @, 0, b)),

tj. nasobime-li v G po slozkich. Ziejmé je G' uzavicna
vzhledem k o, neutralni prvek je (e,, e;) a prvek (a;’,
a,) je inverzni k (a,, a,). Koneéné jednoduchy vypotet,
ktery muZete provést sami, ukaze, Ze operace o je také
asociativni. (@, o) se nazyva direkint souéin grup
(G,, 0,) a (@, 0,). Stejné miZeme postupovat i u jinych
struktur, nap¥. u okruhid. Neni pfitom nutné zavadét
operaci v kartézském soudinu po slozkach; i jiné definice
souttu a soudinu mohou vést opét ke struktufe okruhu
(coz se ale vidy musi napfed prozkoumat). Pfejdeme-li
piikladné od télesa R redlnych &isel ke kartézskému sou-
¢inu R x R s operacemi

(@1, Gy) @ (by, by) = (@) + by, @, + by),
(ay, @) O (by, b) = (@b, — @by, )by + a5hy),
je také (R x R, @, ©) téleso, jeZ je izomorfni s télesem
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komplexnich é&isel. To je hned vidét, piSemec-li misto
(a,, @,) obvyklé ¢, + ia,; pak je pFedchozimi definicemi
séitani a nasobeni charakterizovidno obvyklé séitini
a ndsobeni komplexnich é&isel.

¢) Podilové struktury

Vyjdeme-li z algebraické struktury, napf. grupy
(G, .), muZeme také daldi takové struktury ziskat uva-
zovanim homomorfnich obrazi dané struktury. Z od-
stavce 4.3 vime, Ze to je totéZz jako prejit k podilové
mno%iné G/R podle relace kongruence R a definovat
operaci mezi t¥idami ekvivalence pomoci reprezentanti.
Timto zplisobem dostaneme tzv. podilovow strukturu, jez
bude stejného typu jako vychozi struktura. Je-li tedy
(G, .) grupa, je (G/R, o) také grupa, nazyvana podilovd
grupa nebo faktorovd grupa G podle R. Touto konstrukéni
metodou vznikne napt. z aditivni grupy (Z, +) celych
¢isel aditivni grupa zbytkovych tfid modulo m, vezme-
me-li jako relact kongruence R obvyklou kongruenci
celych ¢isel modulo m, resp. z okruhu (Z, +, .) celych
¢fsel vznikne okruh zbytkovych t¥id modulo m.

d) Jako velmi plodna se ukazuje kombinace riznych
moZnosti yro vytvareni novych struktur; obdas tak do-
konce vzniknou ,,vyssi struktury‘. Piedvedeme to na
prechodu od okruhu (Z, +, .) celych é&isel k télesu (Q,
+, .) racionalnich ¢&isel. Z algebraického hlediska ziska-
me (Q, +, .) jako podilovou strukturu kartézského
soutinu Z X (Z\{0}). Pfejdeme totiZz nejprve od Z
k mnoziné Z x (Z\{0}) vsech uspofddanych dvojic
(@, b) celych d&isel, jez obvykle piSeme ve tvaru a/b
a nazyvame zlomky (druha slozka je b # 0; proto Z \
\ {0}). Podilova rovnost =4 definovana vztahem

a

T =o%, pravé kdyz ad = cb,
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je relace ekvivalence R, a v podilové mnoziné
(Z x (Z\ {0}))/R muZeme tedy definovat séitani a na-
sobeni pomoci reprezentanti vztahy

tlelal -1 |5lelzl= 5

protoze podilova rovnost mezi zlomky se ukazuje jako
snidfenliva k operacim +- a ., tj. jako relace kongruence.
Tridy se nazyvaji racionalni éisla. Postup, objasnény
zde na prikladu, kterym lze pf'ejit od okruhu k télesu

tak, Ze uvazujeme ,,podily** — obecné v okruhu nede-

b

finované a mezi nimi zavedeme operace zcela analogicky
k poditani se zlomky, se necha dale zobecnit. Je-li R ko-
mutativni okruh s jednotkovj'm prvkem e, v némi se
sou¢in rovna nule prave tehdy, je-li alespon jeden z &i-
niteli nula, pfesnéji nulovy prvek dojdeme vzdy po-
psanym zpusobe
To se nazyva podilové téleso okruhu R a mé né,s]edujici
vlastnosti:

— V K existuje podokruh F izomorfnf s R (v nadem
a

T]) ’
temuZ pak muZeme struiné tikat, Ze ,,K obsahuje R*.

— Mezi véemi télesy, kterd obsahuji R, je K nejmensi
{pro nas priklad to znamena, Ze neexistuje téleso,
jez by lezelo mezi okruhem celych é&éisel a télesem
raciondlnich &isel).

— K je aZ na izomorfismus jednoznaéné uréeno, a spe-
cialné tudiZ nezavisi na zptsobu konstrukece (proto
také dostaneme téleso racionalnich é&isel, i kdyz pfe-
jdeme nejprve od polookruhu pfirozenych &isel k po-
lotélesu nezapornych zlomki a od téch pak pfidanim
odpovidajicich ,,zdpornych* &isel k télesu ¢isel ra-
cionalnich).

piikladu mnoZina vSech raciondlnich éfsel
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4.5 CVICENT

1. Dopliite tabulku v odstavei 4.1 a odivodnéte zépisy.

2, Zjistéte, zda nédsledujici objekty maji vlastnost pologrupy,
grupy &i komutativni grupy:

B-) (Q(M)a n)’ b) (M(z;z)’ ')’
c) (Q*%, .), d) (R, .),
e) (U,0),kde U ={1,2,3, ...,12}
a
b = a + b, jestlize a + b = 12,
200% =1a + b— 12, jestlizea + b > 12

(operaci 0 bychom mohli nazvat ,,hodinové séitdni*);

f) mnozina S v8ech spojitych funkei definovanych na uza-
vieném intervalu {(a, by s operaci séitdni funkei;

¢) mnoZina L viech linedrnich funkei definovanych na
uzavieném intervalu (a, by s operaci s&itdni funkei;

h) mnozina viech matic tvaru (1) pro 0 < ¢ < 27 s nédso-
benim matic.

1) [cos @ —sin q)]

sing cose

8. a) Je tabulka 1 tabulkou grupy ?
b) Dopliite tabulku 2 tak, aby to byla tabulka grupy.
c) Jaky prvek musi stdt v tabulce 3 na misté otazniku,
je-li to tabulka grupy?

|eabed | a; a, ay a; a
e leabcecd a, a, : M
alaecdbd @y a, a, e a
blbdeac a, : .
c|cbdea a, b )
d|dcabe a; M :
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Zjistéte, zda ndsledujici objekty maji viastnosti okruhu

¢&i telesa:

B.) (1”(2;2)) +, ')5 b) (Q*s +, -),

o) (Z/(4), +, ), d) (Z/(3), +, -)»

e) mnoZina vicch uspofddanych dvojic (a, b) redlnych é&isel
se s¢itdnim a ndsobenim definovanym po slozkéch;

f) mnozine z cvid¢eni e), pFi¢em? ted je ndsobeni definovéno
vztahem '
(@, by).(ay, b)) = (a,a, — by, @b, + a)h,).

Dokaizte:

a) Kazdé koneénd regularni pologrupa je grupa.

b) Neutrdlni prvek grupy (G, 0) je zdroveii neutrdlnim
prvkem kazdé jeji podgrupy (U, o),

¢) Sjednoceni dvou podgrup téic grupy neni nutné zas
podgrupa néjaké grupy.

d) V okruhu pro libovolné prvky e, b plati pravidla:
(—a)p = —(ub), u(—b) = —(ab), (—a) (—b) = abd.

e) V ka%dém télese plati binomickd véta, napf.
(¢ + b)? = a® + 2ab + b2

Zkonstruujte téleso se dvéma (resp. se tfemi) prvky pro-
stiednictvim tabulky.

Provéite, zda ndsledujici zobrazeni jsou izomorfismy ¢&i

homomorfismy (n znaéi pevné zvelené piirozené ¢Eislo

a R* jsou kladné reélnd &isla):

a) ¢ zobrazuje (R, +) na (R, +), kde ¢(a) = na pro vsech-
na a€ R;

b) p zobrazuje (R+, .) na (R+, .), kde ¢(a) = a® pro viechna
a€ Rt;

c) ¢ zobrazuje (R\{0}, .) na (R*, .), kde g(a) = |a| pro
v3echna ae R\ {0};

d) ¢ zobrazuje (#(M), ) na (2 (M), {J), kde ¢p(4) = 4’
pro viechna 4 € (M),

e) ¢ zobrazuje (C, .) na (C, .), kde ¢(z) = z pro viechna
z€ C (z je komplexnd sdruzené &islo k z).



8. a) Ukaite, Ze grupa G, z odstavce 4.3 je izomorfni 8 grupou
nesoudélnych zbytkovych t¥id modulo 8.

b) Definujte homomorfnf zobrazeni ¢ grupy (Z, +) na
(H, +), kde (H, +) je ndjakd dvouprvkové grupa.

c) UkaZte: Aditivni grupa zbytkovych tfid modulo 6
a multiplikativn{ grupy nesoudélnych zbytkovych t#d
modulo 7 a 9 jsou navzdjem izomorfni. Aditivni grupa
zbytkovych tf¥fd modulo 6 je cyklickd; co z toho vyplyvé
pro obd dals{ grupy ?

d) Zjistéte, pro které grupy (@, 0) je zobrazen{ ¢, kde
¢(a) = a-! pro viechna a € @, izomorfismus (&, 0) na
sebe.

9. a) Zjistéte vSechny vlastni podgrupy multiplikativa{
grupy nesouddlnych zbytkovych tfid modulo 15.

b) Urdete viechny podgrupy cyklické grupy fddu 12 a pro
ka%dou udejte vytvorujici prvek.

e) Udejte viechny homomorfni obrazy multiplikativaf
grupy nesoudélnych zbytkovych tfid modulo 15. (Né-
vod: pouzijte ¥efeni dlohy 9a; tim jsou nalezena jAdras
vSech homomorfismi.)
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ZAVERECNA POZNAMKA

Agkoliv nazev nasi kniZzetky slibuje, Ze ,kazdy za-
datek je snadny‘, pro ¢tendfe, jenz ji pozorné a s pocti-
vym 1silfm prostudoval aZ k tomuto mistu, to mize
byt mnohdy i detba obtizna. Ale jak se ¥ik4, ,,bez price
nejsou kolade*, a uspésny &étendf mize s opravnénou
hrdosti ¥eci, e se dopracoval k zadatkum algebry.

Jsou to oviem jen zadatky, tézZko muZeme dekat vice
od knizky tak skromného rozsahu, uvazime-li, kolik
generaci matematika pracovalo pfi stavbé budovy alge-
bry. Ctena¥;mohl jen jakoby nahlédnout klitovou dirkou.
Ale pfece jen — néco vidi. I kdyz ji nemize vidét v celé
jeji rozloze, pfece jen pozna jak zaklady, tak i nékteré
podstatné obrysy této budovy.

A jesté vice: naSemu pozornému d&tenafi jsme dali
do ruky kli¢, ktery mu muze oteviit dvefe k algebfe,
nebot algebraické mysleni, mnohé zakladni metody
dikazu a technika p¥i zkoumani struktur a konstrukei
takovych objektd, bohaté moZnosti uZiti algebraickych
myslenek pfi pofidani a systemizaci znidmych mate-
matickych skuteénosti, ale i p¥i vyzkumu souvislosti
novych se daji naudit uz pii studiu zaklada algebry.
V tomto smyslu si pfejeme, aby co nejvice dtenafi
dostalo chut na jesté vice algebry, aby pouZili onen klié¢
a jefté trochu dale pootevieli dvefe do budovy jejich
myslenek.
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VYSLEDKY CVICENI{

Kapitola 1

1. M, = {z:z€ Qa |z| > 2},
M, = {z:v€ Zazx? =1},

22
M, = {z:z€ QaT<:v<7r}=¢.

2. Prunikem je mnoZina, kterd obsahuje jediny bod (2; 1).

8. A|B|lAONB|AYMANB
1|1 1 1
1|0 0 1
0|1 0 0
0|0 0 0

Porovnénim 1. a 4. sloupce dostdvédme tvrzeni a); b) do-
kédZeme analogicky.

4.Z ACBCC plyne A) B=B a B C = B, je tedy
AUB=B(nC.
Obrécens, z A () B = B [} C plyne, %e A ) B C B; le#l
tedy kazdé x€ A také v B. Z uvedeného pfedpokladu ale
dostaneme i B (Y C D B, tj. kazdé x€ B leif také v C.

5. Jsou-li A;, A; disjunktni, tedy 4; () 4, = %, plyne tvrzeni
bezprostfednd z toho, ze A (} @ = #. Obrdcené tvrzeni
neplati, jak se snadno pfesvédéime konstrukei protipfi-
kladu.

6. Viechny vyroky jsou navzéjem ekvivalentni.
7. Necht z€ A () B, pak je z€ A nebo x€ B. V obou pfi-
padech dostdvdme z € Z, jo tedy 4 |J B C Z.
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8. Pravdivé jsou vyroky c) a d).
9.8) ANC,b)ANB,c) 4,d) A () B, e) §.
10. A x B m4 rg prvki.

11. Je-li z€ A a ye C, tj. (z,y)€ A x CC B x (, je také
z€ B, neboli A C B. Stejné dostanemo i obrdcenou inklu-
zi, tudiz 4 = B3),

12, F,, F, a F, jsou zobrazeni, pouze F, je vzdjemné jedno-
znadné.

18. Hledané funkce miizeme popsat nésledujicimi vztahy:
(fof)(@) ==z* + 22 + 2,(go9g) () = 9z + 8,
(fog)(x)= 3z + 5, (g0 filz) = 9z* + 12z + 5,

S 1
fim) =z —1,974) = 5 @2

14. Pouze c) a d) jsou rozklady.

16, Uvedené rozdéleni je rozklad. To plyne z toho, Ze vime
o podobnych zobrazenich:
(1) slozenim dvou podobnosti dostaneme podobnosat;
(2) inverznim zobrazenim k podobnosti je podobnost;
(3) identické zobrazeni je podobnost.

16. Jenom M, a M, jsou konedné mnoziny.

17. Vzdjemnd jednoznaéné zobrazeni ¢ mnoZiny vsech kme-
novych zlomkd na N,\{0} miZeme definovat takto:

%)

el—|=n.

n

Pro dikaz druhého tvrzenf pouZijte ndvodu ke cvideni 18.

T

18. Odislujme zlomky po Fadd tak, jak ukazuje nésleduj'fc[

13) Pfedpoklad O # § je podstatny, nebof klademe 4 x # = @
pro libovolnou mno#inu A. (Pozn. piekl.)
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schéma. Dostaneme tak vzéjemné jodnoznadné zobrazeni
Q* na N,.

1 2 3 4 5
1 01 17 1/
1/2/’3/4/5.
2 2/2 2 ?/
¥ i
1/2 3/4 5
3 3 3 3 3

Takovéto zobrazeni muZeme pou%it i na mnoZinu viech
uspofddanych dvojic piirozenych é&isel.

Kapitola 2

1. 8) {(1; 0), (2; 1), (3; 2), (4; 3), (5; 4)}.
b) Oznaéme M, = {1}, M, = {2}, M, = {3}, M, = {1; 2},
My = {1; 3}, M, = {2; 3}, pak je
R = {(¢1 Ml)n (gy M’)v (¢s Ma)’ (ﬂv Ml)r (¢: Ml)s (ﬁ, M.),
(ﬂ, M)' (Mlv-Md)v (Mlv Ms)a (Mls M), (M21 Ml)-
(Mm M.), (Mi’ M)’ (MS! Mﬁ)’ (ﬂI:” Mo)’ (Mav M)D
(M, M), (M, M), (M,, M)}.
c) B = {(2; 2), (2; 4), (2; 8), (2; 60), (4; 4), (4; 8), (4; 60),
(5; 8), (5; 4b), (5; 60), (8; 8), (45; 45), (60; 60)}.

2. Mx M= {1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2)}. Oznadime-li a =

= (1;1),b = (};2),¢c = (2; 1)ad = (2; 2), daji se viechny
relace v M zndzornit takto:
-Rl. = ¢! Rl = {a'}’Ra = {b}s B, = {c}’ RB = {d}' Rl = {a! b}o
R, = {a,c}, By = {a, d}, By = {b, ¢}, Byy = {b, d}, By, =
= {¢, d}, B,y = {a, b, ¢}, By = {a, b, d}, By = {a, ¢, d},
Ry = {b,c,d}, Rygy=M x M.
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8.

4.

5.

6.

166

KaZdé relace v M je podle definice podmnoZina M x M.
Existuje tedy tolik relaci v M, kolik je podmnoZin mnoZi-
ny M x M. Obsahuje-li M » prvka, mdé M x M n? prvkd
a #(M x M) mé podle 1. kapitoly 2# prvki.

By = {(1; 1), (15 3), (1; 5), (3; 1), (35 3), (35 5), (5; 1), (5;3),
(5; 5)},

R, = {(1; 3), (2; 4), (3; 5), (4; 6)}.

Nyni muZeme uzlovy &i kartézsky graf uvedenych relaci

nakreslit.

a) napf. relace ,,<‘‘ v Ng,

b)napi. B = {(1; 1), (1; 2), (2; 1), (2; 2} v M = {1, 2, 8},

¢c) RC S a RS plati napf. pro relaci R: ,,je vlastni
délitel* a S: ,,je délitel** v N,,

d) relace ,,bezprostfednd ndsleduje po‘‘
a ,,stoji bezprostfednd pied‘‘ jsou p¥ikladem navzdjem
inverznich relaci v N,.

a) Vidy plati (x,y)e R= (y,z)e R Jelli R=R",
pak je pro (z, y) € R také (y, z) € R, tj. R je symetricks.
Je-li obrdcend R symetrickd, plati R = R !, nebot vSe-
chny pFedchozi implikace 1ze obratit. Jsou tedy vyroky
»R je symetrickd‘ a ,,B = B~1* ekvivalentni.

b) BR; C R znarnens, Ze pro viechna x € M plati (z, z)€ R,
takZze R jo reflexivni. Obrdcens, pro reflexivni B plati
R; C R.

c) Je-li (x, y)e R a (y, 2)€ R, pak plati (z,z)€ RO R
(sklddéni ptifazeni). Je-li nyni R o R (C R, znamen4d to
tranzitivitu R. Obrécensd, z tranzitivity R vyplyva vyrok
RoRCR.

Piedchozi vysledky muZeme shrnout:

R reflexnivni & R, C R;'! R symetrickd < R = R™1;

R tranzitivni & Ro R C R.

»Odtvodndni‘‘ zadinéd pfedpokladem, Ze pro prvek z exis-
tuje (alespoil) jedno y takové, Ze zRy; tj. uvedeny zdvér



9.

je moZny jen pro takové z, kterd jsou v relaci s néjakym
prvkem y€ M. Abychom dostali refiexivitu, museli by-
chom mit xRx pro viechna z (z M).

Az na relaci ¢) jsou v3echny relace reflexivni, symetrické
a tranzitivni, tedy relace ekvivalence. Relace v ¢) neni
symetrické.

Ttida ekvivalence relace f), kterd obsahuje prvek (2; 5), je
{{z, x 4+ 3): 2€ Ng}.

a) Podle V (2.3) se reflexivita a tranzitivite pfendsi z R
na R'; je tedy také R () R~! reflexivni a tranzitivni.
Kroms toho je R () B! symetrické:

(z. )€ RANR = (r,y)e Ra(r,y)€ B = (y,x)E R™*
a(y,z)€ R= (y,z)e RN R

b) ProtoZe (z,z)€ R & (x,x)€ S pro viechna z€ M, je
také (z, x)€ R (N S; tj. R ) S je reflexivni. Je-li (v, y)€
€ RN S, je (x,y)€ R a (z,y)€ S a na zédklad® pfedpo-
klddané symetrie R a S odtud plyne (y, z)€ Ra (y,z)€ S,
neboli (y,z)€ B () S. Je tedy R () S také symetrické,
& podobné se ukéie, Ze je tranzitivni.

Pro R {J S to neplati, jak ukazuje protiptiklad B = {(a, a),
(a, b): (b, a), (b’ b)}, S = {(av a), (a, c), (¢, a), (C, G)} pro
b # ¢ : R (J S obsahuje (b, a) a (a, c), ale neobsahuje (b, c),
nemuze tedy byt tranzitivni, a tudiZ ani relaci ekvivalence.

a)
8 60
4 45
2 5

b) Z grafu v cvideni 9a) vidime, Ze vyrok ,,v M neexistuje
prvek, ktery by lezel pod 5 je pravdivy, zatimco ,,vSech-
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10.

11.

ll
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ny prvky y # 5 jsou nad 5° pravdivy neni, nebot 2 a §
jsou nesrovnatelné.

&) Tvrzeni dostaneme pouZitim V(2.3). Protoze nékteréd
zde pouzité vyroky z V(2.3) nebyly v odstavci 2.2 dokézd-
ny, doZetite to zde!

b) Plati xRz pro vSechna z& M a ySy pro viechna y€ N,
podle definice T' je tedy také (z, y¥)T'(z,y) pro viechny
(z,y)€ M x N.T je tedy reflexivni. Ze vztahi

(@1, YT (22, %a) B (22, Y2) T (s, Ys)
plyne x,Rz, a x,Rz, stejné jako y,8y, a y,Sy,. Predpoklé-
dand tranzitivita R a S dovoluje zdvér, Ze 2,Rx, a y,Sy,,
tedy také (x,, 1)1 (@3, ¥s). T je tudiZ tranzitivni, a antisy-
metrie T' se ukdZe stejné.

a) Relace sluditelné nejsou; v #({1, 2, 3, 4}) napt. plati:
{1; 2y C {1, 2, 3}, {1, 2} mé prédvé tolik prvku jako {3; 4}
a{l, 2, 4} pravé tolik prvka jeko {1, 2, 3}, ale neplati
{3; 4y C {1, 2, 4}.

b) Pro 2 < y musi byt kazdy prvek dplného vzoru z pii f
mensi nebo rovny ka¥dému prvku tdplného vzoru y pii f.
Tuto podminku kuptikladu spliiuje funkece /(z) = [z] ([z] je
nejvétsi celé &islo < x).

Kapitola 3

Z1Z¥eni séftdni ¢iselnych posloupnosti na mnoZiny M, a M,
je neomezend definované operace, nebot soudet dvou arit-
metrickych (resp. rostoucich) posloupnosti je opét aritme-
tickd (resp. rostoucf) posloupnost. Pro geometrické po-
sloupnosti tento vyrok neplati,

Obé operace jsou komutativni, ale jenom 0, je invertibilnf.
Nap#. rovnice b 0, = ¢ nem4 v {a, b, ¢, d} FeSeni. Noeutral-
nim prvkem uvedenych operaci je a, resp. d.



8. Diikez muZeme provést probrdnim véech mozZnych pii-
padi, jez mohou vzhledem k relaci < pro a, b, ¢ nastat.

4. Psani &islic pfirozenych &isel ze sebou je nezdvislé na uzé-
vorkovédni: je tedy O, asociativni. Piiklad 12 0, 45 =
= 1245 +# 4 512 = 45 0, 12 ukazuje nekomutativnost O,.
Operace O, neni ani invertibilni, nebof napf. rovnice
1 467 0y = 347 nemé zfejms Fefeni. Naproti tomu mé o,
vlastnost krédceni; z @ Oy 2, = @ O3 2, vidy plyne z, = z,,
nebot rovnaji-li se dvé pfirozend &isla, rovnaji se i pfisluiné
&islice (v té2e &iselné soustavs). Pravy nebo levy neutrdlnf
prvek operace O; nemaé.

5. Operace A neni ani komutativni, ani asociativni, ale jeo
invertibilni. Také m4 vlastnost kréceni.

6. Véechny tfi operace jsou komutativni, zato neni %4dnd
z nich asociativni. O, je invertibilni, 04 & O, invertibilni
nejsou, coZ lze doloZit nefeSitelnosti rovnic 0 Oy z = 9,
resp. 3 O,z = 6. Vlastnost krédceni maji O, a O4; O, ji
nemé, nebot z rovnosti ]/0_:?1 = Vﬂ; nevyplyvéd nutné
2, = 2,.Ze 26dné z operaci nemd neutrélni prvek, dokd-
Zeme nepfimo, idempotence se ovéii vypodtem.

7. Ndvod: Necht ¢, = D(a, D(b, ¢)) & t, = D(D(a, b), c), pak
plati t,ja a &|D(b, c), tj. ¢, d&li a, b i c, plati tedy také
t,|D(a, b) & ¢,.c, odkud plyne #,)t,. Pravs tak ukéZeme, Ze
bty . Ze vztahi £,[t, a 2,)t, viak plyne (v N) ¢, = #,.

8. T mé 1 jako pravy neutrélni prvek, nemé ale levy neutrdl-
ni. 0 jo neutrdlni prvek O a —7 je neutrdlni prvek o.

9. Z a®t = a®, resp. y{ = y§ plyne x, = x,, resp. ¥, = Y.
Uvédomte si pf¥itom, e 0 a 1 neptii do nosiée operace.
Nefesitelnost rovnice napf. 2° =7 v N\ {1} ukazuje, Ze
operace neni invertibilni.

10. Pouze operace uvedené v d) a f) jsou komutativni; aso-
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ciativni jsou jen e) af). Nefesitelnost rovnic 22 = 5 (pro b),
lox=4 (prod),40x =5 (pro e)ayo 4 =1 (pro f)
dokldd4, Ze prislusné operace nejsou invertibilni. V ¢) m4d
kazdd rovnice @ Oz = 2a + x = ¢ FeSeni z = ¢ — 2a,
zato y 0 2 = 2y + 2 = 3 nemd feSeni (v Z).

Pouze d) mé neutrdlni prvek, a to 0.

Tabulkou operace je ndsledujici tabulka
|n p g m
m|npgm
p|pnrn mgq
g g mn p

Uvedeny soudin je roven p. Soustava rovnic mé FeSeni
z = n, y = p. Neobyéejné zjednoduseni rovnic a rovnosti
dostaneme ze vztahi p* = ¢ = m? = n, kde » je neutralni
prvek.

1—1
1 2
%e ndsobeni matic je vzhledem ke s¢iténi distributivni.
Viechny v tuloze uvedené matice jsou reguldrni.

Reseni je X = [ ] . Pii feSeni je tfeba vyuZit toho,

Kapitola 4

Multiplikativni grupa nesoudélnych zbytkovych tfid me-
dulo 12: p, p, p, P,;

mnoZ%ina vSech redlnyeh funkei vzhledem ke s&itdni:
P, P, P P;

mnotZina {1, 2, 3, 6} s operaci A : p, p, P, n.

Objekty a, b, ¢, d jsou pologrupy; e, f, g jsou komutativai
grupy; h je grupa (a¢koli ndsobeni matic neni obecnd ko-
mutativni, ukazuje se, Ze h je komutativni grupa).



8. a) Tabulka nepopisuje grupu, nebot operace neni'asocia-

4

5

tivni; je napi. (ab)d = cd = a, ale a(bd) = ac = d.

b) I a a; a, a4 ag

a | a @, a a; a;
a | a, a; a; ag a
a, | a, a; as a, a,
a, | a, ag a, a, a,
ag | a; a, a, a, a,

¢) Vyznadené fddky, resp. sloupce necht ,,pFisluseji*
prvkim z a y, resp. z a u. Pak je zz = ¢, tj. 2 = 271,
a zu = a, yz = b, Pro hledany souéin dostaneme
yu = yeu = yr zu = (yx ) (zu) = (yz) (xu) = ba.

Objekty c, e, f jsou okruhy; d je téleso; a je okruh, jestliZe
prvky matic jsou raciondini nebo redlné &isla (obecnéji:
jestlize jsou prvky néjakého télesa); b neni ani okruh, ani
téleso.

a) Podle V(4.3) je tieba jesté ukdzat invertibilitu operace.
Rovnice ax = b je vidy fesditelnd, protoZe nechdme-li x
probihat viech n prvka M (M je podle pfedpokladu ko-
neénd, mé tedy n prvki), dostaneme n soudini ez € M,
mezi nimiz nemohou byt dva stejné. Z ax, = ax, totiz
plyne podle vlastnosti kréceni z, = z,. Dostaneme tedy
pro n moZnych &initeld z pravé » navzdjem raznych soudi-
nd az z M, to ale znamend, %e kazdy prvek z M (feknéme
b) dostaneme jako néjaky soudin ax,. z, je tedy Fefenim
rovnice ar = b. Analogicky se ukdZe, Ze i rovnice ya = b
jeo vidy resiteln4.

b) Je-li ae U (U # @!), je podle definice podgrupy také
ale U,atudiZa.a™! = e€ U. ¢ neovliviiuje Zddny prvek
z G, a tim spi8 ani z U. Je tedy e neutrdlni prvek U,
a protoZe U je grupa, nemize v U Zddny jiny neutrdlni
prvek existovat.

¢) Je-li napf. @G podgrupa vsech celych &isel déliteinych
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dvéma (v aditivni grupé cclych éisel) a H podgrupa vsech
celych &isel délitelnych tiemi, je 4€ G |) H (nebot 4€ @)
i9€ G H (nebot 9€ H),ale4 + 9 = 13 ¢ G |J H, ne-
bot je 13 ¢ G'i 13 ¢ H. Neni tedy G {) H podgrupa.

d) Rovnice ab + xz = 0 m4 podle definice inverzniho prvku
feseni —(ab). Dalsi FeSeni je (—a)b, jak ukazuje zkouska:
ab + (—a)p = (@ + (—a))b = 0.b = 0, pFiéem% jsme po-
stupné pouzili distributivni zdkon, definici inverzniho
prvku a idlohu nulového prvku pfi nédsobeni. ProtoZe ale
rovnice ab - & = 0 je v okruhu refitelnd jednoznaéns,
plati tedy —(ab) = (—a)b. Analogicky se dokdZou ostatnf
tvrzeni.

e) Dostaneme ji pfimym rozndsobenim na zdkladé distri-
butivniho zdkona; protoZe nidsobeni v télese je komuta-
tivni, miZeme jako obvykle misto ab -+ ba psédt 2ab (coZ
by v pfipadé ab # ba nebylo moZné).

+]01 . 01 +]/01a .|01a
0]01 0] 00 0/{0 1 a 0|0 0 O
1 {10 1] 061 1(1 ¢ 0 1|0 1 a

ajea 01 a|0 a 1

¢) je homomorfisius, ele ostatni zobrazeni jsou izomor-
fismy.

. a) Izomorfii zjistime porovndénim tabulek obou grup; izo-

morfhi zobrazeni ¢ je dédno vztahy e(f,) = (1)s, @(fy) =
= (3)s; @(fs) = (5)a, @(fi) = (7).
b) Oznaé&ime-li oba prvky (H, +) jako 0 a a, bude zobra-
zeni ¢,
__J0, je-li g sudé,

¢l9) = {a, je-li g liché,
homomorfismus (Z, +) na(H, +).
¢) Aditivni grupa zbytkovych ti#id modulo 6 je izo-
morfni s multiplikativni grupou nesoudélnych zbytko-
vych tfid modulo 7 diky zobrazeni ¢, kde ¢((0)) = (1)s,



?((1e) = (B)a. 2((2)e) = (2)5, P((3)e) == (6);, p((4)g) = (4)s,
?((8)s) = (5)..

Aditivni grupa zbytkovych tiid modulo G je izomorfni
s mnultiplikativni grupou nesoudélnych zbytkovych tiid
modulo 9 diky zobrazeni 7, kde 7((0)s) = (1), n{(1)¢) =
3((2)e) = (4D, 7((3)e) = (8)s, n{(4)) = (7)s,
7((8)e) = (5)y. Odtud dostaneme izomorfii grup nesoudél-
nych zbytkovych tfid modulo 7 a modulo 9 diky zobrazeni
¢ ~'7. ProtoZze aditivni grupa zbytkovych tiid modulo 6
je eyklickd, jsou cyklické i obé dalsi grupy; jejich vytvo-
tujici prvky jsou (3),, resp. (2),.

d) Piedevsim je ¢ vzdjemnsé jednoznaéné zobrazeni G na G.
Aby ¢ byl izomorfismus, musi platit: @(ab) = ¢(a)e(d),
to ale znamené, Ze (ab) ! = a~'b". Obecnd v kazdé grupé
plati (ab) " = b~la"1. Je tedy ¢ izomorfismus, pravé kdyz
G jekomutativni.

9.2) Uy = {1}, U, = {1; 4}, Uy = {1; 11}, U, = {1; 14},
{l’ 21 4: 8}, Uq = {l, 4, 7, 13}.

= (2)lv

Us =
b) Réd 12
rad 6
Fad 4
Fad 3
fad 2
4d 1

: {a%at, ..., a1} = (a),

: {@°, a, at, a, a®, a%} = (a?) = (a'),
: {a% a?, @%, a*} = (a®) = (a’),

: {a%, a4, a8} = (a*) = (a®),

: @', a%) = (a"),

: {a*} = (a%).

¢) Kazdy homomorfni obraz grupy sestdvd z uplnych
obrazu pii odpovidajicim homomorfnim zobrazeni, tedy
podle cvideni 9a:

G/U,
G|U,
Q/U,

l

G, G|U, = {{1; 4}, {2; 8}, {T; 13}, {11; 14}},
{{1; 11}, {2; 7}, {4; 14}, {8; 13}},
{{1; 14}, {2; 13}, {4; 11}, {7; 8}},

GlU, = {1, 2, 4, 8}, {7, 11, 13, 14}},
G/U, = {{1, 4,7, 18}, {2, 8, 11, 14}}.
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