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Predmluva

Mili Fesitelé a spolupracovnici matematické olympiady,

rocenka, kterou dostavate do ruky, je v podstaté¢ doku-
mentem o prub&hu jubilejniho XXV. ro¢niku MO, jenz
prob&hl ve 3kolnim roce 1975/76. Pii pfileZitosti tohoto
jubilea nasi celostatni matematické soutéze byla o ni na-
psana fada ¢lankd v odbornych i popularnich ¢asopisech,
probéhlo slavnostni zavéreéné kolo v Bratislavé a ve vy-
davatelstvi Mlada fronta vysla jubilejni broZura nazvana
Dvacet pét let matematické olympiddy v Ceskoslovensku;
v ni je mimo jiné i struéna kronika soutéZe za uplynulych
25 let. Mezi uvetejnénymi ¢lanky najdete i kriticky prehled
soutéZnich tloh (Pokroky matematiky, fyziky a astrono-
mie, 1976/3). V souvislosti s budoucnosti olympiady se uva-
zovalo i o dvou zdanlivé protichidnych tendencich v jejim
Vyvoji, tj. 0 masovosti a vybérovosti. Ostatné této otazce
jsme vénovali zminku i v pfedmluvé k roence XXIV. ro¢-
niku.

Nechceme zde opakovat véci, které si muzete pieéist
jinde, spiSe chceme upozornit na nékteré tendence, které
se objevuji ve svété a ke kterym nemuZeme zistat nevsi-
mavi.



Ve dnech 16. az 21. srpna 1976 se konal v zapadonémec-
kém mésté Karlsruhe 111. mezindrodni kongres o vyucovdni
matematice; zuCastnilo se ho asi 2300 osob z 80 zemi svéta.
Nebudeme popisovat jeho prubéh, ale spise uvedeme dvé
viesvétove tendence, které se na kongresu projevily a které
jsou u nas dobie znamé. Vyrazné se projevil odklon od pie-
hnaného strukturalismu ve Skolské matematice; vite snad,
co nazyvame v soucasné matematice — zejména v algebie —
strukturami; jsou to mnoziny s operacemi a relacemi, napft.
grupy, télesa, vektorové prostory. Zdiraziujeme, ze slovo
,odklon® neznamena likvidaci. ZvySena pozornost se vé&-
nuje pfi vyuCovani aplikacim matematiky; ovSem aplika-
cim v novém pojeti. Nejde o zarazovani izolovanych uloh
»Z praxe”, ale o vyhledavani realnych situaci, které se daji
matematizovat a zpracovat prostfedky Skolské matematiky.
Na kongresu pfednasel o vzajemném puisobeni matematiky
a spoleCnosti byvaly pfedseda ICMI*) sir James Ligthill
(GB). Ve své pfednasce uvedl dvé konkrétni ukazky pro-
blémovych situaci z reality: zneCiStovani vodniho toku
a predpovédi povétrnosti. Hlasy volajici po rozumném za-
fazovani aplikaci jsou pracovnikiim v socialistickych ze-
mich dobie znamé.

Dalsi novinkou na kongresu bylo vytvofeni zvlastni sekce
(jedné z tfinacti) nazvané Algoritmy a pogitade ve vyuco-
vani matematice; vedl ji prof. A. Engel (BRD). Ve svém
uvodnim referatu se zabyval spiSe kapesnimi kalkulackami
nez velkymi poditaci. Dilezitost, kterou prikladal kongres
otazce zavedeni pocitacu, se projevila i v tom, ze zavérem

*) Zkratka Mezinarodni komise pro vyu€ovani matematice.



kongresu byla tzv. podiova diskuse, které se zacastnili vy-
znamni didaktikové — vedouci sekci a kterou fidil prof.
Hans Freudenthal (NL). Diskuse vyznéla v tom smyslu, Ze
zavedeni po€itatli nema znamenat jen zmechanizovani nu-
merickych vypoctu, ale Ze vyzaduje seznameni zakl s algo-
ritmickym myslenim; do jisté miry méa byt uzivani mini-
pocitach Skolou ,algoritmického mysleni®. Podle prof. En-
gela by zaci méli vystfidat v rozmezi 6 az 18 let asi tfi typy
pocita¢d. V navrhu osnovy algoritmického vyucovani byla
uvedena fada netradiCnich zajimavych hesel, napft. Sifeni
epidemii, ndhodné permutace, problémy optimalizace, me-
toda Monte Carlo aj.

Pro obsahové zaméfeni nasi olympiady v priStich letech
vyplynou asi ze svétového vyvoje vyznamné podnéty; k nim
by se méla pfipojit tendence reprezentovand na svétovém
kongresu hlasem dosti slabym: je to tendence zddraziovat
ve vyuce pracovni metody a postupy, nebot to je v podstaté
kli¢ k aplikacim. Tim navazujeme na zavér predmluvy
k roc¢ence XXIV. ro¢niku, kde jsme vas zadali o mimo-
soutézni zpracovani riznych pouziti obecnych pracovnich
metod, napf. metody soufadnic, metody rekurentnich de-
finic apod. Nase vyzva bohuzel tehdy zistala bez odezvy;
pokusime se v budoucnosti tuto vyzvu zkonkretizovat tim,
ze zafadime vhodné ulohy do soutéze.

Matematické olympiadé€, vSem jejim feSitelim i spolu-
pracovnikim piejeme do pfistiho Ctvrtstoleti mnoho uspé-
chii v praci.

Uv MO



I. Pribéh XXYV. ro¢niku
matematické olympiady

1. ORGANIZACE SOUTEZE

Potadatelem soutéze XXV. ro¢niku matematické olym-
piady byla opé&t ministerstva Skolstvi CSR a SSR s Mate-
matickym tstavem CSAV, s Jednotou ¢s. matematikii a fy-
zikit, s Jednotou slovenskych matematikii a fyzikii za spolu-
prace s organy Socialistického svazu mlddeZe. Protoze pfi-
pravovany novy statut MO nebyl dosud schvalen, fidila se
soutéz XXV. ro¢niku MO opét podle statutu, ktery byl uve-
fejnén ve Véstniku MSK, ro¢. XIX, str. 126, 127, smér-
nice 37 ze dne 30. 4. 1963.

Zaci soutéZili celkem ve &tyfech kategoriich: kategorie A
je urCena pro zaky IIL. a IV. ro¢nikt $kol II. cyklu, kate-
gorie B pro zaky II. ro¢nikt a kategorie C pro zaky I. ro¢-
nikt téchto Skol. V kategorii Z soutézi zaci nejvyssich dvou
ro¢nikd zakladnich devitiletych $kol. Bylo oviem mozZné,
aby zak soutézil po schvaleni pfislusSnym KV MO, resp.
OV MO, i ve vyssi kategorii, nez do které patfil.



2. SLOZENT USTREDNIHO VYBORU
MATEMATICKE OLYMPIADY

V XXV. roéniku pracoval Ustfedni vybor matematické
olympiady v tomto sloZeni:

Predseda: doc. Jan Vysin, CSc., MU CSAYV, Praha

1. mistoptedseda: doc. dr. Jozef Moravéik, CSc., VSD, Zilina

2. mistopfedseda: prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc., MU
CSAV, Praha

1. jednatel: Petr Fabinger, pedagogicka fakulta KU, Praha

2. jednatel: dr. Jifi Mida, pedagogicka fakulta KU, Praha

zastupce MS CSR: Viclav Siila

zastupce MS SSR: Michal Zoldy

zastupce UV SSM: Jana Pomazalovd, gymnazium, tf. kpt.
Jaros$e, Brno

Ostatni Clenové:

dr. Frantisek Béloun, KPU, Praha

doc. dr. Lev Bukovsky, CSc., ptirodovédecka fakulta UPJS,
Kosice

Frantisek Hradecky, Praha

dr. Ivan Korec, CSc., ptirodovédecka fakulta UK, Bratislava

doc. dr. Alois Kufner, CSc., MU CSAV, Praha

dr. Viastimil Machdcek, pedagogicka fakulta KU, Praha

Olga Marikovd, gymnazium, Nad $tolou 1, Praha 7

akademik Josef Novik, MU CSAV, Praha

Vitazoslav Repds, gymnazium, Novohradska ul., Bratislava

Stanislav Rypdcek, gymnazium, Litoméficka, Praha 9



dr. Jiti Sedlacek, CSc., MU CSAV, Praha

Ing. Oldiich Skopal, gymnazium, tf. kpt. Jarose, Brno
Jiri Sidlo, gymnazium, Nad §tolou 1, Praha 7
Miloslav Smerda, ZDS, Bilovice nad Svitavou
Frantisek Vesely, Praha

dr. Frantisek Zitek, CSc., MU CSAV, Praha

Dalsimi ¢leny UV MO byli piedsedové krajskych vybort
matematické olympiady:

Praha: prof. dr. Viclav Pleskot, CVUT, Praha

Sttedogesky kraj: Ludmila Tréglovd, gymnazium, Ritany

JihoCesky kraj: dr. Ing. Lada Variatovd, pedagogicka fakulta,
Ceské Budgjovice

Zapadocesky kraj: Véra Rddlovd, gymnazium, nam. Odbo-
raia, Plzen

Severodesky kraj: Viadimir BlaZek, pedagogicka fakulta,
Usti n. L.

Vychodogesky kraj: dr. Josef Kubdt, gymnazium, Pardubice

Jihomoravsky kraj: dr. Petr Benda, VUT, Brno

Severomoravsky kraj: prof. dr. Miloslav Zedek, pfirodove-
decka fakulta UP, Olomouc

Bratislava: Katarina HajtdSovd, ptirodovédecka fakulta UK,
Bratislava

Zapadoslovensky kraj: doc. dr. Ondrej Sedivy, CSc., peda-
gogicka fakulta, Nitra

Stiedoslovensky kraj: dr. Ladislav Berger, VSD, Zilina

Vychodoslovensky kraj: dr. Martin Gavalec, ptirodovédecka
fakulta UPJS, Kosice



Pracouni piedsednictvo UV MO tvofili (v abecednim po-
fadi):
Petr Fabinger, prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc., dr. Jifi
Mida, doc. dr. Jozef Moravcik, CSc., dr. J. Sedlacek. CSc.,
doc. Jan Vysin, CSc., dr. F. Zitek, CSc. a zastupci MS CSR
a SSR.
3. PLENARNI ZASEDANI UV MO

se konala ve XXV. roéniku MO dvé&: podzimni ve dnech
4. a 5. prosince 1975 v Praze, jarni ve dnech 7. a 8. kvétna
v Bratislavé.

Podzimni zaseddni zhodnotilo XXIV. ro€. MO a cesko-
slovenskou ucast na 17. MMO, ktera se konala v Bulhar-
sku. Dukladné se zabyvalo praci pracovnich skupin pro
ulohy. Konstatovalo se, ze se jejich ¢innost fadn€ neroz-
béhla, nebot neni moZny osobni styk ¢leni v jednotlivych
skupinach. Proto bylo rozhodnuto, aby ve skupiné pro geo-
metrické ulohy kat. A, B vedené prof. dr. M. Fiedlerem, DrSc.,
pracovali pfevazné praz§ti matematici, pravé tak jako ve
skupiné pro geometrické ulohy kat. C a Z vedené dr. V. Ma-
chackem a dr. J. Midou. Ve skupiné pro algebraické ulohy
kat. A, B budou pracovat prevazné matematici ze Stfedo-
slovenského kraje a povede ji doc. dr. J. Morav¢ik, CSc.
V Bratislavé bude ¢inna skupina pro algebraické tlohy kat.
C a Z, povede ji dr. T. Marcisova. Pfi vybéru uloh pro
kat. C a Z je tfeba prihlizet k tomu, Ze v kategorii Z soutézi
téz 7aci 8. ro¢. ZDS a v kategorii C Zaci, ktefi pfisli do 1. roé.
sttednich $kol z 8. ro¢. ZDS.

Dale jednal UV MO o roziifeni matematickych sout&zi
na nizi tiidy ZDS. Bylo konstatovano, ze za soucasnych
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podminek se nemiize UV MO této véci ujmout, je vsak
ochoten poskytnout konzultativni pomoc.

Velmi kladn& ptijal UV MO zpravu o Gsp&né se rozvi-
jejici spolupraci s UV SSM, ktery vénuje svou pozornost
matematické olympiadé€ a jeji nejusp€snéjsi ucastniky od-
ménuje. Bude tfeba zlepsit spolupraci se SSM na krajské
urovni.

O akcich, které UV MO potada pro G&astniky soutéze,
a o jubileu MO piseme ve zvlastnich odstavcich.

Jarni zaseddni se konalo pfi pfilezitosti celostatniho
II1. kola kategorie A jubilejniho XXV. rocniku MO. O slav-
nostni ¢asti tohoto zasedani jedna samostatny odstavec,
zde si vS§imneme ¢asti pracovni.

UV MO se rozhodl zavést I11. (krajské) kolo kategorie Z
vieobecné ve vsech krajich s tim, Ze o ulohach zadanych
v tomto kole rozhodnou KV MO. V tomto smyslu je tfeba
upravit znéni statutu MO a FO.

Pro sjednocenti klasifikace ve II. kolech bylo rozhodnuto,
aby v dalsich ro€nicich MO byly k autorskym feSenim uloh
pfipojeny podrobné pokyny pro bodové hodnoceni zakov-
skych feSeni.

UV MO se usnesl, aby komentafe k aloham XXVI. roé&.
MO vypracovaly KV MO, a to pro kategorii A KV Vy-
chodoslovenského kraje, pro kategorii B KV Stfedosloven-
ského kraje, pro kategorii C KV Bratislavy a pro kate-
gorii Z KV Zapadoslovenského kraje.

Na tomto zasedani predala zastupkyné UV SSM s. Jana
Pomazalova ptredsedovi UV MO doc. Janu Vysinovi, CSc.,
putouvni pohdr, ktery vénoval UV SSM pro vitéze IIL kola
kategorie A.
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Dale zasedani projednalo dal§i spolupraci UV MO
s JCSMF a MU CSAV.

4. PRUBEH JEDNOTLIVYCH KOL SOUTEZE

Organizace jednotlivych kol soutéZe nebyla oproti pie-
deslym ro¢nikiim MO podstatné zménéna.

I. kolo, tzv. studijni, probéhlo opét ve dvou etapach.
Ctyti ptipravné tlohy odevzdavali sout&zici viech katego-
rii svym ugitelim (referentim MO) do 15. listopadu 1975.
Ulohy byly opraveny, ale neklasifikovany, takze kazdy zak
se mohl za¢astnit soutéZni Casti I. kola. V této Gasti sou-
téZe, koncici pro kategorii A 15. ledna a pro kategorii B
a C 15. tinora 1976, museli Zaci podle vlastniho vybé&ru vy-
feSit ze Sesti uloh aspon tfi na zndmku aspoii ,dobrou®,
aby mohli byt navrzeni do II. kola. V kategorii Z bylo pod-
minkou pro navrzeni do II. kola vyfeSeni aspofi tfi uloh
ze Ctyf na znamku asponi ,,dobrou” do 15. ledna 1976.

I1. kolo se konalo v téchto terminech:

kategorie A: 6. bfezna 1976
kategorie B a C: 3. dubna 1976
kategorie Z: 24. unora 1976

Celostatni I11. kolo kategorie A prob&hlo v Bratislavé od
6. do 8. kvétna 1976.

Nékteré KV MO uspotadaly krajské kolo v kategorii Z.
Na Slovensku se konalo toto kolo v jednotném terminu
pro vSechny slovenské kraje.
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Ciselné udaje o vysledcich soutéze v jednotlivych kate-
goriich a kolech podavaji tabulky 1 az 4. Pfehlednou sta-
tistiku za XXV. ro¢nik MO podava souhrnna tabulka 5.

5. POMOCNE AKCE

Na pomoc fesitelim MO poradaly soustfedéni a instruk-
taze jednak KV MO, v celostatnim métitku UV MO.

Na pfipravu reprezentanti pro MMO byl zaméten tzv.
koresponden¢ni seminaf a také seminaf pro prazské fe-
Sitele kategorie A.

V korespondencnim semindii vedeném doc. dr. J. Morav-
¢ikem, CSc., bylo zadano pét souboru uloh s tématy: 1. ¢i-
selna teorie, 2. planimetrie a stereometrie, 3. mnohocleny,
funkce a trigonometrie, 4. kombinatorika, 5. soustavy rovnic
a nerovnic.

Prazsky semindi vedeny dr. J. Sedlackem, CSc., se vénoval
podobné problematice jako korespondenéni seminaf. Pied-
naseli v ném pracovnici MU CSAV a prazskych vysokych
Skol. _

Nejlepsi ucastnici obou seminaft byli vybrani pro celo-
statni soustiedéni $ir§iho reprezentacniho druzstva. Konalo
se poprvé ve dvou etapach: tydenni v Bieznici (bfezen 1976)
a &trnactidenni na Kladng (Eerven-1976).

Celostatni soustiedéni Fesitelii kategorie A, do n€hoZ jsou
vybirani zZaci nejvySe tfetich ro¢nika stfednich $kol, se ko-
nalo po dobu dvou tydni koncem Cervna a zacatkem cCer-
vence v Plzni. Mélo tii tfidy: matematickou, matematicko-
-fyzikalni a fyzikalni. Zacastnilo se ho 91 zaki. Matema-
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tické prednasky zajistovali pracovnici vysokych skol a vé-
deckych ustavit CSR a SSR.

6. NEKTERE AKCE K JUBILEU MO

Prvni z jubilejnich akci byla tiskovd konference v praz-
ském Klubu novinafu, jez se konala 12. zati 1975. Ridil ji
akademik Josef Novak a vedle novinata se ji zucastnil téz
piedseda UV MO doc. Jan Vysin, CSc., a n&kolik organi-
zatori soutéze.

O soutézi se béhem jubilejniho rocniku Cast&ji psalo
i v dennim tisku. Tak 9. fijna 1975 ptinesl denik Mlada
fronta obsahlejsi €lanek Do pétadvacatého olympijského roku.
Byl to rozhovor s akademikem Josefem Novakem o nasem
jubilejnim roce. Z ¢lanku vyjimame jeden zajimavy udaj:
V prvnich 24 rocnicich bylo zadano asi 1700 tloh a opra-
veno asi 2 611 000 jejich FeSeni.

Dne 15. ledna 1976 v ramci pravidelnych besed porada-
nych Jednotou &. matematikt a fyzikéi probéhl v Ustied-
nim klubu $kolstvi a védy v Praze vecer o MO, ktery Givod-
nim slovem zahajil dlouholety byvaly predseda UV MO
akademik J. Novak. Soucasny ptedseda doc. J. Vysin, CSc.,
ve svém vystoupeni charakterizoval vyvoj MO, ocenil praci
rozsahlého kolektivu dobrovolnych spolupracovniki a vy-
slovil svlij nazor na pfi¢iny neuspéchu &s. fesitell na mezi-
narodnich MO. V neformalni besedé¢ se dostala ke slovu
itada uspé€snych fesitelt prvnich ro¢nikt MO, ktefi jsou nyni
uz dobfe znamymi matematiky. Na zavér besedy byly pro-
mitnuty diapozitivy z nékterych poslednich ro¢niki MMO.

13



Jesté pred celostatnim tfetim kolem vysla knizka Dvacet
pét let matematické olympiddy v Ceskoslovensku, kterou z pfi-
spévkd mnoha autort sestavili doc. dr. J. Morav¢ik, CSc.,
a doc. J. Vysin, CSc. Svazek, na némz se autorsky podileli
i zahrani¢ni matematikové, vySel v nakladatelstvi Mlada
fronta.

Jako zajmovy naklad vytiskli v Zilin& neprodejnou publi-
kaci Menny zoznam priekopnikov matematickej olympiddy
v CSSR. Sesit pfinasi jména znamych i opomenutych $kol-
skych pracovnikt, ktefi se v Ceskych a slovenskych krajich
zaslouzili o MO za celé Ctvrtstoleti. U kazdého je do né-
kolika fadek zhusténa charakteristika jeho ¢innosti.

Také celostatni I11. kolo kategorie A mélo v jubilejnim
ro¢niku slavnostni raz. Konalo se v Bratislavé ve dnech
6. az 8. kvétna 1976 a v tutéz dobu zasedal v Bratislavé
téz Ustiedni vybor MO. Ve &tvrtek 6. kvétna v 17 hod.
byla soutéz slavnostné zahajena v Zrcadlové sini Primacial-
niho palace. Ministerstva $kolstvi obou republik udélila pfi
té prilezitosti dlouholetym organizatoriim soutéze Cestna
uznani za praci v MO. Dalsi den dopoledne se na gymnaziu
v Tomasikove ulici konala prvni ¢ast soutéze. Po poledni
prestavce si olympionikové prohlédli pamétihodnosti Bra-
tislavy a po vecefi zhlédli predstaveni ve Slovenském na-
rodnim divadle. Také &lenové UV MO méli ten den bo-
haty program (zasedani na gymnaziu v Tomasikov& ulici,
prijeti delegace na ministerstvu $kolstvi, prohlidka paméti-
hodnosti). III. kolo skoncilo 8. kvétna, kdy se dopoledne
feSila druha cast soutéznich uloh. Po obédé se studenti
i organizatofi rozejeli zpét do svych domovi.

14



7. STUDIJNI LITERATURA

Letaky MO vysly koncem zaii 1975. Texty uloh MO
otiskly Casopisy Rozhledy matematicko-fyzikdlni a Matema-
tika a fyzika ve Skole.

Nakladatelstvi Mlada fronta vydalo dalsi svazky edice
Skola mladych matematiki:

&. 36 Jan Cerny: O aplikaciach matematiky

€. 37 Beloslav Riecan, Zdena Riec¢anovd: O pravdepodob-
nosti

€. 38 Juraj Bosdk: Latinské $tvorce

¢. 39 Alois Kufner: Nerovnosti a odhady

8. KONKURS JCSMF A JSMF NA NAVRHY
ULOH PRO MO

Na jate 1976 uplynulo deset let od vyhlaseni nepfetrzité
probihajiciho konkursu na ulohy pro matematickou olym-
piadu. Do 31. 8. 1976 doslo od jeho vyhlaseni celkem
1239 uloh od 111 autort, k témuZ dni bylo celkem od-
ménéno 712 tloh a vraceno 387 uloh. Poté&sitelné je, Ze do
konkursu zasilaji své ulohy i souCasni a byvali Gcastnici
MO. Ve XXV. ro¢niku MO bylo zadano 45 uloh ziskanych
konkursem.

Podminky konkursu jsou uvetejiiovany v letacich s ulo-
hami.
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TABULKA

1

Kategorie A

I. kolo IL. kolo
KRAJ
S U S U
Praha 68 59 54 31
Stredocesky 105 97 81 11
JihoCesky 52 48 44 14
Zapadocesky 39 35 34 7
SeveroCesky 96 79 60 14
Vychodocesky 62 57 52 17
Jihomoravsky 176 155 140 18
Severomoravsky 93 78 76 13
Bratislava 104 54 54 18
Zapadoslovensky 210 106 103 14
Stiedoslovensky 118 102 97 17
Vychodoslovensky 87 S5 54 9
CSR 691 608 541 125
SSR 519 317 308 58
CSSR 1210 925 849 183
S — pocet viech soutézicich

U — pocet usp&nych fesiteli
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TABULKA 2
Kategorie B

I. kolo II. kolo
KRAJ
S U S U
Praha 90 73 71 25
StiedoCesky 71 67 64 3
JihoCesky 39 54 48 4
Zapadocesky 36 34 32 5
Severocesky 123 94 85 7
Vychodocesky 68 360 52 17
Jihomoravsky 136 118 110 13
Severomoravsky 9s 80 80 15
Bratislava 80 65 64 23
Zapadoslovensky 125 122 117 8
Stiedoslovensky 89 70 70 8
Vychodoslovensky 118 59 45 14
CSR 678 576 542 89
SSR 412 316 296 53
CSSR 1090 892 838 142
S — pocet viech soutézicich

U — pocet usp&snych fesiteli
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TABULKA 3
Kategorie C
I. kolo 1L kolo
KRAJ
S U S U
Praha 19 102 98 54
Stiedocesky 132 112 109 23
Jihocesky 80 75 75 17
Zapadocesky 55 44 39 20
Severocesky 127 89 71 13
Vychodocesky 85 75 70 21
Jihomoravsky 201 183 137 50
Severomoravsky 95 73 72 35
Bratislava 99 70 69 32
Zapadoslovensky 173 160 151 41
Stiedoslovensky 122 96 96 27
Vychodoslovensky 192 76 69 22
CSR 894 753 671 233
SSR 386 402 385 122
CSSR 14380 1155 1056 355

S

— pocet vSech soutézicich

U — pocet usp&snych fesiteli
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TABULKA

4

Kategorie Z

U — pocet uspésnych Fesiteli

‘ I. kolo 1. kolo
KRAJ
S U S U

Praha 904 492 428 266
Stredocesky 591 366 334 160
JihoCesky 761 491 412 230
Zapadocesky 610 325 278 107
SeveroCesky 822 458 350 190
Vychodocesky 524 421 363 84
Jihomoravsky 1518 970 744 311
Severomoravsky | 1406 765 609 327
Bratislava i 862 316 511 174
Zapadoslovensky 1462 1 196 1183 415
Stfedoslovensky 1544 894 834 362
Vychodoslovensky 1501 1031 987 531
CSR 7136 4288 3518 1675
SSR 5369 3437 3515 1482
CSSR 12 505 7725 7033 3157

S — pocet viech soutézicich
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TABULKA 5
XXV. roénik MO

1. kolo I1. kolo
KRAJ
S U S U
Praha 1181 726 651 376
Sttedocesky 899 642 588 197
JihoCesky 952 668 579 265
Zapadocesky 740 438 383 139
Severocesky 1168 720 566 224
Vychodocesky 739 609 537 139
Jihomoravsky 2031 1426 1131 392
Severomoravsky 1 689 996 837 390
Bratislava 1145 505 698 247
Zapadoslovensky 1970 1584 1554 478
Stfedoslovensky 1873 1162 1097 414
Vychodoslovensky 1898 1221 1155 576
CSR 9399 6225 5272 2122
SSR 6886 4472 4504 1715
CSSR 16285 10697 9776 3837
S — celkovy pocet soutézicich ve vSech kategoriich

U — celkovy poéet Gisp&snych fesitelii ve viech kategoriich
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PRILOHA A

SEZNAM VITEZU A USPESNYCH RESITELU
CELOSTATNIHO I1I. KOLA KATEGORIE A

1.— 2
1.— 2
3
4.
5.— 9.
5- 9.
5.— 9.
5— 9.
5.— 9.
10.
11.—-14.
11.—14.
11.—14.
11.—14.
15.
16.

VE XXV. ROCNIKU MO

Vitézove

. Jifi Navradtil, 3.a, G Olomouc-Hej¢in
. Peter Takaé, 3.c, G Safarikovo
. Jifi Kolafa, 3.d, G Praha 2, W. Piecka

Pavol Quittner, 3.b, G Prievidza

Radvan Hdjek, 4.c, G Praha 6, Arabska

Jan Kratochvil, 2.a, G Pardubice

Josef Pavel, 3.a, G Rychnov nad Knéznou

Ilja Turek, 2.g, G Hradec Kralové

Vladimir Technovsky, 4.d, G Banska Stiavnica
Pavel Vondrdk, 4.a, G Usti nad Labem, Jatedni
Josef Blazek, 3.a, G Mnichovo Hradisté
Martin Cadek, 3.a, G Brno, tf. kpt. Jarose
Marian Slodicka, 4.b, G Bratislava, Novohradska
Miroslav Sedivy, 4.c, G Jevitko

Petr Novdk, 4.a, G Pardubice

Pavol Makovicky, 4.a, G Zilina, Horny Val
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17.

18.—-20.
18. —20.
18.—20.

21.—-24.
21.—-24.
21.-24.

21.-24.
25.
26.
. Zdenék Kalousek, 2.b, G Jablonec nad Nisou
28.
29.—32.
29.—32.

o]
L

29.-32.
29.-32.
33.-34.
33.-34.

35.
36.—38.
36.—38.
36.—38.

39.
40.—41.
40. —41.
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Pavel Komadrek, 4.d, G Praha 2, W. Piecka
Stanislav Cervinka, 4.d, G Praha 1, Stépanska
Karel Suchomel, 4.c, G Praha 1, Stépanska
Magdalena Volkeovd, 4.a, G Praha 6, Leninova

Ostatni uspésni Fesitelé

Jan Bdzler, 3.b, G Mlada Boleslav
Vaclav Kelar, 4.b, G UniCov

Jiii Peridz,4.b, G Brno, ti. kpt. Jarose
Pavel Stovic¢ek, 4.a, G Pardubice
Vlastimil Klima, 4.b, G BeneSov u Prahy
Tomds Kotrba, 4.c, G Praha 1, Stépanska

Vaclav KotéSovec, 4.d, G Praha 2, W. Piecka
Andrej Blaho, 4.b, G Bratislava, Novohradska
Josef Dockal, 4.c, G Olomouc, Jititho z Podébrad
Ondrej Nather, 4.b, G Bratislava, Novohradska
Miroslav Vancl, 4.a, G Usti nad Labem, Jate¢ni
Vladimir Danék, 4.d, G Praha 2, W. Piecka

Petr Pénicka, 4.d, G Praha 2, W. Piecka

Martin Holera, 3.d, G Praha 3, Sladkovského nam.
Igor Béhm, 3.b, SPSS Zvolen

Zbynék Brtna, 4.b, G Tabor

Jiri Zlatuska, 3.c, G Brno, tf. kpt. JaroSe

Svetozdr Malinaric¢, 4.a, G Nitra, Parovska

Erik Stérba, 4.c, G Praha 1, St&panska

Miroslav Zeman, 4.b, G Bratislava, Novohradska



PRILOHA B

PORADI USPESNYCH RESITELU II. KOLA
VE XXV. ROCNIKU MO

U jednotlivych kraju uvadime v kazdé kategorii nejvyse
prvnich deset Gspésnych fesiteld.

Praha

Kategorie A

Viclav KotéSovec, 4.d, G Praha 2, W. Piecka; Jifi Kolafa,
3.d, G Praha 2, W. Piecka; Magdalena Volkeovd, 4.a, G
Praha 6, Leninova; Ivo Bldha, 4.d, G Praha 2, W. Piecka;
Martin Holeiia, 4d, G Praha 3, Sladkovského nam.; Erik
Stérba, 4.c, G Praha 1, Stépanska; Radvan Hdjek, 4.e, G
Praha 6, Arabska; Pavel Komdrek, 4.d, G Praha 2,
W. Piecka; Lubomir Netolicky, 4.d, G Praha 2, W. Piecka;
Petr Pénicka, 4.d, G Praha 2, W. Piecka.

Kategorie B

Mirko Navara, 2.d, G Praha 2, W. Piecka; Pavel Trska,
2.a, G Praha 6, Leninova; Jan Matéjka, 2.d, G Praha 2,
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W. Piecka; Zdenék Vaviin, 2.c, G Praha 1, Stépénské; Jiri
Koneény, 2.d, G Sladkovského nam.; Jana Uhlifovd, 2.d,
G Praha 2, W. Piecka; Pavel Bolek, E2, SPS jaderna, Praha 4,
Pavel Caisl, Jifi Kronddk, Zuzana Pelantovd, vSichni 2.d,
G Praha 2, W. Piecka.

Kategorie C

Petr Horsky, Jan Haji¢, Michal Sourek, vSichni 1.d, G
Praha 2, W. Piecka; Viadimir Smotlacha, 1.c, G Praha 1,
Stépénské; Otto Ritter, 1.d, G Praha 2, W. Piecka; Viadimir
Karas, 1. ro¢., G Praha 6, Parlétova; Alena Lancovd, 1. rocC.,
G Praha 2, W. Piecka; Stanislava Svecovd, 1.d, G Praha 2,
W. Piecka; Viadimir Tobyds, 1.a, G Praha 4, Budé&jovicka.

StiedocCesky kraj

Kategorie A

Jan Bdazler, 3.b, G Mlada Boleslav; Vlastimil Klima, 4.b,
G Benesov; Josef Blazek, 3.a, G Mnichovo Hradisté; Milan
Prochdzka, 4.b, G Mlada Boleslav; Viktorie Vlachovd, 3.b,
G Cesky Brod; Milos Fechtner, 4.a, G Beroun; LibuSe Ru-
sinovd, 3.a, G Dobiis; Viadimir Cervenka, 3.a, G Kutna
Hora; Hana Janouskovd, 4.a, G Sedlc¢any; Miroslav Havlena,
3.c, G Kladno.

Kategorie B

Tomds Gergelits, 2.c, SPS Mlada Boleslav; Jana Vodié-
kovd, 2.b, G Mlada Boleslav; Vdclav Blazek, 2.a, G Pfibram.
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Kategorie C

Zdenék Somr, 1.b, G Sedlcany; Martin Postulka, 1.a, G
Kralupy; Pavel Topfer, 1.a, G Mlada Boleslav; Sdrka Za-
gorovd, 1.b, G Benesov; Jan Voves, 1.a, G Kralupy; Daniel
Zeman, 1.a, G Nové Straseci; FrantiSek Hodys, 1.b, G Sedl-
Cany; Jaroslava Trckovd, 1.b, G Dobiis; Eva Hamplovd,
1.b, G M¢élnik; Petr Masldk, 1.a, G Nové Straseci.

JihocCesky kraj

Kategorie A

Zbynék Brtna, 4.b, G Tabor; Josef Hes, 3.a, G K. Satala,
Ceské Budgjovice; Jindiich Trnka, 3.c, G Tabor; Jaroslav
Tiser, 4.b, G Strakonice; Michal Simek, 4.a, G Strakonice:;
Zdenék Panec, 3.b, SPS Strakonice; Marie DiviSovd, 4., G
Pelhiimov; Viclav Zidek, 3.b, SPS Strakonice; Jaroslav
Capek, 3.a, SPS Strakonice.

Kategorie B

Zdenék Toma, G Tabor; Martin Matzner, G K. Satala,
Ceské Budgjovice; S. Nevsimal, G Pelhiimov; Sdrka Kouckd,
G Pisek; Karel Stépan, G K. Satala, Ceské Budgjovice;
Pavel Svoboda, G Tabor; Jitka Jarosovd, G Prachatice.

Kategorie C

I. Bozadziev, G Tabor; I. Vonke, G K. Satala, Ceské Bu-
dgjovice; J. Mlddek, G Sobéslav; M. Zimmermann, G Ceské
Budgjovice; V. Vordcek, G Tabor; J. Cech, G Dagice:
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J. Némec, G Tabor; M. Volfovd, G FPrachatice; J. Pavel,
SPS Pisek.

Zapadocesky kraj

Kategorie A

Ales Strunc, 3.a, G J. Fuéika, Plzen; Milan Studeny, 4.a,
G Marianské Lazn€; Pavel Nejedly, 4.a, G Karlovy Vary;
Karin Sistkovd, 4.a, G Karlovy Vary; Frantisek Mosna, 4.a,
G Blovice; FrantiSek Stanék, 4.a, G J. Fulika, Plzen; Pavel
Sedldk, 4.a, G J. Fucika, Plzen.

Kategorie B

Pavel Pyrih, 2.a, G SuSice; Libor Fiala, 2.a, G J. Fuclika,
Plzen; Ladislav Minci¢, 2.a, G Cheb; Lubomir Petrdk, 2.a,
G Stiibro; Blanka Zymdkovd, 2.a, G J. Fucika, Plzen.

Kategorie C

Alena Triestikovd, 1.a, G Stfibro; Milan Vitek, 1.a, G J.
Fucika, Plzen; Jaromir Urban, 1.a, G Ostrov n. O.; Petr
KoZina, 1.b, G Tachov; Tomds Kubalik, 1., SPSE Plzef;
Zdenék Kiis, 1.a, G SuSice; Véra Banzetovd, 1.a, G Ostrov
n. O.; Hana Zachardovd, 1.a, G SuSice; Jindfich Zarobsky,
1., SZTS Ktimice; Ludmila Simiinkovd, 1.a, G J. Fucika,
Plzen.
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Severocesky kraj

Kategorie A

Jan Nouza, G Usti nad Labem; Michal Koc¢vara, G Li-
berec; Zdenék Kalousek, G Jablonec nad Nisou; Pavel
Vondrdk, G Usti nad Labem; Miroslav Vancl, G Usti nad
Labem; Viasta Novotnd, G Teplice; Milan Voddk, G Kadan;
Eva Ciprova, G Liberec; Milan Drechsler, G Frydlant; Ivan
Benda, G Litoméfice.

Kategorie B

Zdenék Kalousek, G Jablonec nad Nisou; Martin Kovar,
G Liberec; Karel Svoboda, G Teplice; Ondiej Macoun, G
Liberec; Pavel Némec, G Usti nad Labem; Libor Holecko,
G Liberec; Miroslav Koucky, G Jablonec nad Nisou.

Kategorie C

Vladimir Kucera, G Liberec; Ludek Sefc, G Usti nad La-
bem; Viliam Mato, G Rumburk; Eva Hldaskovd, G Liberec;
Tomds Koc¢i, G Rumburk; Bohumil K¥ivohlavy, G Teplice;
Radomir Kuc, G Liberec; Petr Tuma, G Liberec; Jiii Mlej-
necky, G Usti nad Labem; Jaromir Kulhdnek, G Rumburk.

Vychodocesky kraj

Kategorie A

Jan Kratochvil, 2.a, G Pardubice; Miroslav Sedivy, 4.c,
G Jevitko; Petr Novdk, 4.a, G Pardubice; Pavel Stovicek,
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4.a, G Pardubice; Ilja Turek, 2.g, G Hradec Kralové; Josef
Pavel, 3.a, G Rychnov nad Knéznou; Petr Bahnik, 2.a, G
Pardubice; Jaroslav Holomek, 4.b, G Jevicko; Richard Liska,
3.a, G Pardubice; Ladislav Metelka, 3.g, G Hradec Kralové.

Kategorie B

Jan Kratochvil, 2.a, G Pardubice; Ilja Turek, 2.g, G Hradec
Kralové; Petr Bahnik, 2.a, G Pardubice; Jaromir Maténa,
2.g, G Hradec Kralové; Karel Findejs, 2., G Poli¢ka; Mi-
roslav Goljan, 2.a, G Jaromér; Miroslav Tiima, 2., G Nova
Paka; Milo§ Holman, 2.a, G Vrchlabi; Viadimir Kucera,
2.a, G Pardubice; Viadislav Pekdrek, 2.a, G Pardubice.

Kategorie C

Vladimir Maténa a Milan Repik, 1.a, G Trutnov; Ludék
Pesek a Tomds Vlasdk, 1.a, G Pardubice; Zdenék Cermdk,
1.d, G Chrudim; Milan Pus, 1.a, G Dvar Kralové; Milan
Bares a Milan Znamenddéek, 1.c, SPSEI Pardubice: Viadimir
Pistora, 1.g, G Hradec Kralové.

Jihomoravsky kraj

Kategorie A

Martin Cadek, 3.a, G tf. kpt. Jaro$e, Brno; Jaroslav Sustr,
3.b, G Blansko; Tomd$ Havldsek, 4.a, G Bystfice n. P.; JiFi
Peridz, 4.b, G tf. kpt. JaroSe, Brno; Dana Kuceiikovd, 4.b,
G Holesov; JindFich Rizicka, 4.c, G Zdar n. S.; Vit Sldma,
3.a, G Slovanské n., Brno; Ludék Klimes, 3.a, G Blansko;
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Miroslav Pavel, 4.a, G Jihlava; David Richter, 4.b, G Kong-
vova, Brno.

Kategorie B

Radovan Fiala, 2.b, G Znojmo; Bohuslav Rudolf, 2.c, G
Uhersky Brod; Jaroslav Zeman, 2.b, G Jihlava; Ladislav
Marecek, 2.b, G Konévova, Brno; Tomds Lukes, 2.a, G t¥.
kpt. Jarose, Brno; Viadimir. Sdrika, 2.a, G Blansko; Petr
Kucéirek, 2.b, G Konévova, Brno; Karel Liedermann, 2.b,
G Kienova, Brno; Jaroslav Smarda, 2.c, G Tiebié.

Kategorie C

Ondiej Cadek, 1.a, G tf. kpt. Jarose, Brno; JindFich Koldr,
l.a, G Boskovice; Ivo Cernohldvek, 1.b, G ti. kpt. Jarose,
Brno; Marek Orel, 1.a, G tf. kpt. Jarose, Brno; Martin San-
tavy, 1.d, G ti. kpt. Jarose, Brno; Jan Brdzda, 1.a, G tt. kpt.
JaroSe, Brno; Rad. Kucera, 1.a, G Konévova, Brno; Jiii
Povolny, 1.a, G Konévova, Brno; Ales Siller, 1.a, G Ko-
névova, Brno; Jifi Bures, 1.a, G tf. kpt. JaroSe, Brno.

Severomoravsky kraj

Kategorie A

Jifl Navratil, 3.a, G Olomouc-Hej¢in; Josef Dockal, 4.c,
G Jitiho z Podébrad, Olomouc; Viclav Kelar, 4.b, G Unicov;
Vladimir Patriidk, 3.b, G Ostrava, Smeralova ul.; Jdn Ma-
cejovsky, 4.a, G Ostrava, Smeralova ul.; Jaroslav Hdjek,
2.c, G Bilovec; Vladimir Handk, 2.c, G Bilovec: Boris Petrdk,
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3.a, G Ostrava-Hrabavka; Oskar Linkesch, E-4.a, SPS
Ostrava-Vitkovice; Martin Petrdk, 3.a, G Ostrava-Hra-
bavka.

Kategorie B

Petr Gurka, 2.c, G Bilovec; Pavel Kolafik, 2.c, G Bilovec;
Petr Tas, 2.c, G Bilovec; Jaroslav Hdjek, 2.c, G Bilovec;
Karel Stépka, 2.c, G Bilovec; Rostislav Urban, 2.a, G Sme-
ralova ul., Ostrava; Stanislav Zwyrtek, 2.b, G Cesk)'/ Teésin;
Emil Filipek, 2.b, G Cesky T&in; Evien Hordcek, 2.a, G
Olomouc-Hejéin; Josef Klimes, 2.c, G Opava.

Kategorie C

Josef Tkadlec, 1.c, G Bilovec; Jaroslav Han¢l, 1.c, G Bi-
lovec; Miroslav Tezky, 1.c, G Bilovec; Ryszard Kantor, 1.c,
G Bilovec; Miroslav Maruska, 1.c, G Olomouc; Jifina Si-
korova, 1.b, G Ttinec; Vladimir Wagner, 1.a, G Havifov;
Radomir Vrajik, 1.c, G Bilovec; Ale§ Juiik, 1.d, G Karvina,
Pavel Motloch, 1.c, G Frydek-Mistek.

Bratislava

Kategorie A

Andrej Blaho, 4.; Marian Slodicka, 4.; Robert Handlovic,
3.; Ondrej Ndther, 4.; Igor Brilla, 4.; Jozef Kiss, 4.; Mi-
roslav Zeman, 4.; Igor Vavro, 4.; Rastislav Vadovi¢, 4.;
Gustdv Mrdzik, 3. (Vsichni z gymnazia v Novohradské
ulici.)
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Kategorie B

Stefan Varga, G Novohradska ul.; Ivan Priecel, G ul. Cer-
venej armady; Ivan Mizera, G Novohradska ul.; Milan
hradska ul.; Erich Banhegyi, G Tomasikova ul.; Stanislav
Kokoska, G ul. Cervenej armady; Julius Ertl, G ul. Cer-
venej armady; Ivan Mamrilla, G Novohradska ul.; Jan
Prokop, G Novohradska ul. (VSichni 2. ro¢.)

Kategorie C

Boris Rudolf, G Novohradska ul.; Peter Schreiber, G No-
vohradska ul.; Zdeno Liska, G ul. Cervenej armady; Andrej
Féldes, G Dunajska ul.; Jdn Mezei, SPS stavebna; Mona
Jancikova, G Metodova ul.; Martin Kalina, G Novohradska
ul.; Norbert Bartalsky, G Novohradska ul.; Valdemar Cihdk,
G ul. Cervenej armady; Zdenka Butkovd, G ul. Cervenej
armady. (VSichni 1. ro¢.)

Zapadoslovensky kraj

Kategorie A

Pavol Tarina, 4.c, G TopolCany; Svetozar Malinari¢, 4.a,
G Nitra; Juraj Kouiil, 3.a, G Nové Mesto n. Vahom; Jdn
Brezovicky, 4.c, G Nitra; Ivan Trebichovsky, 3.a, G Nové
Mesto n. Vahom; Ladislav Miklos, 3. ¢, G mad. Komarno;
Vojtech Izaof, 3.c, G mad. Galanta; Attila Skuta, 4.b, G
mad. Komarno; Jdn Potfaj, 3.a, G Nové Mesto n. Vahom;
Jana Stachovad, 4.a, G Nové Mesto n. Vahom.
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Kategorie B

Peter Filakovsky, G mad. Nové Zamky; Anna Malis,
G mad. Samorin; Rafael Tomdnek, G Banovce n. Bebr.;
Jurak Sekeres, G Zlaté Moravce; Michal Oravec, G Ma-
lacky; Milan Babala, G Pezinok; Mikulas Feher, G Ko-
marno; Elemer Antal, G mad. Dun. Streda.

Kategorie C

Stefan Mestan, G Sala; Jozef Méhes, G mad. Dunaj.
Streda; Peter Cerno, G Trenéin; Jdn Uvestdn, G Hlohovec;
Stefan Kubik, G mad. Galanta; Peter PSenek, G Komarno;
Marian Mach, G Trencin; Imrich Papai, G mad. Galanta;
Gaspar Froncz, G Vrable.

Stredoslovensky kraj

Kategorie A

Peter Takdé, 3.c, G Safarikovo; Igor Béhl, 3.b, SPSS
Zvolen; Karol Pekar, 4.a, G Ruzomberok; Pavel Quittner,
3.b, G Prievidza; Pavol Makovicky, 4.a, G Zilina; Viadimir
Technousky, 4.d, G Banska Stiavnica; Viadimir Houba, 4.c,
G Zilina; Miroslav Kysel, 4.b, G Banska Bystrica; Miloslav
Borik, 4.a, G Kysucké Nové Mesto; Mdria Grossmannovd,
4.c, G Zilina.

Kategorie B

Jan Detko, G Prievidza; Milan Beles, G Velky Krti§;
Vladimir Hudec, G Vrutky; Peter Bonda, G Martin; Emil
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Gonsor, SPS stf. Lipt. Mikulas; Peter Kubinec, G Turzovka;
Eva Richterovd, G Banska Bystrica; Juraj Zamba, G Lu-
cenec.

Kategorie C

Jaroslav Guri¢an, G Dubnica n. Vah.; Peter Goga, G
Vratky; Alfréd Zimermann, G Banska Bystrica; Miroslav
Chlebik, G Cadca; Jaroslava Maslikovd, G Handlova; Fer-
dinand Kubik, G Namestovo; Peter Mdsiar, G Namestovo;
Miroslav Gazi, G Nova Bana; Maridn Surovy, SPS el. Lipt.
Hradok.

Vychodoslovensky kraj

Kategorie A

Ladislav Pivka, 4.a, G KoSice; Viadimir Zdvadsky, 2.a, G
Kosice; Ondrej Cako, 4.d, G Kosice; Michal Cvercko, Ko-
Sice; Marta Mlynarcikovd, 4.b, G Poprad; DuSan Malencik,
4.a, G Kosice; Lubomir Mucha, 3.d, G PreSov; Milan Pav-
lov¢ik, 3.c, G Humenné.

Kategorie B

Zlatica Slavikova, 2.a, G Kosice; Miroslav Repicky, 2.a,
G Humenné; Ferdinand Hevery, 2.b, G Sobrance; Jdn Niz-
nansky, 2.a, G Kosice; Michal Pudldk, 2.a, G KoSice; Anton
Ganzarcik, 2.b, G Poprad; Ladislav Béres, 2.a, G KoSice;
Miroslav Bernuska, 2.a, G Kosice; Oliver Rdc, 2.c, G Poprad;
Miro Dubovinsky, 2.b, G Spisska Nova Ves.
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Kategorie C

Jana Borosovd, 1.d, G Presov; Peter Vasil, 1.c, G Micha-
lovce; Jozef Jirdsek, 1.a, G Kosice; Katarina Dudicovd, 1.c,
G Presov; Ivan Zezula, 1.a, G Kosice; Ladislav Schichman,
1.b, G Sabinov; FrantiSek Bereta, 1.a, G KoSice; Vladimir
Hura, 1.c, G Kosice; Ladislav Maceiiko, 1., SPS Michalovce;
Michal Danildk, 1.c, G PreSov.
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I1. Pripravné alohy I. kola

KATEGORIE A, B, C

Mezi piipravné ulohy XXV. roéniku MO jsou pievazné
zafazeny ulohy znamé z ptredchozich ro¢nikii nasi soutéze.
U téchto uloh uvadime pouze odkaz, v kterém ro¢niku byly
jiz feseny. Udaj o strance se vztahuje k piislusné rogence.
Komentovana feseni uvadime jen u uloh, které byly v MO
zadany poprvé.

Do prvni skupiny (opakované ulohy) patfi:
—P—1 (ro&. XVIL MO, str. 95),

(rog. XX. MO, str. 47),

(ro€. XXI. MO, str. 136),

(rog. XXI. MO, str. 73),

(rog. XXI. MO, str. 48),

(rog. XVIL MO, str. 50),

(ro€. XIX. MO, str. 86),

—P—4 (ro. XV. MO, str. 54).

OO0 ww > >
I

"U"U"U"IU"U"U"U

N N L i )

Do druhé skupiny (nové ulohy) patfi:
A-P-3,A-P—4,B—-P-3,B—P—4
K nim uvadime nasledujici komentaie:



A—P-3

V roviné je dan trojuhelnik T. Najdéte mnozinu stiedt
vSech takovych usecek, které maji oba krajni body na hra-
nici trojuhelniku T a které ji rozdéluji na dvé stejné dlouhé
Casti.

Komenta¥. Uvazujme takto: Pohybuje-li se bod P po hra-
nici daného trojuhelniku ABC stalou rychlosti, pohybuje
se bod Q, ktery spolu s P déli hranici na dv¢ stejné dlouhé
Casti, také stalou a stejnou rychlosti. Plati viak, jak se napf.
snadno dokaze metodou soufadnic: Pohybuje-li se v roviné
bod P pifimocafe rovnomérné a bod Q piimocaie rovno-
mérné, pohybuje se i stfed tsecky PQ piimocafe rovno-
mérné (popf. je pevny). Oznaéme A, takovy bod strany BC
(prog je to vnitini bod této strany?), pro ktery AB + BA, =
= A,C + CA, obdobné B, C, pfislusné body na AC a AB,
adale 4,, B,, C, stiedy A4,, BB,, CC, (obr. 1). Probiha-li
bod P tsecku AC,, probiha bod Q tseCku A,C, a tedy stied
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useCky PQ pak probiha usecku 4,C,. PokraCujeme-li dale,
dostaneme, Zze hledanou mnozinou je hranice trojuhelniku
(prog je to trojihelnik ?) A, B,C,. Uvedeny nastin potfebuje
oviem propracovat.

Pozndmka. Metodou soufadnic nebo pomoci Cevovy véty
lze dokazat, ze ptimky AA,, BB, CC, prochazeji tymz
bodem.

A—P—4

Je-li trojuhelnik T, obsaZen v trojuhelniku T,, pak

(1) délka nejdeli strany trojihelniku T, nepfevysi délku
nejdelsi strany trojuhelniku T, ;

(2) délka nejmensi vysky trojuhelniku T, nepfevysi délku
nejmensi vysky trojuhelniku T,.

Dokazte a zjistéte, kdy v pfipadé (1) a kdy v ptipadé (2)
nastane rovnost délek.

Nastin FeSeni. Prvni tvrzeni vyplyva z toho, ze délka nej-
delsi strany trojuhelniku je nejvétsi vzdalenost dvou bodu
trojuhelniku. Druhé pak z toho, ze délka nejmensi vysky
trojuhelniku je Sitkou nejuzs§iho pasu mezi rovnobézkami,
ktery dany trojuhelnik obsahuje. (To se dokaze napf. takto:
Je-li P libovolny pas obsahujici dany trojuhelnik ABC, lze
P tak ,,z0zit“ rovnobé€Zznym zuZovanim v pas P’, ze na kazdé
hrani¢ni ptimce uz lezi alespon jeden vrchol trojahelniku.
Necht to jsou vrcholy 4 a B; necht n™* je polorovina s hra-
nici AB, ktera obsahuje vrchol C. Pak alespon jeden z usekii
AA’, BB' kolmic k hrani¢nim pfimkadm je obsaZen v n*;
necht je to AA’. Pak plati ¥ ABA' = ¥ ABC, a proto je
vySka v, daného trojuhelniku mensi nebo rovna $ifce pasu
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P, tedy 1 P. Pfitom existuje pas, jehoz Sifka je rovna délce
nejmensi vysky.)

V ptipadg (1) nastava rovnost délek, pravé kdyz n&ktera
z nejdelSich stran trojihelniku T, splyva s nékterou z nej-
delsich stran trojihelniku T,. V pfipadg (2) nastava rovnost
delek, pravé kdyz nktera z nejmensich vysek (tj. usecek)
trojahelniku T, je totoZna s nékterou nejmensi vyskou troj-
uhelniku T,.

B—P-3

V roviné je dan pravouhelnik P a trojuhelnik T, ktery
Jje vném obsazen. Dokazte, Ze o obsahu S, pravouhelniku P
a obsahu S, trojuhelniku T plati

28, <8,

a najdéte vSechny pfipady, kdy nastane rovnost.

Obr. 2

Nastin FeSeni. Lze postupovat napf. takto (obr. 2):
Necht z kolmych priméth A, B;, C, vrcholt trojihel-
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niku A4, B, C na jednu stranu pravouhelniku je napi. A4,
bodem usecky B, C,. Je-li A, prusecik strany BC s piimkou
vedenou bodem A rovnob&zné se smérem tohoto promi-
tani, plati o obsazich

S, = AABC = AAA,B + NAA,C =
=14A4,(A,B, + A,C,) = 144, .B,C, <15, .

Rovnost nastane, pravé kdyz dva vrcholy trojuhelniku jsou
sousednimi vrcholy pravouhelniku a tfeti lezi v proté&jsi
stran¢ pravouhelniku.

B-P—4

Maji-li ¢tyfstény ABCD a A'B'C'D’ vlastnost, zZe piimky
AB a A'B’ splyvaji, pfimky CD a C'D’ splyvaji a pfitom
plati AB = A’'B’, CD = C'D’, pak maji stejny objem. Do-
kazte.

Komentar. Zakladni myslenka je uvédomit si, ze staci
tvrzeni dokazat pro piipad C = C’, D = D’ a tohoto tvr-
zeni uzit dvakrat. Uvedeny specialni pfipad vsak ihned plyne
Z toho, Ze obsahy trojuhelnikit ABD a A'B'D’ jsou si rovny
a delky vysek k obéma Ctyfsténtim z vrcholu C rovnéz.
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KATEGORIE Z
Z-P—1

a) Rozhodnéte nejprve, pro ktera a, b, ¢ ma smysl vyraz
(a — by (b - o
2 —ac—bc+ab a*>— ab — ac + bc
(e = af

b?> —bc —ba + ca’

V:

.+.

b) Dokazte, Ze pro kazdou trojici &isel a, b, ¢, pro niz
ma smysl, je vyraz V roven témuz Cislu, a vypocCtéte toto
Cislo.

Komenta¥. Uloha Z—P —1 byla poprvé zadana v 1. kole
kategorie D v VL ro¢. MO. Jeji podrobné feSeni lze téz
nalézt v knizce Vybrané ulohy z matematické olympidady kat. Z
na str. 44, kterou zpracovali doc. J. Vysin, CSc., a dr. V. Ma-
chacek; v roce 1971 ji vydalo SPN.

Z-P-2

Dokazte, ze rozdil kazdych dvou kladnych trojcifernych
¢isel, z nichZ prvé je zapsano v desitkové soustaveé tymiz
Cislicemi jako druhé, av§ak v opacném potadi, je délitelny
9all.

Komentat. Uloha Z—P —2 je piistupna i zaktim 8. rog.
ZDS. Pro jeji feSeni stadi znat bézna pravidla délitelnosti
deviti a jedenacti.
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Obé¢ cisla uvazovana v textu ulohy maji tyz ciferny sou-
Cet, a proto pfi jejich déleni deviti dostaneme stejné zbytky.
Tedy jejich rozdil je délitelny deviti.

Pro délitelnost jedenacti plati pravidlo:

Délime-li ptirozené Cislo vyjadiené v desitkové soustavé
jedenacti, dostaneme tyZz zbytek, jako délime-li jedenacti
soucet jeho Cislic sudych fadt zmens$eny o soucet jeho Cislic
lichych fadi.

Z tohoto pravidla vyplyva, ze obé trojciferna ¢isla, o nichz
se hovoii v textu ulohy, davaji pfi déleni jedenacti tyz zby-
tek, takze jejich rozdil je délitelny jedenacti.

ZAaci 9. roénik k feSeni ulohy asi vyuZiji rovnosti

(100x + 10y + z) — (100z + 10y + x) = 9(x — z),

ktera plati pro libovolna d&isla x, y, z. AvSak i zaci 9. roc-
niku by si méli v§imnout feSeni pomoci pravidel délitel-
nosti v desitkové soustave.

Z-P-3

Je dan rovnobéznik ABCD. Potom pro kazdy bod X ro-
viny rovnobézniku plati

AX < BX + CX + DX ;
dokazte.

KomentaF. Pro feSeni ulohy Z—P—3 je tieba védét, ze
pro vzdalenosti kazdych tii boda U, V, T plati

uv=UT+TV.
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Pfitom rovnost nastane pravé tehdy, kdyz bod T nalezi
usetee (nenulové & nulové) UV. Uloha je feSena a podrobné
komentovana v brozufe XXI. ro€. MO na str. 66 —69.

Z-P—4

Pro kazdy trojihelnik ABC se stiedem S vepsané kruz-
nice plati:
Jestlize
¥XCAB > ¥ ABC > ¥BCA,
pak
AS < BS < CS.

Dokazte. Plati i véta obracena k této vété?

KomentaF. ReSeni ulohy Z—P—4 se zaklada na znalosti
konstrukce stiedu vepsané kruznice trojuhelniku a na vé-
tach o vztahu mezi stranami a hly trojahelniku.

Je-li S stted vepsané kruznice AABC, pak z ptedpo-
kladu, ze ¥BCA < xABC, plyne, ze ¥SCB < «xSBC.

V ABSC je tedy
BS < CS. (1)

Z predpokladu ¥ ABC < X CAB dale plyne, ze £ ABS <
< xSAB. V AABS je tedy
AS < BS. (2)
Podle (1) a (2) plati
AS < BS < CS.
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Véta obracena k pravé dokazané vété plati. Jeji dikaz
plyne z véty 1. uvedené na str. 22 v ucebnici G 8. Vyse
jsme uzili véty II. ze str. 23.
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II1. Soutézni alohy I. kola

KATEGORIE A
A—1-1

Najdite vSetky usporiadané dvojice (x, y) nezapornych
realnych Cisel, pre ktoré plati:

64x2y?

4xz—+y2=(x +1)(y +2)(2x + ).

Komentar. RieSenie tejto rovnice s dvoma neznamymi,
ktor4 ma zmysel pre vietky dvojice (x, y) # (0, 0) realnych
Cisel, je zalozené na pouziti Cauchyho nerovnosti o aritme-
tickom a geometrickom priemere nezapornych realnych
&isel. Pre (x, y) = (0, 0) je dana rovnica ekvivalentna s rov-
nicou

(x + 1)(y + 2)(2x + y)(4x* + y?) = 64x%)? (1)

a pri x=0, y=0 mozno na vSetky Styri faktory lavej
strany rovnice (1) aplikovat Cauchyho nerovnost — naj-
lepsie vo formulacii: Pre Tubovolnt dvojicu a, b nezapor-
nych realnych disel plati a + b = 2@, pricom rovnost
nastane vtedy a len vtedy, ked a = b.
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To vedie hned k zaveru, ze pre vSetky x = 0, y = 0 plati
(x+1)(y+2)@2x +y)@dx*+)y) 2
> 16.\/;.,/2y.,/2xy.\/4x2y2 = 64x%y?.

RieSenie x = 1, y = 2 dostaneme z podmienky pre rovnost.

A—1-2

Nech n a k su prirodzené ¢isla a ay,a,,...,a, kladné
realne Cisla, pre ktoré platia, +a, + ... + a, = L.

Dokazte, ze plati

al*+a;*+ .. +akzntt.

Komentar. Na dbkaz tvrdenia tlohy sa priamo nuka me-
toda Uplnej indukcie podla n. Pre n =1 je a, =1 a pre
kazdé prirodzené Cislo k zrejme plati rovnost.

Tazisko rieSenia alohy je vo vhodnom vyuziti induk&né-
ho predpokladu pri dokaze spravnosti tvrdenia pre n + 1.
Stadi si viak uvedomit, ze ak

B o Wy ey By B

su kladné realne Cisla, pre ktoré plati
n+1
Ya;=1,
i=1

potom 0 < a,,, < 1 a lahko dostaneme

I

j=1 1 - Ayt 1
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Ak pouzijeme indukény predpoklad pre

b=—34 | j=12..,n,

T =
1 an+1

dostaneme nerovnost

nil . nk+1 1
a; " = + .
A S a4y, 2)

K tplnosti dokazu zostava ukazaf, Ze prava strana nerov-
nosti (2) je pre kazdé realne &islo 0 < a,,, < 1 nie mensia
nez (n + 1)**'. Mozno to urobit napr. tak, Ze najdeme mi-
nimum funkcie f:

(0, 1) (— o0, 00)
definovanej predpisom

X ——— + —.

f (I —xf x*

Pouzijuc prva a druhu derivaciu, dostaneme, Ze funkcia
dosahuje minimum v bode

1
n+1°

A—1-3

Dané su prirodzené Cisla k a n, k < n, n = 3. UrCete
v intervale (0, ©) mnozZinu vietkych takych hodnot, ktoré
modze nadobudat velkost k-tého najvédcSieho vnutorného
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Mxr

uhla konvexného n-uholnika. (Pod k-tym najva&sim vni-
tornym uhlom n-uholnika rozumieme k-ty ¢len nerastucej
n-Clennej postupnosti velkosti jeho uhlov.)

Komentar. Kvo6li zjednodus$eniu uvah mozno oznacit vnu-
torné uhly a,,a,,...,a, konvexného n-uholnika tak, aby
platilo

0y 20, = ... 20,

n

K odvodeniu prislusnych odhadov pre o, k =1,2,...,n
vyjdeme z toho, ze o, nemdze byt mensie ako aritmeticky
priemer velkosti uhlov a,, o, , ,,...,a, a nemoze byt vicsie
ako aritmeticky priemer velkosti uhlov a,,a,,..., o, pri-
¢om vyuzijeme zakladné vztahy, ktorym vyhovuja velkosti
vnutornych uhlov konvexného n-uholnika:

M=

¢, =m-2)n, o, <m, o >0.

i=1
Takym spoésobom mozno lahko ziskat nasledujuce od-
hady:

n—2
TS <T,

n
n—k-—1
ﬁn<ak<n, k=2,‘..,n—2;
n—

(3)

-2 -2
0<ozn_1<n T, 0<an§n .

n—1 n

Zostava ukazat, ze existuji konvexné n-uholniky, vel-
kosti vnutornych uhlov, ktoré vyhovuju nerovnostiam
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(3) tak, ze je splnena podmienka

0y 20, 20y =... 20,.

= n

K tomu staci uviest priklad n-uholnika uvedenych vlast-
nosti pre kazdy jednotlivy pripad.

Na ukézku se budeme zabyvat jen podminkou «,. Zvolme
libovolné pfirozené &islo n = 4 a &islo ke {2,3,...,n — 2}.
Dale zvolme libovolné realné Cislo x spliiujici nerovnosti

Nejdrive dokazeme, Ze pro uvazovana Cisla n a k plati

n—k—1 <n—2 4)
T <T.
n—k+1 n TeT (

Prava nerovnost je ziejma, druhou dokazeme nepfimo.
Necht

(5)
Pak
nn—k—1)2Mn-2)(n—k+1),

odkud plyne
—n=n—2n+2k—-2,
tj.
k£,

coz je spor. Tedy nerovnost (5) neplati a plati (4).
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Dale rozlisme tii ptipady:
n—2

a) Nechf x = n. Pak poloZime

n—2

n

o =0, =..=0,= .

Odtud plyne, ze n-tihelnik s k-tym nejvétsim thlem o veli-
kosti x existuje a je jim napf. pravidelny n-thelnik.

k—1
b) Necht 1 < x < -
n—k+1 n

n. Potom polozime
U =0y =...=0, =X

(n—2)m—(n—k+1)x
k-1 '

Oy =0, =...=0_; =

o= (n -2, ©)

Oy =0y = .. =0 >0 =0, =...=0

n*

Odtud jiz plyne existence n-uhelnika, jehoz k-ty nejvetsi
uhel ma velikost x.

=2 .
¢) Necht n < x < n. Potom poloZime
n
Oy =0y =...=0 =X
a
m—2)n—k.x
o = 0 = = =
k+1 k+2 n —
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Snadno se dokaze, ze plati (6) a Ze
Oy =0y =...= 0 >0, ; =..=0,>0.

Z téchto vztaht jiz vyplyva existence n-thelnika, jehoz k-ty
nejvetsi uhel ma velikost x.

A—1-4

V roving je dan Ctverec P, P,P,P,. UrCete mnozinu vrcho-
1d A vSech konvexnich Etyfuhelnikii ABCD, o nichz plati,
7ze AC = BD, ptiCemz cela uhlopficka BD lezi ve Ctverci
PP PP,

KomentaF. Nejprve uvazime, jaka je mnozina V(B,D)
vrchold 4 vsech konvexnich ¢tyfuhelniki ABCD, pro které
AC = BD, jsou-li oba body B a D pevné. (Vysledkem je
mnozZina bodu, které maji od tseCky BD vzdalenost mensi
nez BD, a pfitom neleZi na pfimce BD.) Pak stadi zjistit,
co je sjednoceni viech mnozin V(B, D), probihaji-li body B
a D vSechny mozné dvojice navzajem riznych bodu Ctverce
P,P,P,P,. Z rozboru vyplyva, ze vysledkem je sjednoceni
V(P,,P,) UV(P,,P,), coz je sjednoceni &tyf shodnych
otevienych kruhti o stiedech P,, P,, P,, P, a polomérech
PP,

A—1-5

V roving€ jsou dany dva trojuhelniky T, a T,. Sestrojte
takovy rovnobé&znik ABCD, jehoz vicholy 4 a C lezi na
hranici trojuhelniku T, a rozdé€luji ji na dvé stejné dlouhé
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Casti a zaroven vrcholy B a D lezi na hranici trojuhelniku
T,, kterou také rozdéluji na dve stejné dlouhé casti.

Komenta¥f. K feSeni uzijeme vysledku 3. pfipravné tlohy
kategorie A. Je-li totiz ABCD néktery rovnobéznik vyho-
vujici uloze. pak stfed tohoto rovnobézniku je obsazen jak
v mnozin€ stiedii vSech usecek, jejichz krajni body puli
obvod trojuhelniku T, tak i v obdobné mnoZiné trojuhel-
niku T,. Pro stfedy hledanych rovnobé&znikti proto padaji
v uvahu jen prise€iky hranic trojuhelnikd T a T), které
jsou feSenim zminéné ptipravné Ulohy. Z takto vzniklych
priseciku je tfeba odstranit ty, které nevedou k rovnobéz-
niku (jsou-li usetky, které pili obvody trojuhelniki, obsa-
Zeny v pfimce). Ze zbylych stfedi najdeme feSeni. MnozZina
stiedi muZe obsahovat i nekone¢né mnoho bodi (maji-li
hranice trojuhelniki T a T, spole¢nou usecku). Miize
proto i mnozina hledanych rovnobé&znikti byt nekoneéna.

A—1-6

V roviné jsou dany dva trojuhelniky A\, A, této vlast-
nosti: Ke kazdému rovnoramennému trojuhelniku T, ktery
obsahuje A |, resp. A,, existuje trojuhelnik T, shodny s T,
ktery obsahuje A,, resp. A,. Dokazte, ze trojihelniky A,
/\, jsou shodné.

Komentaf. Zakladni myslenkou feSeni je volit k jednomu
z danych trojuhelniki A, (o stranach a < b <¢) a A,
(o stranach ' < b’ < ¢') opsany rovnoramenny trojihelnik
urité vlastnosti (s nejmensi maximalni stranou apod.).
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Druhy trojuhelnik pak nutné ma opsany rovnoramenny
trojuhelnik téze vlastnosti, ktery je s pfedchozim rovnora-
mennym trojuhelnikem shodny. Pfitom uzijeme 4. ptipravné
ulohy kategorie A.

Vsimnéme si, Ze trojuhelnik A, je obsazen v rovnora-
menném trojuhelniku s rameny délky c, ktera sviraji uhel o
(je @ < 60°), ale neni obsazen podle (1) zminéné p¥ipravné
ulohy v zadném rovnoramenném trojuhelniku s rameny
délky mensi nezZ c, svirajicimi uhel o, ani v Zadném rovno-
ramenném trojuhelniku s rameny délky ¢, svirajicimi thel
mensi nez o.

Protoze podobny vyrok plati i o trojuhelniku A,, je
nutné ¢’ =caa =a.

Uvédomime-li si, ze k A, existuje rovnoramenny troj-
Ghelnik, jehoZ nejmensi vyska je rovna v, pak z (2) zmi-
néné piipravné ulohy vyplyva obdobnou tvahou v, = v..
Odtud snadno plyne shodnost obou trojuhelnikii A, a A,.

KATEGORIE B

B—1-1

Nech a, b, ¢ si Tubovolné kladné realne Cisla. Potom ne-
existuje trojuholnik, ktorého strany by mali dlzky

a\/c2 — b2, b\/c2 —a?, 2.

Dokazte.

Komentar. Je zrejmé, ze sa staci obmedzif na pripad
¢ > a, ¢ > b. Formulacia ulohy nabada k tomu, aby si rie-
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sitel zvolil metddu nepriamého ddékazu. Ak predpoklada-
me, 7e trojuholnik so stranami danych dizok existuje, bude
to znamenat, Ze dané Cisla musia vyhovovat trojuholniko-
vym nerovnostiam. K dokazu daného tvrdenia bude stacit,
ak z niektorej z nich odvodime spor.

Je prirodzené najskor to skusit s nerovnostou

cz<a\/cz—b2+b\/c2—a2. (1)

K dalSej uprave nerovnosti (1) je treba preskimat vzajomny
vztah &isel c? a a./c?* — b?, resp. ¢? a b /c* — a*. Z da-
nych podmienok Iahko odvodime, Ze ¢* > a./c* — b?, o
nam umozni (1) upravif na tvar

0<c?—a /e —b*<b /c* - d?,

z ktorého po umocneni a jednoduchych tpravach uz lahko

dostaneme (a — /c* — b?)* < 0.
B—-1-2

Je dany konvexny devituholnik A, 4,4;4,A ;A A;AA,.
Pit z jeho vrcholov zafarbime na Cerveno, zostavajuce Styri
na modro. Kolkymi spésobmi moZno realizovat takéto za-
farbenie vrcholov, ak ma prave trinast uhloprieéok devit-
uholnika spajat vrcholy rovnakej farby?

Komentar. Ide o jednoduchu kombinatorickt Glohu, ktora
mozno riesit najjednoduchsie Gplnym vyétom a rozborom
moznosti.
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Uvedomime si, kolkymi GseCkami mozno spojit vrcholy
rovnakej farby. Lahko sa vidi, Ze Cervené vrcholy spaja
celkom 10 useciek, modré vrcholy 6 useciek. Z tychto tuse-
Ciek su vSak niektoré stranami daného devituholnika, za-
tial ¢o nas zaujimaju len jeho uhlopriecky. Treba si uve-
domit, ze k tomu, aby usecka spajajuca vrcholy rovnakej
farby bola stranou, je nutné a staci, aby tieto vrcholy boli
susednymi vrcholmi dané¢ho devituholnika.

Dalej mozno uvazovat napr. tak, ze modré vrcholy roz-
delia obvod konvexného 9-uholnika na 4 casti, v ktorych
je urcitym sposobom rozmiestenych 5 ervenych vrcholov.
Analyzou jednotlivych pripadov sa mozno [ahko presvedcit,
Ze pocet uhlopriecok spajajucich Cervené vrcholy je vzdy
Z toho vyplyva, ze 13 uhloprieok spajajtcich vrcholy rov-
nakej farby sa dostane prave vtedy, ked bude 8 Cervenych
a 5 modrych. Zo 6 modrych tseCiek moze byt teda len
jedna stranou 9-uholnika. TG mozno vybrat prave 9 spo-
sobmi. Medzi vrcholmi, ktoré spaja tato strana nelezi ani
jeden cerveny vrchol. Zostava teda zistit, kolkymi spdsob-
mi mozno 5 ¢ervenych vrcholov rozdelit do troch Casti ob-
vodu devédtuholnika uréenych modrymi vrcholmi, pricom
je zrejmé, Ze ziadna z tychto Casti nemoze zostat prazdna.
Kazdy riesitel uz lahko moze zistit, Ze to ide prave 6 spo-
sobmi (3,1,1; 1,3,1; 1,1,3; 2,2,1; 2,1,2; 1,2,2). Z toho priamo
vyplyva, ze zafarbenie vrcholov s pozadovanymi vlastnosta-
mi mozno realizovat 9.6 = 54 spdsobmi.
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B—1-3

Pre vSetky realne Cisla x je definovana realna funkcia f
takto:
x? + 2px — 2
x2=2x+2’

(2)

fix—
kde p je parameter.

Urcte vSetky realne Cisla p, pre ktoré plati

() <2 (3)
pre vsetky realne Cisla x.

Komentar. Cahko sa presved¢ime, ze diskriminant troj-
Clena x* — 2x + 2 je zaporny, ¢o znamena, Ze predpisom
(2) je funkcia f definovana pre vietky realne x. Kedze
x* — 2x + 2 > 0 pre x € (— o0, o0), lahko mozZno ziskat su-
stavu nerovnosti ekvivalentna s (3):

33 +2p—2)x+2>0, x> —=2p+2)x+6>0. (4

Ak dojdeme k tejto sustave, staci si uvedomit, za akych
podmienok pre p budu nerovnosti (4) sucasne splnené pre
vSetky realne x. Bude to zrejme vtedy, ked kvadratické
funkcie na lavych stranach nerovnosti nebudu mat realne
korene. To dava podmienky pre diskriminanty

P—2*-6<0 a (p+2°—-6<0,

z ktorych pre p dostavame sustavu nerovnosti. Jej rieSenie
by uz nemalo byt problémom. Znazornenim ziskanych vzta-
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hov na Ciselnej osi dostaneme pre p podmienku

2-J6<p<-2+./6. (5)

Obratenim postupu sa [ahko presved¢ime, Ze vSecky p urce-
né (5) vyhovuju podmienkam tlohy.

B—1-4

V roviné jsou dany dva tupouhlé trojuhelniky takoveé,
ze v kazdém ptipadé, kdyz jeden z nich je obsazen v né-
jakém pravouhelniku P;, pak existuje pravouhelnik P,,
ktery je shodny s P, a obsahuje druhy z danych trojuhel-
nikd. Dokazte, Zze oba dané trojuhelniky jsou shodné.

Komentaf. Cesta k feSeni je volit takové pravouhelniky
opsané danym trojuhelnikim A, (o stranach a < b =< ¢)
a A, (o stranach @’ < b' < ¢/), které maji urcité vlastnosti
(napf. nejmensi obsah apod.) a které jsou trojuhelniky A,
a /\, jednozna¢né ur€eny. Pfitom uZzijeme vysledku 3. pfi-
pravné ulohy kategorie B.

Podle vysledku této ulohy existuje k tupothlému troj-
thelniku A, jediny opsany pravouhelnik P, ktery ma obsah
rovny dvojnasobku obsahu trojihelniku A, (viechny ostat-
ni maji obsah v&tsi). Tento pravouhelnik ma jednu stranu
délky ¢ a druhou délky v, ktera je (pro¢?) mensi nez c.

Obdobné existuje k tupouhlému trojuhelniku A, jediny
opsany pravouhelnik P’ nejmensiho obsahu a jeho strany
maji délky ¢’ a v, < ¢’

Z predpokladu tlohy snadno plyne, Zze pravothelnik P
je shodny s pravouhelnikem P'. Tedy je ¢ = ¢ a v, = v,
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nebot ¢ a ¢’ jsou v&tsi ze stran. K dokonceni dikazu shod-
nosti trojuhelniktt A, a A, staci ukazat, ze o nejmensich
uhlech plati « = o’. Kdyby bylo napf. o < o/, pak by k pra-
vouhelniku P, obsahujicimu A, jehoZ uhlopticka je stra-
nou délky ¢ trojuhelniku A, a jehoz uhel Ghlopfticky a stra-
ny je o, neexistoval shodny pravouhelnik obsahujici A,.

B—1-5

V roviné je dan Ctverec P,P,P,P,. Najdéte mnoZinu
vrcholi A vSech konvexnich ¢tyfuhelniki ABCD, jejichz
strana CD je cela obsaZzena ve Ctverci P, P,P,P, a je druhou
nejdelsi stranou ¢tyfuhelniku ABCD.

Komentaf. Nejprve najdeme pro pevné body C a D mno-
zinu M(C, D) vrcholi A vSech konvexnich &tyFahelniki
ABCD, u nichz je CD druhou nejdel3i stranou (to znamena,
ze jsou-lip, g, r, sdélky stranap = g =2 r 2 s, pak CD = g).
Z nazoru dojdeme k domnénce, ze M(C, D) je otevieny
kruh K (tj. kruh bez hrani¢ni kruZznice) se sttedem C a polo-
mérem rovnym dvojnasobku délky CD, z néhoZ jsou vy-
naty body pfimky CD. Dtkaz pak probiha napi. takto:
Je-li ABCD ¢tyfuhelnik uvedenych vlastnosti (obr. 3a, b),
pak je bud AD = CD, a pak AC < AD + CD £2.CD,
anebo AD > CD, ale pak nutné¢ BC < CD i1 AB < CD, tedy
AC < AB + BC £2.CD. Tedy A lezi uvnitf kruhu K
a mimo piimku CD.

Je-li obracené A vnitini bod kruhu K, neleZici na pfim-
ce CD, pak dostaneme Ctvrty vrchol B Etyftuhelniku ABCD
uvedenych vlastnosti, napf. takto: Je-li AD < CD, volime
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jako bod B c¢tvrty vrchol rovnobézniku ABCD. Je-li
AD = CD, oznaCime S stfed usecky AC a SX tu polo-
piimku v ose usecky AC, ktera neobsahuje vnitini body

bi

Obr. 3

trojuhelniku ACD. Jako bod B pak volime néjaky bod polo-

piimky SX, dostatecné blizky k bodu S a rtzny od S.
Odtud jiz snadno vyplyva, ze feSenim ulohy je sjedno-

ceni Gtyf otevienych kruhi o stiedech P, P,, Py a P, a polo-
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mérech rovnych dvojnasobku délky P, P,. Toto sjednoceni
skute¢né obsahuje kazdou mnozinu M(C, D), probihaji-li
body C a D body daného ¢tverce P, P,P,P,.

B—1-6
V roviné€ je dan Ctverec. Najdéte mnoZinu té€ziSt vSech
trojihelnikq, jejichz vrcholy lezi na hranici Ctverce tak, Ze
deli jeho obvod na tii Casti stejné délky.

DMy, M, < M, C-Lq
AN ' ‘ /
AN ‘\ / /
N \ / s
AN ‘I‘ ll /
\ ./
"4 T \“I L { L3
g
)
x I}
iy
7N
1 1
K1 // .\\ /1 \\ L2
¢ / ‘II, \\ T
/7 N
/ . . N
A=K, K K B=L,
Obr. 4

Komentaf. K feseni této ulohy lze napft. uzit metody ana-
lytické geometrie. Postupnym vysetienim téch €asti hledané
mnoziny, u nichz vSechny tfi vrcholy proménného trojihel-
niku probihaji usecky, dostavame vysledek. Hledanou mno-
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zinou je hranice Ctverce, ktery ma spolecny stfed a ptimky
uhlopfticek s danym Ctvercem a jehoz strana ma délku rov-
nou deviting délky strany daného &tverce (obr. 4).

KATEGORIE C
C—-1-1

Je dano 7 navzajem ruznych prvocisel. Pak soucin vSech
jejich kladnych rozdild je délitelny Cislem 163 840. Dokazte.

Koments¥. "'pozorfiujeme, Ze mezi danymi prvocisly miize
byt jediné sudé prvocislo 2, které pusobi jisté potize, a proto
budeme pracovat jen s 6 lichymi prvocisly, ktera uspota-
dame vzestupné

2<p, <p,<p3y<ps<ps<pg-

6
Kladnych rozdilt prvocisel p,,..., pg je <2> = 15. Sou-

¢in s kladnych rozdilt danych prvocisel obsahuje tedy 15 su-
dych &initeld a je délitelny &islem 2'5 = 32 768. Pfezkou-
mame vztah mezi Cisly 163 840 a 32768 a zjistime, Ze je

32768.5 = 163 840.

Tato mala analyza nas dovedla k zavéru: Je tfeba dokazat,
Ze aspon jeden Cinitel isla s je 5. Pritom pouZivame jedné
véty z elementarni Ciselné teorie: Jsou-li ¢isla x, y nesou-
délna, pak cislo N je délitelné soucinem x .y, pravé kdyz
je délitelné kazdym z Cisel x, y.
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S A

opira se o metodu velmi typickou, které by se méla vénovat
pozornost; jde v podstaté o zbytkové tfidy — neboli zbytky
Cisel pri déleni Cislem S.
Utvofime 5 kladnych rozdilt
Py =Pis Py—DPys Pa—Pis Ps—Pys Ps—Py- (1)
a) Jsou-li zbytky modulo 5 u péti kladnych rozdila (1)
vesmés navzajem rizné, musi se mezi nimi vyskytovat také
zbytek 0; prislusny rozdil je pak nasobek péti a nase tvrzeni
je v pripadé a) dokazano.
b) Pfipustme tedy, Ze aspoii dva z rozdild (1) davaji ten-
tyz zbytek z modulo 5; napft.
p,—p,=5a+z, ps—p,=58+7z; (2)
pfitom a, ff jsou navzajem riizna nezaporna cela Cisla, o < .
Vypoéteme z (2) kladny rozdil ps — p,;
ps — p, = 5(B — a),

kde f — « je kladné ¢islo. Proto je p; — p, nasobek péti
a naSe tvrzeni je dokazano také v pfipadg b).

€12
Dokazte, ze kazdé ptirozené Cislo x > 1 lze napsat pravé
jednim zplisobem ve tvaru

+1
el

2
kdel = y=n+ L
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Komentaf. Formulace ulohy neni pravé nejstastnéjsi. Ulo-
ha by se méla preformulovat takto:
Ke kazdému pfirozenému Cislu x > 1 existuje pravé jedna
dvojice pfirozenych &isel (n, y) tak, Ze plati
x=gnn+1)+y
a zaroven
1=sysn+1.
Z této nové formulace Ize utvotit kultivovan&jsi text bez
zbytecné proménné y; zni takto:
Ke kazdému pfirozenému &islu x > 1 existuje jediné pii-
rozené Cislo n tak, ze plati
l<x—4nn+1)<n+1. (1)
Pfictenim €isla 3n(n + 1) ke vSem stranam nerovnosti (1)
dostaneme ekvivalentni nerovnosti
mn+1)+1<x<3n+1)(n+2). (2)

Doporucujeme sestrojit tabulku dolnich a hornich mezi
intervali (2) pro n = 1 az 12.

I
n 1213456789101112

Sn(n + 1) + 1 214 | 7|11]16|22[29 3746|5667 79

W+ 1)(n+2)| 3|6 1015/ 21(28 36|45 55|66|78 91

Doporucujeme dale znazornit na Ciselné ose tyto inter-
valy (jejichZ hranice jsou v pfedchozi tabulce v sloupcich);
obr. 5.
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Na obr. jsou pfipsany i délky intervali. Z nazoru je pa-
trné, ze kazdé ptirozené Cislo x nalezi do jediné¢ho z té€chto
intervalu. Pfi¢inou tohoto faktu je, Ze dolni hranice

12 3 4 5 6. 7 8 9

Obr. 5

(n + 1)-ho intervalu je pravé o 1 v&t§i nez horni hranice
n-tého intervalu. Skutecné:

i+ )n+2)+1-3n+1)n+2)=1.
Ovétfime jesté, ze predpoklad ,,n je ptirozené Cislo“ je
nezbytny. Zvolime-li napf. x = 4, vyhovuje n = 2 (interval

(4; 6)), ale také napf. n = 3 (interval <%; 3)). NepoZa-
dujeme-li, aby n bylo pfirozené ¢islo, ma tloha vice feSeni.

C-1-3

Pro ktera realn4 m ma rovnice

1 N 1 _ 2
l—x 14+mx 1+x

(1)
celoCiselné koteny? Urcete je.

Komenta¥. Stava se pomalu tradici, ze v komentafi upo-
zorfiujeme na nutnost zabyvat se textem Glohy, objasnit ho,

vyslovit ulohu ur¢itéji, popfipadé hledat jiné jeji formulace.
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Tato ¢innost je velmi uZzitena pro matematickou erudici;
z tohoto hlediska je takova ,$kola formulaci“ vitana; vzdyt
praxe nedava matematikovi také zcela ptesné formulované
ulohy.

V tloze C—1-3 je na prvni pohled zfejmé, Ze dana rov-
nice (1) ma celogiselny kofen x = 0 pro kazdé realné m.
Tim je vlastné zodpovédéna prvni otazka. Uloha ,urlete
je“ neni dost jasna; jsou minény celoCiselné kofeny nebo
realna m nebo oboji? MEli bychom asi Zadat a) nalezeni
mnoZiny M vSech hodnot parametru m, pro které ma dana
rovnice (1) aspoii jedno celociselné nenulové feSeni; b) vy-
jadfeni prislusnych celo€iselnych kotenti pomoci m; ¢) vy-
jadfeni prvkd m mnoziny M, kterd bude asi nekonecna,
pomoci n&jaké funkce f.

Z nasledujiciho vyétu vylou¢ime x =0, 1, —1; nebot
x = 0 je kofenem pro kazdé realné m, pro x = 1, —1 po-
zbyva rovnice (1) smyslu. Z (1) pak dostaneme

Bm—1)x=m-3

a odtud
x—3
—_— 2
" 3x — 1 ()
a
m—3
= » 3
X 3m — 1 ()

Zvolime-li v (2) za x libovolné celé ¢islo razné od 0, 1, — 1,
dostaneme vSecka &isla z mnoziny M, neboli rovnice (2)
udava funkci f. To zjistime zkouskou — dosazenim do (1)
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zamz (2); vyjde
e S
1—x 3x—14x*—3x 1+x’

po Upravé
2 2

x+1 1+x

Otazka b) je zodpovédéna rovnici (3) s tim dopliikem,
Ze ke kazdému realnému m pfislusi jest¢ x = 0 (z (3) do-
staneme x = 0 jediné pro m = 3).

C-1-4

Je dan pravouhelnik ABCD. Sestrojte mnozinu vrcholi G
vSech takovych ¢tverci EFGH, ze bod E lezi na useCce CD
a body F a H po tadé leZi na prodlouzenich usecek EA,
EB za body A4, B.

Komentaf. Tato uloha je celkem nenaroc¢na. Pfi jejim fe-
Seni pln& vystacite se znalostmi ziskanymi v 7. a 8. ro&. ZDS.

Reseni ulohy C —I—4 ma tii klicové body:

1. Je tfeba si vS§imnout, Zze < AEB = 90°, tj. Ze bod E
lezi na Thaletové puilkruznici nad primérem AB. Odtud je
ziejmé, Ze pro 3AB < BC je hledana mnoZina prazdna a Ze
bude vhodné v dalsich uvahach rozlisit dva pfipady podle
toho, zda 4B = BC nebo 4B > BC (obr. 6a a 6b).

2. Dale je tieba uvazit, ze polopfimka EG je osou uhlu
AEB. Body hledané mnoziny mohou tedy leZet jediné na
osach pravych uhli AEB, kde bod E lezi na tsetce CD.
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3. Je tieba realizovat pozadavek, aby body F a H po
fadé lezely na prodlouzenich Gse¢ek EA, EB za body A, B.

Hledand mnozina je znazornéna na obr. 6a a 6b. Na
obr. 6a je to oteviena polopfimka GG, kdezto na obr. 6b
sjednoceni dvou otevienych poloptimek GoG a G,G'.

Pozndmka. DoporuCujeme Ctenafim, aby fesili zobecné-
né ulohy, v nichz je EFGH

a) obdélnik s danym pomérem stran;

b) kosoctverec s danym vnitfnim Ghlem X FEH;

¢) rovnobéznik s danym vnitfnim ahlem XFEH a s da-
nym pomérem stran.

C-1-5

Na dané kruznici se pohybuji v témz smyslu stalymi rych-
lostmi tfi body A4, B, C; prvni ma dobu obéhu T, druhy 37,
tieti $7. V &ase t = 0 uvedené body splyvaly. Kolikrat v ¢a-
sovém intervalu <0, T') tvofily body A, B, C vrcholy pravo-
uhlého trojuhelniku?

Komentar. V této uloze se seznamite s matematickym
popisem periodickych d&ji. Reseni tlohy vyzaduje znalost
Thaletovy véty, vypoctu délky kruznice, zakona drahy rov-
nomérné¢ho pohybu, tedy latky probirané nejpozdéji v 8. roc-
niku ZDS.

K Uvodnimu sezndmeni s problematikou periodickych
dé€ji mohou poslouzit nasledujici tlohy.

1. Po kruznici o poloméru 2 cm se pohybuje bod s pe-
riodou T = 10s. Urcete jeho drahu za a) 1s, 2s, 5s, 105,
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165, 20s; b)zadobu t;t + T, t + 3T, ¢t + kT, kde k je celé
Cislo.

2. Vypoctéte postupnou rychlost v bodu, ktery ob&hne
kruznici o poloméru r za dobu T.

3. Po kruznici se pohybuje bod X s periodou T. Primér
této kruznice je AB. Bod X prosel bodem A v okamziku t,.
Urcete:

a) Cas bezprostfedng pfedchoziho a bezprostiedné na-
sledujiciho priichodu bodu X «) bodem A, B) bodem B;

b) €as prvnich tfi po sobé jdoucich prichodii bodu X,
které nasledovaly po okamziku t, o) bodem A, ) bodem B;

¢) Cas t, v némz bod X prosel po k-t¢ od okamziku t,
o) bodem A4, ) bodem B;

d) jakou drahu urazil bod X od ¢, do t,?

4. Po kruznici obihaji ve stejném smyslu dva body X
a Y s periodami Ty a Ty.

o) Kolikrat za dobu Ty body X a Y splynou, plati-li:
a) Ty:Ty=2:1; b) Tu: Ty =1:1; ¢ Ty: Ty =3:2.

Reste téz pro pfipad, Ze body X a Y obihaji v navzajem
opacnych smyslech. Zalezi na tom, od jakého okamziku
métime Cas t?

B) Urgete dobu jejich k-tého vzajemného splynuti od oka-
mziku ¢t = 0, kdy se zaCaly pohybovat z téhoz bodu.

Pfistupme k nasi uloze. Body A4, B, C tvofi vrcholy pra-
vouhlého trojuhelniku, pravé kdyz dva z nich jsou krajnimi
body téhoz priméru dané kruZnice, pfiCemz tieti bod ne-
splyne se zadnym z nich. Jsou tedy celkem tfi moznosti
(které?).
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Uloha C—1-5 i ptipravné ulohy jsou v podstaté tlohy
geometrické; proto by bylo nevhodné, kdybychom je fesili
jen algebraicky, bez obrazk.

Uloha C—I—5 se da fesit experimentaln& pomoci obraz-
ku, znazornujicich faze pohybt vsech tii bodu A, B, C pro

0,3 2L 4T 4T 3T, T.

Provedeni je patrné z obr. 7, ktery lze nahradit pohybli-
vym modelem. Z tohoto obrazku Ize snadno vycist, ze dvo-

T 2 T
B
ar AC
T ¢ : 1T 48C
B A Ciii:> Ci:::>
Obr. 7

jice A, B a dvojice B, C jsou v intervalu <0, T) krajnimi
body priméru jen pro A = C, naproti tomu u dvojice 4, C
nastane tato situace dvakrat a bod B pfitom nesplyne se
zadnym z bodu A, C (viz obr. 8).
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Pti kresleni nacrti stale uzivame faktu, ze bod B, resp. C
se pohybuje dvakrat, resp. tfikrat rychleji nez bod A. Vy-
sledky ziskané intuitivné kontrolujeme vypocty.

Obr. 8

Probereme podrobnéji piipad, kdy usecka AB je primé-
rem dané kruznice. To nastane, pravé kdyz rozdil drah sp
bodu B a s, bodu A (m&fenych od okamziku ¢ = 0) je roven
lichému nasobku délky pulkruZnice, tj. (2k — 1) nr, jde k je
celé kladné Cislo. Plati tedy

ot — vt = (2k — 1) 7r.

Dosadime
2nr
vV=—
T
a po Upravé mame
t =2k —1).3T.

V intervalu {0; T) vSak lezi jediné t spliiujici posledni
rovnici, totiz 4T,

Nyni uréime polohu bodu C. Tento bod urazil za &as 3T
drahu

2nr
s =30t =3.—.3T = 3nr,
T
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takZe splyva s bodem A. Body A, B, C tedy netvoii v zad-
ném okamziku vrcholy pravouhlého trojuhelniku, jehoZ pte-
ponou by byla tseCka 4B.

Stejnym zpisobem postupujeme i v dalSich pfipadech.
Ukaze se, Ze je nemozné, aby pieponou trojihelniku byla
usecka BC.

Vypocet ukaze, ze je mozny jediné ptipad, kdy pfeponou
trojuhelniku je AC. Tento ptipad nastane v {0; T dvakrat.

Ulohu C—I—5 miiZeme obménit napf. tim, Ze zm&nime
pomér period tfeba na 1:3:4, nebo ho zadame obecnéji.
Jinou obménu ziskame tim, Ze budeme uvaZovat trojuhel-
nik rovnostranny ¢€i rovnoramenny apod. Body A4, B, C se
nemusi pohybovat po kruznici. Mohou probihat obvod,
napf. trojihelniku (rovnostranného, pravouhlého aj.) nebo
¢tverce i jinou uzavienou rovinnou kiivku. Tak dostaneme
dalsi varianty tlohy.

C-1-6

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC. Oznaéme M mnoZinu
vSech pravouhelniki, jejichz dva vrcholy lezi na strané AB
a zbyvajici dva na stranach AC a BC.

a) Dokazte vétu V: Jestlize dva rtizné pravouhelniky
z mnoziny M maji tyZ obvod o, pak vSechny pravouhelniky
z mnoziny M maji obvod o.

b) Naleznéte aspoii jeden takovy trojuhelnik ABC, ve
kterém je splnén predpoklad véty V.

Komenta¥. Kazdy feSitel by se mél nejdiivc zamyslet nad
tim, jak postupovat pi: vepisovani pravothelnikii danému
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AABC, maji-li nalezet do mnoziny M. S timto problémem
se bylo mozZno setkat jiz pfi feseni ulohy C—P —3. Nejprve
sestrojime uvnitf poloroviny ABC rovnobézku p s pfimkou
AB, jejiz vzdalenost od AB je mensi nez vySka v trojuhel-
niku ABC na stranu AB (obr. 9). Prise¢iky pfimky p se

S R
P
4
: [
A P* p Q@ B
Obr. 9

stranami AC a BC oznacme po fadé S a R. Z bodi S a R
spustme kolmice na pfimku AB a oznaCme jejich paty po
fad€¢ P a Q. Trojuhelnik ABC je ostrouhly, a proto body P
a @ jsou vnitfnimi body usecky AB. Pak pravouhelnik
PQRS je zfejm€ prvkem mnoziny M.

Dalsim problémem, na ktery asi kazdy feSitel narazi, je
vyjadieni velikosti strany PQ vepsaného pravouhelniku
PQRS pomoci vzdalenosti QP ptimky p od strany AB a po-
moci néjakych prvki daného AABC. Charakter problému
odpovida uziti velikosti strany AB.

Polozme AB = ¢, PQ = x a QR = y. Z podobnosti troj-
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uhelniktt ABC a SRC plyne

xic=@v—-y):v,
5.

Pro obvod o vepsaného pravothelniku PQRS pak dosta-

vame
.<—(v —y)c+y>,
v

v —c)y + ve). (1)

0=

ST ST )

Vzorec (1) otevira cestu k feSeni dané ulohy.

a) Necht dva rizné pravouhelniky PQRS a P'Q'R'S’
patfici do mnoziny M maji tyz obvod o. Pfitom necht
PQ < AB, P'Q' <« AB,QR =y a Q'R' =y Ztejmé y + y'.
Ze vzorce (1) plyne

w—cy+ve=@w—c)y +vc,
i,
y=y)v—-¢)=0.
Protoze y + y/, je
v=c. )

Podle vzorce (1) pak dostavame, ze v kazdém ostroiihlém
AABC, v némz je splnén ptfedpoklad véty V, je obvod
kazdého pravouhelniku z mnoziny M roven 2¢. Tim je véta
V dokézana.

b) V predeslém odstavci jsme dokazali, ze v kazdém ostro-
Ghlém AABC, v némz plati (2), kde AB = ¢ a v je vyika
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na stranu AB, maji vSechny pravothelniky z mnoZiny M
tyZz obvod. MnoZina M ma ptitom nekone¢né mnoho prvk.
Tedy ptedpoklad véty V splituje kazdy ostrouhly AABC,
v némz strana AB a vySka na ni maji stejnou velikost.
Elegantngjsi feSeni ulohy nabizi toto funkéni pojeti vzor-

2v—c
v

ce (1). Oznagime-li ) = k, zni (1)

0=ky+2. 3)
Cisla k, 2c jsou konstanty, y, o proménné; funkce (3) je li-
nearni, jejim grafem je pfimka bud rtiznobéZna s osou y
(je-li k + 0), nebo rovnob&zna s osou y (je-li k = 0); viz
obr. 10.

0=ky+2c o=ky+2c
d k+0

2¢ 2¢c k=0

o
<
[s]
<

Obr. 10

Ulohu C—1I—-6 lze dale rozvijet. Sama se nabizi otazka:
Je prvkem mnoZiny M vidy aspofi jeden Ctverec? Docha-
zime tak ke znamé uloze vepsat danému ostrouhlému troj-
Ghelniku ¢tverec. Dale se lze zamyslet nad tim, zda by ne-
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bylo mozno ulohu C—I—6 zobecnit i pro ptipad, kdy
/A\ABC neni ostrouhly.

Logickou strukturu Glohy C—I—6 lze objevit také napf.
pfi feSeni této ulohy:

Je dan ostrouhly AABC.

a) Dokazte vétu P: Jestlize uvnitf strany AB existuji dva
rizné body, které maji tyz soucet d vzdalenosti od stran AC
a BC, pak kazdy vnitini bod strany AB ma soucet vzdale-
nosti od stran AC a BC roven ¢Cislu d.

b) Naleznéte aspoti jeden takovy AABC, ve kterém je
splnén pfedpoklad véty P.

KATEGORIE Z

Z—-1-1

a’> + b* + L INY
a—>b)

a) Dosadime-li a = 5, b = 7, dostaneme zlomek, jehoZ
jmenovatel i Citatel je druhou mocninou pfirozeného Eisla.
PiesvédcCte se o tom.

‘ b) Dokazte, Ze vlastnost popsanou v odstavci a) ma kaz-
da dvojice navzajem ruznych celych Cisel a, b.

Je dan vyraz

Komentaf. Pro a = 5, b = 7 vypocteme 74 + (_%)2 =

= 1321 = (32)%. Vlastni dikaz (iloha b) zalezi v upravé da-
ného vyrazu. Jakysi ,vtip“ dikazu je v tom, Ze nebudeme
provadét vSecky naznaCené vykony, ale Ze budeme stale
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»hlidat“, zda se nam pfi vypocétu neobjevi v Citateli druha
mocnina mnoho¢lenu.
Dany vyraz miizeme napsat ve tvaru

1
m. [(a2 + bz) (a == b)z + a2b2] .
Stac¢i upravit vyraz v lomenych zavorkach takto:

(a* + b*)(a® + b* — 2ab) + a*b* =
= (a® + b?)* — 2ab(a* + b?) + a*b*.

Pfi pozorném pohledu vidime, Ze posledni vyraz je druhou
mocninou dvojClenu

(a*> + b*) — ab.

Z—-1-2

Dokazte, ze kazdé ptirozené Cislo n = 6 lze vyjadrit jako
souCet dvou prirozenych cCisel, z nichz jedno je prvocislo
a druhe¢ je cislo sloZené.

Komenta¥f. Tato uloha je pfiméfena zakim 8. ro¢niku.
Jediny impuls, ktery staci, je pokyn, aby ¢len souctu, ktery
je prvogislo, byl co nejmensi (2, 3). Druhy &len bude urdité
slozené ¢&islo, bude-li to ¢islo sudé a vétsi nez 2. Provedeme
nékolik pokust s prvocisly 2, 3.

10 =2+ 3§, 7=3+4, 26 =2+ 24,
19 =3 + 16,....
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Z nich je patrne, Ze je tfeba rozlisit pripady, kdy dané &islo n
je sudé a kdy je liché. Je-li ¢islo n = 6, je

pro sudé n: n—224, n — 2 sudé ;
pro liché n: n—32=4, n — 3 sudé.
Z—-1-3

V roviné daného vypuklého Etyfuhelniku ABCD nalez-
néte vSechny body, jejichz soucet vzdalenosti od vrcholt
A, B, C, D je nejmensi.

Komenta¥. Ulohu je mozno formulovat také takto:

V polabské roviné se ma vybudovat vodovod pro Ctyfi
farmy statniho statku, které lezi ve vrcholech konvexniho
Styfuhelniku ABCD (obr. 11). Kde by bylo tfeba postavit
vodojem V, aby celkova délka ptipojek AV, BV, CV, DV
byla co nejkratsi?

D

Obr. 11

Ulohy s obdobnym namétem minimalizace se vyskytuji
dost Casto. Velmi znama je napf. tato uloha:
Na obr. 12 znazornuji body A4, B dvé vesnice a pfimka t
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Zelezni¢ni trat. Kde je tfeba vybudovat spolecné nadrazi N,
aby celkova délka silnic AN a BN byla minimalni?

Tato uloha je velmi snadna, lezi-li body A, B v opacnych
polorovinach s hranici t. Lezi-li body A, B v téZe polo-
roving, pak nadrazi bude v bodé¢ N, ktery je pruseCikem

Obr. 12

pfimky ¢ a pfimky BA’, kde bod A’ je obrazem bodu A4
v soumérnosti s osou t. Podle trojuhelnikové nerovnosti
totiZ pro kazdy bod X et plati

AX + BX = A'X + BX = A'B =
= AN + NB= AN + BN .

V knizce Zajimavd geometrie od J. 1. Perelmana (Mlada
fronta 1954, preklad z rustiny) je na str. 67 dal§i obdobna
uloha:

Mezi body A a B te€e feka (nebo je priplav) s ptiblizng
rovnob&znymi biehy (obr. 13). Pfes feku se ma postavit
most v pravém Uhlu k jejim bfehtim. Kde je tfeba vybrat
misto pro most, aby cesta z A do B byla nejkratsi?

Pii feSeni vyjdeme z toho, Ze minimalni ma byt soucet
AC + DB, tj. soucet ED + DB, kde AE a CD jsou shodné
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a souhlasné orientované usecky. Je tedy tieba, aby bod D
lezel uvniti usecky EB.

Vratme se k uloze Z—1—3. Hledany bod je jediny a je
priseCikem S uhlopficek daného Ctyfuhelniku ABCD

Obr. 14

(obr. 14). Odhad, Ze feSenim je bod S, je nejobtizn&jsi krok
pfi feSeni dané ulohy. Dukaz spravnosti tohoto odhadu je
jiz snadny. Pro kazdy bod X roviny daného ctyfuhelniku
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totiz plati:

AX + BX + CX + DX =
= (4X + CX) + (BX + DX) = AC + BD.

Rovnost nastava, pravé kdyz bod X lezi zaroven uvnitf
useCky AC i BD, tj. pravé kdyz X = S.

Pozndmka. Zobecnénim ulohy Z—1-3 se velmi popu-
larné zabyva na str. 78 knizka L. A. Ljusternika Variacni
principy v geometrii a ve fyzice (SNTL 1957, pieklad z rus-
tiny). Uvedena knizka vznikla z pfednasek pro ucastniky
moskevské MO.

Z=1—4

Je dan obdélnik ABCD a ptirozené Cislo n. Sestrojte vné
obdélniku ABCD po fad€¢ na pfimkach AB, BC, CD, DA
body A’, B', C', D' tak, aby platilo

1
AA' = CC' =—-AB
n

1
BB = DD" =-BC.
n

a) Dokazte, ze body A, B', C', D' jsou vrcholy rovno-
bézniku.

b) Vypoététe obsah rovnobézniku 4’B'C'D’ pomoci Eisla n
a obsahu P obdélniku ABCD.

¢) Pro které pfirozené ¢islo n ma rovnobéznik A'B'C'D’
nejveétsi mozny obsah?
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KomentaF. Uloha Z—1—4 by neméla piisobit ani zakiim
8. ro¢nikli vétsi potize. Na obr. 15 je n = 3. Misto A, B/,
C', D' by bylo vhodngjsi oznaCovat body A4,, B,, C,, D,.

1
D/" ‘‘‘‘‘
/ + \§::_ﬁ C’
/D C /7
/7 1 1
/ /
// A
AIL‘:;—;AQ\N B//
§§§§§§§§ ~l|v/

Cast a) plyne ze vztaht
ANA'B'B >~ NC'D'D

ANCC'B =

¢
>
N
-
<




K dikazu uzijeme véty sus. Povazujeme za vhodné upo-
zornit, Ze k tomu, aby étyfi body K, L, M, N byly vrcholy
rovnobézniku, nestaci splnéni podminek KL = MN aLM =
= NK (obr. 16a, b). Bud je jest tfeba se zabyvat rovno-
béZnosti stran, nebo si povsimnout, zda Gsecky KM a NL
jsou skute¢né uhlopfic¢kami. Proto by bylo 1épe uZit sou-
meérnosti podle priaseCiku thlopti¢ek AC, BD. Tato sou-
mérnost vyméfiuje body A’, C' a B/, D’ a tvrzeni a) je evi-
dentni.

b) Ozname a, b velikosti AB, BC. Pak pro obsah P,
rovnob&zniku A'B'C'D’ (4,B,C,D,) plati

P, —P+2(PABB+PADA)

a
n
+ 1 + 2 2
=p+2."2 =" :+
n n

~

c) Zkusme nejdiive vySetfit, kdy AA'B'B ma nejvetsi
mozny obsah. Odvésny ma ziejmé nejveétsi mozné pro Cislo
n = 1. Tedy obsah AA’B'B je nejvétsi mozny pro n = 1.

Obdobné zjistime, Ze také AA'D'A ma nejvétsi mozny
obsah pro n = 1. Tedy odpoveéd v &asti ¢) zni: n = 1.

Cast ¢) by bylo mozno také fesit hledanim maxima funkce

n? +2n+2
fi i e
n
v oboru ptirozenych &isel. Z rovnosti
n*+2n+2 2 2
——=14+-+=
n non
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plyne, Ze toto maximum nastava pro n = 1; lze totiz snadno
dokazat, Ze f(n) s rostoucim n klesa. To vyplyva z vypoltu

2 2 2 2
f) f(n+1)—<n n+ 1)+<n2 (n+1)2>>0

Kazdy dvoj¢len v zavorkach je totiz kladné ¢islo, nebot
ze dvou zlomki s tymiz Citateli je vétsi ten, ktery ma men-
§iho jmenovatele.

Jinak nejjednodussi odiivodnéni tvrzeni c) je geometrické:
viechny body A4,, B,, C, D, (n > 1) padnou ziejm& do
vnitiku rovnobézniku A,B;C,D,, a proto plati pro obsahy
pro vSechna n > 1

A,B,C.D, < A;B,C,D, .

Pozndmka. Ulohy podobné tiloze Z — I — 4 1ze nalézt v kap.
IV. na str. 152 v kniZce Vysin — Machacek: Vybrané ulohy
z MO kat. Z (SPN 1971).
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IV. Ulohy II. kola

KATEGORIE A
A—Ill—-1a

Je dané prirodzené Cislo n = 2 a realne cisla a; b,
i=1,2,...,n, pre ktoré plati

O<a;<a,<..<a,, 0<b,<b,<..<b,.

Potom plati

1.
albl + azbz + ...+ a,,b,, > albz + i o a,,_lb,. + a,,bl 3

II.:

albl + azbz + ... + a,,b,, > alb,, + azb,,_l + ...+ a,,bl .
Dokazte.

RieSenie. I. Nerovnost dokazeme matematickou induk-
ciou. Pre n = 2 mame

0< (a2 = al)(bz = bl) = albl + a2b2 = (a1b2 + azbl),
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z ¢oho hned vyplyva
a1b1 + aibz > albz + aZbl .

Nech pre &isla a;, by, i = 1,2,...,n,n + 1 plati
0<ay <...<y<ays1, 0<by <...<b,<byry, (1)

a dana nerovnost je spravna pre prirodzené ¢islo n. Potom

n+1 n
aibi -
=1

13

aibi + a,+ lbn+1 > albz + .+ (2)
1

i=

+ an—lbn + anbl + an+1bn+1 .

Z toho, ze b,+, > by, a,+1 > a,, vyplyva
ayby + Gny1buiy > aubuyy + Gny1by 3)

a z (2), (3) vyplyva spravnost danej nerovnosti pre prirod-
zené Cislo n + 1.

Opit pouzijeme metodu matematickej indukcie. Pre n = 2
sme nerovnost dokazali vy$Sie. Nech pre ¢isla a;, b,
i=12,..,nn+1 plati (1) a nech je danid nerovnosf
spravna pre prirodzené Cislo n, priCom je budeme aplikovat
nacisla 0 <a;y <...<a, 0<b, <...<b,iq, t.

a1b2+...+a,,b,,+1 >(Ilb,,+1 +...+a,,b2. (4)

Ak ke kazdej strane nerovnosti (4) pripo¢itame a,, b a po-
uzijeme nerovnost I, dostaneme II. pre prirodzené Cislo
n + 1. Tym su obe Casti tvrdenia dokéazané.
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A—Ill-1b

Je dana funkcia

_ 12x — 6x2
Cx* AP+ X2+ 6x+ 9

/)

UrCete vietky realne ¢&isla x, pre ktoré f(x) nadobuda
najmens$iu hodnotu.

RieSenie. 1. sposob: Citetela zlomku, ktorym je dana
funkcia definovana moZno pisat v tvare —6(x* — 2x).
Kedze (x* — 2x)? = x* — 4x> + 4x?, moZno menovatela
zlomku prepisat do tvaru

x* —4x® + x2 +6x +9 = (x? —2x)* = 3(x* —2x) + 9

a ak oznalime x? — 2x = z, potom pre x + 0, x + 2, tj.
z % 0, plati
-6

)’=(Z—:‘2>—:- (1)

Kedze podla Cauchyho nerovnosti pre z > 0 plati

9

z + .= 6, ()
pricom rovnost v (2) nastane vtedy a len vtedy, ked z = 3,
Tahko sa vidi, Ze pre vSetky z > 0 je y = —2; najmenSiu
hodnotu y = —2 nadobtda dana funkcia pre z = 3 {ize
pre x? — 2x = 3, odkial dostaneme x; = —1, x, = 3. Pre
z=0je totiz y = 0 a pre z < 0 je jmenovatel zlomku (1)
zaporny a y > 0.
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Zaver: Dana funkcia nadobtida najmensiu hodnotu pre
x=—-lax=3.

2. zpuisob: Funkci f upravime na tvar

kde k je konstanta. Délenim zjistime, Ze
x* —4x® + x? +6x + 9 = (x* — 2x)(x* — 2x — 3) + 9,

takze pro x # 0, x + 2 lze psat

_ (=6)(x* — 2x) _
Ll o e
_ —6
x2—2x—3+x232x

Je zfejmé, Ze f(x) bude minimalni, pravé kdyz funkce

— X = 2x =3
g(x) = x X +x2—2x

bude minimalni v kladnych hodnotach. Derivujeme funkci g:

) 9(2x —2)
g(X)=2X*2—m=
(x*—2x)* -9
= 2(x - 1) (x2 — 2x)2

Odtud jiz snadno zjistime, Ze g'(x) se anuluje jednak pro
x = 1 (ale g(1) < 0), jednak pro x = —1 a x = 3, coZ jsou
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praveé hledané hodnoty. Je totiz

(x* = 2x)* =9 = (x* — 2x — 3)(x* — 2x + 3);
prvni troj¢len ma kofeny —1 a 3, druhy nema realné ko-
feny.

3. zpiisob : Velmi jednoduché feseni vychazi z faktu (ktery
Ize ,,objevit“, kdyz si aspon hruba nakreslime pribéh funkce f
pro malé hodnoty argumentu), Ze graf funkce f je symetricky
vzhledem k pfimce x = 1.

Polozme x = 1 + y; funkce f tak pfejde ve funkci

y -1

hy) =(—-6)47———5——.

ktera je zfejmé suda. Polozime-li dale y* = z, ptejde funkce h
na funkci

z—1
=(—-6)—5—————.
16 = (=9 75,713
Funkci g snadno zderivujeme:

22—52+13—2zz+7z—5_
(22 — 5z + 13)? B

a(e) = (6.

e —
(2> — 5z + 13)*

22—22—8).

Funkce ¢’ se anuluje pro

zy, =14+ /1 + =<_

4
2
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Zapornému kofenu neodpovida realné y; kofenu z = 4 od-
povidaji hodnoty y = +2ay= -2 tzn.x =3ax = —1.

Zbyva ovérit, ze v téchto bodech ma f, resp. h skutetné
minimum, coz se provede obvyklym zpusobem.

A—I11-2a

Jsou dany trojuhelniky T, a T, s obsahy P; a P, a polo-
méry vepsanych kruznic g, a g,. Je-li trojuhelnik T, obsa-
Zen v trojuhelniku T,, pak plati

P,

= —0,.
Q1 _P292

Dokazte.
ReSeni. Oznaéme o0, 0, délky obvoda prvniho a druhého
trojuhelniku. Plati tedy
P, = 30101,
P, = }050,.
Proto je dokazovana nerovnost ekvivalentni nerovnosti
01 é 02,
kterou nyni dokazeme.

1. zpiisob: Budiz T, = AA;B,C,, T, = AA4,B,C,, T, <
T, (obr. 17).

Vedme rovnobézku c se stranou A,B, tim z vrchold A;,
B,, C,, ktery ma nejmensi vzdalenost od pfimky 4,B, (na
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obr. 17 je to vrchol A,); pak pfimka ¢ oddgluje pfimku
A,B, a trojihelnik T;. Obdobné sestrojme pfimky a, b.
Pak oznalme A3, B3, C3 (v libovolném potadku) vrcholy
trojuhelniku Tj, ureného piimkami a, b, c. Nyni staci do-
kazat, Ze pro obvody o4, 0,, 05 trojuhelnika T,, T,, T; plati

01 é 03, (1)

03 <0,. )

Obr. 17

Ad (1). Vsechny vrcholy A4,, By, C, lezi na obvodg troj-
uhelniku Tj. Je tedy napt. A;B; < A,C; + B{C;; tato ne-
rovnost plati, at lezi body 4, B; na riznych stranach T;
nebo na téze strané. SeCtenim tfi takovych nerovnosti do-
staneme nerovnost (1).

Ad (2). Nerovnost (2) dokazeme, uvédomime-li si, ze kazda
strana trojuhelniku T3 je menSi nebo rovna té strané troj-
Ghelniku T,, s niz je rovnob&na (napf. na obr. 17 je
A3B;3 < A,C,, nebot body A3, By leZi v trojuhelniku T,).
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2. zpiisob: ProdlouZime stranu AB; trojuhelniku T;;
jeji pruseciky s obvodem T, oznatime P, Q (obr. 18).

Pro obvod o3 trojuhelniku PQC; plati podle trojuhel-
nikové nerovnosti

01 é 03 . (3)

Je totiz A,C, < A,P + PC,, B,C, £ B,Q + QC,.

Nelezi-li bod C; na obvodé trojuhelniku T,, prodlouZi-
me stranu QC, a jeji druhy prisecik s obvodem T, ozna-
¢ime R. Pro obvod o4 trojuhelniku PQR plati podle troj-
uhelnikové nerovnosti

03 < 04 . (4)

Obr. 18

Spojenim (3), (4) dostaneme nerovnost 0; < 0,4. Trojithelnik
PQR ma vsecky vrcholy na obvodé T,; je tedy

O4 _S_ 03 . (5)
Spojenim (3), (4), (5) dostaneme nerovnost 0; < 0,.
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A—11-2b

Najdéte vSechny hodnoty parametru ¢, pro které rovnice
M+x—y+y+t=0 (1)

je analytickym vyjadfenim Ghlu; pfitom (x, y) jsou kartézské
soufadnice bodu v roving.

ReSeni. Najdeme mnoZinu dvojic (x, y) vyhovujici rov-
nici (1) pro pevné t = t,. Budeme tyto dvojice hledat ve
Ctyfech mnozinach:

Mlz{(x,y)|x20/\x—y20},
M, ={(x))|x=20Arx—-y<0},
M; ={(x,))[x<0Arx—y=0},
M, ={(x))|x<0Arx—-y<0}.

V M, je (1) ekvivalentni s x + (x — y) + y + to = 0 neboli

X = —%to N (2)
v M, je (1) ckvivalentni s x — (x — y) + y + t, = 0 neboli
y = —ilo; (3)

v Mj je (1) ekvivalentni s —(x) + (x — y) + y + to = 0 ne-
boli
v M, je (1) ekvivalentni s —(x) — (x — y) + y + to = 0 ne-
boli .

x—y=4,. (%)
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Rozliujme nyni hodnoty parametru t,.
1. Je-li ty > 0, nedostavame v Zadné z mnozin M, M,,
M;, M, feseni.
2. Jellity =0,je vM, feSeni x =0, x — y =0,
v M, neni zadné feseni,
v M3 je celé M; feSenim,
v M, neni Zadné feseni.

Celkem jsou pro t, = 0 feSenim viechny dvojice (x, y), pro
néz je zaroven x <0 a x — v = 0. Kazda z téchto nerov-
nosti je v roviné soufadnic x, y analytickym vyjadfenim
(uzaviené) poloroviny. Priinikem t&chto polorovin je kon-
vexni thel.

3. Je-li ty < 0, dostavame v M, polopfimku x = —t,,
y £ —4to, v M, GseCku y = —3t,, 0 < x < —3t,, v M,
prazdnou mnoZinu a v M, polopfimku y = x — 3t,,
x <O.

Je proto t = 0, jedind hodnota parametru t, jiz odpo-
vida v roviné soufadnic x, y thel.

A—ll-3a

St dané realne Cisla x, y tak, ze existuju

tgix +y)’ =a, tgix—y)>*=>b.

Vyjadrite tg(xy) pomocou &isel a, b. Pre ktoré a, b nie je
tg (xy) definované?

ReSeni. Oznatme u = (x + y)?, v = §(x — y)>. Protoze
xy = u — v, mame vyjadfit tg(xy), tj. tg(u — v), pomoci
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tgu a tgv. UZijeme vzorce:

¢ ( ) tgu —tgv
U—v)=——-—7-—,
. 1 +tgutgo

pokud 1 + tgu.tgv £+ 0; je-li 1 +tgu.tgv =0, neni
tg (u — v) definovan.

Dostavame vysledek: Je-li ab = —1, neni tg(xy) defino-
van; je-liab # 1, je
a—>b
1+ab’

tg (xy) =

A—11-3b

Je dan ostrouhly trojuhelnik T s obsahem P. Sestrojte
aspoil jeden pravouhly trojuhelnik, ktery je obsazen v troj-
Ghelniku T a ma obsah v&tsi nebo rovny 3P \/5

ReSeni. Pokusime se sestrojit pravouhly trojihelnik obsa-
zeny v T, ktery ma co nejvétsi obsah (aniZ tuto vlastnost
budeme dokazovat), a pak ukazeme, Ze jeho obsah je aspofi
1P /3.

Budeme pfedpokladat, Ze T ma vrcholy 4, B, C a Ze
jeho strany a, b, ¢ splituji a 2 b = ¢ (tedy o uhlech o, g, y
plati « = B = 7). RozliSujme dva pfipady:

1. y < 45° OznaCme D patu vysky z bodu B. Ziejmé je
D bodem trojuhelniku T; ukaZeme, Ze trojuhelnik BCD
splituje podminky ulohy. Je pravouhly, a protoze CD =
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= acos Yy, splituje jeho obsah P’ nerovnosti

P CD 2 3
F=T=%cosygcosy>\/77>%.

2. y = 45° Oznacme V prisecik oblouku Thaletovy kruz-
nice nad stranou BC a kolmici k BC v jejim stiedu S.
Protoze

XVBC =45° <y < B = ¥ABC,

XxVCB =45° <y = £ACB,
je VeT. Ukazeme, ze pravouhly trojuhelnik BCV spliiuje
podminky tlohy, tj. Ze jeho obsah P’ neni mensi nez 4P . /3.
Protoze a = b = ¢, lezi vrchol A v oblasti O ohraniCené
useCkou BC a dvéma oblouky kruZnic se sttedy v B, popf.
C a poloméry BC = a. Kazdy bod v O ma od pifimky BC
vzdalenost nejvySe rovnou vySce rovnostranného trojuhel-
niku se stranou BC, tj. 3a \/g Proto je P < %a? ﬁ Avsak

P o~
P’ = 14, takze P’ = % =3P \/5 Reseni je Gplné.

KATEGORIE B
B—Il-1a

Dokazte, ze pro kazda dvé kladna realna cisla p, g plati:
Jestlize

pg =1 (1)
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pak

O R

ReSeni. Z predpokladu (1) vyplyva

1
pE—:
q
Pak plati
1 1 1
<1+-)<1+—>—4g(1+—>(1+p)—4=
p q p
(U +pP—4p _(1—pf (3)
P P

Cislo p je podle predpokladu kladné, dale pro kazdé &islo p
plati (1 — p)* = 0, takZe z nerovnosti a rovnosti (3) plyne
dokazovana nerovnost (2).
5F & ) ¥ . ; 2 1
Jiné FeSeni. Ponévadz pq < 1, je také (pg)* < pga — = 1.
rq
Dale je
(p+9°=p"+4q" +2pq=p*>—2pq +q* +4pq =
=(p—q)* + 4pq 2 4pq = 4(pq)*,
a tedy

p+4q=22pq
neboli

4

|
v
[\

1
p
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Mame tedy

1 1 1 1
l+-{1+-|=1+-+-+—21+2+1=4.
p q P 49 pq

B—-I11-1b

V roviné jsou dany rizné body A, D. Najdéte mnozinu
sttedd odvésen BC vSech pravouhlych trojuhelniki ABC,
u nichZ pouze tato odvésna obsahuje bod D.

ReSeni. Necht ABC je jeden pravouhly trojuhelnik vyho-
vujici uloze. Jeden z uhli < ABC, < ACB je pravy; jeho
vrchol oznaéme B (obr. 19). Bod D tedy lezi na Gsetce BC,

takze vrchol B lezi na Thaletové kruZnici k nad tseCkou AD.
Pfi pevném vrcholu B miizeme pfitom bod C ménit tak, ze
probiha polopfimku opaénou k polopfimce DB. Stiedy S
proto probihaji (pfi pevném bodu B) poloptimku SoD s po-
catkem ve sttedu S, UseCky BD. Ménime-li nyni bod B na
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kruznici k, ovSem tak, Zze B + A a B + D, pak bod S, pro-
biha Thaletovou kruZnici k; nad iseckou DE, kde E je stied
useCky AD. ProtozZe obracené kazdy bod kazdé polopfimky

7

SoD, kde S, je bodem kruznice ky, riznym od D a E, je
bodem hledané mnoziny M, je mnoZina M ziejmé tvofena
kruhem s hranici ky, s vyjimkou priméru DE, avsak se za-
pocitanym bodem D, a otevienou polorovinou s hranici ¢,
coz je teCna ke kruZnici k; v bod€ D, neobsahujici bod A
(obr. 20).

B—Il-2a

Je dany konvexny Sestuholnik ABCDEF. Ak jeho uhlo-
priecky vychadzajice z vrcholu B delia uhol ABC na $tyri
rovnaké diely a analogickt vlastnost maju uhlopriecky vy-
chadzajice z vrcholov D a F, potom dany Sestuholnik je
pravidelny. Dokazte.
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ReSeni. Na obr. 21 je znazornén konvexni $estithelnik
ABCDEF s vlastnostmi uvedenymi v textu Ulohy. Protoze
BE je osa thlu FBD, DA osa tthlu BDF a FC osa thlu DFB,

B

Obr. 21

protinaji se uvedené tfi pfimky v jednom bodé (stfedu kruz-
nice vepsané trojihelniku BDF), ktery ozna¢ime S. Protoze
XSFB = ¥xBFA a ¥xSBF = ¥xFBA a BF odd¢luje body S
a A, jsou tyto body 4 a S soumérné sdruzené podle piimky
BF. Tedy SA L BF, takze SD je vySka trojuhelniku BDF.
Z obdobné uvahy o dalsich dvou pfimkach vyplyva, ze S je
take prusecikem vysek ABDF neboli, Ze trojuhelnik BDF
je rovnostranny. Protoze A a S jsou soumérné podle BF
a obdobné pro S, E a S, C, je dany Sestithelnik pravidelny.

B—11-2b

Na vrchliku kulové plochy o poloméru 1 s vyskou 1 jsou
umistény Ctyfi rizné body tak, ze zadny z nich nelezi na
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hrani¢ni kruZnici vrchliku. Dokazte, Ze asponi dva z nich
mayji vzdalenost mensi nez \/ 2.

ReSeni. Ozname S ,severni pol“ vrchliku. Kazdy bod
vrchliku, ktery nelezi na hraniéni kruznici, ma od S vzda-
lenost mensi nez /2. Splyva-li tedy néktery z danych boda
Ay, Ay, Az, Ay s bodem S, je vysledek spravny.

Nyni ptedpokladejme, Ze zadny z danych bodii nesplyva
se S. Pak Ctyfi ,,poledniky“ vychazejici z S a prochazejici
body A4;, A,, A3, A4 maji vlastnost, Ze alespoii dva z nich
sviraji u bodu S thel nepiesahujici 90°. Snadno se vsak vidi,
Ze piislusné dva body maji vzdalenost mensi nez \/5

B—Il-3a

Urcte vSetky dvojice celych Cisel x, y, ktoré vyhovuju
sustave nerovnic

x— |y =3y +%>0,
x+y—3<2.

Rieenie. Z nerovnic (1) jednoduchou upravou dostaneme

x + 5> [y? =3y

>

2— x>y -1, o

z ¢oho pre x vyplyva
—i<x<2. (3)
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Nerovniciam (3) vyhovujt zrejme len celé Cislax = 0ax = 1.
Z druhej z nerovnic (2) pre x = 0 dostaneme

ly -3 <2. (4)

Nerovnici (4) vyhovuji zrejme len celé Cisla y = 0, 1, 2, 3.
Pre x = 1 dostavame z druhej nerovnice (2) nerovnicu

=3 <1,

ktorej vyhovuju len celé €isla y = 1, 2.
Mozné rieSenia sistavy (1) zapiSeme v tabulke:

Skuskou dosadenim sa fahko presved¢ime, Ze vyhovuju len
dvojice x =0, y =0 a x = 0, y = 3. Ostatné $tyri dvojice
sustave (1) nevyhovuju, pretoZe nesplfiaju prva z danych
nerovnic.

B—11-3b
1. Dokazte, Ze pre kazdé realne kladné Eislo a plati

a+-=2. (1)

a
Kedy nastane rovnost?
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2. Najdite vietky kladné rieSenia sustavy rovnic

1
X, +—=2, 2
o @
1
X2+_=2,
X3
X3+—=2
X1

RieSenie. 1. Nech a > 0 je [ubovolne realne &islo. Potom
(@a-17>=0,

z &oho vyplyva postupne a> —2a +12=0, a> + 1 = 2a,

a+ 2 = 2, ¢im je nerovnost (1) dokazana. Rovnost nastane

len pre a = 1.

2. Ak predpokladame, Ze (x;, x,, x3) je kladné rieSenie
sustavy (2), s¢itanim vietkych troch rovnic dostaneme

1 1 1
X1+ X +X3+—+—+—=26
X2 X3 Xy

<x1+;1:>+<x2+x—12>+<x3+x—13>=6, (3)

Podla 1. v8ak plati

Cize

xi+—=2 pre l=1a2>3 (4)
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S¢itanim vietkych 3 nerovnosti (4) dostaneme

1 1 1
<X1 +—>+<XZ+—>+<X3+—>26,
X1 X X3

pricom rovnost (3) nastane vtedy a len vtedy, ked plati
rovnost v (4) pre vietky i = 1, 2, 3. T4 vSak podla 1. na-
stane len pre x; = 1 pre i = 1, 2, 3.

Dosadenim sa lahko presved¢ime, Ze trojica x; = x, =
= x3 = 1 sustave (2) vyhovuje.

KATEGORIE C
C—-ll-1a

Most Klementa Gottwalda v Praze je dlouhy 486 m.
Chodec, ktery pfes n&j Sel primérnou rychlosti 1,5m/s,
pocital auta protijedouciho proudu. Prvni z nich ho zacalo
mijet v okamziku, kdy vstoupil na most, 55. auto v oka-
mziku jeho pfichodu do poloviny mostu. Vypoctéte, jakou
primérnou rychlosti se pohyboval proud, jestlize vzdale-
nost pfednich ¢el kazdych dvou bezprosttedné po sob¢ je-
doucich aut byla 45 m.

Reseni. Vzdalenost &el 1. a 55. auta je
54.45 = 2430 (metrd).

Lze si pfedstavit, Ze v okamziku, kdy chodec vstupuje
na most, je ¢elo 55. auta vzdaleno od stfedu mostu

2430 — 5.486 = 2187 (metrd).
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Tuto vzdalenost ujede za dobu, kterou potiebuje chodec
k pfejiti poloviny mostu, tj. za

L]
1=

%8 =243.3 =162 (sekund).
Primérna rychlost proudu aut tedy byla v m/s

2115827 = %l . 1375 s
tj. 48,6 km/h.

Zkouska. Jestlize se proud aut pohyboval rychlosti
48,6 km/h = 13,5m/s, pak za dobu nez chodec do3el do
poloviny mostu, tj. za

3*2 =162 (sekund),
odjela z mostu ¢ast proudu dlouha
13,5.162 = 2187 (metrt).

To vSak znamena, Ze pres stied mostu piejelo celkem
2430:45 = 54 aut a Ze 55. auto je pravé pred polovinou
mostu, coz odpovida textu ulohy. Tim je zkouska provedena.

C-ll-1b

Konvexni Sestithelnik ABCDEF ma shodné vnitfni Ghly
pti vrcholech A4, B a C, jeho uhlopticky vychazejici z vrcho-
lu A déli Ghel BAF na Ctyfi shodné dily a jeho thlopticky
vychazejici z vrcholu C déli obdobné tthel BCD. Dokazte,
ze Sestithelnik ABCDEF je pravidelny.
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ReSeni. Oznalme 4a velikost uhlu BAF (obr. 22). Pak
z A\ABC plyne:

o + 4o + o = 180°,

t.

Plati tedy
¥BAF = ¥xABC = ¥xBCD = 120°. (1)
Trojuhelnik ACE je rovnostranny, nebot
XEAC = X ACE =20 = 60°.

Uhlopticka AD je tedy kolma na thlop#i¢ku EC. Ozna¢me S
pruseCik AD a FC. Z osové soumérnosti podle EC pak
plyne, ze

¥CDE = XCSE = 120°. )

Obdobné dokazeme, Ze
X AFE = < ASE = 120°. 3)

Z rovnosti (1), (2) a (3) plyne, Ze Sestitthelnik ABCDEF je
pravidelny.
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C—-1ll-2a

Dokazte, ze z 50 libovoln€ zvolenych navzajem riznych
prvocisel lze vzdy vybrat 13 disel tak, ze rozdil kazdych
dvou z nich je délitelny péti.

ReSeni. Zvolme libovoln& 50 navzajem riiznych prvocisel.
Kazdé prvocislo dava pti déleni 5 zbytek 0 nebo 1 nebo 2
nebo 3 nebo 4. Zvolenych 50 prvocisel lze podle toho roz-
tfidit do péti navzajem disjunktnich tfid, oznacme je C,,
Cy, C,, Cs, C,4. Prvodisla jsou navzajem ruzna, a proto je
tfida C, jednoprvkova nebo prazdna, jejim prvkem muze
byt jedin€ Eislo 5. Tedy mnozina C; u C, U C3 U Cy ma
asponn 49 prvkia. Tridy jsou disjunktni, takze asponn jedna
ze tiid C,, C,, C3, C4 obsahuje 13 Cisel. Jsou-li p, g dvé
libovolna prvocisla patfici do této tfidy, pak existuji takova
cela Cisla x, y, z, Ze plati

p—q=(5x+2z)—(Sy +z)=5(x—y),

coz je Cislo délitelné péti.

C—Il-2b
Uréte vsetky dvojice celych cisel x, y, ktoré vyhovuju
suistave nerovnic
y—|x*=2x|+3>0, (1)
v+ =1 <2.
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RieSenie. Jednoduchou upravou z nerovnic (1) dostaneme

; )

y+i>x?—2x
2-y>|x -1,
z ¢oho vyplyva, ze pre y musi platit

y+3>0A2-y>0,
t. j.
—i<y<2. (3)
Nerovnosti (3) vyhovuju z celych &isel len y=0a y = 1.
Z druhej nerovnosti (2) vyplyva, Ze sistave (1) moézu vyho-
vovat len nasledujuce dvojice celych Cisel:

Skuskou sa lahko presved¢ime, Ze dvojica x = 1, y = 0 su-
stave (1) nevyhovuje, ostatné tri dvojice, t. j. x = 0, y = 0;
x =2,y =0;x = 1surieSenim.

C—-ll-3a

Uvnitf kruznice o poloméru 1 jsou dany &tyfi riizné body.
Dokazte, ze jsou mezi nimi dva, jejichz vzdalenost je mensi
nez \/5

ReSeni. Je-li néktery z danych bodt 4, B, C, D totozny
se stfedem kruZznice S, tvrzeni je pravdivé. Neni-li tomu tak,
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utvorime polopiimky SA4, SB, SC a SD. Plati nyni: Alespoil
dvé z téchto polopiimek sviraji thel nejvyse 90°. (Nepiimo:
Kdyby ne, pak SB, SC, SD lezi v téze poloroviné a hranici
prochazejici sttedem S kolmo k SA; vedeme-li obdobnou
polorovinu pro SB, zbude pro dvé polopfimky SC a SD
Gthel mensi nez 90°.) Jsou-li to napf. polopfimka SA4 a SB,
pak body 4 a B maji vzdalenost mensi nez \/5 (jsou to
body v pravouhlém trojuhelniku o odvésnach 1, rizné od
obou vrcholt u pfepony). Tim je uloha roziesena.

C—-11-3b

Do rovnoramenného trojuhelniku ABC se zakladnou AB
je vepsan rovnoramenny lichobéznik MNPQ tak, ze jeho
zakladna MN je ¢asti strany AB, vrchol P nalezi ramenu
BC, vrchol Q ramenu AC a plati MN = 3PQ.

Vysetite mnozinu stiedt stiednich pri¢ek vsech takovych
lichobéznik.

ReSeni. Ozna¢me D stfed zakladny AB. Misto lichob&z-
nikd mizeme do AABC vepisovat pravouhelniky RTPQ,
jejichz strana RT je Casti strany AB, které jsou soumérné
podle ptimky CD a pro které plati

RT = PQ = {MN < 14B.
Na obr. 23 je nakreslen takovy pravouhelnik RTPQ; stied S
sttedni pficky lichob&ézniku MNPQ je zaroven stiedem pra-
vouhelniku RTPQ a lezi na GseCce CD. Bod S muzeme se-

strojit také jako patu kolmice spusténé na pfimku CD ze
sttedu U strany QR.
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Sestrojime ob& mezni polohy bodu R: je to pfedné bod
Ry, pro ktery plati DRy = $DA a R = D. K nim sestrojime
prisluiné body S: je to jednak bod S, (obr. 24), jednak bod
S =V (V je stied usetky CD). VSechny body U leZi totiz
na usecce AV.

Hledana mnoZzina bodu je useCka S,V; pocita se k ni
bod Sy, ale nikoli bod V.

c C
| :
| |
Q1P |
| Q, —\°
|
| v
4
uf s Up -4,
| /
s [
| / l
| AN
AM RDT NB A R, D T, B
Obr. 23 Obr. 24

KATEGORIE Z
Z—-11-1

Rozlozte v sou€in dvojélent prvniho stupné:

x=1Dx-2)(x=3)+(x—1)(x—2)—x+1.

Vysledek ovéite pro x = —1.
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ReSeni. Jednoduchymi tpravami a postupnym vytykanim
dostavame:

x=Dx-2(x=-3)+x—-1)x-2)—x+1=
- -3+ (- 2)— 1] =
=x-Dx-=-3)x-2+1)=x—-(x-3)(x—-1)=
=(x —1)*(x — 3).

Z—-11-2

Je dan vypukly ¢tyfuhelnik ABCD. Oznacme M a N po
radé stiedy stran AD a BC.
Dokazte nasledujici tvrzeni: Jestlize

MN = Y4B + CD), (1)

pak stied S uhlopticky AC lezi uvnitt Gsecky MN a AB || CD.
Reseni. Usecky MS a SN jsou po fadé stiednimi piicka-
mi (obr. 25) trojihelniki ACD a ABC. Tedy

MS|CD, SN|AB (2)
c

Obr. 25
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MS = 1iCD, SN = 14B,
takze
MS + SN =%(AB - CD).

Jestlize tedy plati (1), pak je bod C vnitinim bodem usecky
MN. Pak podle (2) plati

MN |AB a MN |CD,
tj.
AB| CD.

Z—-11-3

Na obrazku je znazornén hodinovy cifernik a dvé rovno-
bézné piimky (viz obr. 26), z nichz zadna neprochazi zad-
nym z bodi 1 az 12. Zméite polohu pfimek tak, aby soucet

N
s
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Cisel lezicich v kazdé z vySrafovanych polorovin byl roven
souctu cisel lezicich v pasu rovnobézek.

ReSeni. Zjistime nejprve soudet viech &isel na ciferniku:
l+2+4+...4+12=3.12.13=2.3.13.

Soucet v kazdé z casti ciferniku musi byt tedy 26. Uréeme
nejprve tu Cast, do niz patii Cislo 12. Experimentovanim
zjistime, ze 26 = 12 + 1 + 11 + 2. Jedna z hledanych polo-
rovin obsahuje tedy body ciferniku oznacené 1, 2, 11, 12.
Analogicky zjistime, ze 26 = 10 + 3 + 9 + 4, takze pas ob-
sahuje body ciferniku oznacené 3, 4, 9 a 10 a zbyvajici polo-
rovina body ciferniku oznacené 5, 6, 7, 8.

Dal$im experimentovanim se presvéd¢ime, ze 12 nemize
lezet uvnitf rovnobézkového pasu, nebot soucty 11 + 12 +
+3, 124+414+46+7 124+14+24+5+6 a 1241+
+ 2 + 3 + 8 nevedou k fesSeni.

Z—-11-4

Je dan Ctverec ABCD o stran€ 10 a pfirozené Cislo n = 2.
Sestrojte po fadé uvniti usecek AB, BC, CD, DA body
A,, B,, C,, D, tak, aby platilo

10
AA, = BB, = CC, = DD, = —. (1)
n

a) Dokazte, ze body 4,, B,, C,, D, jsou vrcholy Ctverce.

b) Vyjadfete obsah P, ¢tverce A,B,C,D, pomoci Eisla n.

¢) Dokazte, ze ze viech ¢tverct 4,B,C,D, ma nejmensi
obsah ¢tverec A,B,C,D,, tj. Ze pro kazdé ptirozené Cislo
n = 3 je rozdil P, — P, kladné Cislo.
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ReSeni. a) Z textu tlohy plyne, ze
10

AB=BC=CD=DA=(n—1).—. 2)
n

Z podminek (1) a (2) a z toho, Ze Ctyfihelnik ABCD je
&tverec (obr. 27), dostavame, Ze

AA,BB, = AB,CC, =~ AC,DD, = AD,A4,, (3)

takze
A.B,=B,C,=C,D,=D,A,, (4)

tj. ¢tyfuhelnik A4,B,C,D, je rovnostranny. Ze shodnosti pra-
vouhlych trojuhelniki (3) plyne, ze
¥D,A,A + ¥B,A,B = 90°,
ti.
¥D,A,B, = 90°,
takze ¢tytuhelnik 4,B,C,D, je podle (4) Etvercem.
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b) Z AA,BB, dostavame podle (1) a (2)

A,B2 = (%?)2 + (——(" - 2)' 10>2 :

Tedy pro kazdé n = 2 je
(n—172+1
=l — (5)

¢) Podle rovnosti (5) plati pro kazdé pfirozené &islo

n? 2
2.m*=2n+1)+2—n?
_ 100. (n n 2)+ nt
2n
2 _ 4 4 —2)?
T T Ul i
2n? 2n

Pro kazdé n = 3 je tedy skute¢né P, — P, >0, c. b. d.

114



V. Ulohy III. kola kategorie A

A—I1ll1-1

Urcete vsecky trojice celych cisel x, y, z, pro které plati
x? + y* =3z, (1)
Reseni. Existuje alespoti jedna trojice celych &isel vyho-
vujici (1), totiz trojice
x=y=z=0. (2)
Predpokladejme, Ze existuji je$t& jiné trojice (x, y, z) vy-
hovujici (1); v nich je pak nutn& z + 0. Vezm&me takovou
trojici vyhovujici (1), v niZ je z*> minimalni (tedy z* > 0).
Cisla x, y vyjadtime ve tvaru
x=3a+p, y=3b+gq,
kde a, b, p, q jsou cela &isla, 0 < [p| < 1, 0 < |¢| < 1. Pro
Cisla x2, y* pak bude mozno psat
x? = 9a* + 6ap + p* = 3k + p?,

y> =9b* + 6bq + q* =3l + ¢*,
takze
322 =x*+y? =3k + 1) + p* + ¢*.

115



Z toho je vidét, Ze &islo p* + ¢*> musi byt délitelné tiemi.
Pfitom

II/\

0 1,
0 1,

|I/\ II/\
ll/\

takze
0<p’+4¢*<2.

Jedin¢ celé Cislo délitelné tfemi v téchto mezich je 0. Plati
p2 + q2 =0,
takze

a tedy

Potom vsak
x? + y* = 9(a* + b*) = 322,

tedy

3a® + b)) =2?
Odtud je vidét, ze ¢islo z2, a tedy i z, je délitelné tiemi:
z = 3¢, z2 = 9c?. Plati tedy

a* + b* = 3c%,
takZe trojice (a, b, ¢) vyhovuje (1) a pfitom ziejmé

0<c?<9c?=7z2.
To je vsak spor s predpokladem, Ze z? je minimalni.
Neexistuji tedy trojice x, y, z vyhovujici (1), v nichz by
bylo z # 0.
Jedina trojice vyhovujici (1) je trojice (2).

116



A—1ll1-2

Dokazte, ze pro kazdé realné Cislo x z intervalu 0 < x < 1
plati
1-x)x2 1
U-ne L ()
(1 +x) 25
ReSeni. Ditkaz provedeme neptimo. Pfedpokladejme, Ze
existuje takové Cislo x € €0, 1), pro néz plati
(1—x)x* _ 1 0
(1 +x)3? =25

tj. po odstranéni zlomku

1\

251 = x)x* = (1 + x)?
a po dalsi Gprave
26x* —22x* +3x + 1 0. (3)
Pro kazdé ¢islo x plati
(2x — 1)*(7x + 1) = 28x> — 24x* + 3x + 1,
a proto nerovnost (3) Ize psat ve tvaru
2x —1*(Ix+ 1) —2x* + 2x* £ 0,
v (2x — 172 (7x + 1) + 2x%(1 — x) £ 0. @
Pro kazdé x € €0, 1) je
(2x = 1)*(7x+ 1) =0,
piiGemz rovnost nastava jen pro x = 3; pro kazdé x € €0, 1)
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je téz
231 -x)20
a rovnost plati pouze pro x = 0 nebo x = 1. Tedy pro

zadné x € 0, 1) neplati nerovnost (4), a tedy ani nerovnost
(2). Tim je nerovnost (1) dok4zana pro kazdé x e <0, 1).

Pozndmka. Ulohu muiZeme feSit téz tak, ze nalezneme

. (1 —x)x* |
maximum funkce f(x) = mv intervalu <0, 1).
x
A—IllI-3

V dané poloroving s hranici p jsou dany dva body M, N
v riiznych vzdalenostech od pfimky p. Sestrojte lichobéz-
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nik MNPQ, jehoz vrcholy P, Q lezi na pfimce p a jehoz
obsah je roven obsahu Ctverce o stran¢ MN.

ReSeni. Nechf MNPQ je lichobéznik vyhovujici tloze.
Pak je MQ | PN. OznaCime-li S stfed ramena PQ, pak
obsah trojuhelniku MNS je roven poloviné obsahu licho-
bézniku MNPQ. Ma proto bod S od ptimky M N vzdalenost
d = MN, a pfitom ovsem S € p.

Odtud vyplyva konstrukce (obr. 28). K piimce MN ve-
deme ve vzdalenosti d = MN dvé rovnobézky g, a q,, které
protnou piimku p po fadé v bodech S; a S,. Oznaéime-li
jesté O stfed useCky MN, pak lichobézniky MNP,Q,, pro
ktery NP, | OS,|MQ,, a MNP,Q,, pro ktery NP, |
| 0S, | MQ,, vyhovuji tloze a jsou to vSechna FeSeni.

A—lll-4

Najdéte feseni soustavy linearnich rovnic

X — X3 — X3 —..— — X, =2a,
—X; +3x, — X3 — ... — — X, =4a,
Xy — Xo+ Tx3 — ... — —x, = 8a,
—X;— X3— X3—...+(2"=1)x,=2"

$ neznamymi Xxj, X,, X3,...,X, a danym realnym para-
metrem a.
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ReSeni. OznaCime-li x; + x, + ... + x, = s, miZeme pie-
psat danou soustavu takto:

—s+ 2x; = 2a,
-5+ 4x, = 4a,
—s+ 8x3 = 8a,

Odtud plyne

Xi=a+ — (1)
prokazdéi = 1,2, ..., n. Se¢tenim vSech rovnic (1) dostavame
s + 1 + : + ..+ ! 2)
= na S| — — — 1.
2 4 " (

Uzijeme-li vzorec pro soulet n prvnich ¢lenti geometrické
posloupnosti, plyne z rovnice (2)

1
s=na+s|ll—-——],
S( 2")

s=na.2". (3)

takze

Z rovnic (1) pak podle (3) obdrzime feSeni dané soustavy
rovnic:
xi=a(l +n.2"71), i=12,..,n. (4)

Zkouska. Dosadime podle (4) do levé strany k-té rovnice

120



(k = 1,2,...,n) dané soustavy. Postupné dostavame:

—X; — X3 — ... — Xp—1 +
+(2k == l)xk = Xk+1 — Xk+2 — vee — Xy =
n
= — Y x+ 2% =

i=1

=—Yal +n.2") +2%(1 +n.2"% =
i1

n

. 1
=—na—na.2.25+2"a+na,2"=
i=1

1
= —na—na.2".<1 —?>+2"a+na.2":2"a.

Prava strana k-té rovnice dané soustavy je také 2*a. Vzorce
(4) tedy skutecné davaji feSeni dané soustavy rovnic.

Zavér: Dana soustava rovnic ma pro kazdou hodnotu
parametru a jediné fedeni. Je dano vzorci (4).

A—IlII-5

Je-li vypukly mnohouhelnik s obvodem o; obsazen ve
vypuklém mnohothelniku s obvodem o,, pak plati 0; < 0,.
Dokazte.

ReSeni provedeme pro ptipad znazornény na obr. 29.
Pouzita metoda feseni v§ak bude zcela obecna.

Na obr. 29 mnohothelnik H;K;L;M N, s obvodem o,
lezi v mnohouhelniku 4,B,C,D,E,F,G, s obvodem o,.
Ve vsech vrcholech vnitiniho mnohouhelniku vzty¢ime kol-
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mice ke kazdé jeho strané s a urime jejich pruseciky s hra-
nici vné€j§iho mnohouthelniku, a to na kazdé kolmici ten
z pruseciki, ktery lezi v polorovin€ s hranici s opacné k po-
loroving, v niz lezi vnitfni mnohouhelnik. Tak dostaneme
body H;, H{. K. K'. L, (= Lj = L), M}, M}. N}, N},

Kazda tlusté vytaZena lomena Cara na obr. 29 ma délku
asponi takovou jako jeji pravouhly primét do hranice
H{K,L,MN,. Je totiz napf.

N{F,Hy} =z N{H}; 2 NH, (1)
a obdobné
H1A,K) =2 H,K, . K{C,L} 2 KLy,
LiD,M, 2 LM,. M{E,Ny2ZMN,. (2

Spojenim (1), (2) dostaneme pro délku o, tlusté vytazené
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Casti hranice vnéjsiho mnohothelniku:
05 = 0. (3)

Protoze kazdy vnitini Ghel konvexniho mnohouhelniku
H,K,L;M N, je duty, je na hranici vn¢jSiho mnohouhel-
niku 4,B,C,D,E,F,G, potadi priméta vrcholt Hy, K,
Ly, M4, N, nasledujici:

1, H1, K, K1, Ly, My, MY, Ny, N1 ¥),
a plati tedy
05 < 0,. (4)
Rovnost nastane v tom ptipadég, kdyz vSecky vrcholy vnitfni-
ho mnohouhelniku lezi na hranici vnéjsiho.
Spojenim (3), (4) dostaneme

01 = 03,
coz jsme méli dokazat.

A—Illl-6

V prostoru jsou dany poloroviny = a ©' se spolenou
hrani¢ni pfimkou p tak, Ze nelezi v jedné roviné. V polo-
roviné 7 jsou umistény body A, B, C, D a v poloroviné =’
body A4’, B, C', D’ tak, Ze Zadny z nich neleZi na ptfimce p,
AA' BB’I CC' | DD, a pritom body A, B, C a D’ jsou
vrcholy Ctyfsténu.

Dokazte, ze také A’, B', C' a D jsou vrcholy Ctyfsténu
a Ze oba tyto Ctyfstény maji stejny objem.

*) Dva sousedni z téchto bodi mohou splynout; viz napf. L) = L
na obr. 29. :
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Reseni. Body 4, B a C nelezi v pfimce, tedy ani 4’, B’
a C’ nelezi v piimce. Kdyby body A’, B, C" a D lezely v ro-
viné, byla by to rovina poloroviny n' a bod D € n by lezel
na pfimce p, coz odporuje predpokladu. Tvoii tedy body
4, B, C" a D opét vrcholy &tyfsténu (obr. 30).

D' P
D | 7 -
.-
T .
—{__—,—.—_’—— ———
BI
“':::""‘*T“’ A,_._._
p
Obr. 30
Z predpokladu rovnobéznosti A4’ | BB’ | CC' || DD’ ply-

ne existence bodl E, E' na pfimce AA4’, pro néZ plati:
E—-A=D-D,
E—A=D —-D".

Je patrno, Ze body E a D’ (resp. E’ a D) jsou stejn& vzdaleny

od roviny, jez obsahuje polorovinu = (resp. 7’), a proto se
objemy Ctyisténi ABCD’ a ABCE (resp. A’B'C'D a A'B'C'E')
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sobé rovnaji. Staci proto dokazat rovnost objemu Ctyfsténa
ABCE a A'BC'E'.

Plati AE = A’E' = DD’ a dale bod B ma od pfimky AE
touz vzdalenost jako bod B’ od ptimky A'E’, a proto maji
trojuhelniky ABE a A'B'E’ tyz obsah.

Roviny ABE a A'B'E’ splyvaji a CC’ | ABE, takze vySka
Ctyisténu ABCE obsahujici bod C ma stejnou velikost jako
vyska Ctyisténu A'B'C’'E’ obsahujici bod C’. Proto jsou si
rovny objemy Ctyisténi ABCE a A'B'C'E’, a tedy i objemy
Ctyfsténd ABCD' a A'B'C'D.

Autorem tohoto feSeni je Ilja Turek ze tfidy 2.g gymnazia
v Hradci Kralové. Ziskal za n¢ cenu Matematického tstavu
CSAV, ktera se udéluje za nejlepsi feSeni soutézni Glohy
IIL. kola kategorie A.
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V1. KoreSpondencny seminar MO
v Skolskom roku 1975/76

Po dobrych skusenostiach s koreSpondenénym semina-
rom v §kolskom roku 1974/75, kedy sa konal po prvy raz,
pokracovala tato forma pripravy vybranych riesitelov MO
aj v Skolskom roku 1975/76. Vyber G&astnikov seminara
urobilo PUVMO jednak na zaklade vysledkov celostat-
neho kola XXIV. roénika MO kategérie A a jednak na za-
klade navrhov jednotlivych KVMO. Ugastnici kore$pon-
den¢ného seminara dostavali pisomne na rieSenie po 6 az
10 uloh postupne z 5 tématickych okruhov: ¢iselna teoria,
geometria, funkcie a mnohocleny, kombinatorika, rovnice
a sustavy rovnic. RieSenia uloh kazdého tématického celku
poslali do stanoveného terminu na adresu zostavovatela,
ktory rieSenia opravil, vyhodnotil a s pripadnym komen-
tarom vratil reiSitelovi.

Celkom sa 2. koreSpondencéné¢ho seminara zucastnilo
43 riesitelov, a to 9 z Bratislavy, 6 zo Severomoravského
kraja, po 5 z Prahy a Vychodoceského kraja, po 4 zo Se-
veroCeského a Stredoslovenského kraja, po 3 zo Stredo-
¢eského, Juhomoravského a Zapadoslovenského kraja a 1
zo Zapadoceského kraja. Zastupeni medzi rieitelmi neboli
len Juhocesky a Vychodoslovensky kraj. Pocet riesite[ov
seminara klesal od témy k téme, pri¢om rieSenia tloh z kom-
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binatoriky zaslalo 25 rieSitelov. Medzi najuspesnejSich pa-
trili 1 tohto roku Jifi Navrdtil z Olomouca, Jan Kratochvil
z Pardubic, Peter Takd¢ zo Safarikova. Pribudli k nim viak
aj dalsi velmi uspeS$ni rieSitelia, z ktorych spomenieme
aspoit  Miroslava Sedivého z Jevitka, Martina Cadeka
z Brna, Jana Bdzlera z Mladej Boleslavi, Viadimira Pastr-
fidka z Vratimova a Ladislava Miklésa z Komarna. Nebolo
iste nahodné, Ze z osemclenného druzstva pre XVIII. MMO
v Rakusku sa koresponden¢ného semindra nezucastiiovali
len 2: Quittner a Kolafa. T s prihliadnutim k vysledkom
nagho druzstva na XVIIL. MMO (Kratochvil 2. cena, Se-
divy, Navratil a Taka¢ 3. cena) mohlo PUVMO hodnotif
koreSpondecny seminar ako uspeSny s tym, ze v dalSom
roku treba usilovat o jeho skvalitnenie hladanim lepsich
foriem kontaktov s rieSiteImi.

Pre informaciu uvadzame texty uloh, ktoré boli predlo-
zené riesitelom 2. koreSpondenéného seminara:

Ciselna teoria (zostavil M. Kaukic):

1. Nech a, b st celé ¢isla také, Ze a® + b? je delitelné
Cislom 21. Potom a? + b? je delitelné tiez Cislom 441. Do-
kazte.

2. Sucet piatich celych cisel je rovny nule. Dokazte, Ze
sucet piatich mocnin tychto Cisel je delitelny Cislom 15.

3. Najdite vSetky dvojice celych Cisel x, y, ktoré vyho-
vuju rovnici x* — y* = 1.

4. Najdite najmensie prirodzené &islo, z ktorého zame-
nou jeho niektorej cifry nemézeme dostat prvocislo. (Skiiste
riesif analogicku tlohu pre dve cifry.)
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5. Najdite vSetky prirodzené Cisla n tej vlastnosti, Ze ci-
ferny sucet &isla n? je rovny 4.

6. Dokazte, ze existuje nekoneCne vela prvocisel tvaru
m? + n?, kde m, n st prirodzené &isla. (Navod: Kazdé prvo-
Cislo tvaru 4k + 1 moZno aspoil jednym spdsobom roz-
loZif na sG&et druhych mocnin dvoch prirodzenych &isel.)

7. Je dané a, = 1, @, = [\/a, + ay + ... + a,_,]; urcte
d197s. ([¢] znamena celt Cast isla c.)

8. Nech {p,},>; je rastuca postupnost pozostavajuca zo
vietkych prvocisel. Nech S(k) je sucet vSetkych suéinov po-
zostavajucich z réznych prvocisel mensich najviac rovnych
Pw, k prirodzené Cislo.

Dokazte, ze v rozklade &isla S(k) + 1 na prvodinitele sa
vyskytuje asponl k prvocisel.

9. Nech {a,},= je rastiica postupnost prirodzenych &isel
taka, ze prirodzené Cislo k je jej Clenom prave vtedy, ked
jeho ciferny stcet je delitelny siedmimi. Najdite

lglnalxm(a,, = Gp_y).

10. Oznac¢me na Ciselnej osi vSetky Cisla tvaru 81m + 100n
(m, n prirodzené &isla) zelenou farbou a ostatné celé Cisla
Cervenou farbou. Najdite na Ciselnej osi taky bod x, aby
TubovoIné dva celoCiselné body symetrické vzhladom na x
boli zafarbené réznou farbou.

Geometria (zostavili prof. dr. M. Fiedler, DrSc., a J. Ze-

madnek):

1. V priestore je dana mnozina bodov, ktorej pravouhly-
mi priemetmi do dvoch rovin su kruhy. Dokazte, Ze tieto
kruhy maju rovnaké polomery.

2. V stvorci je danych devit bodov, z ktorych ziadne tri
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nelezia v jednej priamke. Dokazte, Zze tri z tychto bodov
st vrcholmi trojuholnika, ktorého obsah neprevySuje § ob-
sahu Stvorca.

3. V priestore su dané $tyri polpriamky py, ps, p3, P4 SO
spoloénym zaciatoénym bodom, ktoré nelezia v Ziadnom
polpriestore. Dokazte, ze plati

Xpips + ¥PaP3 + £P3pa + ¥pap1 > 360°.

4. V rovine je dané nekoneéne mnoho bodov, ktorych
vietky vzajomné vzdialenosti si prirodzené Cisla. Dokazte,
ze vsetky tieto body lezia v jednej priamke.

5. V rovine st dané dve bodové mnoziny M, M,, z kto-
rych kazda ma parny pocet prvkov a Ziadne tri z bodov
M, UM, nelezia v jednej priamke. Dokazte, ze v tejto
rovine existuje priamka, ktora neprechadza Ziadnym z da-
nych bodov a taka, Ze po oboch jej stranach lezi prave polo-
vica bodov kazdej z oboch danych mnozin.

6. Dokazte, ze poCet hran mnohostena nemoze byt rovny
siedmim.

Funkcie a mnohodleny (vybral doc. dr. J. Moravcik, CSc.):

1. Pre funkciu f(x) = ax® + bx + ¢ v intervale {—1; 1)
plati: |f(x)] < 1. Potom pre funkciu g(x) = cx? + bx + a
v tom istom intervale plati: |g(x)| < 2. Dokazte.

2. Dokazte, ze funkcia P(x) = x'? — x° + x* — x + 1
ma v kazdom bode x € (— o0, o) kladni hodnotu.

3. Nech P(x) = x" + a;x""' + ... + a,_1x + a, je mno-
hoclen s celociselnymi koeficientami. Nech a, b, ¢, d st na-
vzdjom rozne celé Cisla, pre ktoré plati: P(a) = P(b) =
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= P(c) = P(d) = 5. Dokéazte, Ze neexistuje celé Cislo k tak,
ze P(k) = 8.

4. Je dany mnoho¢len P(x) s a) prirodzenymi koeficien-
tami, b) celymi koeficientami. Ozname a, ciferny sudet
gisla P(n) v dekadickom zapise pre kazdé prirodzené &islo n.
Dokazte, Ze existuje Cislo, ktoré sa v postupnosti {a,,};‘,":l
vyskytuje nekoneéne mnoho raz.

5. Postupnost mnohoclenov {P,(x)};=, je definovana re-
kurentne takto: Py(x) = 2, Py(x) = X, P4 1(x) = x P,(x) —
— P,_4(x), n = 1,2,.... Dokaite, Ze existuju realne &isla a,
b, c tak, ze pre kazdé prirodzené Eislo n plati:

(x2 — 4)[PA(x) — 4] = [a Pps1(x) + b Py(x) + ¢ Po—y(x)]?.

6. Dokazte, ze ak funkcia f(x) = sin x + cos ax je perio-
dicka, potom a je racionalne Cislo.

7. Najdite najmensiu kladna hodnotu suctu x + y, ak
(1 +tgx)(1 +tgy) =2

8. Je dané Cislo a > 1. Dokazte, Ze neexistuje funkcia
f(x) % konst. definovana pre vietky x € (— o, 00) tak, aby
pre kazdé realne a, b platilo | f(a) — f(b)| < |a — b|~

9. Funkcia f definovana na intervale {0; 1) mé nasledu-
juce vlastnosti: Pre vietky x € <0; 1) je f(x) =2 0, f(1) = 1.
Pre kazdé x,, x, také, ze x; = 0, x, = 0, x; + x, < 1 plati

flx: + xz) = f(x1) + f(x2).

a) Pre kazdé x €{0; 1) plati: f(x) < 2x. Dokazte.
b) Plati pre kazdu funkciu f uvedenych vlastnosti tiez
f(x) £ 1,9x v intervale <0; 1)?

10. Najdite vietky spojité realne funkcie f definované na
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intervale (1; c0), ktoré vyhovuju rovnici

fo) = (x) + /()
x+y
pre vietky x, y € (1; o).

Kombinatorika (zostavil dr. M. Koman, CSc.):

1. Znama hra ,namorna bitka“ sa hra na Stvorcoch zlo-
Zzenychz N = 10 x 10 jednotkovych $tvoréekov. Lietadlova
lod je znazornena ako obdiZnik zloZeny zo 4 §tvoréekov
(obdiinik 1 x 4). MdZe byt umiestnenid na Tubovolnom
mieste.

Urcte najmensi polet ,striel”, ktoré zabezpelia a) za-
siahnutie, b) potopenie lictadlovej lode. (Predpokladame,
Ze na hracej ploche je len lietadlova lod.)

Doplnok. Rieste ulohu pre Tubovolnu Stvorcovi hraciu
plochu zloZenl z N = k x k §tvor&ekov (k = 4).

2. UrCte najvacsi pocet kralov, ktorych moZno roz-
miestnit na Stvorcovej Sachovnici zloZenej z N2 poli tak,
aby kazdy kral susedil nanajvys s jednym dalS$im kralom.

Doplnok. Rieste analogicku tlohu pre iné Sachové figury.

3. Usporiadajte mnozinu vSetkych prirodzenych Cisel
1,2,3,..., N tak, aby aritmeticky priemer Ziadnych dvoch
¢isel sa nerovnal niektorému c&islu umiestnenému medzi
nimi. Napriklad pre N = 8 je pripustné poradie 1, 5, 3, 7,
8, 4, 6, 2 a nepripustné poradie 1, 5, 8, 7, 6, 3, 2, 4 (napr.
6=(8+4):2).

4. Zistite, ¢i existuje taka postupnost P prirodzenych
&isel (nemusia to byt vietky prirodzené &isla), Ze kazdé pri-
rodzené Cislo sa da vyjadrit ako rozdiel prave dvoch ¢lenov
postupnosti P.

131



5. V §tvorcovej tabulke s n? poliami je zapisanych n? &isel
(tieto &isla su teda usporiadané do tzv. §tvorcovej matice),
ktorych sucet je kladné &islo. Dokazte, ze stlpce tabulky
mozno permutovat tak, aby sucet Cisel na uhlopriecke ve-
ducej z lavého dolného rohu do pravého horného rohu bol
tiez kladny.

6. V kazdom poli pravouholnikovej tabulky m x n je
zapisané niektoré prirodzené ¢&islo (tj. celé kladné Eislo).
Su dovolené dva druhy operacii:

a) Zdvojenie vietkych &isel niektorého riadku.

b) Odgitanie jedni¢ky od vietkych &isel niektorého stipca.

Dokazte, ze po konetnom pocte operacii mozno vzdy
ziskat tabulku, v ktorej vSetky Cisla st nuly.

7. V rovine je danych niekolko cervenych a niekolko
modrych bodov. Niektoré z nich su spojené useCkami. Bod
nazveme ,,labilnym®, ak viac neZ polovica bodov, s ktorymi
je spojeny useckami ma inu farbu nez je farba uvazovaného
bodu. Ak existuje aspon jeden labilny bod, zvolime nie-
ktory z nich a zmenime jeho farbu (€ervent na modru alebo
obratene). Dokazte, Ze po konenom potte krokov nezo-
stane Ziadny labilny bod.

8. V rovine je danych n Cervenych a n modrych bodov,
z ktorych ziadne tri nelezia v priamke. Dokazte, ze je vzdy
mozno zostrojit n Useciek, ktoré spajaju dvojice bodov roz-
nych farieb a st po dvoch disjunktné.

9. Je dany konvexny mnohouholnik M. a) Pre kazdu
trojicu po sebe iducich vrcholov mnohouholnika M zostro-
jime kruZnicu prechadzajucu tymito bodmi. Z nich vybe-
rieme td, ktora ma najviacsi polomer. Dokazte, ze mnoho-
uholnik M je Castou kruhu ohraniceného touto kruznicou.
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b) Pre kazdu trojicu po sebe iducich stran mnohouhol-
nika M zostrojime kruznicu, ktora sa dotyka tychto troch
useciek. Z nich vyberieme td, ktorda ma najmens$i polomer.
Dokazte, ze cela tato kruznica je ¢astou mnohouholnika M.

10. Je dany konvexny mnohouholnik, ktorého ¢astou nie
je ziadny trojuholnik s obsahom 1. Dokazte, Ze tento mno-
houholnik moZno umiestnit do trojuholnika s obsahom 4.

Rovnice a sastavy rovnic (vybral dr. J. Hojdar):

1. Nech a, b, ¢ su navzajom rdzne realne cisla. Potom

rovnica

1 1 1
+

+ =0
x—a x—b x-—c

ma vzdy realne rieSenie. Dokazte.
2. Rozhodnite, pre ktoré x ma zmysel rovnica

log; o x*

log, 10 + log, 100 + log, 1000 = ———
1+ logiox

a najdite vietky jej rieSenia.
3. Urcte vSetky realne rieSenia rovnice
2
VXS D =X — D,

kde p je dané realne cislo. Urobte diskusiu vzhladom na
cislo p.
4. Rieste rovnicu

x* — 6k — 1)x + 9(k? —2) =0

s neznamou x, ak k je dané realne Cislo.
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5. Su dané rovnice
x*+px+1=0,
x>+ x+p=0,

kde p je dané realne &islo. Urlte vSetky Cisla p také, pre
ktoré obe rovnice maji spolo¢ny realny kore.
6. Su dané dve kvadratické rovnice

x24+ax+b=0,
xX2+ex+d=0

s realnymi koeficientami. Najdite nutné a postacujice pod-
mienky medzi koeficientami danych rovnic pre to, aby obe
rovnice mali jeden spolo¢ny kladny korefi a aby zostavajici
koren prvej rovnice bol vacsi neZ zostavajici koreni druhej
rovnice.

7. V obore realnych ¢isel rieste rovnicu

P =214+ /x> +2x—1=p,

kde p je dané realne Cislo. Urobte diskusiu rieSitelnosti
vzhladom na ¢islo p.

8. Je dana sustava rovnic |l — x| =a, |x — y| = b,
ly - 1| = ¢, kde a, b, ¢ su dané prirodzené Cisla. Dokazte,
Ze sustava ma bud dve rieSenia alebo je nerieSitelna. Urcte
podmienku rieSitelnosti.
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VII. Zprava o XVIIL. mezinarodni
matematické olympiadé

XVIII. mezindrodni matematickd olympidda se konala ve
dnech 7.—21. Cervence 1976 v Rakousku. Zucastnily se ji
delegace z 19 zemi: Bulharska (BG), Ceskoslovenska (CS),
Finska (SF), Francie (F), Holandska (NL), Jugoslavie (YU),
Kuby (C), Madarska (H), NDR (DDR), NSR (D), Polska
(PL), Rakouska (A), Rumunska (R), Recka (GR), SSSR (SU),
Svédska (S), USA, Velké Britanie (GB) a Vietnamu (VN).
Z tradi¢nich ucastnikt tedy tentokrate chybélo Mongolsko;
nové se zacastnila NSR — ovSem jen mimo soutéZz. Ng-
které dalsi pozvané zemé (napf. Svycarsko, Italie, Turecko)
delegaci nevyslaly.

V celkovych rysech sledovala organizace XVIII. MMO
tradi¢ni zavedené schéma, jeji provedeni viak bylo takika
perfektni. Rakousti pofadatelé neSettili Gsilim ani finan¢ni-
mi prostfedky k zajisténi hladkého prib&hu vsech akci, jez
tvofily soucast XVIII. MMO. Je vidét, Ze mezinarodnim
matematickym olympiadam je pfikladan stale vétsi vyznam,
ktery jasné pfesahuje ramec odborné soutéze.

Soutéz MMO fidila jako obvykle mezinarodni jury slo-
zena z vedoucich jednotlivych delegaci a jejich zastupci;
v jejim Cele stal predseda jury prof. G. Baron z videniské
technické univerzity. Vedle né¢ho pusobil jesté také prezi-
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dent XVIII. MMO prof. E. Hlawka, jehoz funkce byla spise
reprezentativni.

Pripravné prace s vybérem a formulaci Gloh pro soutéz
probihaly ve dnech 8.—10. Cervence ve mésté Eisenstadt,
kde méla jury k dispozici mistnosti i velmi dobré technické
vybaveni taméjsiho gymnézia. Pfipravy pokracovaly po-
mérné rychle. Pro XVIII. MMO vybrala jury Sest Gloh —
jak se pozdé€ji ukazalo — spiSe obtiznych. Z Ceskosloven-
ského navrhu byla vybrana jedna snazsi geometricka tloha,
kterou jury zatadila jako prvni na zacatek soutéze.

Vysledny vybér uloh nelze oznacit za idealni; to je ovsem
v posledni dobé dost obvykly disledek nutnych kompro-
misid, nebot ulohy musi byt pfijatelné pro vSechny zicast-
néné delegace.

Ptipravné prace skoncily 10. Cervence piekladem textid
tloh do jazyku soutézicich zaku, pro zaky z CSR do &es-
tiny, pro zaky ze SSR do slovenstiny. Mezitim se uz do
Vidné sjizdéla zakovska druZzstva se zastupci vedoucich de-
legaci. Zaci ihned pokracovali v cesté autokary do vychodo-
tyrolského mésta Lienz, kdezto jury pfesidlila do korutan-
ského turistického stfediska Heiligenblut, vzdaleného asi
40 km od Lienzu. '

Vlastni soutéz XVIII. MMO se konala ve dnech 12.
a 13. Gervence 1976 v Lienzu. Zaci fesili ve dvou sout&znich
puldnech po tfech tlohach; v dalsich dnech pak jiz méli
volno zpestiené vylety do okolnich hor. Jury zatim v Hei-
ligenblutu opravovala ptedlozena feSeni, klasifikovala a ko-
ordinovala. Diky dobré organizaci probihaly opravy i ko-
ordinace rychle, takze jiz v patek 16. Cervence se jury mohla
sejit k zaveére€né schiizi, na niz stanovila rozdéleni cen.
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Oprava zakovskych feSeni ukazala, ze nékteré ulohy,
zvlasté pata, byly obtizné, resp. nezvyklé, takze celkové bo-
dové hodnoceni je v priméru slabsi. Proto bylo pfijato
rozhodnuti udélovat ceny zaktim, kteti ziskali alespoii 15 bo-
dt ze 40 moznych. Ceny byly tedy udéleny 82 zakim z cel-
kového poctu 139 soutéZzicich.

Program olympiady pokracoval v nedéli 18. Cervence
presunem vSech ucastnikti do Vidné. Cesta vedla pres Zell
am See, Hallein a Solnohrad, kde byla delsi pfestavka spo-
jena s prohlidkou mésta.

Ve Vidni jiz byli vSichni ucastnici ubytovani na jednom
misté, v modernim studentském domové v Doblingu. Na
programu dne 19. Cervence byla prohlidka Vidné a vylet
do Kloster Neuburg, v utery 20. ¢ervence odpoledne pak
slavnostni zakonceni XVIII. MMO ve videniském Hof-
burgu s rozdilenim cen a vecer zavéreCna vecete ve sklipku
videnské radnice.

Stfeda 21. &ervence byla dnem louéeni a odjezdti. Cesko-
slovenska delegace odjizd€la ve dvou skupinach: slovenska
¢ast do Bratislavy, Ceska Cast ptes Bieclav do Prahy.

Pfi zakonceni XVIII. MMO pozval vedouci jugoslavské
delegace vSechny zcastnéné delegace na pristi, XIX. MMO
zacatkem Cervence 1977 v Bélehradg.

Ulohy XVIII. MMO

1. V konvexnim rovinném &tyfuhelniku o obsahu 32 cm?
je soucet délek dvou protilehlych stran a jedné thlopficky
roven 16 cm. Urcete vS§echny mozné délky druhé uhlopficky.

ReSeni. Vrcholy ¢tyfuhelniku oznaime 4, B, C, D tak,
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ze je
AB + BD + CD = 16.

Obsah Ctyfuhelniku ABCD lze vyjadtit jako soucet obsahi
trojihelniki ABD a BCD. Avsak obsah trojuhelniku ABD
nemize byt vétsi nez $4B. BD a obdobné obsah trojuhel-
niku BCD neni vétsi nez $BD . CD. Celkem je tedy obsah
¢tyfuhelniku ABCD nanejvys roven

$AB.BD + $BD .CD = 3BD(AB + CD) =
= $BD(16 — BD).
Obsah ctyfuhelniku ABCD je vSak 32, musi tedy platit

32 %BD(16 — BD)
neboli
BD? — 16 .BD + 64 < 0.

Tuto nerovnost mizeme napsat jako
(BD —8)* < 0.

To je ovSem mozné jen tehdy, je-li BD = §; potom ovsem
také AB + CD = 8. Navic musi zifejmé¢ platit rovnost

32 =3AB.BD + $BD .CD,

tzn. Ze musi byt AB 1 BD a zaroven CD 1 BD.

Nyni na ptimce CD sestrojme bod E tak, aby bod D lezel
mezi C a E a aby DE = AB. Ctyfuhelnik ABDE je tedy
obdélnik. Délku uhlopiicky AC vypocteme podle Pytha-
gorovy véty z pravouhlého trojuhelniku AEC. Je totiz

AE = BD =8,
EC =ED + DC = AB + CD =38,
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takze AC = 8 \/5 ZAdné jiné hodnoty nemize délka uhlo-

pticky AC nabyt.
2. Necht Pyx) = x* — 2

aproj=273,4,..

Px) = Py(P;-1(x)).
Dokazte, ze pro kazdé pfirozené n jsou vSechny kofeny
rovnice Pyx) = x
realné a vesmés ruzné.
Reseni. Z tvaru rovnice P,(x) = x plyne, Ze je vhodné

provést do ni substituci

x=2cosy.
Budeme pfitom pifedpokladat, ze y e <0, n). Tim se oviem
omezujeme jen na hledani kofent x € ( —2,2).

Nejprve dokazeme indukci, ¢ pro mnohotleny P,(x)

lati rovnosti
: P,(2 cos y) = 2cos (2"y) (1)

pron=1,23,...; —0 <y < 0.
Skutetng, pro n = 1 je Py(x) = x* — 2, a tedy

Pi(2cosy) =4cos’y — 2 =2(2cos’y — 1) = 2cos (2y).

Ptredpokladejme nyni platnost vztahu (1) pro n&které pfi-
rozené n = 1, potom
P,.1(2cosy) = Py(P,(2cos y)) =
= P}(2cosy) — 2 = 4cos’(2"y) — 2 =
= 2(2cos?(2"y) — 1) = 2cos(2"*1y).
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Rovnost (1) tedy plati pro vsechna pfirozena n = 1.
Vezméme nyni rovnici

P,(2cosy) =2cosy;

podle (1) je to
2cos(2"y) = 2cos y,
t.
cos (2"y) = cos y. (2)

Resenim rovnice (2) je pak bud

T (3a)
y—2"_15 — YUy Ly ooy ) a
anebo
2km
= -, k=01,..,2""1; 3b
YT (30)

pro k = 0 dostaneme ovSem v obou piipadech touz hod-
notu, totiz y = 0. Celkem tedy mame 2"~ ' 4 2"~ ! = 2"
hodnot y vyhovujicich rovnici (2). Snadno se piesvéd¢ime,
Ze tyto hodnoty jsou vesmés rizné, jakmile je n > 1. Pro
prirozena Cisla k, [ totiz plati

2km 2In
-1 2+1
pravé kdyz
k+1=2%—k),

coz pro k=1,2,...,2" ' —1 a [=1,2,..,2""! neplati,
nebot 0 < k + 12" — 1.
Rovnice P,(x) = x ma tedy alespofi 2" vesm&s riiznych
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realnych kofend danych vztahy

o= 20052 k01,27t — 1
k — 2,,__17 = YUy Ay ooy )
2km
Xon-14k—1 =2COS?—;—1, = 1,2,...,2"—1.

Ponévadz viak ziejmé je P,(x) polynom stupné 2", jsou
tyto hodnoty pravé viechny kofeny rovnice P,(x) = x, a to
pro libovolné n = 2. Pro n = 1 je P4(x) = x> — 2 a rovnice
Py(x) = x, tj.
x> —-x-2=0

ma praveé dva realné kofeny: 2 a — 1.

Dokazované tvrzeni tedy plati pro vSechna pfirozena
nz1.

3. Krabic¢ ve tvaru kvadru je-takova, ze.ji.lze zcela vy-
plnit krychlemi o objemu 1. VloZime-li do ni co nejvice
krychli o objemu 2 tak, aby hrany krychli byly rovnob&ézné
s hranami krabice, vyplnime pravé 40 9 prostoru krabice.
Urcete vnitini rozméry vSech krabic s touto vlastnosti.
(Pouzijte 3/2 = 1,2599....)

ReSeni. Oznatme a, b, ¢ délky (vnitfnich) hran krabice;
jsou to ziejmé pfirozena Cisla. Pfitom muZeme predpokla-
dat, Zze je a < b < ¢. Krychle o objemu 2 ma hranu délky
iﬁ, takZe za podminek ulohy je maximalni pocet téchto
krychli, které 1ze do krabice vlozit, dan Cislem

el el
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pfiCemZ symbol [x] znamena celou &st realného &isla x,
tj. celé &islo, pro které plati [x] < x < [x] + 1.

Kazda z téchto krychli ma objem 2 a v§echny dohromady
zaplni 40 %, tj.  objemu krabice. Je tedy

fabc = 2. [%] ' [%] ' [%]

=5 gl )

Vysettime, jak se méni hodnoty

neboli

A

srostoucimn. Pron = 1, 2, 3, ..., 10 dostaneme tuto tabulku:

n 1213145 67181 9!10
n
[—_} 0| 1|23 3|45 6|77
32
n
— | =23 F |3 |3|F F ¥
n
)

Pfimo z tabulky miZzeme jiz snadno najit dvé feSeni ulohy
tak, ze hledame ve tietim fadku tabulky tii &isla, jejichz
soudin je 5. PonévadZ 2.3.3 = 5, vidime, 7e feSenim je
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jednak trojice a =2, b =3, ¢ =5, jednak trojice a = 2,
b=5c=06.

Nyni si ukadzeme, Ze jina feSeni tloha jiz nema. Snadnym
vypoctem zjistime, Ze pro n = 8 je vzdy

n 3
< -.

] 2

5

Skutecné, je-li

63 126 1,26 32
n28>_= = 2 > f )
8 100-84 1-—%.126 1_%i/§
pak ovSem
(1 —%3/2)> 32,
tj.
n
2n<3<\/_—-1)<3[7:|,
takze
n 3
<=.

pro vSechna n = 2.
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Kdyby pro dvé z ¢isel a, b, ¢ byly odpovidajici hodnoty

a b c
R TS
s e 5

mensi nebo rovné 3, musela by tfeti hodnota byt v&tsi nez 2,
coz neni mozné. Dv€ z Cisel a, b, ¢ tedy musi byt rovna 2
anebo 5. Pfitom neni mozné, aby a = b = 2, nebot pro
zadné ptirozené n neni

n 5

IR
B2
bylo by pak totiz iﬁ < 3 = 1,25, coz neplati.
Z toho je vidét, ze uvedené dveé trojicea = 2,b = 3,c =5
aa=2b=235,c=6jsou jedina feSeni ulohy.
4. UrCete nejvetsi hodnotu, jiz miZe nabyt soucin né-
kolika pfirozenych ¢isel, jejichz soucet je 1976.

ReSeni. Necht x;,x,,..., X, jsou pfirozena &isla, jejichz
soulet je 1976 a jejichz soudin je maximalni. Dokazeme si
dvé pomocna tvrzeni:

1. Mezi Cisly x; jsou nejvysSe dvé dvojky.

Kdyby totiz tii z Cisel x; byly dvojky, nahradili bychom
je dvéma trojkami; soudet by se tim nezménil, nebot 3 + 3 =
=2+ 2+ 2, avSak soucin by vzrostl, protoze 3.3 =
=9>8=2.2.2

2. Zadné z &isel x; neni vétsi nez 3.
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Kdyby existovalo €islo x; = 5, nahradili bychom je dvéma
Cisly x; — 2 a 2; soucet by se nezménil, protoZe x; — 2 + 2 =
= X;, avSak soucin by vzrostl, ponévadz

2Ax; —2) =x; + (x; — 4) > x;.

Kdyby nékteré¢ z Cisel x; bylo rovno 4, nahradili bychom
je dvéma dvojkami. Tim se sice nezméni ani soucet, ani
souin, 2 + 2 = 4 = 2.2, aviak vzroste pocet dvojek, coz
muZe event. umoznit zvySeni sou€inu operaci popsanou
v bodé 1.

Z uvedenych tvrzeni plyne zavér: Maximalniho soucinu
dosahneme, volime-li za €isla x; pouze dvojky a trojky,
ptritom dvojky smé&ji byt nejvyse dvé. Ponévadz vSak

1976 = 3.658 + 2,
vidime, Ze feSeni Glohy jsou Cisla x; = X, = ... = Xg¢s58 =
= 3, xg59 = 2. Odpovidajici (maximalni) hodnota soucinu
je
3638 2.

5. Je dana soustava p rovnic o ¢ = 2p neznamych

ay1Xy + agx; + ...+ A14Xq = 0, ”<,1)

alel + a22x2 + ... + aquq = 0,

Ap1X1 + ApaXy + .o+ ApeXy =0

s koeficienty a;;€{0,1, —1} pro vSechna i=1,2,...,p;
j=12,..,q Dokaite, 7e existuje feSeni (xy,xs,...,X,)
soustavy (1)'s t¢mito vlastnostmi:
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a) viechna &isla x4, X, ..., X, jsou cela,
b) x; % 0 pro alespoti jedno j = 1,2,...,q,
¢) |x;| < g pro viechnaj = 1,2,....q.

ReSeni. Oznaéme M mnozinu viech g-tic celych &isel
X1, X3, ..., X, takovych, Ze |x;| < p pro kazdé j = 1,2,...,q.
Mnozina M ma ziejmé (2p + 1)* prvki. Kazdé g-tici z M
pfifadime p-tici celych Cisel yy, ys, ..., y, tak, Ze poloZime

Vi = aj1Xy +a1~2x2+...+ajqxq, j=1,2,...,q,

kde aj jsou koeficienty soustavy (1). Vzhledem k podmince
axe€{0,1, —1} bude zfejm& vzdy |y;| < pg. Mnozina N
viech takovych p-tic ma (2pg + 1)? prvka. Avsak

Rp+ 1) =2p+1)*? = 4p> +4p + 1P > (4p*> + 1) =
= (2pq + 1),

tedy mnozina M ma vice prvkil nezli mnozina N. Existuji
tedy nutné v M dvé rizné g-tice

(X1, X2 onXy) @ (X7, X5, ... x5),
Jjimz je ptifazena taz p-tice Cisel y;. PoloZime-li
X;=Xj;— xj, j=1,2,::5q 5

budou mit &isla x; vlastnosti a), b) i ¢) a zarovefi budou
téz feSenim soustavy (1).

6. Posloupnost {u,} je definovana vztahy
U =2, up =3,
Ups1 = Up(Up— 1 — 2) — uy pton=1,23,... A1)
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Dokazte, ze pro n = 1,2, 3,... plati |
[w] =32 =(-1y2r | @

ReSeni. Pron = 1,2, 3,... polozme
fln) =———-. (3)

Je f(1) = 1, f(n) je vzdy ptirozené &islo, nebot rozdil n-tych
mocnin 2" — (—1)" je délitelny rozdilem 2 — (—1) = 3.
Dale plati pro viechna pfirozena n

fln+ 1) =fn) +2/(n - 1) (4)
f) =2/(n = 1) = (=17, ()

jak se snadno ovéfi pfimym vypoctem.
Nyni si dokazeme, Ze pron = 1,2, 3, ... plati

U, =2/™ 4 2710 (6)
Rovnost (6) dokazeme indukci. Pro n = 1 je skutetn&
up=3=2+%3=24+2"1=2/0 4 27/D,

Obdobné pro n =2 je podle (1) u, =3 a podle (3)
f(2) = 1, takze (6) plati.

Predpokladejme nyni, Ze jsme rovnost (6) dokazali pro
viechna n < N, kde N = 2, a dokazeme si platnost (6) i pro
n= N + 1. Podle (1) je

Un+y = uN(u]%—l - 2) — Uy.

*) Symbol [u,] znamena celou &ast &isla u,, viz str. 142,
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Dosadime do pravé strany podle (6) a dostanefne :

(2f(N) + 2'f(N)) [(2f(N—1) + 2—f(N—1))2 — 2] - % =
- (zf(N) + 2—f(N)) (22f(N—1) + 2—2f(N—1)) _ % —
= QM) +2f(N-1) + 2~ f(M-2f(N-1) + 2SN =2f(N-1) 4
+ 2~f(N)+2f(N—1) -2 — 2—1 i

Nyni pouZijeme vztahi (4) a (5) a dostaneme

YWD L p=SNHD L 9"t ) 27t =
= 2f(N+1) + 2—f(N+1),

takZe rovnost (6) plati i pro n = N + 1, a tedy pro vSechna
prirozena n.

Vyse bylo dokézano, ze f(n) je vzdy ptirozené &islo. Tedy
0 < 27/™ < 1. Z toho podle (6) pak plyne rovnost (2) pro
n=123....

Cs. a¢ast na XVIII. MMO

Ve shodé s propozicemi XVIII. MMO zaslal ustfedni
vybor MO rakouskym organizatorim navrh ¢tyf Gloh pro
soutéz; Slo vesmé€s o hodnotné originalni ulohy. Jedna
z nich pak byla skute¢né vybrana — shodou okolnosti to
nakonec byla jedina soutéZni tloha vybrana z navrhi so-
cialistickych zemi, ponévadz dvé pé€kné bulhars;(é ulohy
byly zamitnuty, kdyz se ukazalo, Ze ptibuzné tlohy byly
feSeny v sovétské matematické olympiadé.

Do soutéze na XVII. MMO vyslala CSSR osm Zaki
gymnazii z riznych mist (viz pfipojeny seznam). Zaci byli
jako obvykle vybirani podle vysledkii v domaci'MO i podle
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vykont, které podavali v pfipravnych soustfedénich, se-
minafich a podobnych akcich. Pfestoze byla v tomto roce
vénovana piipravé zakl zvySena pozornost, neprojevilo se
to vyraznym ristem vykonu na MMO. Zvlasté od obou
vitézi domaci MO se oCekaval ptece jen trochu lepsi vy-
sledek. V pfipojené tabulce jsou uvedeny pocty bodi, jez
nasi Zaci ziskali za feSeni jednotlivych tloh.

Z Gloh XVIII. MMO ¢inily naSim zakim velké potize
ulohy €. 2, 3 a 5: kazdy zak mél aspon za jednu z nich
nulové ohodnoceni, pfitom ulohu ¢. 3 nikdo z nich nevy-
fesil ani z poloviny. To jsou jisté varovné signaly, na néz
bude tfeba reagovat. I kdyz v pfipad¢ ulohy €. 5 lze na
omluvu uvadét prekvapivost feSeni a poukazat na jesté
slabsi vysledky zakt z né€kterych jinych zemi, neni jasné,
pro¢ velmi nazorna tuloha ¢. 3 dopadla takika katastro-
faln€é. Zde totiz neSlo o konkrétni znalost vzorce Ci véty,
ale ptfedev§im o schopnost obecné orientace v problému
a o nalezeni podstatnych momenti feSeni.

Vedle nedostatki v odborné piipravé se v prabéhu
XVIII. MMO opét projevily urcité nedostatky taktickeé.
Mnoha chyb se Zaci dopustili zcela zbyte¢né, nebot nebyly
zavinény neznalostmi, ale nepozornosti, nedostate¢nou se-
bekontrolou, zbyte¢né rozvlaénymi formulacemi nepod-
statnych detailti feSeni. Bude zapotiebi posilit psycholo-
gickou pfipravu zaku, aby lépe snaseli atmosféru velké a na-
ro¢né soutéze.
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vedouci:

Cs. delegace na XVIIl. MMO

dr. FrantisSek Zitek, CSc.
Matematicky tGstav CSAV, Praha

zastupce: doc. dr. Jozef Moravcik, CSc.

druzstvo:
Jan Bazler
Jiii Kolafa
Jan Kratochvil
Jiri Navratil
Pavol Quittner
Miroslav Sedivy
Peter Takac

Vysoka §kola dopravni, Zilina

3.r. gymnazia Mlada Boleslav
3.r. gymnazia Praha 2

2. 1. gymnazia Pardubice

3.r. gymnazia Olomouc-Hej¢in
3.r. gymnazia Prievidza

4.r. gymnazia Jevicko

3.r. gymnazia Safarikovo

Vladimir Technovsky 4.r.gymnazia Banska Bystrica

Vedouci a sekretafi na XVIII. MMO

Zemé
A

BG

C

CS

D
DDR
F

GB
GR
H
NL
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Vedouci

T. Miihlgassner
P. Kedorov

N. del Prado
F. Zitek

W. Frasch

H. Bausch

G. Glaeser

R. C. Lyness

I. Merminghis
E. Hodi

J. van de Craats

Sekretar

W. Ratzinger

D. Serafimov-Angelov
J. Morav¢ik

H. Sewerin

M. Noackova

D. Gerll

C. C. Goldsmith

P. Sabatakos

I. Reiman

M. A.J. G. van der Vlugt



PL A. Makowski T. Iwaniec
R I. Cuculescu F. Haicaova
S A. Samuelsson L.-A. Lindahl
SF M. Lehtinen H. Valkama
SU A. P. Savin S. I. Mojsejevova
USA S. L. Greitzer M. S. Klamkin
VN Le Hai Chau Phan Duc Chinh
YU Z. Kadelburg L. Milin
Vysledky &s. druzstva na XVIII. MMO
Pocet boda za ulohu ¢. %
Soucet
Jméno zaka N Cena
bodu
1 2 3 4 5 6
J. Badzler 1 0 0 3 0 1 5 —
J. Kolafa 0 1 3 3 0 7 14 —
J. Kratochvil 5 3 3 6 0 7 24 I1.
J. Navratil 510215017 19 111
P. Quittner 1 0 1 6 0 0 8 -
M. Sedivy 5100121717 22 IIL
P. Takac 0 6 1 6 0 4 17 1I1.
V. Technovsky 5 1 1 0 0 0 7 —
Celkem 22 |11 13 |30 7 133 116
Maximum 5 7 8 6 7 7 40
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Celkové vysledky XVIII. MMO

T Pocet cen
Zemé Celkovy pocet bodii
prvnich | druhych | tfetich
A 1 2 5 167
BG 0 2 6 174
C 0 0 0 16%)
CsS 0 1 3 116
D _ _ _ **)
DDR 0 2 3 142
F 1 3 1 165
GB 2 4 k*¥) 214
GR 0 0 0 50
H 0 3 4 160
NL 0 0 1 78
PL 0 0 6 138
R 0 1 3 118
S 0 1 3 120
SF 0 0 1 52
SU 4 3 1 250
USA 1 4 1 188
VN 0 1 3 112
YU 0 1 3 116

*) V druzstvu Kuby byli jen 3 Zaci.
**) Dva zéaci z NSR fegili ulohy jen mimo sout&z.
*##%) Jeden z britskych zaki dostal navic (jediny na XVIII. MMO)
zvlastni cenu (za zobecné&ni ulohy &. 4).
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