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Predhovor

Mili mladi priatelia,

dostavate do rik spravu o priebehu a vysledkoch
uz 27. roénfka matematickej olympiady. V knizke néjde-
te pripravné i sifazné ulohy jednotlivych kategérii
i s rieSeniami. Po stranke obsahu a narodénosti tloh sme
sa usilovali zvlast v kategérii Z reagovat na skutoénost,
ze tazisko poétu udastnikov tejto kategdrie sa postupne
prestiva do 8. roénika ZDS v stvislosti s uskutoéio-
vanim Projektu dalsieho rozvoja deskoslovenskej vy-
chovnovzdelavacej ststavy.

Ukonéenym 27. roénikom patri nasa MO k najstar-
8im Ziackym sttaziam v rieSeni matematickych tloh
na svete. Ak nepoditame stifaze organizované redakciami
Ziackych Gasopisov (a aj medzi tymi sifaz v Rozhledoch
méa tuctyhodnd tradiciu), vyjde nam, Ze starSie nez
nasa MO su len stifaze v Madarsku (od r. 1894), mate-
matické olympidady v mniektorych oblastiach ZSSR
(Moskva, Leningrad — od r. 1934), v Polsku (od r. 1949),
v Bulharsku (od r. 1950) a v uréitom zmysle v USA
(sataz Mathematical Association of America sa kona
od r. 1949). Matematické olympisddy v ostatnych kraji-
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nach vznikali postupne takto: 1953 — Rumunsko,
1960 — RSFSR, 1961 — NDR, Svédsko, 1962 — Ho-
landsko, Lucembursko, Juhoslivia, Kuba, 1964 — Spa-
nielsko, 1965 — Velkd Britdnia, 1966 — Taliansko,
Juhoafricka republika, 1967 — vSezvazova MO v ZSSR,
1969 — Kanada, 1970 — Rakisko, 1971 — NSR,
1972 — TUSA, 1976 — Belgicko. Franclizska sifa%
»,Concours général®, ktora mé taktieZ mnohorodéni
tradiciu, je sttazou odlisného charakteru.

Takmer vSetky krajiny, ktoré sme tu spomenuli,
vysielaji v poslednych rokoch svoje druzstvd na medzi-
narodni matematickd olympiddu. Jubilejnd — dvadsia-
ta — sa konala v jili 1978 v zemi, ktord sa stala pred
20 rokmi inicidtorom tohto uslachtilého medzindrod-
ného zapolenia matematickych talentov — v Rumun-
sku. V knizke néjdete okrem podrobnej spravy o sttazi
XX. MMO a zvlast o Gdasti ¢eskoslovenského druzstva
zlozeného z vitazov 27. roénika MO aj ulohy tejto stfaze
a ich rieSenia. Osmitka nasich reprezentantov patrila
tentoraz medzi najispesnejsich nielen v sttazi jednot-
livcov, ale 5. miestom velmi prijemne prekvapila tak-
tiez v neoficidlnej sutazi 17 druZstiev. Je to vysledok
systematickej préce v rieSenf uloh v ramei krizkov MO,
sustredeni i koreSpondenéného semindra, ktory za Styri
roky svojej existencie aj napriek niektorym nedostatkom
preukazal svoju Zivotnost.

Verime, Ze na tento uspech budi nadvézovat nase
druZstva aj na buddcich MMO, najméd ak budeme na-
dalej intenzivne rozvijat osvedéené formy price s ma-
tematicky nadanymi Ziakmi a raciondlne vyuzivat
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zahraniéné skiisenosti. Uastnikom nasledujtcich rodni-
kov MO doporudujeme siahnutf nielen po doteraz vy-
danych rodenkidch a zbierkach rieSenych tloh MO,
po zviizkoch edicie Skola mladych matematikov, ale aj
po zbierkach tGloh z MMO a vyberoch najkrajsich a naj-
zaujimavejsich tdloh z narodnych MO, ktoré zadali
systematicky vydavat v ZSSR a ktoré sa prostrednict-
vom Sovietskej knihy dostavaji aj ku ndm. Tak sa
najlepsie pripravia nielen na tdspesnd udast v MO,
popripade v MMO, ale predovietkym na uspesné vy-
sokoskolské studium matematiky, fyziky a technickych
vied, v ktorych potreba kvalifikovanych odbornikov
v obdobi intenzivneho vedecko-technického rozvoja
neustale rastie.

Aby ste mali predstavu o tlohach riesenych v zahra-
niénych MO, ponikame vim na ukézku niekolko dloh
z MO v zemi, ktord bola organizitorom XX. MMO:
1. Je mozné, aby dva pravouhlé trojuholniky, ktoré ma-

jurovnakych 5 prvkov (strany, uhly), neboli zhodné ?
2. a) Je dany S§tvorec so stranou dlzky 1. Ukaite, e

medzi jeho Iubovolnymi 5 vndtornymi bodmi
existuji aspon dva také, ktorych vzdialenost je
Ve
5
b) Plat{ analogickd vlastnost pre pravidelny Sest-
uholnik so stranou jednotkovej dizky ?
1+ im m 4+ i

Ty Rg = T
1—1im m—1

mensia nez

3. St dané komplexné ¢isla 2; =

m € R.



a) Ukézte, Ze obrazy &isel z,, 2, lezia na tej istej krui-
nici so stredom v zadiatku stradnicovej sistavy.

b) Oznadte z,, z, &isla komplexne zdruZend k z,, 2,.
Dokazte, ze pre kazdé celé n platf:

e A
4. Ukazte, ze x = 3 je jedinym realnym korefiom rovnice
3% 4% 4 5° = 67,

5. Nech Q[«] je mnozina vSetkych mnohoélenov s ra-
cionadlnymi koeficientami a g € Q[z]. Ukdite, Ze ak
g(1 + 22) je mnohodlen identicky nulovy, potom
rovnakd vlastnost ma aj mnohoélen g(x).

Skuste tieto tlohy vyriesit, a ak sa vam to podari,
pokiste sa aj o tspech pri tlohach korespondenéného
seminara, ktoré st v knizke publikované a boli vybrané
védsinou taktiez zo zahraniénych pramenov.

Budeme radi, ak nam napiSete o svojich tspechoch
i nezdaroch pri rieSen{ tychto tloh i o svojich pripomien-
kach k obsahu a spracovaniu tejto knizky.

Ustrednyj vybor matematickej olympiddy
115 67 Praha 1-Nové Mésto
Zitné 25
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I. 0 prabéhu XXVII. roéniku
matematické olympiddy

1. ORGANIZACE SOUTEZE

Poradateli XXVII. roéniku matematické olympiddy
byla ministerstva kolstvi CSR a SSR, Matematicky
dstav CSAV v Praze (MU CSAV), Jednota Eeskoslo-
venskych matematiki, o fyzika (JOSMF), Jednota sloven-
skych matematikd o fyzika (JSMF) a Socialisticky svaz
mlddeZe (SSM). Soutéz byla fzena jako v pfedchéazejicich
letech tstiednim vyborem matematické olympiady
(OV MO), krajskymi a okresnimi vybory matematické
olympiady (KV MO, OV MO).

Zéci soutézili ve &étyfech kategorifch: kategorie A je
uréena pro zaky ILI. a IV. roénika stfednich skol, ka-
tegorie B pro zaky II. roénikt a kategorie C pro zaky
I. roénika. V kategorii Z soutézili zaci 8. a 9. t¥id za-
kladnich devitiletych 8kol. Se souhlasem KV MO muze
zak soutézit i v kategorii uréené pro zaky vyssich ro¢-
niki.



2. SLOZENI USTREDNIHO VYBORU
MATEMATICKE OLYMPIADY

V roce 1977 byl jmenovén ministerstvy Skolstvi CSR
a SSR na navrh JCSMF a JSMF novy tsttedni vybor
matematické olympiady, ktery-pracoval od 1. ¥fjna 1977
v tomto slozeni:
predseda: doc. dr. Jozef Moravéik, CSc., VSD, Zilina
mistopf'edéedové: doc. Jan Vysin, CSc., MU CSAV,
Praha
dr. Frantisek Zitek, CSc., MU CSAV,
Praha
1. jednatel: Petr Fabinger, pedagogickd fakulta UK,
Praha
2. jednatel: dr. Jiff Mida, pedagogicka fakulta UK,
Praha
zéstupce MS CSR: Vdclav Sula, Praha
zéstupce MS SSR: dr. Julia LukdtSovd, Bratislava
zéstupce UV SSM: Jana Pomazalovd, gymnézium,
Brno, tt. kpt. Jarose
ostatni ¢lenové:
dr. Frantiek Béloun, Praha
dr. Ladislav Berger, Zilina
doc. dr. Lev Bukovsky, CSc., ptirodovédecka fakulta
UPJS, Kogice
Milan Cirjak, KPU, Presov
prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc., MU CSAV, Praha
dr. Ivan Korec, CSc., piirodovédeckd fakulta UK,
Bratislava
dr. Karol Krizalkovié, pedagogicks fakulta, Nitra



doc. dr. Alois Kufner, CSc., MU CSAV, Praha
Olga Mafikovd, gymnazium, Praha 7, Nad §tolou
Milan Maxian, gymnazium A. Markusa, Bratislava
akademik Josef Novdk, MU CSAV, Praha
doc. dr. Ales Pultr, CSc., MFF UK, Praha
Vitazoslav Repds, gymnazium J. Hronca, Bratislava
Stanislav Rypdéek, gymnazium, Praha 9-Prose¢k
dr. Jirt Sedldéek, CSc., MU CSAV, Praha
ing. Oldrich Skopal, gymnazium, Brno, tf. kpt. Jarose
dr. Ji#t Sidlo, gymnazium, Praha 3, Sladkovského ndm.
Miloslav Smerda, Brno

Dale jsou ¢leny UV MO piedsedové krajskych vybort

matematické olympiady:

Praha: prof. dr. Karel Drbohlav, DrSc., MEF UK, Praha

St¥edotesky kraj: Ludmila Tréglovd, gymnazium, Ritany

Jihotesky kraj: dr. ing. Lada Vanatovd, pedagogicks
fakulta, Ceské Bud&jovice

Zapadodesky kraj: Véra Rddlovd, gymnazium J. Fuéika,
Plzen

Severotesky kraj: Jirt Slavik, gymnazium, Teplice

Vychododesky kraj: dr. Josef Kubdt, gymnazium, Par-
dubice

Severomoravsky kraj: prof. dr. Miloslav Zedek, pti-
rodovédecks fakulta UP, Olomouc

Jihomoravsky kraj: dr. Jaroslav Bayer, CSc., VUT,
Brno

Bratislava: Tomds$ Hecht, prirodovédecks fakulta UK,
Bratislava

Zépadoslovensky kraj: doc. dr. Ondrej Sedivy, CSe.,
pedagogicks fakulta, Nitra

10



St¥edoslovensky kraj: dr. Pavel Krifidk, CSc., pedago-
gicka fakulta, Banska Bystrica

Vychodoslovensky kraj: dr. Martin Gavalec, piirodo-
védecks fakulta, UPJS, Kosice

Pracovni predsednictvo UV MO (PUV MO) tvotili
(v abecednim poradi): doe. dr. Lev Bukovsky, CSe.,
Petr Fabinger, prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc., dr. Jtlia
Lukatsovéa, dr. Jiri Mida, doc. dr. Jozef Moravéik, CSe.,
Jana Pomazalové, Vitazoslav Repas, dr. Jiti Sedladek,
CSc., Vaclav Sila, doc. Jan Vysin, CSe., dr. Frantidek
Zitek, CSc.

V prabéhu gkolniho roku 197778 odstoupil z funkece
jednatele Petr Fabinger, od 1. ledna 1978 zastaval tuto
funkeci dr. Leo Botek, CSc., z matematicko-fyzikaln{
fakulty UK v Praze.

3.8CHUZE UV MO

V pribdhu 27. roénfku MO se konala dvé zasedéni
UV MO, ve dnech 5. a 6. prosince v Praze a ve dnech
5. a 6. kvétna v Jihlavé u piileZitosti konan{ celostatniho
kola MO kategorie A. Hlavnimi body prvniho zasedéni
bylo hodnocenf 26. roénfku MO a zajisténi pomocnych
akef MO, jako jsou celostatni soustfedéni, ediénf éinnost
a podobné. Velks pozornost byla vénovana piipraveé
stanoviska UV MO pro poradu MS o vyudovéni mate-
matice. Na zasedéni v Jihlavé byl zhodnocen dosavadni
pribéh 27. roénfku MO, projednavaly se otizky admi-
nistrativniho zajisténi matematické olympiddy a vsichni

11



piitomni jiz obdrzZeli rozmnozené texty tloh 28. roéniku
MO.

4. PRUBEH JEDNOTLIVYCH KOL SOUTEZE

Organizace jednotlivych kol soutéZe byla opét stejné
jako v ptredchazejicich roénicich. Pront kolo se skladalo
ze dvou ¢asti, v prvni éasti Fesili soutézici &tyii tlohy
piipravné, ve druhé Gasti fesili Sest tloh soutéznich
v kategoriich A, B, C a &tyti Glohy soutézni v kategorii Z.
Pripravné tlohy odevzdavali soutézici do 15. listopadu
1977. Na rozdil od soutéZnich tloh se piipravné tdlohy
neklasifikovaly. O postupu do II. kola soutéze rozhodo-
vala pouze klasifikace soutéznich tiloh I. kola, Uspé$nym
fesitelem I. kola se stal Zak, ktery vyiesil spravné nebo
v podstaté spravné alespon tii soutézni dlohy. Soutézni
tlohy I. kola se odevzdavaly v kategorii A do 8. ledna
1978, v kategorii B a C do 15. tinora 1978. Z Gspésnych
fesiteld I. kola vybiraly OV MO a KV MO tudastniky
I1. kola, které je v kategoriich A, B, C kolem krajskym,
v kategorii Z kolem okresnim. Terminy II. kola byly:
pro kategorii A 25. inor 1978, pro kategorie B, C 8. du-
ben 1978 a v kategorii Z 15. Gnor 1978. T'Feti (krajské)
kolo kategorie Z poradaly témét vSechny krajské vybory
MO, v kategoriich B, C se tieti kolo MO neorganizu-
je. Tett (celostdtnt) kolo MO kategorie A se konalo
5. a 6. kvétna 1978 v Jihlavé a byla mu vénovana velka
pozornost stranickych a statnich organt jihomoravského
kraje, jihlavského okresu i mésta Jihlavy. Slavnostniho
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zasedini se zidastnil za KV KSC v Brnd s. Viadimir
Stefl, vedouci odboru Skolstvi a védy, za OV KSC
v Jihlavé jeho tajemnik pro ideologickou praci s. Hubert
Rihdéek. Oba maji k matematické olympidds velmi
dobry vztah. Soudruh Stefl byl po nékolik let predsedou
KV MO v Brné, s. Rihddek patiil v dobs svych skolnich
let mezi soutézici v matematické olympiadé. O organi-
zaci celostatniho kola MO se nesmirné zaslouzili ¢lenové
KVMO v Brné v d&ele s jeho nynéjsim predsedou
dr. Jaroslavem Bayerem, CSc., a jednatelem ing. Oldsi-
chem Skopalem a &lenové jihlavské pobotky JCSMF
soudruzi prof. J. Swvoboda, J. Benes, odb. asistentka
Eva Benedovd, prof. Miroslav Pavel a dalsi. Pro udastniky
soutd’e i tleny UV MO zajistili organizatoii vylet do
Telde a predstaveni brnénského Divadla na provazku.
Vlastni soutéZ se konala v . Domé kultury a techniky
ROH, zGdastnilo se ji v8ech 80 pozvanych soutézicich
(mezi nimi dvé divky), Gspésnych bylo 33 a 19 nejlepsich
z nich bylo prohlaseno za vitéze XXVII. roéniku mate-
matické olympiady.

5. POMOCNE AKCE

K uspésnému umisténi nasich zakt v nékterém kole
matematické olympiady nebo dokonce v mezinarodni
matematické olympiadé (MMO) pomahd mnoho akei,
potddanych jak tstfednim vyborem matematické olym-
piady, tak okresnimi a krajskymi vybory MO. Z akef
ustiedniho vyboru MO to byl ve 8kolnfm roce 1977/78
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korespondenéni semindf, o kterém piSeme podrobné
na jiném misté, dale tzv. praZsky semindf, ktery se
konal na gymnaziu v Praze 2, ul. W. Piecka, a jiné. V pri-
béhu roku se konala téz tii celostatni soustiedéni.
Soustiedént vdspésnijch feSitels matematické o fyzikdalni
olympiddy I.—III. ro¢nfkt stfednich skol se konalo
v Ceské Lipé ve dnech 12.—24. ervna 1978 a z mate-
matikil na ném prednaseli dr. F. Zitek, CSc., dr. A. Vrba,
CSe., a dr. Jaroslav Moravek, CSc., viichni z MU CSAV
v Praze, a dr. T. Hecht z piirodovédecké fakulty UK
v Bratislavé. Déle se konala dvé soustredéni v rdmci
pripravy na dvacdty roéntk MMO v Bukuresti. Prvni
soustiedéni se konalo v Sale ve dnech 3.—8. dubna 1978,
druhé v Bratislavé v dobé od 11. dervna do 24. éervna
1978. Pfednédejicimi byli dr. A. Cerny, dr. J. Fuka,
CSe., dr. I. Korec, CSc., doc. dr. J. Moravéik, CSe.,
dr. V. Miiller, dr. L. Niepel, dr. S. Sakalo$, dr. A. Vrba,
CSc., dr. F. Zitek, CSc., a dalsf.!

6. STUDIJNI LITERATURA

Zékladni informadni literaturou pro wdastniky MO
jsou letdky MO, které vydava Statni pedagogické na-
kladatelstvi v Praze a Slovenské pedagogické naklada-
telstvo v Bratislavé. Mimo to otiskuji tlohy MO téz
Rozhledy matematicko-fyzikdlni. O kazdém roénfku MO
vychdzi v SPN Praha rolenka, do konce skolniho roku
1977/78 jich vyslo jiz 24. V edici Skola mladsjch matema-
tika (SMM) vydivéa UV MO v nakladatelstvi Mlad4
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fronta knizky urlené hlavné naSim olympionikim.
Z poslednich vydanych svazki uvadime:
svazek 40 — Antonin Vrba: Princip matematické in-
dukce

41 — Bohdan Zelinka: Rovinné grafy

42 — Ladislav Beran: Uspofédané mnoziny
a jiz t¥eti vydani 1. svazku SMM — Frantisek Hradecky,
Milan Koman, Jan Vysin: Nékolik dloh z geometrie
jednoduchych téles.

7. KONKURS ULOH MATEMATICKE
OLYMPIADY

JCSMF a JSMF vyhlésily roku 1966 konkurs na tlohy
pro MO, ktery stale probfhd. Podminky konkursu byly
otiStény také v letdiku pro 27. roénfk MO. Podle téchto
podminek jsou ulohy pfijaté v konkursu honoroviny,
za kazdou tdlohu pro kategorie A, B, C obdrzi autor
50,— K&s, v kategorii Z 30,— Ké&s. Ulohy pro mezi-
narodni matematickou olympiddu jsou odménoviny
dastkou 80,— Kés. Z prijatych dloh pripravuji komise
UV MO a PUV MO qlohy pro dalsi roénfky MO. Texty
tiloh a jejich Feseni je tfeba zaslat na adresu UV MO,
115 67 Praha 1, Zitnd 25. Zv1a§td vitdny jsou tlohy
z modernizované Skolské matematiky.
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PREHLED USPESNYCH RESITELU
II. KOLA V KATEGORIICH A, B, C

Praha
Kategorie A

Petr Savicky, 3.d, Praha 2, W. Piecka; Jan Nekovdf,
1.d, Praha 6, Arabskd; Mirko Navara, 4.d, Praha 2,
W. Piecka; Zdenék Vav¥in, 4.c, Praha 1, Stépanské;
Jan Vejvalka, 3.c, Praha 5, Na Zatlance; Petr Berdnek,
4.a, Praha 9 - Prosek; Otto Ritter, 3.d, Praha 2,W. Piecka;
Vlastimil Smotlacha, 3.c, Praha 1, Stépanska; Robin
Thomas, 2.d, Praha 2, W. Piecka

Kategorie B

Jan Rataj, 2.b, Praha 6, Arabska; Milan Jirdsek,
2.d, Praha 2, W. Piecka; Jan Krajiéek, 2.d, Praha 2,
W. Piecka; Simon Nedvera, 2.d, Praha 2, W. Piecka;
Viclav Ondrdéek, 2.e, Praha 5, Na Zatlance; Hynek
Cernoch, 2.f, Praha 8 - Liben; Pavel Valach, 2.a, Praha 10,
Vodéradska; Jan Nekovdr, 1.d, Praha 6, Arabsks

Kategorie C

Jan Nekovar, 1.d, Praha 6, Arabska; Jan Némec,
L.c, Praha 7, Nad 8tolou; Miroslav Englid, ZDS Praha 4,
Na planiné; Jiri Matousek, 1.a, Praha 10, Vodéradska;
Boriwoj Tydlitat, 1.d, Praha 2, W. Piecka; Tomd$
Fladka, Z1, SPSD Praha 1, Masni; Pavel Kopéil, 1.d,
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Praha 6, Arabské; Jolana Statikovd, 1.c, Praha 9-Pro-
sek; Petr Bodek, 8.a, ZDS Praha 3, Prajatka

Stiedodesky kraj
Kategorie A

Ivo Mrdzek, 2.b, Nymburk; Karel Ru#iéka, 4.a,
Kolin; Robert C"’erng], 4.b, Rakovnik; Pavel Tépfer, 3.a,
Mladé Boleslav; Petr Hlinomaz, 3.a, Kladno; Zdenék
Koti, 4.a, Cesky Brod; Zdenék Gdek, 2.a, Dobif§;
Vdclav BlaZek, 4.a, Ptibram; Viastimil Smolka, 3.e, OU
Aero Vodochody; Jirft Novotny, 2.b, Podébrady

Kategorie B

Jiri Novotny, 2.b, Podébrady; Zdenék Gdek, 2.a,
Dobtis; Jirt Hynek, 2.c, Kolin; Iva Matouskovd, 2.a,
Vlasim; Ji¥t Hrdina, 2.a, Kladno; Jaroslav Vivra, 2.a,
Dobiis; Petr Vasicek, 2.b, Sedléany; Milan Tintéra,
V 2.a, SPS Kutnd Hora; Vojtéch Terlecky, 2.c, SPS
Mlada Boleslav; Eva Vosldfovd, 2.a, VlaSim

Kategorie C
Olga Kasafirkovd, S 1., SPS Céslav.
Jihodesky kraj
Kategorie A

Jaroslav Cech, 3., Datice; Jaromir Némee, 3.d, Tabor;
Jaroslav Holyj, 4.a, G K. Satala, Ceské Budéjovice;
Milan Pdvek, 3.c, Tébor
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Kategorie B

Jaroslav Drtina, 2.d, G K. Satala, Ceské Buddjovice;
Jirt Hanzal, 2.c, SPS Strakonice; Miroslav Masojidek,
2.a, Pisek; Dagmar Hlavdéovd, 2. b, Pelhiimov; Old¥ich
Suchdnek, 2.b, Pelhiimov; Lubomir Pfech, 2.a, G K. Sa-
tala, Ceské Budsjovice; Miroslav Novdk, 2.a, G K. Sa-
tala, Ceské Budéjovice; Petr Knetl, 2.b, Strakonice;
Kvéta Markovd, 2.b, Cesky Krumlov

Kategorie C

Libor Forst, 1.a, Ceské Bud&jovice, Jirovcova; Ivo
Tomdovic, l.c, Strakonice; ITvo Hefmdnek, 1., Cesky
Krumlov; Radim Vysoky, l.c, Ceské Bud&jovice, Ji-

rovecova; Zbynék Zelinka, 1.c, Ceské Bud&jovice, Jirov-
cova

Zépadodesky kraj
Kategorie A

Pavel Pyrih, 4.a, Susice; Zuzana Princovd, 4.a, Plzen,
nam. Odboraiia; Hana Martinkovd, 4.a, Ostrov n. Oh¥;
Stanislav Novdk, 3.a, Plzen, ndm. Odboréiia; Blanke
Zymdkovd, 4.a, Plzen, ndm. Odborata; Pavel Mach, 4.c,
Plzen, ul. Pionyra; Jiré Pdtek, 4.a, Plzeni, nam. Odbo-
rafu

Kategorie B

Zdenék Suma, 2.a, Plasy; Tomd$ Stehlik, 2.b, Karlovy
Vary; Zbynék Kozel, 2.b, Karlovy Vary; Jana Krdlovd,
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2.b, Cheb; Vojtéch Sommer, 2.b, Cheb; Zora Zdkovd,
2.b, Karlovy Vary; Jan Mojzeszek, 2.b, Rokycany;
Milan Durchan, 2.a, Domazlice; Pavel Banzet, 2.c, Ostrov
n. Ohif; Jan Brousek, 2.b, Klatovy

Kategorie C

Jan Burle, 1.a, Karlovy Vary; Pavel PeSek, ST 1,
SPSE Plzeti; Petr Laciga, 1.a, Plzen, nam. Odboraia;
Jaromir Vetengl, 1l.a, Plzen, nam. Odborait; HEdita
Zampovd, 1.d, Plzen, ndm. Odborata

Severotesky kraj
Kategorie A

Zdenék Kalousek, 4.b, Jablonec n. N.; Viadimir Kude-
ra, 3.c, Liberec; Zdenék Krtous, 3.c, Liberec; Lubomir
Stos, 4.a, Jablonec n. N.; Ludék Sefc, 3.a, Usti n. L.,
Jatedni; Jirt T'schiesche, 4.b, Teplice; Viliam Mato, 3.a,
Rumburk; Tomd$ Koéi, 3.a, Rumburk; Pavel Strof, 3.b,
Liberec; Miroslav Koucky, 4.b, Liberec

Kategorie B

Ale$ Nekvinda, 2.b, Liberec; Tomd$ Vik, V2, SPS
Chomutov; Ji#t Kubdt, 2.d, Teplice; Viadimir Smelhaus,
2.d, Teplice; Martin Konvalinka, 2.a, Litvinov; Zdenék
Machala, 2.c, Dédin; Zdenék Drevény, 2.d, Teplice;
Alena Daniékovd, 2.d, Liberec; Jirt Dvordk, 2.a, Most;
Mirko Louma, 2.a, Jablonec n. N,
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Kategorie C

Jirt Madlek, 1.c., Liberec; Viadimir Martinek, 1.b,
Jablonec n. N.

Vychododesky kraj
Kategorie A

Jan Kratochvil, 4.a, Pardubice; Viadimir Sverdk, 4.,
Lanskroun; Viadimiér Pekdrek, 4.a, Pardubice; Ilja
Turek, 4.g, Hradec Krélové; Viaedislav Pistora, 3.g.,
Hradec Kralové; Jaromir Maténa, 4.g., Hradec Kralové;
David Broz, 4., Semily; Miroslav Goljan, 4.a, Jaromét;
Viadimir Maténa, 3.a, Trutnov; Jan Lang, 4.a, SPSS
Chrudim

Kategorie B

Petr Seidl, 2.b, Turnov; Jan Tomsa, 2.a, Jaromér;
Jaroslav Flejberk, 2.c, Pardubice; Milan Hagan, 2.b,
Semily; Pavel Kousalik, 2., Lanskroun; Miloslav Kara-
fidat, 2.b, Poli¢ka; Bohuslav Vorel, 2.b, Preloué; Jaroslav
Plachy, 2.c, SPSE Pardubice; Hanus Majer, 2.a, SPSE
Pardubice

Kategorie C

Jaroslav Vodi¢ka, 1.g, Hradec Krilové; Pavel Kal-
hous, l.c, Pardubice; Ladislav Pecen, 1.b, Havlitkiv
Brod; Jaroslav Resler, 1., Lanskroun; Martin Dubrovsky,
l.g, Hradec Krélové; Jiri Beitl, 1., Policka; Petr Bures,
1.d, SPSE Pardubice; Jan Suntych, 1.d, SPSE Pardu-
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bice; Iva Dvordkovd, 1.a, Pardubice; Vit Trnke, 1.c,
Pardubice

Severomoravsky kraj
Kategorie A

Jaroslav Hanél, 3.c, Bilovec; JiFs Mejzlik, 2.c, Bilovec;
Josef Tkadlec, 3.c, Bilovec; Petr Gurka, 4.c, Bilovec;
Petr Hiltavsky, 4.d, Karvina; Karel Stépka, 4.c, Bilovec;
Rostislay Urban, 4.a, Ostrava, dr. Smerala; Ondrej Jakl,
3.c, Bilovec; Petr Tas, 4.c, Bilovec; Pavel Kolarik,
4.c, Bilovec

Kategorie B

Karol Cwiertka, 2.d, polské G Orlova; Jiri Mejzlik,
2.c, Bilovec; Stanislav Chobot, 2.d, polské G Orlova;
Jirt Lukastik, 2.c, Bilovec; Josef Sedldéek, 2.b, Prerov;
Milan Matousek, 2.a, Hludin; Marek Kaluta, 2.d, polské
G Orlova; Lenka Utikalova, 2.c, Bilovee; Janusz Drozd,
2.a, polské G Cesky Tésin; Oleg Pasz, 2.d, polské G
Orlova

Kategorie C

Miroslav Chmelar, 1.c, Bilovec; Miroslav Brzezine,
1.c, Bilovec; Iva Stefénkovd, 1.c, Bilovec; Marie Ptdé-
nikovd, 1., Ostrava-Poruba; Martin Sedldéek, 1.a, Ha-
vitov; Jan Stuna, 1.d, Olomouc-Hejéin; Radim Brdt, 1.a,
Ostrava, dr. Smerala; Miroslav Fukan, 1.c, Olomouc-
-Hejéin; Lubomir Silar, 1.c, Bilovec

21



Jihomoravsky kraj
Kategorie A

Radan Kulera, 3.a, Brno, Konévova; Pavel Popela,
4.b, Brno, Slovanské nam.; Ji¥{ Bures, 3.a, Brno, t¥. kpt.
JaroSe; Petr Kudirek, 4.b, Brno, Konévova; Libor Spli-
chal, 4.b, Brno, t¥. kpt. JaroSe; Petr Svec, 4.b, Jihlava;
Marko Elidsek, 4.d, Prost&jov; Ivan Sevéik, 4.b, Trebit;
Libor Viktorin, 3.a, Brno, Konévova

Kategorie B

Zenon Staréuk, 2.b, Brno, Konévova; Ondiej Zin-
dulka, 2., OU EJF Brno; Zbynék Hdk, 2.b, Telé; Milan
Fuchs, 2.c, Kyjov; Milan Libezny, 2.a, Ivandice; Jitka
Burstkovd, 2.a, Straznice; Mojmir Kallus, 2.d, Uherské
Hradisté; Jindra Pouchld, 2.c, Vyskov; Jaromir Riha,
2.e, SPS stav. Brno

Kategorie C
Tomas Kovdr, l.a, Gottwaldov; David Trunec, 1.b,
SPS slév. Brno; JiFt Sk#ivdnek, 1.c, Jihlava; Petr Va-

fejka, 1.a, Brno, t¥. kpt. Jarose

Bratislava
Kategorie 4

Jaroslav Gurican, 3.a, Bratislava, Cervenej armady;
Jdn Kochman, 4.a, Bratislava, Cervenej armady; Boris
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Rudolf, 3.b, Bratislava, Novohradskd; Milan Ves&iéik,
4.a, Bratislava, Cervenej armady; Pavol Kebis, 3.a,
Bratislava, Cervenej armédy; Juraj Bosdk, 3.e, Brati-
slava, Novohradska; Juraj Beniak, 2.a, Bratislava, Cer-
venej armady; Ivan Priecel, 4.a, Bratislava, Cervenej
armady; Mikuld$ Hermann, 4.a, Bratislava, Tomasi-
kova; Lubomir Svitek, 3.a, Bratislava, C‘ervenej armady

Kategorie B

Martin Kochol, 2.a, Bratislava, Cervenej armady;
Luba Sedovd, 2.a, Bratislava, Cervenej armady; Tdiia
Skeretiovd, 2.a, Bratislava, Cervenej armady; Danica
Kolibtarovd, 2.b, Bratislava, Novohradska; Juraj Be-
niak, 2.a, Bratislava, Cervenej armidy; Katarina
Koncovd, 2.b, Bratislava, Novohradska; Andrea Trnov-
covd, 2.b, Bratislava, Novohradski; Martin Oravec, 2.b,
Bratislava, Novohradské; Zbynék Kubdéek, 2.c, Brati-
slava, Vazovova; Rastislav Prelec, 2.b, Bratislava, Novo-
hradska

Kategorie C

Jozef Bedndrik, l.a, Bratislava, Cervenej armady;
Peter Kody$, 1.d, Bratislava, Tomasikova; Pavel Vets,
1.e, Bratislava, Novohradska; Bokumil Cider, 1.a, Bra-
tislava, Novohradskd; Tomd$ BlaZek, 1l.e, Bratislava,
Tomaéasikova; Peter Jamrich, 1.c, Bratislava, Novohrad-
ska; Toma$ Konc, 1.e, Bratislava, Novohradska; Tattana
Murinovd, 1.b, Bratislava, Vazovova; Hynek Bachraty,
l.a, Bratislava, Cervenej armady; Zlatko Kusenda, 1.a,
Bratislava, Cervenej armady

23



Zapadoslovensky kraj
Kategorie A

Rafael Tomdnek, 4.a, Bénovece n. B.; Eugen Simko,
4.b, slov. G Komérno

Kategorie B

Benedikt Fronc, 2.d, Nitra, Parovska; Jdnos T6th,
2.d, madarské G Nové Zimky; Katarina Hatvdnyiovd,
2.b, Sala; Karol Habart, 2.b, slov. G, Koméarno; Juraj
Filin, 2.e, Tren&in; Stefan Trnka, 2.a, Levice; Peter
Drahod, 2.b, Skalica; Peter Novak, 2.d, Nitra, Parovska;
Miloslav Pitidk, 2.d, Hlohovec; Miloslav Gocman, 2.e,
Nitra, G E. Gudernu.

Kategorie C
Iveta Danedovd, 1.c, SPSE Piestany.

Stiedoslovensky kraj
Kategorie A

Peter Filakovszky, 4.h, Banskd Stiavnica; Miroslav
Chlebik, 3.d, Cadca; Peter Mdsiar, 3.b, Namestovo;
Danica Hrnéiarovd, 4.a, Banskd Bystrica, Tajovského;
Drahomira Marekovd, 4.c, Banské Stiavnica; Viadimir
Hudec, 4.c, Banské Stiavnica; Marek Koléak, 4.b,
Dolny Kubin; Miroslav Rusko, 3.a, Banska Bystrica,
Dukelskych hrdint
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Kategorie B

Michal Straka, 2.a, Prievidza; Stanislav Vrabel, 2.a,
SPS Kysucké Nové Mesto; Lubomir Dubeii, 2.a, Rajec;
Maridn Moravéik, 2.d, Zilina, Hliny; Rickard Fiala, 2.a,
Banské Bystrica, Dukelskych hrdint; Viera Sojéekovd,
2.b, Ruzomberok; Stefan Beck, 2.b, Banskd Bystrica,
Dukelskych hrdint; Juraj Dian, 2.a, SPS chem, Banské
Stiavnica; Jaroslav Suna, 2.d, Liptovsky Mikulag;
Igor Turek, 2.a, Zilina, ndm. P. Jilemnického

Kategorie C

Frantisek Crkoii, 1.a, Pachov; Miroslav Hagara, 1.e,
SPS el., Banska Bystrica; Bronislav Skolnik, 1.c, Banské
Bystrica, Tajovského; Frantidek Simanéik, 1.b, Lip-
tovsky Hradok; Viktor Witkovsky, 1.a, Prievidza

Vychodoslovensky kraj
Kategorie A

Miroslav Repicky, 4.a, Humenné; Frantisek Matis,
3.d, Presov, Konstantinova; Jozef Jirdsek, 3.a, Kosice,
Smeralova; Ctirad Kliméik, 2.c, Prefov, Konstantinova;
Ladislav Kubini, 2.b, Bardejov; Viadimir Zdvadsky,
4.a, Kosice, Smeralova; Peter Vasil, 3.c, Michalovce;
Katarina Didicovd, 3.c, Presov, T. Sevéenka; Karol
Bitto, 4.d, Poprad
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Kategorie B

Ctirad Kliméik, 2.c, PreSov, Konstantinova; Ladislav
Kubini, 2.b, Bardejov; Hana Korytdirova, 2.a, Kosice,
Smeralova; Bibiana Slivkovd, 2.d, Prefov, Konstanti-
nova; Ivan Brovko, 2.c, Spisska Nova Ves; Miroslav
Plostica, 2.a, Stard Luboviia; Peter Wojtovié, 2.a, Presov,
Konstantinova; Ondrej Gecelovsky, 2.a, Kosice, Smera-
lova; Martin Koval, 2.a, Kogice, Smeralova; Stanislav
Harédr, 2.b, SPS Presov

Kategorie C

Albin Dzurtidk, 1.a, Kosice, Smeralova; Jozef Kunca,
1.d, Bardejov, Miroslav Hloska, 1.d, SPSE Kosice;
Milan  Schiirger, 1.a, Kosice, Smeralova; Frantidek
Sninédk, 1.a, Kosice, Smeralova

Pozndmka: 1. V tomto seznamu uvadime nejvyse

vvvvv

ho kraje. 2. Pokud neni uveden druh skoly, jde o gym-
nazium (G).

VYSLEDKY III. KOLA KATEGORIE A
XXVII. ROCNIKU MO

Vitézové

1.—3. Jan Kratochvil, 4.a, Pardubice
Ilja Turek, 4.g, Hradec Kralové
Zdenék Vaviin, 4.c, Praha 2, Stépinsks ul.
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4,

5.

6.

7.

8.—10.
11.
12.—13.
14.—15.
16.
17.—19.
20.—24.
25.

Peter Filakovszky, 4.h, Banska Stiavnica

Jan Nekovd#, 1.d, Praha 6, Arabska

Frantiselk Matis, 3.d, PreSov, Konstantinovaul.
Martin Markl, 3.b, Praha 2, Botiéska

Mirko Navara, 4.d, Praha 2, W. Piecka
Rostislav Urban, 4.a, Ostrava, Smeralova
Milan Ve$éiéik, 4.a, Bratislava, Cervenej ar-
mady

Petr Savicky, 3.d, Praha 2, W. Piecka

Zdenélk Kalousek, 4.b, Jablonec n. N.

Petr Tas, 4.c, Bilovec

Jozef Jirdsek, 3.a, Kosice, Smeralova

Ivan Mizera, 4.b, Bratislava, Novohradsks
Josef Tkadlec, 3.c, Bilovec

Juraj Beniak, 2.a, Bratislava, Cervenej armady
Petr Kucirek, 4.b, Brno, Konévova

Jan Vejvalka, 3.c, Praha 5, Na Zatlance

Ostatnt dspédni Fesitelé

Jaroslav Gurian, 3.a, Bratislava, Cervenej
armady

Jaroslav Handl, 3.c, Bilovec

Radan Kuéera, 3.a, Brno, Konévova

Pavel Pyrih, 4.a, Susice

Jaromir Suchdnek, 4.a, Bratislava, Cervenej
armady

Lubomir Svitek, 3.a, Bratislava, Cervenej ar-
mady
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26.—27. Jaromir Maténa, 4.g, Hradec Kralové
Viadislav Pistora, 3.g, Hradec Kralové

28.—30. Petr Berdnek, 4.a, Praha 9-Prosek
Jirt Mejzlik, 2.c, Bilovec

Viadimir Sverdk, 4., Langkroun
31.—33. David BroZ, 4., Semily
Viaclav Kotvalt, 4.d, Praha 2, W. Piecka

Eugen Simko. 4.b, slov. gymn., Komarno

Polty soutdZicich v kategorii A

Kolo
KRAJ II.
S U S U
Praha 136 113 102 44
Stiedodesky 168 160 117 15
Jihodesky 65 57 55 5
Zépadodesky 55 47 41 7
Severodesky 90 74 60 11
Vychododesky 75 69 65 19
Severomoravsky 75 63 63 19
Jihomoravsky 189 142 128 29
Bratislava 94 82 79 29
Zépadoslovensky 162 131 130 2
Stredoslovensky 94 90 83 12
Vychodoslovensky 95 83 51 9
Celkem 1298 1111 974 201
S — podet vSech soutézicich

U — podet tisp&¥ngch Fesitelit
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Poéty soutéZicich v kategorii B

Kolo
KRAJ 1I.
S U ] U
Praha 141 113 113 50
Stredodesky 133 120 115 28
Jihocdesky 83 72 68 14
Zépadodesky 45 39 37 15
Severodesky 130 119 119 16
Vychodoctesky 72 ! 58 56 20
Severomoravsky 140 113 110 75
Jihomoravsky 168 139 124 31
Bratislava 98 i 91 89 37
Zipadoslovensky 161 157 152 11
Stiedoslovensky 95 94 94 41
Vychodoslovensky 109 96 60 22
Celkem 1375 1211 1137 360
S — podet viech soutézicich

U — poéet tspésnych Fesitelt
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Poéty soutéZicich v kategorii C

Kolo
KRAJ II.

8 U S U
Praha 146 100 100 19
Stredodesky 117 98 90 1
Jihodesky 97 83 80 5
Zépadodesky 90 47 46 5
Severodesky 148 133 133 2
Vychododesky 132 96 94 11
Severomoravsky 131 122 121 9
Jihomoravsky 211 181 161 4
Bratislava 157 103 96 12
Zépadoslovensky 280 260 162 1
Stredoslovensky 157 142 131 5
Vychodoslovensky 189 149 138 11
Celkem 1855 1514 1352 85

S — poéet vsech soutézicich
— podet tspésnych fesitelil
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Poéty souté¥icich v kategorii Z

Kolo
KRAJ I II.
S U ] U
Praha 1394 908 788 288
Stredolesky 1114 602 515 147
Jihodesky 1023 832 357 91
Zépadodesky 1 096 459 367 84
Severodesky 1533 608 510 179
Vychodoéesky 1232 688 562 247
Severomoravsky 1537 832 598 184
Jihomoravsky 2 326 1507 1110 375
Bratislava 584 453 440 133
Zépadoslovensky 1814 1 346 1289 285
Stredoslovensky 1698 1 000 935 133
Vychodoslovensky 2 047 1224 980 325
Celkem 17 398 | 10 459 8451 2471
S — podet vSech soutézicich

U — podet tspésnych resitelt
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I1. Pripravné tlohy I. kola

KATEGORIA A
A—P—1

Sadin n po sebe iddcich kladnych neparnych &isel
nasobeny 2771 je delitelny éislom n!. Dokazte.

Rie¥enie. Nech k je neparne kladné &islo a n je pri-
rodzené é&slo, Oznadime

k(b +2). ... .[k+ 2(n—1)].2071

n!

Chymn =

Mame dokazat, Ze ¢, , je celé &islo.
Pre & = 1 Jahkym vypodtom dostavame

1.3. ... .(2n —1).2772 B (2n — 1)! B
n! T oaln—1)

Cion =
2n—1
o O
2n —1
Vieme, Ze ¢islo ( " 1) je celé.
n__
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Dalej dokazujeme matematickou indukciou podla k.
Predpokladame, Ze plati indukény predpoklad Py:
,pre kazdé prirodzené =, &islo ¢, , je celé”. Chceme
dokazat Py.,, t.j. Ze ¢,y . je celé pre IubovoIné pri-
rodzené ¢islo n.

Tvrdenie P,,, dokidzeme matematickou indukciou
podla n. Pre n =1 je ¢&islo

k42
Ck+2'1: 1' .20=k+2

celé.
Predpokladajme, Ze c;,, , je celé. Ukizeme, Ze aj
¢islo ¢pyo, 441 je celé. Vyuzijeme k tomu takito dpravu:

(k+2). ... .[b+2+2(n—1)]. (k+2+2n).2 _

Cr+2, n+1= n + 1)
(k+2). ... .[k+ 2+ 2(n—1)].k.2*
N (n + 1) =
+(k+2). coo [k+242(n—1)].(2+2n).2*
(n + 1)! a

= Cpp+1 + 4. Criom -

Kedze predpokladame, ze ¢, , je celé ¢islo, podla P, je
Crnse1 Celé, tak aj cpip,4q je celé dislo. To sme cheeli
dokazat.

Iné rieSemie. DokiZzeme matematickou indukciou
podla m = n + k, Ze &islo ¢, , je celé. Pre m =1 + 1
je tvrdenie zrejmé. Predpokladdme, Ze ¢, , je celé pre
kazda dvojicu &isel k, n taku, ze k 4 n < m. DokaZeme,
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Ze ¢, , je celé pre I, p také, ze I + p =m. Pre p =1
" je tvrdenie trividlne, lebo

6,1 =1.

Podobne pre I = 1 je tvrdenie trividlne, lebo

2p —1
cl.zl:( )-
p—1

Pre p > 1, 1 > 1 rovnakou tpravou ako vyssie dosta-
vame

Clip = Cig,p T+ 40y 51 -

Kedie | —2 +p<m, Il + p—1 < m, tak podla in-
dukéného predpokladu &isla ¢;_, , a ¢, s celé.
Odtial vyplyva, Ze aj &fslo ¢ , je celé.

A—P—2

Ak ¢,, ¢y, ..., C, 80 redlne &isla, potom

G R S T (A N i s

Dokazte!
RieSenie. RieSenie bezprostredne vyplyva z identity

(ert+ ... +c)=
=n( 4+ ... F ) —(ci—c)— (e, —Cg)2— ...
oo — (g —cCp)2—(cg—cg)2— ... —(cp—¢C,)2 —
— (Camr —Ca)?.
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Uveden4 nerovnost je &pecidlnym pripadom tzv. Ceby-
sevovej nerovnosti, pozri knizku A. Kufner: Nerovnosti
a odhady, str. 31 (39. zvizok SMM).

A—P-—-3

Ak p a g st nezaporné &isla, tak plati
P = 50 + 9% 1)

rovnost nastane prave vtedy, ked p = 2¢. Dokézte.
Riefenie. Pre ¢ = 0 tvrdenie plati.
Ak g > 0, tak nerovnost (1) je ekvivalentna nerovnosti

2 < Az + 1), (2)
kde =z =§. Nerovnost (2) je zase ekvivalentna ne-

rovnosti
2722 < 4(x + 1)3.

Tiato mozno jednoduchym vypoétom upravit na tvar
0= (x—22. (4o +1). (3)

Této nerovnost platf pre kazdé x nezaporné, a teda
(1) plati pre kazdé p, ¢ nezaporné. Rovnost v (3) nastiva
prave vtedy, ked xz = 2. Teda v (1) nastdva rovnost
prave vtedy, ked p = 2q.

A—P_—4

Trojuholnik mé obsah 32 cm?, sudet velkosti jeho
dvoch stran je 16 cm. Urdte velkost tretej strany.
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RieSenie. Pretoze o trojuholniku st uvedené len dva
udaje, nie je zdanlivo velkost tretej strany uréena
jednoznac¢ne. Pokisme sa urcit aky méze byt obsah P
trojuholnika ABC s velkostami stran @ = BC, ¢ = AB,
ak je @ + ¢ = 16 cm. Dostaneme

1
P = 3ac,

pricom rovnost nastava prave ked AB | BC. Z Cau-
chyho nerovnosti Vac < 3(a + ¢) madme dalej

tac < (@ + ¢)? = 5(16 cm)? = 32 cm?,

priéom rovnost nastdva prave ked ¢ = ¢. Zistili sme
teda, Ze podmienkdm vlohy vyhovuje jediny trojuhol-
nik, a to pravouhly s odvesnami dlzky 8 cm. Dizka jeho
prepony je uréena jednoznadne, a to b = 81/:‘2—

KATEGORIE B
B—P —1

Funkce  — sign « je definovana na mnoziné R vSech
redlnych &isel takto: Je-li « > 0, je signz =1, je-li
z =0, je signa = 0, je-li x <0, je signa = —1.

Naleznéte vSechny dvojice realnych &fsel 2, y, pro néz
plati:

sign ( + y) = signx 4 signy .

Pro ktera z, y nastane rovnost ?
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Re¥eni. Je-li # = 0, je nerovnost ziejmé splnéna se
znaménkem rovnosti; je-li y = 0, rovnéz,a je-lix + y =
= 0, také.

V dal§im proto budeme predpokladat, ze x # 0,
y #0ixz + y # 0. Utvoime tabulku moznosti (4 zna-
mend kladny, — zaporny; L — P je rozdil levé a pravé
strany nerovnosti :

x y z+y | L—P
+ | + + —
+ [ = T +

+ | + — nelze
N — —
=1 =+ +
— | — + nelze
— | — —
== | = — +

Dostaneme, Ze fesenim je (viz vySrafované oblasti
v obr. 1) sjednoceni tif mnozin {[z,y] € R x R; 2 <
<0Ay=0U{=yle R xR 0 = —a =y} U
U{lz,¥] € R X R; —z < y =< 0}. Jejich grafem vroviné
x,y jsou tii duté dhly se spoleénym vrcholem (podat-
kem). Rovnost nastane, pravé kdyz x = 0 nebo y = 0
nebo z + y = 0, tj. lezi-li odpovidajici body na né-
kterém ramenu uhld, popt. ve spoleéném vrcholu.

B—P —2

Plechovy kryt ma tvar kuZela s polomerom zdkladne r
a vyskou ». Bolo by mozné z toho istého mnozstva rov-
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nakého plechu zhotovit iny kryt kuZelového tvaru s rov-
nakym objemom ? Ak éno, kolko ?
ReSenf. Plechovy kryt uvedeny v tloze necht ma

¥
o
0 X
7 /
72
7
“
Obr. 1

rozméry r = a, v = b. Jeho objem je tedy V = ¢rna%
a obsah jeho plastd je P = mal/a? 4 b2 Necht jiny kryt
o objemu V a s obsahem plasté P mé rozméry r = x,
v = y. Potom plati

1naty = yna®h , -
wxv.t” + 92 = naVcﬁ - b,
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Po tpravé dostivime soustavu rovnic pro nezndmé

z,y:
2% = a%,

x4 | 2%y? = at 4 a%?. (1)

Dosadfme-li z rovnice (1) do rovnice (2) za y, bude pro
neznamou z platit rovnice

28 — z%(at 4 a?b?) 4 ath? = 0.
Levou stranu snadno upravime na tvar
(z? — a?) (z* + a%® —a2b?) = 0.

Refeni z = a zndme, Yefenf z = —a nemé vyznam.
Resme tedy rovnici

z! -+ a%? —a?®*=0.

Pro 22, kterou oznadime ¢, dostdvdme kvadratickou
rovnici
2 + a% — a?? = 0

Protoze zaporné ani imaginarnf kofeny nepfichdzejf
v tvahu, zbyvé jediné Fesen{

z = V——-%az + Lallar 4+ 4.
Z rovnice (1) vypodteme
- 2ab
—a + Vm

Zkouskou se pfesvédéime, %e pro takto vypodtené hod-
noty mé kryt objem V a jeho plast obsah P. Nynf je

= =—2‘fb—(a+]/a=+4b=).
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tieba jesté zjistit, zda takto vypodtend dvojice z, y je
jind neZ pivodni dvojice a, b. Ptredpokladejme tedy, Ze

a =V—%a2 + %aym.
Odtud vsak snadno dostaneme, %e b = a.l/a, a obrécené
z rovnosti b = al/_2— plyne uvedend rovnost a a = z.
Zavér. Ma-li zhotoveny kryt rozméry, pro néz plati
v =r]/2, pak Zidny dal¥ kryt o objemu V z téhox
mnozstvi plechu nelze vyrobit. Neplati-li v = rVE, pak
lze zhotovit praveé jeden dalsi takovy kryt.

B—P -3

Je-li trojihelnik T, cely obsaZen v trojuhelniku T,,
pak plati:

1. délka nejvétsi strany trojuhelnika T; je mensi nebo
rovna délce nejvétsi strany trojihelnika T,;

2. délka nejmensi vysky trojihelnika T, je mensi nebo
rovna délce nejmensi vysky trojuhelnika T,.
Re¥eni. 1. Necht XY je nejvétsi strana trojihelnika

T,. Lezi-li X, Y v jedné strané trojuhelnika T,, je

|[XY| < m, kde m oznaduje délku nejvétsi strany troj-

thelnika T,. Nejsou-li body X, Y v jedné strané (obr. 2)

trojtihelnika T, s vrcholy 4, B, C, necht P,  jsou body,

v nichZz pfimka XY protind hranici. Necht nap¥. P

je na strané AC, @ na strané BC. Alesponi jeden z tGhla

CPQ, CQP je ostry; necht pro uréitost <t CPQ << /2.

Pak |PQ| < |AQ|. Protoze plati < AQC = =/2 nebo

X AQB < w/2, je v prvnim pifpadd [4Q| < |AC,

40



v druhém |4Q| < |AB|, tedy vidy |AQ| = m. Celkem
proto |[XY| < |PQ| = |AQ| = m, jak jsme méli dokazat.

2. Nejprve ukiZeme, ze délka nejmensi vysky troj-
dhelnika T je rovna minimélni §ifce pasu mezi dvéma
rovnobézkami, ktery trojuhelnfk T obsahuje. Necht p, ¢
jsou (obr. 3) rovnobéiné pimky ve vzdalenosti d,
necht trojihelnik T = ABC s nejmensi vyskou velikosti
v, je cely obsazen v pasu mezi p a q. Oznadéme p, rovno-

c
P
Q
A B
Obr. 2
q
qo
Po
P

Obr. 3
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bézku s p tim vrcholem trojihelnika T, ktery je k p,
nejblize, napifklad bodem 4. Obdobné necht ¢, je rov-
nobézka s g, tim vrcholem, ktery je ke g nejbliZe (tento
vrchol je jiny nez 4 ; proé ?). Necht je to napiiklad vrchol
B. Ozna¢me jesté n* (popt. »*) poloroviny s hranici p,
(popt. g,) obsahujici g, (popt. p,). Vzdalenost d, rov-
nobézek py, g, spliuje d, < d. Ta polorovina s hranici
AB, ktera obsahuje bod C, ma jako prinik alespon
8 jednou z polorovin z*, »* duty thel, o jehoZ velikosti @
plati @ < w/2. Je-li vrchol tohoto dhlu bod A, plati
o uhlu « trojihelnika T pfi vrcholu A4, Ze « =< @. Je
proto d, = |AB|sin @, v, = [AB|sin «, kde v, je veli-
kost vysky trojahelnika T z vrcholu B. Celkem tedy

d =dy,=|AB|sin ® = |AB|sinx = v, = v,.

Pritom vsak existuje pas obsahujici trojuhelnik T,
jehoz sifka je rovna v,. Je-li v, velikost vysky z vrcholu
C, hraniéni ptimky pasu jsou piimky AB a rovnobézka
s ni bodem C.

Viastnt fedeni. Existuje pas mezi rovnobézkami, jehoz
sfika je rovna nejmensi vysce trojihelnika T, a ktery
T, obsahuje. ProtoZe tento pas obsahuje i trojahelnik T,.
plyne vysledek z piedchozi véty.

B—P—4
Sestrojte pravouhly trojGhelnik, je-li dana délka
prepony a délka téZnice k jedné odvésné. Uvedte pod-
minky FeSitelnosti.

ReSeni. Hledany trojihelnik oznadme ABC; necht
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jsou dény délka ¢ piepony AB a délka ¢, téZnice vycha-
zejici z vrcholu 4. Oznadme (obr. 4) D stied pfepony,
T t&2st8. Plati |[DC| = Lte, a déle [AT| =%,
|DT| = ¢, |AD| = %¢. Z danych délek ¢ a ¢, lze
tedy sestrojit trojihelnik A DT, pokud oviem je splnéna

Obr. 4

trojihelnikovd mnerovnost 4¢— ic < 3, < tc 4 <,
coz lze upravit na ¢ < 2¢, < 2c.

K trojihelniku ADT pak sestrojime body C a B.
Bude [DC| = 3|DT| = |AD| = |DB|, takie podle Tha-
letovy véty je vysledny trojihelnik skuteéné pravoihly.

Zavér. Az na shodnost existuje pravé jedno Feeni,
je-li ¢ < 2t, < 2¢; jinak Teseni neexistuje.
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KATEGORIE C
C—P 1

Kolika zptsoby je mozné dislo 78 rozlozit na soudet
t¥f prirozenych ¢isel ? Piitom dva rozklady lisici se pouze
pofadim séitanct, tedy napiiklad rozklady 10 + 10 4
+ 58, 10 + 58 4+ 10, 58 4 10 + 10, povazujeme za
stejné.

ReSeni. Viechny uspotadané trojice ptirozenych &isel,
jejichz soudet je 78, dostaneme timto zptsobem: Prvni
¢islo p zvolime libovolné mezi 1 a 76, druhé ¢&islo ¢
miiZzeme zvolit libovolné mezi 1 a &slem 78 — p — 1,
tieti ¢islo je pak uréeno jednoznaéné, rovna se 78 — p —
—gq. Pii pevné zvoleném p dostaneme 78 —p—1
takovych trojic, a protoze p probihd piirozena &fsla 1, 2,
..., 76, mame celkem 76 + 75 - ... + 1 = (76 4 1)+
+ (75 4+ 2) 4+ ... + (39 + 38) = 38.77 = 2 926 uspo-
fadanych trojic pfirozenych ¢isel, jejichz soudet je vidy
78. Kazdy rozklad v tfi navzdjem razné séitance se vy-
skytuje mezi témito trojicemi Sestkrat, napiiklad roz-
klad 7 + 9 + 62 se vyskytuje jako trojice (7, 9, 62),
(7, 62, 9), (9,77, 62), (9, 62, 7), (62, 7, 9), (62, 9, 7).
Rozkladti, ve kterych jsou pravé dva sditance stejné,
je celkem 37. Jsou to rozklady 1 4 1 + 76, 2 4+ 2 + 74,
..., 38 4+ 38 + 2 s vyjimkou rozkladu 26 4 26 + 26.
Kazdy takovy rozklad se vyskytuje mezi nasimi troji-
cemi ttikrdt, v§imnéme si tieba piikladu ze zadani
tlohy. Pouze v rozkladu 26 + 26 4 26 jsou vsechny
tii séftance stejné. Oznadime-li x podet rozkladu ¢&fsla 78
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v tfi navzajem ruzné séitance, je 6x + 3.37 4+ 1 =
= 2926, odkud plyne 2 = 469 a hledany podet rozkladu
je  + 37 + 1 = 507.

C—P 2

Je-li pfirozené é&islo n > 10 druhou mocninou lichého
tisla, pak je predposledni cifra dekadického zépisu éisla n
¢islo sudé. Dokazte.

ReSeni. Cislo, jehoz druhou mocninou je &slo #,
napiseme ve tvaru 106 + ¢, kde b je ¢islo celé a ¢islo ¢
je liché prirozené ¢islo mensi nez 10. Pak je n = 10052 +
+ 10.2bc + c2. Predposledni cifru tohoto ¢isla dosta-
neme tak, Ze k podtu desitek éisla ¢? pricteme podet
jednotek &isla 2bc a z obdrzeného souétu vezmeme po-
sledni cifru. ProtoZe ¢islo ¢ muzZe nabyt pouze hodnot
1, 3, 5, 7, 9, je polet desitek &isla ¢? vidy ¢islo sudé,
¢islo 2bc je rovnéz sudé, a proto je i jejich soudet a tim
také jeho posledn{ cifra éislo sudé.

C—P-—-3

Je dana kruznice k = (S;r) a piimka p ve vzdale-
nosti v = 2r od bodu S. Sestrojte &tverec ABCD
opsany kruznici k, jehoz vrchol A4 lezi na piimce p.
Dokazte, ze tloha méa pravé dvé feseni.

Re¥eni. Piedpokladejme, Ze jsme tlohu vyfesili.
SA| e rVE, bod A musi tedy nutné lezet na
kruznici &' = (S; TVE)’ Kruznice k' protina pifmku p

Potom je
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pravé ve dvou bodech, tim dostavame dvé feseni. Kazdy
z obdrZzenych prisecikit mizeme totiz doplnit na &tve-
rec opsany kruznici k. Kdyby tato dvé feSeni splynula,
mél by ¢tverec opsany kruznicik dva vrcholy na piimee p.
Ta by tedy musela byt bud jeho stranou, nebo jeho thlo-
piickou. Stranou nemiize byt, protoze se kruZnice k
nedotyka, a uhloptitkou také nemiize byt, protoze ne-
prochézi stiedem kruznice k. Tim je dokazano, Ze obdr-
Zena TeSeni jsou ruzna,

C—P—4

Je dana krychle ABCDA'B'C'D’ s hranou délky a = 3
a body E a F uréené podminkami:

1. E je bodem tsetky DD’ a |ED’| = -X|DD’|,

2. bod F je pruseéikem uhloptitek stény DCC'D'.
Vypodtéte obsah P &asti roviny AEF ohranidené pra-
nikem této roviny se sténami krychle.

ReSeni. C4st roviny, jejiz obsah mame urdit, je licho-
béinik EAHG (obr. 5), protoze p¥imky HG a AE
jsou priseénice téze roviny s rovnobéinymi sténami
krychle. Ze stejného diavodu jsou trojtihelniky ADE,
HCG podobné, piitemz |GC| = |ED'| = 3. Z podob-
nosti zminénych trojihelnikt plyne |[HC| = 1. Pomoci
Pythagorovy véty mizeme jiz vypodist vSechny strany
lichobéinika EAHQG. Dostaneme |[AH|? = 32 4 22,
[BG =8+ (32 =%, |EA| =%, |HG| = 3. Vedme
body @, H vysky lichobéinika. Ty protinaji za-
kladnu AE ve vnitinich bodech M, N, protoZe thly
AEG, HAE jsou ostré. Oznadme |[EM| =z, |[AN| =y
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a vysku lichobéinika v. Je x +y + |[MN| =2 + y +
+ |HG| = |AE|, tj. = +y =4 Dile je 2+ 0?
= |BQ?, y®+ v* = |AH[?. Odelteme-li posledni dvé
rovnice, mizeme vypolist z, y, protoZe zname jejich

DI

CI
[
E
A ./!\\\B’
Nél — \‘xF
/ \\\:\
| —~~
v | b
~ T~
/ /5L TS
//// /’//// H
——""
A B
Obr. 5

+ a pro vysku licho-

béznika pak v = %V2_9- Odtud pak snadno vypodteme

obsah lichobéinika: P = %V%, protoZe aritmeticky
primér obou zikladen je -

soudet. Dostaneme z =5, y =

5
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KATEGORIE Z
Z—P—1

Napiste za sebou bez mezer vSechna sudéd ptirozend
¢isla. Dostanete tak sled éislic

24681012 ... .

Kterd &slice stoji v tomto sledu na 1977, misté ?

Re¥eni. Rozdélime &isla daného sledu na skupiny &sel
jednocifernych, dvojcifernych atd. Jednocifernd suda
¢isla jsou &tyii: 2, 4, 6, 8. Dvojeiferna suda &sla jsou
z intervalu (10, 99). V tomto intervalu je 99 — 9 = 90
¢isel, z toho je polovina, tj. 45, sudych. Dale pfikrodime
k intervalu (100, 999), ktery obsahuje (999 — 99) =
= 450 sudych trojcifernych &isel. Dosavadni vysledek
se da struéné a piehlednd zapsat tabulkou:

Interval su d?gﬁegis ol Zaujmou mist
( 2, 9) 4 4
(10, 99) 45 2.45 = 90
(100, 999) 450 3.450 = 1350
Celkem (2, 999) 499 1444

Do podtu 1977 zbyva jesté 1977 — 1444 = 533 mist,
tj. 133 uplnych é&tytcifernych sudych é&isel, ktera podi-
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naji ¢islem 1000 a kondf éislem 1264. Tato ¢isla obsadf
celkem 1444 + 532 = 1976 mist. Na nasledujicim mfs-
t6, v pofadi 1977. zadind sudé ¢islo 1266, a to cifrou 1.

Z—P—-2

Aritmeticky pramér dvou kladnych d&isel je jejich
poloviéni soudet. Harmonicky prumér dvou kladnych
tisel je prevracené &éislo k aritmetickému prameéru pfe-
vracenych ¢isel k obéma danym éislam.

a) Zvolte kladnd &isla z, y (napf. z = 80, y = 20),
vypodtéte jejich aritmeticky primér a, harmonicky
pramér kb a ovéite si, Ze plati '

ah = xy .

b) Pokuste se dokazat tento vzorec obecné.

¢) Nakladni vz projel dvakrit tutéz trasu: poprvé
rychlosti 40 km/h, po druhé rychlosti 60 km/h. Jaka je
pramérnéd rychlost obou jizd: aritmeticky primér obou
rychlosti, nebo jejich harmonicky prumér ?

ReSeni. Slovni definice aritmetického priméru a
a harmonického praméru % dvou kladnych &isel z, y
zapiSeme nejprve vzorci

- 1 1 1(1 1 1
“—?(x'*‘y), 7= ;‘F‘y‘ . (1)
Vypocet se zlomky dé postupné tyto vztahy:

1 I y+2 x4y

h 2 xy 2xy
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a tedy
2wy

-ty

Znasobenim obou vzorcu pro a, b dostaneme

h = (2)

ah =xy.

Numerické FeSeni predchazi algebraickému vypodtu;
je tieba dosadit téz x = y.

c) Za pramérnou rychlost pokladame tu stalou rych-
lost, kterou by ¥idié¢ musel jet tam i zpét, aby celou
cestu vykonal za stejnou dobu, jako ji vykonal p¥i ruz-
nych rychlostech.

Oznadf-li se rychlosti jizdy v km/h x (tam) a y (zpét),
d délka trati v km, p pramérnd rychlost, je

2d d d

p z Yy

1 1(1 n 1

p 2\lz y
Priamérnd rychlost je tedy harmonicky prumér obou
rychlost{ z, y. V numerickém piikladé

1 1 1+1 1 5 1
p 2|40 60) 2 120 48

¢ili

’

p = 48 (km/h). Aritmeticky primér obou rychlosti je
a = 5(40 + 60) = 50 (km/h).
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Z P13

Je dan pravothly trojihelnik ABC. Bod D je st¥e-
dem jeho piepony AB a bod S je stiedem jemu vepsané
kruznice.

Obr. 6

Dokaizte: Jestlize <t BAC = 30°, potom plati |CS| =
= |DS|.

ReSeni (obr. 6). Protoze je |AB| = 2 |BC|je |BD| =
= |BC|, a protoze ¥t CBD = 60°, je A BCD rovnostran-
ny. Osa o thlu < OBD je také osou usetky CD. Proto
pro kaidy bod X osy o plati |CX| = [DX|. Jednfm
z téchto bodi X je i stfed S kruZnice vepsané A ABC.

Z—-P—14
Je dan pravidelny Sestithelnik A BCDEF. Sestrojte
obdélnik KLMN tak, Ze tsetka AB je &astf tisecky KL,
usetka ED je dasti Gsetky MN a body C, F lezf po Fadé
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uvnité dseéek LM a KN. Vypoététe pomér obsahd
obdélnika KLMN a daného Sestiihelnfka.

ReSeni (obr. 7). Sestithelnik se skladé ze Sesti shod-
nych rovnostrannych trojihelnfkd, z nichz zadné dva
se nepiekryvaji; jeden z nich je A CDS (S je stfed

N E D M

F c

K A 8 L
Obr. 7

kruznice opsané Sestitihelniku ABCDEF). Obdélnik
KLMN vznikne ze Sestithelnfka piipojenim éty¥ pravo-
dhlych trojihelnikit AFK, BCL, CDM a EFN; z nich
vidy dva sklddaji rovnostranny trojuhelnik shodny
s A ODS. Shodnost &tyi pripojenych trojihelnfka se do-
kaZe pomoci osovych symetrii (neni t¥eba vét o shod-
nosti trojihelniki).

Sestitihelnfk ABODEF se sklid4 z 2.6 = 12 pravo-
Ghlych trojuhelnikd shodnych s ACDM, obdélnik
KLMN se sklada z 12 + 4 = 16 takovych trojahelni-
kd. Pomér obsahi je tedy 16 :12 = 4 : 3.
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ITI. Sita¥né tlohy I. kola

KATEGORIA A
A—1-—-1

Nech a,b, @ < b st dané redlne &isla a I, 1,, ..., I,
také otvorené intervaly, 7e @,b)CILULU...U L.
Potom mozZno spomedzi intervalov I, j =1, 2, ..., n
vybrat k < n takych, Ze Ziadne tri z nich nemaji spo-
loény bod a (a,b) je podmnoZinou ich zjednotenia. Do-
kazte.

RieSenie. Najprv dokazeme jednoduché pomocné
tvrdenie: ak tri otvorené intervaly maji spoloény bod,
potom ich zjednotenie je rovné zjednoteniu niektorych
dvoch z nich.

Skutoéne, nech (a,, by), (a,, by), (as, by) s také inter-
valy, Ze « €(ay, b;), « €(ay, b,), « €(as, bs). Bez Gjmy na
vSeobecnosti mézeme predpokladat, Ze a, < a,, a; < a,.
Ak by = by, by = b,, tak zrejme

(@1, b1) U (@, b3) U (@3, b3) = (@4, by) .

Potom tiez

(@1, b1) U (ag, bg) U (as, by) = (@, by) U (s, by),

a teda plati pomocné tvrdenie.
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Ak b, nie je najvidsie z &isel by, by, by, tak bez Gjmy
na vseobeonosti moézeme predpokladat, Ze b, = b,,
by = b,.

Kedze

(@1, by) U (@, b)) U (@, bg) 2 (as, by) U (as, by) ,
stadi dokazat, Ze plati

(a1, by) € (@, by) U (a3, by) .

Nech z €(ay, by), t.j. a; <z < b,. Rozlif§ime dva pri-
pady.

a) z < «. KedZe « €(as, b;), a; < a,, tak potom musi
byt x e(as, bs).

b) z > «. KedZe « €(a,, b,), b, = by, tak zase x €(a,, b,).
Teda v obidvoch pripadoch x €(a,, by) U (a3, bs).

Tym je pomocné tvrdenie dokazané.

DokazZeme teraz tvrdenie tlohy matematickou induk-
ciou podla n.

Pre n = 1,2 je tvrdenie tlohy trividlne pravdivé.
Pre n = 3 tvrdenie tlohy vyplyva z pomocného tvrde-
nia: bud intervaly 1,, I,, I; nemaji spoloény bod a potom
tvoria pozadované pokrytie, alebo maji spoloény bod
a potom jeden z nich mozZno vynechat.

Predpokladajme, Ze tvrdenie tlohy plati pre » — 1.
Nech

@,ChuU...Ul,.

Ak ziadne tri z intervalov I, ..., I, nemaji spoloény
bod, stadi zvolit k = n.
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Nech niektoré tri z nich maji spoloény bod, napr.
1,, I3, 1;. Potom podla pomocného tvrdenia

LULU |3 =1LUl
(alebo zjednoteniu inych dvoch). Potom
@, hLULU...Ul.

Podla indukéného predpokladu z = —1 intervalov
I, ..., |, moZno vybrat k takych, Ze Ziadne tri z nich
nemaji spoloény bod a {a,b) je podmnozinou ich zjed-
notenia.

A—1-2

Ak ¢, ¢4, ..., ¢ (n = 2) 80 také redlne &fsla, Ze

m—1(+G+...+d)=(r+c+...+c)?, (1)
tak nastane aspon jeden z tychto pripadov:

1. v8etky &fsla ¢; st nezaporné,

2. vietky ¢isla ¢; st nekladné.
Dokazte.

RieSenie.
Podla tlohy A - P - 2 platf
(n—1(f+ ...+ 3+ Gt ...+ =

Z(+ ...+t Gt )t

Teda
(n—1) (& + ...+ D)=

Z(CF ..+ at it T )+ (n— ).
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Podla rovnosti (1) teda mame
e+ .. Fe) =+ oo F g+ Cryr F -on )2+
+ (n—1)c; . (2)
Z druhej strany plati
(Cr 4+ e te)=(c;+ ...+t Crpg+ .o F€)0+
F g+ 20c, + oer F Gy F Crar A ovr FCR)0k
Dosadime do nerovnosti (2) a odéitame
(s + ..o+ €y + Coyy + ooe F+ )%
G+ 206+ oo F g F iy F ee e = (n— 1)eE

Ak pripodftame k tejto nerovnosti ¢;, dostaneme nerov-
nosf

2(¢, + ... +¢p).C 2 ey . (3)

Ak niektoré ¢ je kladné, tak podla nerovnosti (3) pre
k=1 je ¢; + ... + ¢, > 0. Potom podla te] istej ne-
rovnosti je ¢ 2 0 pre kazdé k =1, 2,

Ak niektoré ¢, je zaporné, tak podIa nerovnostl (3)
pre k=1 je ¢, + ... + ¢, < 0. Zase podla nerovnosti
(3) potom je aj ¢, < 0 pre kazdé k =1, 2, .

A—1-3
Pre prirodzens &islo n = 2 oznadime L, sGéin vietkych
n — 1 neparnych &fsel od 2n 4+ 3 do 4n — 1. Potom
dslo L,.2*1 je delitelné éislom n! Dokéazte.
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RieSenie. Oznadime

L2t (2043).2n 4 5). ... (dn—1).207

o n! n!
Potom (27 + 1).s, je &slo cy4y. 2 tlohy A-P -1,
Cislo
(2n + 3).(2n 4 5)..... (4n — 1).27
(n — 1)!

2ns, =

je ¢islo 4.¢45.5 n—1 -
Podla tlohy A — P —1 obidve &isla ¢yp 11,08 4.Copsa,n-1
su celé. Tvrdenie tlohy vyplyva z rovnosti

Sp = (2n + 1)80» - 27"81» = Copt1,n 402'u+3.n-1 .
A—1—4

Zostrojte obdlznik ABOD, ak je dan4 dlzka jeho stra-
ny d = |AB| a velkost ¢ uhla EAF, kde E je stred
strany BC a F stred strany CD. Najdite podmienky
riesitelnosti.

D ” F, C
\\\ ///
b ~ P S
>< e
s ~ E
// ~
f N
< ~N
A B
Obr. 8

57



RieSenie. Oznadme § stred tsedky EF (pozri obr. 8),
Bod 8§ lezi na uhloprietke AC a zrejme plati

|EF| = 3 |DB| = 3 |40/,
|48 = ¢ 1401,
|4S| = L |EF|.

Dlzka tisetky AS nesmie byt vidsia ako vyska rovnora-
menného trojuholnika so zakladnou EF a uhlom oproti
zakladni velkosti ¢ (obr. 9).
Teda
E’S

‘P

Kedze |[AS| = 3 |AC|, |ES| = ; |AC|, tak odtial vy-
plyva , Ze

_S_ (4)

Rid
2 =3

tg

Z uvedeného rozboru uz vyplyva navod na konstruk-
ciu.

Zostrojime Iubovolny rovnoramenny trojuholnik
E'F’X s uhlom E'XF' = ¢. Zostrojime kruZnicu
k = (S, r) opisani trojuholniku E'F'X. Zo stredu S’
strany E'F’ opiSeme kruznicu k' o polomere 3 |E'F’|.
Oznadime A’ jeden z prieseénikov kruznic &k a &'. Troj-
uholnik A’E’'F’ je podobny trojuholniku AEF zostrojo-
vaného obdlznika. Zostrojime bod €’ tak, aby E'F’ bola
prepona pravouhlého trojuholnika E'F'C" a C' lezal na
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polopriamke opaénej k polopriamke S'A’. Zostrojime
body B’ a D’ tak, aby E’, F’ boli stredy stran B'C’
a C'D’ obdlinika A’B’C’'D’. Rovnolahlostou so stredom
A’ a koeficientom d : |A’B’| dostaneme hladany obdlznik
ABCD.

Z konstrukcie vyplyva, Ze obdlinik 4 BCD je mozné
takto zostrojif, ak existuje prieseénik kruznic k a k.
Ak vyska S’X trojuholnika E’'F’'X nie je mensia ako
polomer kruznice k', tak k a £’ maji spoloény bod. Teda
tloha je riesiteIna, ak

E'F’ 3
|8 X| = | | :tg—?i =—|E'F'|,
2 2 2

t.j. ak je splnend podmienka (3).
Zdwer. Nerovnost (4) je nutné a postadujica podmien-
ka pre existenciu obdlinika pozadovanej vlastnosti.
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A—1-5

Stvorsten ABCD mé objem 36 cm?, stitet dlZok jeho
hrén AB, BC a CD je rovny 18 ecm. Urdete dizku hrany
AD.

RieSenie. Dahko vidiet, Ze pre objem V S&tvorstena
ABCD plati nerovnost

v <1|0D|.%|4B|.|BC|.

Rovnost nastane prave vtedy, ked CD je kolma na ro-
vinu ABC a AB je kolma na BC. Pomocou Cauchyho
nerovnosti ay < (¢ + ¥)* a nerovnosti z tlohy
A — P — 3 postupne dostavame

V=— ]G’D] ]AB|.|BC] =

Sl CD ! AB BCO)?2 L
—‘6‘| I'Z(] |+l ])_

< 2.2 2 4B+ |BC| + D)y =
=;-;-yq | +1B0| + [oD)y =
= (|4B| + |BC| + |CD))3.

Rovnosti nastdvaji v pripadoch |[AB| = |BC| a
|AB| + |BC| = 2|CD| .
KedZe IAB| + |BC’| + |CD| = 18, tak mime vidy

1
V=<——.18 = 36.
6.27
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Chceme, aby V = 36, ¢o je mozné len v pripade, Ze vo
vsetkych nerovnostiach nastant rovnosti.

Zdver. Hladany Stvorsten je uréeny jednoznaéne,
dlzky jeho hran st |4B| = [BC| = |CD| = 6, hrana AB
je kolma na hranu BC a hrana CD je kolmé na rovinu
ABC.

A—1-—-6

V stvorei Q je dand koneénad mnozina bodov M.
Kazdy z nich zafarbime prave jednou zo styroch farieb,
a to tak, ze kazda farba je pouzitd aspon pre jeden bod.
Dokazte, ze existuje taky stvorec Q' so stranami rovno-
beznymi so stranami stvorca Q, ktory obsahuje body
vietkych Styroch farieb a pritom tie body mnoziny M,
ktoré st vnitornymi bodmi §tvorca Q’, st najviac dvoch
farieb.

Riefenie. DokiaZeme pomocné tvrdenie: nech Q je
Stvorec, ktory vo svojom vnitri obsahuje aspoii tri body
z mnoziny M. Nech B je bod z mnoziny M leziaci na
strane Stvorca Q. Oznadéime M’ mnozinu tych bodov
z mnoziny M, ktoré lezia wvnitri Stvorca Q. Potom
existuje Stvorec Q' so stranou mensou ako strana stvorca
Q a rovnobeZnou so stranou §tvorca Q s tymito vlast-
nostami:

1. bod B lezi na strane Stvorca Q’,

2. na troch stranach Stvorca Q’ lezia body z mnozZiny

M’ U {B},

3. v8etky body z mnoziny M’ leZia v §tvorei Q' (vnutri

alebo na jeho stranach).
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Nech Q = 4,4,4,4,, bod B leii na strane A,A4,.
Oznatime postupne O, 0y, €5 body z mnoziny M/,
ktoré st najblizsie k strandm A,4,, 4,4, A,A,. Nech
D1, Pay P3 SU priamky iddce cez body C,, C,, C; a rovno-
bezné so stranami 4,45, A;4,, A;A4, (pozri obr. 10).

. Pa . ‘ P1
A A

Ay B Ay

Obr. 10

Oznadime d vzdialenost p, a p,, f vzdialenost p, od stra-
ny 4,4,.

Predpokladajme najprv, ze bod B lezf ,,medzi‘‘ priam-
kami p;, a p;. Ak d = f, tak Stvorec Q' so stranami
leziacimi na p,, p; a 4,4, je hladany Stvorec. Ak d < f,
tak hladanym stvorcom Q’ je Stvorec so stranami leZia-
cimi na p,, p;, 4,4,.

Ak B nelezi medzi priamkami p, a p,, tak staéi zvolit
§tvorec Q' tak, aby B bol jeho vrchol a najvzdialenejsia
z priamok p,,p,,p; obsahovala jeho stranu.
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Prejdeme teraz k dokazu tvrdenia dlohy. Nech S je
mnozina v8etkych stvorcov T s tymito vlastnostami:

a) strany T st rovnobezné so stranami stvorca P,

b) asponi na troch stranich S§tvorca T lezia body

z mnoziny M,
c) T obsahuje body z mnoziny M vsetkych Styroch
farieb. v

Mnozina S je konelna, lebo kaZzda trojica bodov
z mnoZiny M urduje najviac jeden stvorec s vlastnosta
mi a, b, ¢. Mnozina S je neprazdna, lebo aspon jeden
taky Stvorec sa dé lahko zostrojit pomocou pomocného
tvrdenia.

Nech P’ je stvorec z mnoziny S, ktory mé najkratsiu
stranu. Tvrdime, Ze tvorec P’ ma vnutri len body dvoch
farieb. Predpokladajme, Ze nie. Teda vnutri P’ existuji
body troch farieb. Nech B je bod na strane stvorca P’
takej farby, aby doplioval farby vnuatornych bodov.
Podla pomocného tvrdenia existuje Stvorec P’ so stra-
nou kratSou ako strana Stvorca P’. Z vlastnosti 1—3
vyplyva, ze P"' €S, &o je spor.

Uloha patri k typu ,evidentnych tloh*. Riesitel si
velmi rychlo mysli, Ze tlohu vyriesil, ale nevie riesenie
vysvetlit alebo napisat. Podobného typu boli napr. aj
dlohy P — B — 3 a1 — B — 6 z 26. roénika MO.
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KATEGORIE B
B—-1-—-1

Dokazte, Ze medzi prirodzenymi é&islami, ktorych de-
kadicky zapis konéf skupinou ¢islic 1978, existuje ¢islo
deliteIné éislom 1977,

ReSeni. Zkusme najit takové piirozené &islo X, Ze
dekadicky zapis ¢isla X.1977 kondéi skupinou ¢&fslic
1978. Necht dekadicky zapis ¢isla X kondi skupinou
¢islic .. .bgb,b1b,, takze

X = by + b,.10 + b,.10% + b,.10% + B.10¢%,

kde B je néjaké prirozené ¢islo (a plati 0 < b; < 9).
Cislo b,.1977 kond&i &fslici 8. Proto b, = 4. Cislo
(X — by)1977 je délitelné deseti a p¥itom konéi na stejné
Styidisli jako Z1978 — 4.1977 = Z1978 — 7908, tj.
4070. (Z je symbol pro zapis libovolného ptirozeného
¢isla.) Proto X, = b, + 10b, + 10%, -+ B.10% ma vlast-
nost, ze X,.1977 konéi skupinou ¢islic 407; tedy b,.1977
kond{ &islicf 7, tj. b, = 1. Cislo X, — b, je délitelné de-
siti, a pritom konéi na stejné trojéisli jako

7407 — 1.1977, tj. 430 .

Proto X, = b, + 10b; + B.102 ma vlastnost, ze X,.1977
kondi dvojéislim 43; tedy b,.1077 konéi &islicf 3, tj.
b, = 9. Cislo X, — b, je délitelné desiti a pritom kondf
na stejné dvojéisli jako

743 — 9.1977 = Z43 — 17793, tj. 50 .
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Proto X; = b, + B.10 md vlastnost, Ze X,.1977 kondf
¢islici 5, tj. by = 5. Zkouskou se ovéti, ze islo 5914.1977
kondf étytéislim 1978.

Jiné Fe¥eni. Oznaéme pro n =1, 2, ... symbolem «,
4n-ciferné dislo a, = 19781978 ... 1978. Ukazeme, Ze
mezi prvnimi 1977 éleny posloupnosti {a,} je ¢islo déli-
telné 1977,

Predpokladejme, Ze takové &islo délitelné 1977 mezi
isly @y, ..., @97, nenf. Pak mezi témito disly existuji
dvé ruzna disla, kterda maji stejné zbytky po déleni
éislem 1977 (moznych zbytkt je totiz jen 1976). Necht
jsou to ¢&isla a;, ay, 1 < k. Oznaéme k — i = m. Zfejmé
plati, Ze ¢islo

@y — a; = 19781978 ... 19781089 — g 10t™

je délitelné 1977. AvSak 104" je nesoudélné s dislem 1977;
proto a, je délitelné 1977 a piitom 1 < m << 1977, coz
je spor, Tvrzeni je tim dokazano.

B—1-2

Nech A = {a, b} je dvojprvkovéd mnozina a f, g zobra-
zenia mnoZiny A na A definované predpismi:

fla) =a, fb) =0; g(a) =0, g(b) =a.

Na mnozine R vsetkych relacii Z C A x A je definova-
né relacia S takto: Z,8%,, kde #,, Z, C A x A, ak %,
je obrazom %, pri zobrazeni f alebo g.

1. Dokazte, ze S je ekvivalencia.
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2. Uréte, kolko réznych tried ekvivalentnych reldcif
vzhladom na 8§ existuje na mnozine R.

Re¥eni. 1. Relace § je ekvivalence, nebot je ziroven

I. reflexivni: Kazdd relace Z eR je svym obrazem
v (identickém) zobrazeni f, takie # S .

II. symetricka: Kazdé ze zobrazeni f a ¢ je inverzni
. samo k sobé, takze je-li Z, obrazem %, v zobrazeni f
(popt. g¢), je také £, obrazem %, v tomtéZ zobrazeni.
Plati tedy: je-li #, S #,, pak #; S #,, pro kazdé %, € R,
X, € R,

III. transitivni. Ukazme nejprve, Ze sloZenim zobra-
zeni f a g v riznych poradich dostaneme opét jedno
z téchto zobrazeni: jetotiz fOf =f,fOg=90Of =y,
gOg =f. Plati-li nyni #Z, S, a #, SR, plati také
Ry S8R, a to pro libovolnd #,, Z,, #, v R;.

2. Vsech prvkt mnozZiny R, je ziejmé 24 = 16. Tuto
¢ast tdlohy vyfesime nejjednoduseji tim, Ze vypiSeme
jednotlivé tiidy rozkladu do tohoto schématu (v kazdém
tadku je jedna tiida):

a,

{la, al}t, {[b, b1},
{la, 0]y, {[b, al},
{la,a], [b,0]},
{la, b], [b,al},
{la,a], [a,b}}, {[b,a], [b,0]},
{la;al, [b,alt, {lab], [b,B]},
{[a’ a] ) [a’ b] > [b’ a]} ’ {[a’ b] > [b’ a] ’ [b’ b]} ’
{la, a], [a, 8], [, B}, {[a,a], [b,a], [b,0]},
{la.al, [a, 0], [b,a], [b,0]}.
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Zdvér. Na mnoziné R je celkem 10 tiid navzdjem
ekvivalentnich prvk.

B—-1-3

Uréete parametr a tak, aby rovnice
a.sign (x — 1) — 2x = sign (2% + 22 — 3) (1)

méla pro neznidmou 2z pravé Styii FeSeni.
(Poznamka: Funkce z |> sign z je definovana v textu
1. piipravné dlohy I. kola kategorie B.)

Re¥eni. Upravou (1) dostaneme

asign (x —1) —2x =sign(x — 1) (x + 3). (2)

Body (viz obr. 11) z, = —3, z, = 1 rozlozi mnozinu
redlnych é&fsel na pét disjunktnich podmnozin M;, M,,
M;, M,, M.. V ka?dé z nich budeme hledat kofeny (1):
1. M, ={xeR;z <-—3}; pro tato = ma (2) tvar
—a—2z =1, odkud z = —3% (a + 1). Cislo = bude
kofenem, bude-li —X(a + 1) < —3, tj. a > 5.

2. M, = {—3}; pak v M, je kofen pro —a + 6 = 0, tj.
a = 6.

3. M; = {zeR; —3 <z < 1}; pak (2) ma tvar —a —
— 2 =—1, tj. z = —% (@a—1). V M, tedy bude
(a to jediny) kot¥en, pravé kdyz —3 < — 3(a —1) <

< 7,tj.pro —1 <a<T.

O
2%

-3

o+
-~
>

Obr. 11
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4. M, = {1}; (2) piejde v @.0 — 2 = 0, co nelze splnit.
V M, proto neni nikdy koien.

5. M; = {z eR; z > 1}; (2) md pak tvar a — 2z = 1, tj.
z = 3(@—1). V M; je tedy (jediny) koten, prave
kdy% 3(a—1) > 1, tj. a > 3.

M4 proto dana rovnice pro parametr @ &tyii kofeny
tehdy a jen tehdy, je-li zaroven splnéno a > 5, a = 6,
—1 <a <7, a>3. To nastane v jediném piipadé
a = 6. Kofeny jsou pak ¢&isla —3,5; —8; —2,5; 2,5.

B—1—4

V trojthelniku T je dan bod P. Necht T’ je trojihel-
nik vznikly z T posunutim o vektor v, necht r, popt. =’

Obr. 12
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je polomér nejmensfho kruhu se stfedem v P, v ném?z je
obsazen trojihelnik T, popt. T'.
Dokazte, ze plati

r<2r,

a najdéte piiklad, kdy nastane rovnost.

'
_1P

g
e

<y

/1
|
I
I
l

Obr. 13

ReSeni (obr. 12). Necht T = ABC, T = A'B'C".
Oznaéme P’ obraz bodu P v uvedeném posunuti. Proto-
ze P €T, je P'eT’, takie |v| = |PP'| <+'. Podle de-
finice r existuje v T bod X takovy, ze [PX| = r. Proto
plati, je-li X’ obraz bodu X, r — |v| = |PX| — |[XX'| =
< |PX'| £,
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Z obou nerovnostf |v| <" a r— |v| <+’ plyne
r=F—I)+ v+ =2,

jak jsme méli dokazat.
Piiklad, kdy plati » = 2/, je na obr. 13.

B—1-5

Na strandch rovnostranného trojihelnika ABC jsou
dény body O, C,na AB, 4,, A, na BC a B,, B, na AC
tak, Ze strany jsou jimi rozdéleny na t¥i shodné tsecky.
Pritky 4A4;, BB;, CC; (1 =1, 2) rozdéluji trojihelnfk
na mnohothelniky. Vypoététe, jakou éasti obsahu troj-
thelnika je obsah toho Sestithelnika rozkladu, ve kterém
lezi stied trojuhelnika.

ReSeni. Nejprve dokidZzeme pomocnou vétu: Nechf
ABC (obr. 14) je trojthelnik, ¥ vnitini bod jeho strany

y
C=(uy)
/
//
//
E /AP Eetu
~ /[ _-
P //75\\
~ / ~
e N X
0=A F=(kw,0) B=(w,0)
Obr. 14
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AC, F vnitini bod jeho strany AB, P prisedfk pf{mek

5 AT 47|
BE a CF. Je-li k —ITBI—, e = |A0| , pak plati
1 —
pr| =220 1pg), 1)
k 2k
|4P =——“—;—_e—:]—ce——e |[AD|, (2)

kde D je prusedik ptimky AP s pifmkou BC.

Dikaz lze provést napf. uzitim analytické geometrie.
V roviné trojthelnika zvolime ortonormalni soustavu
tak, Ze podatek je v bodé A, kladn4 osa x je v polopiimce
AB a bod € mé kladnou druhou soufadnici: 4 = (0, 0),
B = (w, 0), C = (u,v), w > 0, v > 0. Pak = E (eu, ev),
F = (kw, 0). Po snadném vypodtu najdeme soufadnice
bodé P a D: '

(eu—l—kw——ke(u+ w) e(l—k) )
P = v],

1—ke " 1—ke
D— eu + kw — ke(u 4 w) e(l —k)
- k1t e—2ke ' kte—2oke )

(Protoze &k + e — 2ke = e(1 — k) + k(1 —e), je jme-
novatel kladny. Porovnénim druhych soufadnic bodi P
a C dostaneme (1), porovnanim druhych soufadnic bo-
dia P a D dostaneme (2).

Vlastnf fefeni provedeme v oznadeni z obr. 15. Usetky
AA;, BB;, CC;, i = 1, 2 rozdéli dany rovnostranny troj-
thelnik na mnohothelniky péti druht: M,;, M,, M,,
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M, M;. Poméry obsahit M; a obsahu P trojihelnika
ABC oznadime z;, ¢ = 1, 2, 3, 4, 5, takZe hledany obsah
Sestitthelnika bude z;P. O &islech x;, ..., x5 platf vztahy:

32, + @ + &3 + x4 = 5 (3)

(z obsahu AACC,);
®y + 4wy + x4 + Ty = F (4)
(z obsahu ACC,C,);
2, + x, = 5 (5)
(z obsahu &tyiahelnika AC,DB,,
nebot |4D| = L|4G| podle (2) pro k =e = ,
|B,C,| =5 |[BC| a AD | B,Cy);

@ =g (6)
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(nebot [BC,| = 1 |0C| podle (1) pro k=2, ¢ = L,
takZe obsah AKEBC, je sedmina obsahu AC,BC);

1
28, + x4 =%

(7)
(z ABFC,nebot |[FG| = +|AG| podle (2) pro k = e = =).
Z rovnic (3)—(7) plyne postupné , = o, ¥, = 33,
a1
-714 105 ° xa 70 ’ xs =

E-

Zdvér. Obsah Sestithelnika je desetina obsahu troj-
thelnika.
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B—1-—-6

V roviné jsou dany dva body 4, B a kruZnice k.
Sestrojte na kruznici k£ body C a D tak, aby body 4, B,
C, D byly vrcholy rovnoramenného lichobéznika s ra-
meny AB a CD.

Re¥eni (obr. 16). Necht €, D jsou body spliiujici pod-
minky, necht o je osa soumérnosti piislusného lichobéz-
nika. Kruznice k' soumérna ke k podle osy o prochaz{
body 4 a B a je shodné s k.

Z tohoto rozboru vyplyva konstrukce. Sestrojime
kruznici k&’ shodnou s k a prochdzejici body 4 a B.
Kazda osové soumérnost, kterd prevadi k' v k, prevede
body 4 a B v body C a D vyhovujici podminkédm tlohy,
pokud tsetky AB a CD nejsou rovnob&iné a nemaji
spoleény bod. Podminkou fesitelnosti ovSem je, aby
prumér kruznice & byl vétsi nebo roven vzdalenosti boda
A a B. Je-li vétsi, jsou dvé kruznice k' prochazejici
body A a B. Uloha miize mit nekoneénd mnoho YesSeni
(je-li k& shodnda s nékterou z kruznic k'), nebo dvé feseni,
jedno nebo Zidné fesSeni.

KATEGORIE C
C—1-1

Pro kazdé realné ¢éislo a > 1 plati

Je—1+ Ja+1<2]a.

Dokazte.
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Re¥eni: Protoze pro kladni &fsla ¢, d plati ¢ < d
pravé tehdy, kdyz je ¢* < d?, je dokazovana nerovnost
ekvivalentni s nerovnosti

(Ja—1+ Ja+12<4a,

kterou muzeme upravit na ekvivalentni nerovnost

Va2 —1<a.
Tato nerovnost je zfejmé splnéna pro vsSechna a > 1,
protoze 0 < a®? — 1 < a?, a proto Va2 — 1< Va2 = a.

C—1-2

Urdete viechna realna ¢&isla a, pro ktera se zlomek

a -+ 2
a?+1
rovné pFirozenému ¢&islu.
Re¥enf. Predpoklidejme, Ze pro redlné &islo a se dany

zlomek rovnd prirozenému ¢éislu n. Pak je na? —a 4 n —
— 2 = 0, ¢&slo a je proto FeSenim kvadratické rovnice

ne: —x+n—2=0,

ktera musi mit tudiz nezdporny diskriminant, tj. pro »
musi platit 1 — 4n(n — 2) = 0. Tuto nerovnost upravi-
me na tvar

(2n — 22 <5,

odkud plyne, Ze 2n — 2 se mizZe rovnat pouze 0 nebo 2,
protoze je to &fslo sudé. Cislo n se proto rovné bud jedné,
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nebo dvéma. Je-li » = 1, musf a spliovat rovnici

a®—a—1=0,
1+ )5 1—|/5
tedy a = —:*—2—1/—— nebo « :-——2V—,

je-li » = 2, musi a spliiovat rovnici 242 —a = 0, tedy
@ = 0 nebo a = 1. Obricend se snadno ovéii, ¥e dany
zlomek se rovné jedné nebo dvéma, jestliZe za a dosadime

1+)5 1|5
jednu z étyt vypodétenych hodnot +2V ; 2V )

1
0, +.

C—1-3

Z cifer ,nula, jedna‘ je utvofena posloupnost
10100100010000 ... ;

za n-tou jednitkou stoji » nul (n =1, 2, 3, ...). Kolik
jedniéek stoji na prvnim miliénu mist této posloupnosti?
Na kolikatém misté stoji posledni z nich ?

ReSeni. Uvazujme zaditek dané posloupnosti aZ po
n-tou jedni¢ku a za nf stojici nuly, kterych je pravé =.
Oznadme a, podet cifer v tomto koneéném tseku dané
posloupnosti, ve kterém je n jednidek a 1 + 2 4 3 -
-+ ... 4+ n nul. Plati proto

Gy =1+ In(n + 1) = In(n + 3),
tj. @y =2, ay, =5, a; =9, atd. PoloZzme jesté a, = 0.

Je-li p polet jednidek stojicich na prvnich & mistech
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dané posloupnosti, pak je k-té cifra bud p-tou jed-
ni¢kou, nebo je nékterou z p nul, stojicich za p-tou
jedni¢kou. Musi tedy platit

a0 <k =a,

a &islo p je témito nerovnostmi jednoznaéné urdeno
dslem k. V nagem piipadé je £ = 109, hledany podet p
jedniéek dostaneme z nerovnosti

FP—1) (p + 2) < 10° < 3p(p + 3),
které upravime na tvar
(p 4 5)2 < 2000 002,25 < (p -+ ).

Pomoci tabulek nebo kapesniho kalkulatoru uréime -
druhou odmocninu r z &sla 2 000 002,25, Stadi zjistit,
Ze lezi mezi hodnotami 1414,2 a 1414,3. Pro p mame
pak nerovnosti
p+05<r<l14143, 14142<r <p-+ 1,5,

tedy 1412,7 < p < 1413,8, a protoZe p je &islo piiroze-
né, je p = 1413. To je podet jednidek, stojicich v dané
posloupnosti nejvyse na miliéntém misté. Posledni
z nich stoji na misté s pofadovym éislem a,_, + 1 =
= 998 991.

cC—1-—-4

Je dén ¢tverec ABCD. Oznaéme E stfed strany CD
a k kruznici o stiedu 4 a poloméru AC. Urdete vSechny
body X ek takové, Ze trojuhelniky XDE a XBC maiji
obsahy sobé rovné.
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ReSeni. Trojthelniky XDE a XBC majf pravé tehdy
rovné obsahy, kdyZ vzdalenost bodu X od ptimky DE
je nenulova a dvakrat vétdi neZ vzdéalenost bodu X
od primky BC.

Dale plati: Ma-li bod X popsanou vlastnost, ma tuto
vlastnost kazdy bod pifmky CX razny od bodu C. To
plyne z podobnosti trojuhelniki. Stejné tak je vidét, ze
na pifmce CX lze zvolit bod Y tak, e jeho vzdalenost
od ptimky BC je rovna jedné a jeho vzdilenost od pfim-
ky CD je rovna dvéma (obr. 17.) Takové body Y jsou
¢tyti, dostaneme je jako prisediky dvou rovnobdzek
s pfimkou BC ve vzdalenosti jedna od pimky BC
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s dvéma rovnobézkami s piimkou CD, vedenych ve
vzdalenosti dvé od této p¥imky. Spojime-li tyto &ty¥i
body s bodem C, dostaneme dvé ruznobézky a pravé
viechny body X téchto dvou riznobézek (kromé bodu C)
majf vyse popsanou vlastnost.

K vyteseni nasi ulohy stadi uréit prusediky obdrze-
nych dvou réznobézek s kruznicf k. Zidnid z téchto
piimek nenf te¢nou kruznice k v bodé C, protoze kazdy
bod této tedny ma od ptimek BC, CD stejné vzdalenosti.
Protiné proto kazdd z uvaZovanych riznobézek kruzni-
¢i k v bodé C a v jednom daldim bods. Uloha mé tedy
dvé Fesenf.

C—-1-5

Uréete mnozinu stieda vSech &tverct, jejichz viechny
strany lezi na sténach dané krychle.

Re¥eni. Necht viechny strany &tverce ABCD le#f na
sténdch dané krychle. Lezi-li cely ¢étverec v jedné sténé
krychle, lezi v ni i st¥ed ¢tverce. Ten je pak nutné vniti-
nim bodem stény, nelezi na zadné hrané krychle. Obra-
cené je kazdy vnitini bod kazdé stény krychle sttedem
néjakého &tverce leziciho v té sténd. V dalsim vyloudi-
me tento vyjimeény piipad. Necht tedy &tverec ABCD
nelezi v zadné sténé krychle. Pak leZi vSechny jeho vrcho-
ly na hranach krychle — kdyby byl napiiklad bod A4
vnitinfm bodem nékteré stény, musely by v ni lezet
strany AB i AD ¢&tverce, a tudiz cely étverec. Mohou
nastat tyto dva pifpady:

1. Strana A B je rovnobéina s nékterou hranou krychle.
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Strana ¢étverce je pak rovna délce hrany krychle, strana
CD lezi bud v protéjsi sténd k sténé, ve které lezi strana
AB, nebo ve sténd sousedni podle toho, je-li rovina
étverce rovnobézna s nékterou sténou krychle & nikoli.

2. strana 4B nenf rovnobézné se Zadnou hranou krych-
le, pak musi strana BC &tverce leZet ve sténé sousedni
k sténé, v niz lezi strana AB, a protoZe jsou strany 4B,
BC kolmé, musi byt strana BC rovnobéznd s hranou
krychle, a sice s tou hranou, ktera je kolmé k sténd, v niz
lezi strana AB. Tim je tento p¥ipad preveden na pfipad
piedchazejicf. Vidy je néktera strana é&tverce rovno-
béina s nékterou hranou krychle. Strana &tverce je
rovna v kazdém pifpadé délce hrany krychle.

Je-li rovina &tverce ABCD rovnobé’nd s nékterou
sténou krychle, lezf stted ¢tverce na spojnici stired téch
stén krychle, se kterymi je rovina &étverce rovnobéznd.
Obracené je kazdy bod tsetky spojujici stiedy proti-
lehlych rovnobéznych stén krychle stiedem &tverce,
ve kterém protind krychli rovina rovnobézna se sténa-
mi krychle, jejichz stiedy tvoii zvolenou spojnici.

Neni-li rovina &tverce rovnobéind s Zadnou sténou
krychle, nybr# je pouze rovnobdiné s nékterou hranou
KL dané krychle, lezi stied S étverce ABCD v roviné p
soumeérnosti hrany KL (obr. 18). Rovina g protne krychli
ve &tverci Q. Oznadme jesté U, V prisediky Stverce Q
s obvodem <¢&tverce ABCD a R ten vrchol dtverce Q,
pro ktery je trojihelnik URV pravouhly. Je pak
|SU| = |SV| = 3a, kde a je délka hrany krychle.
Protoze je trojihelnfk pravoihly a bod § sttedem jeho
prepony, je také |RS| = +a. Bod 8 lexf tedy nutnd
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na té étvrtkruznici v roving g o stfedu R a poloméru 4a,
ktera je asti krychle. Obricené lze ke kazdému bodu 8
této Stvrtkruznice sestrojit body U, V tak, aby lezely
v roviné p a soudasné na sténach krychle a aby bod 8
byl stiedem tsetky UV a |[SU| = |SV| = 4a. K bodém

U, V se pak snadno sestroji ¢tverec ABCD, jehoz strany
lezi na sténach krychle a jehoz stfedem je bod S.

Mnozina stied vSech étverct, jejichz vSechny strany
lezi ve sténach dané krychle, je tudiz sjednocenim téchto
tff mnozin:

a) mnoziny vSech vnitinich bodi vSech stén krychle,

b) mnoziny vsech bodi na tiech tsedkach spojujicich
stiedy protilehlych stén krychle,

¢) mnoziny vsech boda dvanacti &tvrtkruznic se
stiedy v stfedech hran dané krychle, jejichZ presny
popis je uveden vyse.
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C—1-6

Jsou dany t¥i razné body A, B, C, které nelezi v ptim-
ce. V roviné ABC uréete vSechny takové body M, pro
které kruznice opsané trojuhelnikim AABM, ABCM,
NACADM jsou shodné.

Re¥eni. Oznadme stiedy kruznic dpsanych trojihelni-
kim ABM, BCM, CAM postupné Sy, S,, S;. Pak plati
1,4] = [8,B] = [S,M] = |8,B] = |8,C] = |S,1] ~
= |85C| = [Ssd| = |83M|. Bod M musi byt rizny od
bodt 4, B, C a z rovnosti |S, M| = |S,M| = |8,B] =
= |S,B| plyne, Ze bud S; = S,,nebo %e §,MS,B je koso-
¢tverec. Je-li S; = 8,, splyvaji kruznice opsané trojahel-
nikim ABM, BCM s kruznici opsanou trojihelniku
ABC a bod M je jejim bodem. Ve druhém piipadé je
nejen S;MS,B, ale téz S,MS,C a S;MS,A kosodtverec.
Prvni dva maji spoleénou stranu MS,, a proto tvoii
zbyvajicif vrcholy obou kosoétvercti rovnobéznik, v na-
Sem piipadé je to rovnobéznik §,BCS;. Odtud plyne, Ze
pfimky S,8; a BC jsou rovnobéziné, a protoze piimky
AM, 8,8, jsou kolmé (thlopticky kosoétverce jsou na
sebe kolmé), jsou kolmé i piimky AM a BC. Leii tedy
bod M na vysce trojthelnika A BC, kterd prochazi bo-
dem 4. Stejné bychom dokazali, Ze bod M lezi téz na
zbyvajicich vyskach trojuhelnika ABC, neboli Ze je
prisedikem vysek trojahelnika 4 BC. Tim jsme dokazali:
jsou-li poloméry kruznic opsanych trojihelnikiim 4 BM,
BCM, CAM stejné, pak je bod M bud prisedikem vysek
v trojahelniku A BC, nebo je bod M libovolny bod kruz-
nice opsané trojihelnfku 4 BC, razny od bodua 4, B, C.
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Obracend, necht je M libovolny bod kruznice opsané
trojihelniku A BC, rtzny od bodu 4, B, C. Pak kruzni-
ce opsané trojuhelnikim ABM, BCM, CAM splyvaji
viechny s kruznici opsanou trojahelniku ABC, a maiji
tudiz stejny polomér. Necht je ted bod M prisedikem
vysek trojihelnika A BC, ktery nemuze byt pravouhly,
protoze podle piedpokladu jeho prisedik vysek M ne-
splyva s Zadnym jeho vrcholem. Kruznice k, a k; opsané
trojuhelnikim BCM a CAM maji spoleénou tétiva CM,
které piislusi v kruznici k, obvodovy thel xCBM
a v kruZnici k,; obvodovy thel <<CAM. Piitom je
CA | BM, AM ] CB a proto jsou uhly <<CBM,
XCAM stejné. Odpovidaji tedy spoletné tétive CM
kruZnic k,, k, stejné velké obvodové thly a proto maji
kruznice k,, ky stejné velké polomeéry. K témuz vysled-
ku bychom dosli i v piipadé kruznic k, a k,, kde k, je
kruznice opsand trojuhelniku ABM. Mizeme tedy
shrnout: mnozinou vsech bodu M, pro které maji kruz-
nice opsané trojuhelnikim ABM, BCM, CAM stejné
poloméry, je mnozina boda kruznice opsané trojihelni-
ku ABC a pruseéik vysek trojuhelniku ABC s vyjimkou
bodt 4, B, C.

KATEGORIE Z
Z—1-—-1

Zjistéte, zda mezi &fsly
10001, 100001, 1000001, ..
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(prvnf a posledni éislice je 1, ostatni jsou vesmés nuly)
jsou nasobky disla 1001. Jsou-li takovd ¢isla, najdéte
nejmensi z nich,

ReXeni. Uvédomime si rozklad &isla 1001 v prvodinitele.

1001 = 7.11.13 (1)

Déle sestavime tabulku zbytka pti déleni mocnin deseti
Sisly 7, 11 a 13; oznadime z,, 2y, 2,3 zZbytek pii déleni
¢isla 107 éislem 7, 11, 13:

expgnent 123|456 7]s8]9]0 11 12 13...
2, 312 6 4| /1] 3 2)6] 4 5 1 3...
Zn 110110/ 1|10 1010} 1|10| 1|10]...
Zis 9112/ 3| 4/ 1|10/ 912 3 4 1]10...

Cislo 10" 4- 1 m4 zbytek o 1 vétsi nez &islo 107,
Hledame pront takovy piipad, kdy zbytky budou 0, 0, 0
neboli 7, 11, 13, nebot v tomto piipadé dostaneme prvni
¢islo tvaru 10 + 1 (n > 3), délitelné d&islem 1001,
Tento prvni piipad je v zaramovaném sloupei, kdy éislo
10" + 1 dévé zbytky 6 +1 =17, 104+ 1 =11, 12 +
+ 1 = 13. Pislusné = je 9, hledané ¢&islo 1 000 000 001.

Z—1-2
Z mista A vyjely soudasné po téze trase dva nakladni
vozy: prvni jel primérnou rychlosti 40 km/h, druhy

50 km/h. Po jisté dobé vyrazilo za nimi osobni auto
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jedouci pramérnou rychlosti 70 km/h. Nejprve pfedjelo
pomalejsi vz, pal hodiny potom ptedjelo rychlejsi viiz.
0¢ pozdéji vyjelo z mista 4 osobni auto nez oba naklad-
ni vozy ?

Rte¥eni. Oznadime 0 hod. okam#ik, kdy vyrazi na cestu
oba nakladni vozy N,, N,, « (v hod.) okamzik, kdy vy-
razf osobni vaz V, y (v hod.) okamzik, kdy V piedjizdi
pomalejsi viiz Ny, y + + (v hod.) okamzik, kdy ¥V pred-
jizdi rychlejsi ndkladni vtz N,. Tabulka udava v km
vzdalenosti od vychoziho mista A4, které kazdy z vozu
urazil v daném okamziku.

Cas N, N, 14
0 0 0 0
z 40 z 50 z 0
Y 40 y 50y 70y — )
1 1 1 1
y+ 3 40(y +?] 50(y+?] 70[y—x +—2~]

Podle podminek tlohy (pfedjizdéni) jsou si rovny
udaje v oramovanych polich téhoz fadku, tj.

40y =70y —x)
50 (y + 5) = T0(y —a + ) .

Po jednoduchych tpravach piejde soustava (1) v sou-
stavu

(1)

3y ="Tx, 2y =Tr—1. (2)
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Z (2) vylou¢ime nezndmou y (text ulohy zada vypodet x);
vyjde z = 2 (hod.), tj. « == 26 minut. Z (2) dostaneme
y = 1 (hod.).

Algebraicky ,,jednodussi“ by byla soustava, kdyby-
chom zvolili neznamé y, y — x = z (doba jizdy vozu V
az do predjizdéni N,). P¥islusna soustava by znéla

4y =Tz, by ="Tz+1.

Odtud dostaneme y =1, 2=+ a s =y—z =+
jako diive.

@ Cervena O modra K Eervena nebo
modra

Obr. 19
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Z—1-3

Na kruZnici k£ lezi 8 rlGznych boda, z nichZ jsou
4 dervené a 4 modré. Zjistéte, zda lze vidy sestrojit ta-
kovou p¥imku p, Ze uvniti opaénych polorovin s hranién{
pi¥imkou p lezi po 2 ¢ervenych a po 2 modrych bodech.
Refeni. Uloha vyzaduje systematicky vydet vSech
moznosti (dichotomické tiidéni) a experimentalni zjisté-
ni existence ptimky p v kazdém piipadé.
T¥{déni miZeme zaznamenat do schématu zvaného
strom.:

| A

existuje aspon jedna
étvetice stejnobarev-
nych ,,sousedt‘

neexistuje zddné &tve-
Tice stejnobarevnych
,,sousedi‘

|

B | existuje asponl jedna neexistuje zadnd tro-
— | trojice stejnobarev- jice stejnobarevnych
nych ,,sousedt* ,,sousedu‘
i
C | existuje asponi jedna neexistuje Zédnd dvo- | D

dvojice stejnobarev-
nych ,,sousedt‘*

jice stejnobarevnych
,,souseda‘’

Zakreslime koncové ptripady 4, B, C, D; (obr. 19
e znadi éervené body, o modré).
V ptipadé B jsou dvé moznosti, naznaéené na obr. 19
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V ptipadé C musi byt sousedi dvou éervenych dva modré;
na usporadanf zbyvajicich étyi nezalezi.
Na obr. 19 jsou uz také naznadeny polohy piimky p.

Z—1-—4

V trojahelniku ABC sestrojte téznici ¢, prochéazejici
vrcholem C, jeji st¥ed oznadte D. Piimka AD a téZnice

Obr. 20

t, rozdélf trojuhelnik na tfi trojihelniky a ¢tyiahelnik.
Vyjadiete obsahy téchto &ty¥ obrazct pomoci obsahu
daného trojiahelnika.

Reeni. Resent tlohy Z-I-4 se opird v podstaté o vétu
V, Ze pomér obsahi P,, P, dvou trojihelnikt se spoleé-

vevy

nym vrcholem, jejichZ protéjsi strany s,, s, lezi v téze
piimce, je — (obr 20). Plati tedy o 1 Py .
sy P,
Ulohu rozte§ime za pomoci obr. 21. Podle textu tlohy
mame vyjadiit pomoci obsahu P trOJuhelniku ABC
tyto obsahy:
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PI’P2’P8 a P4+P5'
Podle véty V je P(AAEC)+ P(ABEC) =
P
P(ANAEC) = P(ABEC) =5 Podle téze véty V je

P(AADE) + P(ANACD) =

3

2
P(NADE) = P(NACD) = —ii
Je tedy

P, = P, = ;P azéroveir P, 4+ P, = P, + P, + P;

(1)
Pouzijeme-li véty V na A\ ABF, dostaneme

P2 —l"‘ -P4 = P5 H (2)
Pouzijeme-li véty V na ACEF, dostaneme
Py = Py, (3)
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P P 5
Specielnd obsah &tyiahelnika BEDF je 1 + o P
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IV. SoutéZni ilohy II. kola

KATEGORIA A
A—1l —1
Néjdite vSetky n-tice redlnych &isel x;, @5, ..., @,
ktoré vyhovuji rovniciam
vt ... t+a=1, (1)
vttt =1, (2)

Rie¥enie. Cisla «? s zrejme nezdporné. Z rovnosti (1)
potom vyplyva
0<a? <1,
Keby pre niektoré j = 1, 2, ..., n platilo
0<a; <1,

tak potom z; < 7. KedZe pre kazdé ¢ =1, ..., n plati
0 < 2y <2, tak

... tadt<d . t2=1,

¢o je spor s rovnostou (2).
Teda pre kazdé i = 1, ..., n musf platit 2} = 0 alebo
2} =1, t.j. , = 0,1, —1. Z rovnosti (1) bezprostredne
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vyplyva, Ze prave jedno z &isel z; musi byt rovné 1
alebo —1 a ostatné musia byt rovné 0.
Zdwer. RieSenim rovnic (1) a (2) s n-tice

[1,0,...,0],[0,1,...,0] ..., [0, ..., 0, 1],
[—1, 0, ..., 0], [0, —1, ..., 0], ..., [0, ..., 0, —1] .

Iné riesSenie. Rovnicu (1) umocnime

i R R i IR 1 . B

Ked odpoéitame rovnost (2) a delime 2, dostaneme

xirs + v ...+ ad_2E=0.
To je mozné len vtedy, ked st vSetky &isla 2; rovné nule,
alebo vsetky ¢&isla x; okrem jedného si rovné nule.
Podla (1) prvy pripad nemdZe nastat a v druhom pri-
pade ¢islo rézne od nuly musi byt rovné 41 alebo —1.

A—1l-2

V rovine je dand konvexna mmnozina M, ktora obsa-
huje aspon 2 body a ktora ma tato vlastnost: ak 4,B st
dva body z M, tak v M existuje taky bod C, Ze 4,B,C
st vrcholy rovnostranného trojuholnika. Dokazte, Zze M
nie je ohranidend, t.j. ze ku kazdému kladnému &islu K
existujd v M dva body, ktorych vzajomna vzdialenost
je vadsia ako K.

Riefenie. DokdZeme najprv pomocné tvrdenie: ak
X,Y st dva body v M, tak existujd v M dva body,

7
ktorych vzdialenost je 1/—2- XY.
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Nech X,Y st dva body v M. Oznatime S stred Gsedky
XY. Kedze M je konvexnd, tak S € M. Nech Z je taky
bod z M, Ze trojuholnik XYZ je rovnostranny. Nech
dalej 7' je taky bod z M, Ze trojuholnik SZT' je rovno-
stranny. Bez djmy na vSeobecnosti mézeme predpo-
kladat, ze body X a T' st v opaénych polrovinich urde-

~

Obr. 22

nych priamkou ZY (pozri obr. 22). Trojuholnfk XZ7T'
je pravouhly s preponou X7'. Teda
|XT[ = [X2[2 + |27 = |X¥ [ + 3IX Y] — Z|X Y]

Odtial uz vyplyva pomocné tvrdenie.
Mnozina M obsahuje aspon dva body X,Y.
[ Nech d je ich vzdialenost. n-ndsobnym pouzitim po-
mocného tvrdenia vyplyva, ze v M existuja dva body
X, Y, také, Ze ich vzdialenost je

1,7, = (l/g—]”.d.
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Podla binomickej vety plati

e ()

Ak K je dané kladné ¢islo, tak existuje prirodzené &islo n

tarké, ze
n. — .

Potom vzdialenost bodov X, a Y, je vidsia ako K.
A—Il —3a

Stucin 2k — 1 po sebe iddcich neparnych prirodze-
nych &isel je delitelny &islom 1.3..... (2k — 1); dokézte.
RieS¥enie. Mdme dokézat, Ze pre kazdé prirodzené &is-
lo k& a pre kazdé neparne prirodzené ¢islo n je éfslo
n(n + 2).....(n + 4k —4)
Cr,m =
: 1.3.....(2k—1)

celé. Najprv si vSimnime tento vztah:

nn + 2).....(n + 4k —6).(n + 4k — 4)
1.3.....(2k—1)

B n(n + 2). ... .(n + 4k — 6)
- 1.3.....(2k—1) n—2) +

on(n 4+ 2).....(n + 4k — 6)
1.3.....(2k—1)

202k —1) )=

94



B (n—2m.....(n + 4k — 6)
N 1.3.....2k—1)

nn + 2).....(n -+ 4k — 8)
1.3.....(2k—3) '

+ 2(n + 4k — 6).
Teda

Cieyn = Cl,m—2 + 2(7’& -+ 4k — 6)'clc—l.'n . (3)

Tvrdenie tdlohy dokidZeme matematickou indukciou
podla stétu k + n.

Prek =n =1je

g =1 =]
tislo celé.

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre kazdé prirod-
zené &islo p a neparne prirodzené ¢islo g také, Ze
p + ¢ < m. UkéZeme, Ze platf aj pre disla k, n (n nepér-
ne) také, ze k + n = m.

Kedie k +n—2 =m—2 < m, k—l—}-n-m—
— 1 < m, tak podla indukéného predpokladu d&isla
Crn—gs Cr—1, » SU celé. Podla rovnosti (3) aj éislo ¢ , je celé.

A —1l —3b

Zostrojte stvoruholnik 4 BCD, ktorého obsah je vaési
ako 20,5 cm?, pridom sudet velkosti stran AB, BC, CD
je 12 cm.

RieSenie. Zostrojime §tvoruholnik so stranami

|AB| = |BC| = |CD| = 4 em,
X DAB = < ADC = 60°,
X ABC = % BCD = 120°.
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Potom |AB| 4 |BC| + |CD| = 12 em. Lahko vidiet,
ze |AD| = 8 cm. Pre jeho obsah plati

844
2

P:

.l/;,,; _ 12V§> 12.1,73 =

= 20,76 > 20,5 cm3,

Je to Stvoruholnik pozadovanych vlastnosti.

V dlohe sa pozadovalo zostrojit takyto §tvoruholnik
a my sme ho zostrojili. Vznika prirodzena otdzka, ako
sme vymysleli uvedent konstrukeiu. Na to sa tiloha ne-
pyta.

Jedna z moznych (nepresnych) tvah, ako taktto
konstrukeiu najst, je tato.

Z dovodov symetrie sa zda, Ze Stvoruholnikom s naj-
vadsim obsahom, pre ktory |4B|-+ |BC| -4 |CD| =
= 12 cm, by mal byt rovnoramenny lichobeznik so stra-
nami |[4B| = |BC| = |CD| = 4 cm. Strana 4D bude mat
dizku 4 + 2z (pozri obr. 23). Jeho obsah P bude rovny

:w.]ﬂe“ﬁ.

P
(x) 5
c B
D~ A
Obr. 23
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Chceme najst hodnotu z, pre ktort ma P maximum.
Jednoduchsie bude hladat maximum funkcie

f(x) = (P(x))* .
Totiz

(@) = ((4 + 2)2.(16 — a?)) = 128 — 2422 — 423

a zrejme f'(2) = 0.

Teda Stvrta strana hladaného stvoruholnika by mala
maf velkost |AD| = 8 cm.

Skiskou zistime, Ze tento Stvoruholnik mé skutodéne
obsah 121/5 > 20,5.

Vsimnime si, Ze sme nedokézali, Ze je to &tvoruholnfk
8 maximalnym plosnym obsahom.

KATEGORIE B
B—1l —1

Dané st redlne éfsla @, b. Najdite vSetky rieSenia
rovnice
22?2 — (a? — b?) sign x = a® + b2. (1)

(Funkcia  — sign # je definovana na mnozine R vset-
kych realnych disel takto: ak = > 0, signz = 1; ak
z =0, signx = 0; ak < 0, signx = —1.)
Reeni. 1. Necht a2 + b2 = 0, tj. a = b = 0. Potom
rovnice (1) ma tvar
) 222 =0,

a tedy jediné feseni x = 0.
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2. Necht a? -+ b2 > 0. Refenfm pak z¥ejmé neni
x =0.
a) Hledejme Feseni v oboru (— oo, 0). Pak rovnice (1)
nabyvé tvaru
2% = 2b%.

V oboru (— oo, 0) mé tato rovnice FeSenf, pravé kdyz
b # 0. Timto feSenim je

x=—|b.

Zkouskou se snadno presvéddéime, ze —|b| je pro b # 0
feSenfm rovnice (1).
b) Hledejme Feseni v oboru (0, o). Pak rovnice (1)
nabyvé tvaru
222 = 2a2.

V oboru (0, o) mé tato rovnice Feseni, pravé kdyz
o # 0. Timto fesenim je
x=|a.

Zkouskou se lze presvéddit, Ze pro a + 0 je |a| feSenim
rovnice (1).
Resen{ rovnice (1) je zachyceno tabulkou:

a b x

0 0 0

0 # 0 —|b
#* 0 0 a
# 0 # 0 |a|,—b|]
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B—1I1l -2

Necht trojihelnfk T; s nejmensi vyskou délky v,
a obsahem P, je obsaZen v trojihelniku T, s nejmensi
vyskou délky v, a obsahem P,. Potom plati

P, = p,.
Vg
Dokazte.

Re¥eni, Oznadme d; nejdelsi stranu trojihelnika T,
d, nejdelsf stranu trojahelnika T,. Protoze T, je obsa-
zen v T,, plati podle vysledku tlohy B — P —3, Ze
d, <d,. Avsak

2P 2P
dl = ! ’ dz = :
(%1 2
Proto
2P, < 2P,
vy U
neboli
P<p,.
Vg

B—1Il —3a

Lichobéznik ABCD ma tyto vlastnosti:

1. Pro jeho zékladny plati |AB| = 2 |CD|;

2. Jeho uhlopii¢ky jsou navzijem kolmé.

Vypottéte délky zakladen lichobéinfka pomoci délek
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ramen % = |BC|, v = |AD|. Daéle dokaite, %e plati
2u > v > u/2.

Re¥eni. Délky oznadime podle obr. 24. Protoze |AB| =
= 2 |CD| = 22, je také |BP| =2 |DP| = 2z, |AP|=

= 2 |CP| = 2y (prisetik Ghlopi{éek AC, BD je ozna-
¢en P). Podle Pythagorovy véty je

xz"l"yz:zz:
4% 4 o = u?,
2% + 4y =02, (1)

Seétenim druhych dvou rovnic v (1) dostaneme vzhle-
dem k prvnf rovnici v (1)

622 = u? 4 02, (2)
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Pro délky zakladen tedy platf
|AB| = 2.|0D| = 2. |3 (u2 + v?) .

Vedme bodem € piimku rovnobéznou s 4D, jeji pruse-
¢k s AB oznadme E. V trojihelniku EBC je |EB| = z,
|BC| =u, |CE| =v, a je proto v <u + z. Z pravo-
uhlych trojihelnikt PCD a PCB je vidét, ze z << u,
coz také plyne z rovnic a2+ y? =22, 4a? 4 y? = u?
a nerovnosti z # 0. Sedétenim nerovnosti » < u -+ z,
z < u dostaneme v < 2u; obdobné se dokdze, Ze u < 2v.

B—-1l —3b

Nech p > ¢ > 0 s dané realne ¢isla. Potom existuje
trojuholnik ABC, ktorého strany maji dizky

a=l/ﬁ, b=%0p—9q, ¢ =3+ 9);

dokazte. VySetrite, pri ktorych hodnotéach p, ¢ bude
NABC

a) pravouhly;

b) rovnoramenny.

Re¥eni. Existence AABC bude dokézana v asti a).

a) Pro kazda dvé realna &isla p, g, jez spliuji podminky
p > q > 0, plati

>0, b>0, ¢>0
a dale

@+ b* =pg + {(p—q)? =
=3P+ 2p0 + @) =,
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Odtud plyne, %¢ ¢ +¢>b, b4+c>a a a4+ b>c.
Trojthelnik ABC tedy pro kazdé dvé &isla p > ¢ > 0
existuje a je vidy pravodhly.

b) Z toho, co jsme dokézali v a, vyplyvé, ze AABC
muze byt rovnoramenny tehdy a jen tehdy, plati-li
a = b neboli

Vpr =20 —a);

odtud postupné dostaneme

4pg = p* — 2pq + ¢4,

2
(ﬂ)—6£+ 1-0,
q q

takZze pror = plgjery, s = 3 4+ 21/5. Podmince p/qg > 1
vyhovuje vSak jen kofen plg = 3 + 2V2 neboli

p=03+2)2)q (1)
Necht pro &isla p, ¢ > 0 plati (1). Potom
a=lB+2)ne =)0+ )2a=0+]2.q,
b=213+2)2—1).q=0+]2q

a trojuhelnik A BC se stranami a, b, ¢ je rovnoramenny.
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KATEGORIE C
C—1Il—-1

Kolika zplsoby je mozné vyjadfit &fslo 1978 jako
soudet nejméné dvou za sebou nasledujicich ptirozenych
tisel? Najdéte vSechny takové rozklady. Navod: PH
Teseni muzete pouzit vzorce

14+243+... +k=3k(k+1).
Re¥eni. Nechf je mo#né &islo 1978 psit jako soudet

(m+1)+(m+2)+ ... + (m+ k),
kde m = 0, k = 2 jsou celd &isla. Pak je

1978 = 2(2m + k + 1).k,
odkud
(2m +k 4+ 1).k = 22.23.43 .

Ziejmé plati k <k + 1 < 2m + k + 1. Je-li k& sudé,
je ziejmd &slo 2m + k + 1 liché a obracend. Cislo & = 2
muZe proto nabyt jen nékterou z hodnot 4, 23, 43.
Cislo 1978 je tedy mo#né vyjadtit jako soudet nejménd
dvou za sebou nésledujicich pfirozenych &isel pravé
témito tfemi zplsoby:

1.k =4, m = 492, 1978 = 493 4 494 | 495 1 496;
2.k =23, m =74, 1978 =75+ 76 + ... -+ 97;
3.k = 43, m = 24, 1978 = 25 4 26 4 ... 4 67.
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C—1Il-2

Podstavou trojbokého kolmého hranolu je rovno-
stranny trojihelnik ABC o strané délky 1. Vrcholem A4
prochézi rovina, ktera protina plast hranolu v pravo-
thlém rovnoramenném trojihelniku. Vypodététe obsah
fezu.

Cl

Obr. 25

Reeni: Vrcholy trojahelnika ¥ezu, které lezf na boé-
nych hranach prochazejicich vrcholy B a C, oznadme
D a E (obr. 25). Velikosti tsedek BD a CE oznadéme x
a y. Potom podle Pythagorovy véty plati

|AE|? =1+ a?, |AD]? =1 + 13,
IDE2 =1 + (z — y)~.
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Pomoci téchto rovnosti lze dokéazat, Ze thel X DAE
neni pravy. Kdyby byl totiz pravy, pak by podle Pyt-
hagorovy véty pro trojihelnik AED muselo platit

\AB[? + |ADf = |DBF,
tj.
2422 +y*=1+(x—y)

odkud by plynulo 1 = —2xy, coz by byl spor s tim,
Ze x, y jsou nezdporna d&isla. V trojahelniku AED
je tedy pravy bud thel <xAED, nebo <xADE.

Predpokladejme, Ze tihel X AED je pravy, v opatném
pfipadé bychom jen zaménili oznadenf vrchol@ hranolu.
Podle piedpokladu je trojihelnik 4 DFE rovnoramenny,
tj. |AE| = |DE|.Je tudiz 1 4 2 =1 + (x — y)?, tedy
y(y — 2x) = 0, odkud plyne y = 0 nebo y = 2x. Troj-
thelnik AED je pravouhly a rovnoramenny, musi tedy
platit

2.|AEJ* = |AD},

tj. 2 + 222 = 1 + y%neboli 1 + 222 = y2. Odtud plyne,
ze je y nenulové. Musi proto platit y = 2x. Dosazenim
do predchézejici rovnice dostaneme 2x? = 1. Nyni jiz
muzeme vypoditat obsah P trojuhelnika AED. Je P =
= +|AE|.|DE| = ;|AE|? = (1 + 2?) = 3.

2 2
C—1Il —3a

Urdete posledni dvojéisli souétu
8§ =144 2¢ 4 3¢+ ... 4 1000%

Refeni: Je ziejmé, Ze posledni dvojdisli soudtu s
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zévisf jen na poslednich dvojéislich &isel 14, 24, ...,
10004, Posledni dvojéisli kazdého ¢isla tvaru n4, kde n
je piirozené d&islo, zavisi jen na poslednim dvojéisli
disla n. Ozna¢me s; = 14 4 24 + ... 4 100% Z vyse
uvedeného plyne, Ze &islo s ma stejné posledni dvojéisli
jako ¢&islo 10s;. Posledni éislice &isla s je tudiz 0 a pted-
posledni éislice &isla s je rovna posledni é&islici &isla s, .
Tato &islice ale zdvisi pouze na poslednich &fslicich
séitanct 14, 2%, ..., 100%, a protoZe posledni &islice &isla
n® zavisi jen na posledni é&islici &isla n, dostaneme ana-
logicky jako vySe, Ze posledni éislice ¢&isla s, je rovna
posledni éislici v &isle 10s,, kde s, = 14 + 24 ... +
+ 104 Je tedy posledni dvojéisli &isla s rovno 00, &islo s
je délitelné stem.

C—1l -3

Je dan konvexni Sestithelnik A BCDEF, jehoz uhlo-
pii¢ky AD, BE, CF jsou stejné dlouhé a jehoz kazdé
dvé protéjsi strany jsou rovnobéiné a nestejné dlouhé.
Potom tomuto Sestithelniku 1ze opsat kruznici. Dokazte.

ReSeni. Danému festitihelniku (obr. 26) bude mo#no
opsat kruznici, pravé kdyz osy vsech jeho stran budou
mit spoleény bod. Osy protéjsich stran splyvaji. Toto
tvrzeni dokazeme napiiklad pro strany 4B a DE.
Podle piedpokladu je AB||DE, AB # DE, takie
Styfahelnik ABDE je lichobéinik. Protoze |AD| =
= |BE|, je ABDE rovnoramenny lichobéinik. Odtud
jiZ plyne, %e osa o, strany AB je ziroveii osou strany ED.
Obdobné je osa o, strany BC zaroven osou strany EF
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a 0sa 0y strany OD ziroven osou strany FA. Ctyithel-
nik ABDE je rovnoramenny lichobé&Znik a proto je osa
0, zaroven osou Ghlu xAMB, kde M je prasedik tGhlo-
piidek AD a BE. Obdobné se dokaze, 7e o0, je osou tihlu
SXENF, kde N je prusedik thlopiicek BE a CF a Ze o

Obr. 26

je osou Ghlu <CPD, kde P je pruseéik thloptiéek 4D
a OF. Body M, N, P jsou navzajem ruzné. Kdyby na-
piiklad splyvaly body M a N, pak by s nimi splynul
i bod P a timto bodem by prochazely vSechny tii osy
0y, 0y, 03 a platilo by |AM| = |BM|=|CM|=
= |DM| = |EM|. Pak by rovnoramenné trojihelniky
ABM, DEM byly shodné, bylo by tudiz |4B| = |DE|,
coz by bylo ve sporu s predpokladem. Je tedy M =+
# N %P % M. Body M, N, P jsou proto vrcholy
trojuhelnika a p¥{mky o,, 0,, 0, jsou osy Ghld tohoto
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trojuhelnika a prochéazeji proto spoleénym bodem O.
Danému Sestithelniku lze opsat kruznici. Tato kruznice
mé st¥ed v bodé O a polomér |0A4|.

KATEGORIE Z
Z—1l—-1

Nakladni vlak dlouhy 150 m jede pramérnou rychlosti
30 km/h. Predjizdi jej rychlik dlouhy 50 m, ktery jede
pramérnou rychlosti 75 km/h. V okamziku, kdy loko-
motiva rychliku mijf lokomotivu nakladnfho vlaku,
snizi nahle rychlik svou rychlost. Nakonec rychlik
piedjede nakladni vlak, a to za 1 minutu. Jaka byla
sniZend priamérna rychlost rychliku ?

Pozndmka. Dobou ptedjizdéni se rozumi &as od oka-
mziku, kdy lokomotiva rychliku dostihne posledni
vagén nakladniho vlaku, do okamziku, kdy posledni
vagén rychliku mine lokomotivu nakladnfho vlaku.

Re¥eni. Nejprve vyjadifme dané rychlosti v m/min.
Rychlost nékladntho vlaku je 2:3% — 500 (m/min).
Pavodni rychlost rychliku je 3% — 1250 (m/min).

Predstavime si, Ze predjizdéni sleduje pozorovatel,
ktery jede v nakladnim vlaku. Rychlik vzhledem
k nému jede nejdiive prumérnou rychlosti 1250 —
— 500 = 750 (m/min). Doba piedjizdéni se sklada ze
dvou slozek:

z doby ¢,, po kterou miji lokomotiva rychliku naklad-

ni vlak;
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z doby t,, po kterou rychlik miji lokomotivu naklad-
niho vlaku.
Z¥ejmé je podle textu tlohy:

ffty=1. (1)
Dale je (¢, t, v minutach)
bo=1p =5 (2)

Oznadime 2z sniZenou pramérnou rychlost rychliku
v m/min; pak je

50

= —0ue 3
b x — 500 (3)
Spojenim (1), (2), (3) je
50
x—500 5

Odtud
x—500 =20 =625,

x = 562,5 (m/min).

ZmensSena pramérnd rychlost rychliku je v km/h 33,75,
nebot
60z = 33 750 (m/h).

Zkouska. Pii snizené pramérné rychlosti mijel rychlik

lokomotivu nédkladniho vlaku. K tomu byla tieba doba
W{L}W = s;—“; = 4 minuty. Celé pfedjizdén{ trvalo 1 mi-

nutu, tj. lokomotiva rychliku mijela nakladn{ vlak + mi-
nuty.

109



Odtud plyne, e délka nékladniho vlaku je
1 (1250 — 500) = 1,750 = 150 metrd,

coZ odpovida textu tlohy.
Z-—1l-2

-Je dan rovnostranny trojihelnik ABC a bod M jeho
vnitiku. Na stranach 4B, BC, C4 sestrojime po fadé
body ¢, A’, B’ tak, aby bylo M(C" || BC, MA'|| AC
a MB' || AB. Dokaite, Ze obvod trojahelnika A’'B'C’
je roven |MA| 4 |MB| + |MC|.

Re¥eni. Na obr. 27 jsou sestrojeny body A4’, B’, C".
Protoze je XMB'C = <B'CA’ = 60°, vyméiiuje sou-
mérnost podle osy o tsedky B’C polopfimku B'M
8 polopfimkou CA’. Protoze je A'M ||B'C | o, vy-
ménuje soumérnost body 4’, M, a tedy i tGsetky A'B’,

c
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CM; proto je |A'B'| = |CM|. Sedtenim ti¥i takovych
rovnosti dostaneme dokazovany vztah:

|A'B'| + |B'C'| + |C'A'| = |AM| + |BM| + |CM|.
Z—11-3

NapiSeme za sebou bez mezer druhé mocniny vSech
pfirozenych &fsel od 1 do 1000. Dostaneme tak &islo
14 916 . ... Kolik cifer ma toto é&islo?

Re¥eni. Vypodtem nebo v tabulkédch druhych mocnin
zjistime, Ze druhd mocnina pfirozenych &isel

1 a% 3 je &islo jednociferné,
4 a7 9 je ¢&fslo dvojciferné,

10 az 31 trojciferné,
32 az 99 étyiciferné,
100 a% 316 ;! péticifernd,
317 az 999  Sesticiferné

a Ze &islo 1000? je sedmiciferné. Odtud plyne, Ze podet
viech d&fslic ¢isla 14916. .. je

3.1 4+6.2422.3 4 68.4 + 217.5 + 683.6 + 7 =
=31 12 -+ 66 1+ 272 + 1085 + 4098 - 7,
tj. 5543.

Z—1—-4

Osmithelnfk vepsany dané kruZnici méa &ty¥i vrcholy
dervené a Sty¥i modré; plitom Zadné tii sousednf vrcholy
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nejsou téze barvy. Zjistéte, zda lze vidy sestrojit takové
dvé raznobézné ptimky, aby uvniti kazdého dhlu jimi
urdeného lezel jeden erveny a jeden modry vrchol.
Regeni. Rozlisime dva piipady.
a) Zadné dva sousedni vrcholy nemajf tutéz barvu;

I
L

M

Obr. 28

b) Ize najit aspont jednu dvojici sousednich vrchold
téze barvy.

V piipadé a) se barvy vrcholi st¥idaji. Na kruznici
zvolime &ty¥i body K, L, M, N tak, aby kazdy z nich
oddéloval dvé dvojice &ervend—modra, a spojime je
piimkami ob jeden (obr. 28).

V ptipadé b) necht jsou napt. body "4, B dervené;
pak jsou vrcholy C, H modré. Ptehled barvy vrcholi
si zapieme ,,tabulkou‘
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ABCDEFGH

¢ém m

: (1)

kde v druhé Fadce je zaznamenéana barva. V tabulce (1)
nemiize byt ¢ervend zidné z dvojic D, K a F, G; pak
by totiz byla modra zbyvajici dvojice a t¥i sousednf
vrcholy by byly modré. ,,Barveni‘ vrchold v tabulee (1)
Ize tedy dokonéit nékterym z téchto zpisobi:

A

ABC DETVFG H
¢ ¢ mi¢ md mim
¢ 8 mi¢ mm & im
¢ ¢ mimd ¢ mim
¢ ¢ mim¢ méim

Konstrukce bodt K, L, M, N, které je tfeba spojit
piimkami, je ve v8ech ¢tyfech piipadech zfejmé; uka-
zuji ji sipky.
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V. SoutéZni dlohy III. kola kategorie A

A — 1l —1
Nech » je prirodzené ¢&islo a ay, ay, ..., @y, b,, by, ..
b, kladné redlne ¢isla. Dokazte, ze plati
V@ +as+ ... +a) b+ b+ ... +b) =
= Valbl + l/azbz + ...+ Vanb'n . (1)

Dalej dokazte, ze rovnost nastane vtedy a len vtedy, ked

)

RieSenie. Doékaz urobime matematickou indukciou.
Pre n = 1 tvrdenie trivialne plati.
Pre n = 2 z nerovnosti

(Vasbe— Jfasby)? = 0 (2)
vyplyva

@by + aghy = 2V@2b1b2
a tiez
aby + @by + ashy + ah, =

= ayhy + ahy + 2]/ ayasbid,,
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t.j.
(@ + a5) (by + b)) = (Jaby + | ashy).

Odtial uz vyplyva nerovnost

V(“l + @) (by + by) = V“1b1 I V“zbz . (3)
Naviac, v nerovnosti (2) nastane rovnost jedine v pri-
pade Va,b, = V@; t.j. ked

ay Qg

by b,

Predpokladajme teraz, Ze nerovnost (1) plati pre n.
Potom na zaklade uz dokézanej nerovnosti (3) dostaneme

e A e
=Vl + -+ @) F Ca] [y + - +ba) - bpa] =
= e+ F ) Bt -t b A | tsaban

Ak vyuzijeme nerovnost (1) pre n, tak odtial mame
V@ +  F ) b+ o ) =
= Jab, 4 - + Vtwiibuss - (4)
Rovnost nastane vtedy a len vtedy, ked

An+1 ay + ... + a,
bps1 b1+---+bfn,
a stidasne (podla indukéného predpokladu)
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A—1ll -2

Najdéte (alesponi jednu) dvojici &isel k a ¢ tak, aby
pro viechna x z intervalu (0, 1) platilo

)1 —at—ke—q| < 2(J2—1). (5)

ReSeni: Ma-li nerovnost (5) platit pro vSechna z
z intervalu (0, 1), musi platit i pro x =0 a x = 1:

n—q =H)2—1), (6)

k+4q <= H2—1). (7)
Dale pak

e+l =t—g+k+a s)2z—1<1,
a tedy nutné k < 0.
Pro [k|

r = ——
V1 + &
z (5) dostaneme

V L2 klkl B
1— s =

14k 144
=T+ —q =x])2—1. (8)
Podle (6) musi platit
i+ke—1=|)T+r—q +jg—1 = ]2—1

a tedy Vl T+ ke §V§’
142 <2,
k] <1.
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Podle (7) a (8) dostaneme
Vr+e—pel < )2—1.
Umocnénim pak
ik rek(z—1n+2+1—2])e,

a tedy |
k| =1

Tedy nutné musi byt k = —1.
Po dosazeni za k = —1 do (6) a (8) dostaneme

n—q =3)2—0),

V2—al =3(2—0.
Odtud vyplyva, ze
g=31+]2.
Dokézeme, ze k= —1, q=+4(1+ VE) skutednd
).

vyhovuje tloze, tj. Ze platl (5
Pro kazdé z z intervalu (0, 1) plati

0 g[x——%]‘;%(?xz —2)2x+1),
dale
1—a? <o —2)/22 + 2
/T —<)2—=

JT—=2r+e—1<]2—1,
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a tedy

Ji—2+z—1—4)2—1 =i)z—1. (9

Zéiroven

JT—z=)1+e,
l—xgl/l——xz,

os)r—at+o—1,
a tedy
=2 t2o—1—-3J2—1z=z—&]2—1. (0

Z nerovnostf (9) a (10) vyplyva (1), jak jsme méli doka-
zat. '
Regil Jan Kratockvil, 4.a, gymnazium Pardubice.

A—1l -3

Nech a, B, y s uhly trojuholnika. Skiimajme ststavu
rovnfc

1
zcosff +-—cosa =1,
z
1
ycosy +—cos ff =1, (11)
x

1
2c08a + —cosy = 1.
Y

a) Ukazte, Ze x = sin afsiny, y = sin ffsin a, 2z =
= gin y/sin # je rieSenim ststavy (11).
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b) Najdite vSetky rieSenia ststavy (11).

RieSenie.
a) Plati
0 si
sin « cosﬁ—{——s ﬁ.c _ n(fx+ﬂ)
sin y sin y sin y

_ sin(e4p
~ sin (180°—a—f)

Podobne sa ukaze, ze dané hodnoty =, y, 2 vyhovu]u
aj druhej a tretej rovnici ststavy.

b) Rozlisime dva pripady:

1. Dany trojuholnik je pravouhly. MéZeme predpo-
kladat y = 90° (pripady « = 90° a § = 90° st rovnaké).

Ststava (11) mé potom tvar

1
xcosff +—cosa =1
2

1
—cosff =1
x

zcosa =1

a mé riesenie

sin
x =cos f = slin: , ¥y Iubovolné

2. Trojuholnik nie je pravouhly, t. j.

cos a.cos ff.cosy #= 0.
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Pretoze musi platit zzy + 0, musi byt tiez z +# cos «,
z #

. Z prvej rovnice potom vyplyva

cos «

2 —COS a
r = —mo—om—m—ono

z cos

a z tretej rovnice
cos y
Yy=———"—"""

1 —zcos«

Dosadenim do druhej rovnice dostaneme rovnicu pre z:

cos? y z cos? f8 !
1—2cos « 2 — COoS « ’
Po tprave mame kvadratickd rovnicu
2% cos a 8in? f + z (cos? f + cos?y — (12)

—cos? a — 1) 4 cos asin?y = 0
s diskriminantom
D = (cos? f 4 cos?y — cos? a — 1)? —
— 4 cos? asin® fsin?y.

PretoZe je « 4+ f + y = 180°, vypottom zistime, ze
plati
cos?f 4 cos?y —costa—1 =

= cos? f 4 cos? (a + f) —cos2a—1 =
= —2c¢0s asin #siny .

Odtial vyplyva, Zze D = 0.
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Teda kvadratickd rovnica (12) ma jediny Xkoren.
sin y

Dosadenim zistime, Ze je to z = —
sin 8

Podla ¢asti a) mé ststava rovnic (11) v tomto pripade
jediné riesenie.

A—1ll —4

Existuje ¢tyistén ABCD, u néhoz soucet délek hran
AB, BC, CD a AD je 12 cm a jehoz objem je vétsi nebo
roven 2]/3 cm??

ReSeni. Nejprve dokaZeme pomocné tvrzeni: ma-li
Styistén ABCD soudet délek hran |[AB|+ |BC| +
+ |CD| + |AD| roven 12 a zaroven nejvétsi moziny
objem, potom |AB|= |[BC|= |CD| = |AD|. Dukaz
provedeme sporem.

a) Necht existuji dvé rizné sousednf hrany z dané dtve-
Fice hran. Diky symetrii miZeme ptedpokladat [AD| £
# |DC)|.

Vsimnéme si bodu D', D" v roviné ACD, které maji

stejnou vzdalenost od bodu A4, C' a pro néz plati

|AD'| 4 [CD'| = |AD"| + |OD"'| =
— |AD| + |CD| = 12 — |4B| — |BC|.

Body D’, D" maji nejvétsi moznou vzdalenost od roviny
ABC, a tedy &¢tyistén danych vlastnosti s riznymi sou-
sednimi hranami nema maximalni objem, coZ je spor.
b) Necht existuji dvé rizné protéjsi hrany z dané
Stvetice, napt. [AB| # |CD|. Podle a) plati |[AD| = |CD|
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a odtud vyplyva |AB| # |AD|, coz je opdt spor s a).

Tim je pomocné tvrzeni dokédzino.

Pokud roviny ABC a ACD nejsou na sebe kolmé, tak
otodenim jedné z nich okolo piimky AC do polohy vza-
jemné kolmé ziskdme &tyistén danych vlastnosti s vét-
§fm objemem. Tedy &tyfstén s maximéalnim objemem
mé roviny ABC a ACD na sebe kolmé.

Necht S je stfed hrany AC, « = <OAD = XCAB.
Potom pro objem V &tyisténu platf

V= %__I{C_lg-lB_Sl_ IDS| = 1 40).|BS|.|DS| =

= +(2c08 «.|AB)).(sin «.|AB|).(sin « |AB|) =
= 1/3 cos a sin? «.|AB[3.
Protoze |AB| = 3, hledejme maximum funkce
fla) = 9 cos asin? a = 9 (cos a — cos? «)

na intervalu (0, =/2).
Derivace
f(«) = 9sin « (3 cos? a« — 1)

1
je rovna nule pro «, = arccos ——

B
Objem je roven
1 1 =
V = 9 (cos ayg — cos® ay) = 9(——__————_)= 2V3 .
I3 3|3

Zdvér. Pozadovany &tyfstén skuteénd existuje. Jed-
nim z nich je i &tyfstén ABCD, kde |AB| = |BC| =
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= |CD| = |AD| = 12 cm, roviny ABC a ADC jsou

1
na sebe kolmé a <xCAD = a.rccosV—_— .
3
Resil Otto Ritter, 3.d, gymnézium W. Piecka, Praha.

A —1ll1 -5

Dany je rovnoramenny lichobeznik ABCD. Nech
A', B, €', D' su postupne stredy kruznic vpisanych
trojuholnikom BCD, CAD, ABD, ABC. Dokazte, Ze
A', B, C', D' st vrcholy pravouhlého rovnobeznika.

Riefenie. Zo shodnosti trojuholnikov ABC a ABD
vyplyva, Ze polomery vpisanych kruznic st rovnaké
a teda priamka C'D’ je rovnobeind so zakladnou AB.
Podobne je aj A’B’ rovnobeina so zakladiou.

Oznadéime postupne P,, P,, P, body dotyku vpisane]
kruZnice so stranami AB, BD, AD trojuholniku ABD.
Potom plati (pozri obr. 29)
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|BD| = |BP,| + |P;D| = |BPy| + |DPy| =
= |AB| — |AP,| 4 |AD| — |AP,|.
KedZe |AP,| = |AP,|, tak odtial vyplyva
|AP,| = ; (|4B| + |AD| — |BD)) .

Ak @ je bod dotyku kruznice vpisanej do trojuholnika
ACD so stranou DC, tak rovnakym postupom zistime, Ze
|DQ| = +(|/CD| + |AD| — |40)).

KedZe lichobeznik je rovnoramenny, tak |AC| = |BD|.
Odtial vyplyva, Ze priamka P,Q = B'C’ je kolma na

zakladnu lichobeznika.

Podobne sa ukdze, ze aj A'D" je kolma na zakladiu.
Z dokazaného uz vyplyva tvrdenie tlohy.

A —1iIl —6

Dokazte, ze éislo
3+ 5y (3—s5)
(]

je prirozené pro kazdé n =1, 2, 3, .... Dale dokazte,
ze pro kazdé liché n je p, = r? a pro kazdé sudé n je
P, = bs?, kde r, s jsou vhodné piirozena ¢isla.

ReSeni. Uvazujme o posloupnosti

QIaq2’ 93,94 -« -

(BT

kde

2 2
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Cleny posloupnosti jsou kladné &fsla, pricemsz

n=1 q@=]|5.
Snadno se dosazenim piesvédéime, Ze pro kazdé pii-
rozené Gislo n plati
n+2 = Qs 1/5 Gy -
Uzitim tohoto vztahu dokazeme, 7e prok =1,2,3, ...
1
je oy celé Cislo a rovnéz —= g, je celé. Dukaz poda-
5
me matematickou indukei.
Pro k = 1 je tvrzeni ztejmé. Necht tedy

1 1
—= Qoxs Gor—1> 77— Qor-2, Qox-3> - -+ q1
Vs

Vs
jsou celd éisla. Pak
— (1
Qor1 = Q2kV5 — Qo = O 7= Qor ) — Qex—1
/5
je &islo celé a
1 1
V—g Qor+e = Qorv1 — ﬁ 9ok
je ¢islo celé. Tim je dikaz matematickou indukef hotov.
Prok =1,2,3, ... tedy mame

1
Qo1 =1, 75=qop = S,
/5
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kde r, s jsou ¢isla celd kladna. Odtud plyne

2 . 2 2
Qor—1 = 7% Qg = B8

pro kazdé k =1, 2, 3, . ... Protoze dale plati
1+ sy (—1 + |5y
e oo
2 2
3+ )5y (3—5)
o e S

prokazdén =1, 2, 3, ..., je tim celé tvrzeni dokazano.

Resil Ilja Turek, student 4.c gymnizia v Hradci Kra-
lové.

Pozndmka: Mnozi fesitelé si vSimli, Ze v Feseni tGlohy
A —1IIT — 6 lze vyuzit tzv. Fibonacciho &sel. Tato
¢éisla I, jsou definovana predpisem

F,=1, F,=1
a rekurentnim vztahem
Foyo = Fpyy + F

platnym pro kazdé prirozené &islo n. Fibonacciho é&isla
tvoii tedy posloupnost

1,1,2,83,5,8, 13,21, ...

Da se odvodit vzorec pro n-ty élen

)

jak se o tom miize dtenat poudit napi. v knizce F. Zitka
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Vytvofujict funkce.*)

Autofi této broZury poznamendavaji jesté k tloze
A —TIT — 6, Ze &islo p, ma pro n = 3 pomérné jedno-
duchy kombinatoricky vyznam. V teorii grafu se dasto

Ug

Obr. 30

vyskytuje utvar zvany kolo (obr. 30). Ukazuje se, Ze
podet koster tohoto kola je vyjadien pravé &islem p,
(viz o tom podrobnéji v publikaci J. Sedlitka Uwvod
do teorie grafi)**).

*) Skola mladych matematikt, sv. 29, Mladé fronta, Praha
1972.

**) Cesta k védéni, sv. 25, nakladatelstvi Academia, Praha
1977, cviceni II. 7,6
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VI. Texty soutéZnich aloh krajskych kol
kategorie Z

Témér vsechny krajské vybory MO potradaji ve svych
krajich treti kola soutéZe pro vybrané ucastniky kate-
gorie Z. UV MO nem4 tplnou evidenci téchto akei,
zejména pokud jde o soutézni dlohy, jejich hodnocenf
a vysledky. Uvefejiiujeme proto texty tloh z nékterych
kraju, které maji jednak dokumentarni cenu, jednak
jsou piinosem k tlohovému materialu vhodnému pro
krouzky olympioniki, mladych matematik apod.*)
Statistické prehledy, které jsou netplné, do roénikové
brozury nezatadujeme.

Stredotesky kraj

1. Mnohothelnik, ktery se sklada ze 25 &tverch
o strané 7 mm, rozdélte p¥imkou prochazejici bodem X
na dva obrazce o stejném obsahu (obr. 31).

*) Texty tloh jsou origindlni, bez uprav, tak jak ndm je
zaslaly KV MO.
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2. Ve dvou nadobach (oznaéme je A a B) mame dva
lihové roztoky. V nadobé A4 jsou dva litry lihu 60pro-
centnfho, v nadobé B 3 litry lihu 80procentniho. Z na-
doby B do A pfelijeme 1 litr tekutiny, dukladné pro-
michdme a pak prelijeme 1 litr tekutiny z nadoby A
do B.

Obr. 31

Vypodtéte, kolikaprocentni lih je v niddobach 4 a B
po obou prelitich.

3. T manZelské pary vazi dohromady 438 kg.
Kazdy z muzt, Karel, Jiti a Pavel, ma manzelku vzdy
o 6 kg lehdi, nez je sim. Jména manzelek jsou Blanka,
Olga a Véra. Urlete manzelské pary a vahu vsech Sesti
osob, vime-li, Ze Blanka vazi o 9 kg méné nez Jiri,
ktery s Olgou dohromady vazi 153 kg. Olga a Karel
vazi dohromady 150 kg. Vaha kazdého je vyjadiena
celym ¢&islem.

4, Na piimce p lezi body A, B, C, D tak, Ze pro veli-
kosti usedek jimi urdenych plati: |[AB| =1 cm, |AD| =
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=4 cm, |OD| = 2 cm. Vypottéte délku tsetky BC.

5. V roviné je dana pfimka p a body A4, B, které lezi
uvnitié opaénych polorovin vytatych piimkou p. Na
piimce p sestrojte body X, Y, tak, aby trojihelnik
AXY byl rovnoramenny s rameny XA, XY a aby
piimka BX pilila Ghel AXY.

Jihodesky kraj

1. A. Oddéleni zivodu odevzdavalo 1716 vyrobki.
Na zakladé stanoveného planu vyroby ma byt vyroba
zvySena o 30 9. ZlepSovacimi navrhy byl vyrobni &as
zkricen z 25 minut na 16,5 min., ale bylo nutno zmensit
podet pracovnikd ze 16 na 14. Podaii se takto splnit
planované zvyseni vyroby ?

1. B. V prodejné prodavali zndmky 60, 40 a 30Oha-
1éfové. Celkem prodali 500 zndmek za 218 Kds, pritemz
podet znamek za 60 hal. je k podétu znamek za 40 hal.
v poméru 3 : 8. Kolik kterych zndmek bylo prodano ?
Provedte zkousku.

2. A. Ctverec ABOD kotilejte po poloptimce AB,
a% vrchol 4 znovu padne na uvedenou polopiimku.

a) Narysujte a popiste.

b) Narysujte drahu, kterou p¥i kotaleni vykona
vrchol 4. :

c) Vypodététe obsah P dtvaru, ktery je vymezen
drahou vrcholu 4 a piisluSnou &asti polopiimky AB,
je-li strana &tverce |AB| = a.
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d) Vypoététe délku drahy vrcholu A4, je-li strana
Stverce |AB| = 10 cm.

2. B. Narysuj trojthelnik 4BC, jsou-li diny: b =
=54 mm, ¢ = 96 mm, soudet vnitinich uhlt beta
a gama je 112,6°. Rysuj bez pouziti dhloméru, aniz bys
podital dhel alfa.

|
| Kz
|
A
ST
t
|
|
|
| K
)
e o
7
Obr. 32

3. A. Je dan kvadr ABCDEFGH, jehoZ rozméry
|AB|: |AD|: |AE| jsou v postupném poméru 4 : 3 : 8.
Kvadr je roziiznut rovinou, kterd prochazi hranami
AE a C@. Plocha fezu mé obsah P = 1440 cm?2. Uréi
objem kvadru.

3. B. Na krychli o hrané ¢ cm je postavena druhd
mensf krychle, jak ukazuje obrazek (obr. 32).
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a) Uréi objem vzniklého télesa.
b) Uréi povrch vzniklého télesa.
c¢) Narysuj sit télesa pro a = 4 cm.

Zapadocdesky kraj

1. Automobilovy silniéni okruh méii 21 km a auto-
mobilista jej projizdi &tyfikrat priameérnou rychlosti
60 km/h. Od mista startu S soudasné s nim vyjede
v témze sméru cyklista, ktery jede rychlosti 15 km/h.

a) Urdete misto a dobu, kdy dojde k 1., 2. a 3. setkani.

b) Po 18 km mél cyklista defekt a zdrzel se opravou
2 minuty. Déale pak jel zvySenou rychlosti a s auto-
mobilistou se setkal v misté ptivodné predpokladaného
3. setkani. Jakou zvySenou rychlosti musel cyklista jet ?

2. Napiste za sebou bez mezer trojnasobky vsech
piirozenych &isel od 1 do 1000. Dostanete tak ¢&islo
3691215. . ..

a) Kolik cifer ma toto &islo ?

b) Ktera cifra stoji na tisicim misté sledu (poditano
od podatedni cifry)?

3. a) Sestrojte pravothly trojuhelnik ABC s pi¥epo-
nou AB, je-li dina délka jeho téinice f, = 4 cm a veli-
kost Ghlu w = 15° ktery svird téznice f, s osou uhlu
XACB.

b) Predpokladejte, Ze velikost hlu @ je proménna,
a urdete, pro které hodnoty « ma tloha FeSenf.

4. Je dén &tvrtkruh BSC o poloméru r = |SB| = |SC|.
Bod 4 je takovy bod oblouku BC, pro ktery platf
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X ASB = 60°; X je libovolny bod tsetky SC (viz
obr. 33).

a) Vyjadiete obsah P plochy omezené tsetkami BX,
AX a obloukem 4B pomoci délky = |[SX|.

b) Zjistéte, pro kterou hodnotu x je obsah P roven
poloviné obsahu étvrtkruhu BSC, porovnejte tuto hod-
notu z s délkou oblouku BC.

B

Severotesky kraj

1. Podél ptimé Zelezniéni trati vede silnice, po niz jel
cyklista rychlosti 18 km/h. Cyklistu dostihl po trati
jedouci vlak a piedjel jej. Cyklista odhadl, Ze od okamzi-
ku, kdy jej mijela lokomotiva, do okamziku, kdy kolem
ného projel konec vlaku, uplynulo asi 5,5 vtefiny. Potom
vs8ak musel vlak na trati zastavit; cyklista jej dostihl
a podél celého stojictho vlaku prejel za 19 vtefin. Vy-
podtéte piibliznou rychlost jedouciho vlaku.

2. Sestrojte pravouhly trojihelnik 4 BC s pfeponou
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AB, kdyz jsou dané velikosti téznic ¢4, t,. Provedte dis-
kusi fesitelnosti.

3. Pisatka piSe na psacim stroji tésné za sebou piiro-
zena Cisla 123456789101112 atd. bez mezer a darek;

D ___C

A d &
Obr. 34

celkem takto napsala 1000 é&islic. Vypoditejte, kolik pii
tom napsala sedmicek.

4. Je dan d&tverec ABCD o strané délky d. Kolem
stfedu kazdé jeho strany opiste polokruznici, ktera pro-
chazi sttedem ¢&tverce ABCD (obr. 34). Kolik procent
z obsahu ¢tverce tvoii obsah vyéarkovaného obrazce ?

Severomoravsky kraj

1. Najdéte tii licha ¢isla od 1 do 20, z nichZ soudet
prvych dvou je o jedni¢ku vétsi nez ¢&islo tieti a pFitom
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kdyz ptiéteme k prvnimu z nich dvojndsobek druhého
a trojnasobek tietiho, dostaneme &éfslo 70. Ktera jsou
to ¢isla ?

2. Uréete vSechny hodnoty parametru ¢, pro které jsou
¢sla

a =4t + 3
b =3(1—1t)
c =5t 4 4

kladna. Ukaite pak, Ze existuje pravé jedna hodnota
parametru ¢ takova, Ze lze ze t¥{ tsedek a, b, ¢ sestrojit
pravouhly trojihelnfk s pfeponou e.

Nakonec urdéete délky stran tohoto trojihelnika, zvoli-
te-li za jednotku délky 17 mm, a provedte jeho kon-
strukei! o

3. Ve &tvercové siti (o strané 4 cm) katastralnf mapy
je zakreslen pozemek ve tvaru Sestitthelnfka AKGHIE,

D / H c
E G
4
A F K B
Obr. 35
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kde K je stied tisetky FB a I je stted tiseéky DH (obr.
35). Sestrojte obdélnfk se stranou o délce 4 cm tak, aby
mél tyZ obsah jako dany Sestithelnik A KGHIE. Urcete
druhy rozmeér obdélnika!

4. Dana krychle ABCDEFGH o hrané a. Vedte ro-
vinu prochézejici hranou BC tak, aby rozdélila krychli
na dvé d&asti, jejichz pomér objemtu je 2:5. Kolika
zpusoby je to mozné ?

Vypodtéte velikost objemu kazdé z obou vzniklych éasti!
Jaky tvar a jakou velikost ma vznikly fez krychle, jejiz
hrana a méf 9 cm? Provedte téZ konstrukei.

Jihomoravsky kraj

1. Sedtéte vSechna ptirozend &isla od 1 do 1 000 000,
tj. vypoditejte soucet
a=1+4+2+34 ...+ 999998 + 999 999
+ 1 000 000.

Sestavte vzorec pro soudet n élenti fady prirozenych éisel.
Ovéfte platnost vzorce na zvoleném piiklade.

2. Vepiste kruznici kiivoéarému utvaru, omezenému
zakladnou 4 B obdélnika ABCD (|AB| = 12 cm, |BC| =
= 6 cm) a dvéma navzijem se dotykajicimi shodnymi
¢tvrtkruznicemi k, a k, o sttedech C a D.

Pozndmka: Vypotitejte nejdifve polomér kruznice
kiivodarému ttvaru vepsané. Potom provedte kon-
strukei.

3. Zpodtatku jel parnik rychlosti v; = 23 km/h. Kdyz
kapitan lodi zjistil, Ze parnfk urazil o d = 24 km méné
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proti planu, dal rozkaz zvysit rychlost na v, = 35 km/h.
Parnik tak dojel do cile véas. Vypoctéte dobu plavby
a vzdalenost mezi obéma pristavy, jestlize stfedni rych-
lost plavby je v, = 27 km/h.

4. V libovolném trojihelniku 4 BC sestrojte osy o, a o,
jeho vnitinich dhld < ABC, < ACB. Pruseéik téchto
polopiimek oznaéte P. Bodem P vedte pfimku p rovno-
béznou s pfimkou BC. Pruseéik ptimky p se stranou AB
trojuhelnika ABC oznadte M, prusedik pifmky p se
stranou AC trojihelnika ABC oznatte N. Dokazte, Ze
pro velikosti tiseéek M N, MB a NC plati:

|MN| = |MB| + |NC|.

Bratislava

1. Do vrcholov pravidelného dvanastuholnika st vpi-
sané celé &isla tak, Ze sidet lubovolnych piatich vedla
seba stojacich d&isel je rovnaky. Dokazte, Ze potom vset-
kych 12 ¢&isel je rovnych.

2. Cislo 9% je 96ciferné.

a) Ukazte, ze existuje prirodzené éislo n < 100 tak,
ze CGisla 9™ a 971 maji rovnaky podet cifier.

b) Existuje prirodzené &islo n << 50 tak, Ze disla 9
a 9"*1 maji rovnaky podet cifier.

3. Narysujte Stvorec ABCD o strane 10 cm a 4 kruz-
nice ky, k,, ks, k, po rade so stredmi 4, B, C, D (Staci
rysovat Stvrtkruznice vo vnttri Stvorca.) Oznadéme
porade X, Y, Z, T tie prieseéniky kruZnic k, a kg, kg
a ky, ky a ky, ky a kg, ktoré lezia vo vnutri Stvorea.
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a) Urdte obsah stvoruholnfka X YZT'!

b) Uréte obsah trojuholnika 4X7'!

4. V rovine su dané dve rozne priamky p, ¢ a tri
rézne kruznice ky, k,, ks tak, Ze kazda priamka sa doty-
ka vSetkych troch kruznic. Pritom vSetky tri kruZnice
lezia v tej istej polrovine urdenej priamkou p i v tej
istej polrovine urdenej priamkou ¢. Potom stredy kruz-
nic k,, k,, k4 lezia na priamke. Dokézte.

Zapadoslovensky kraj

1. Autobusy miestnej dopravy premavaji po oboj-
smerovej trati medzi koneénymi stanicami S a 7' vzdia-
lenymi 5 km. Po kazdom prichode na koneéni stanicu
autobus tam stoji 5 mintt. Autobus 4 zadal premavat
rano o 5.00 hod, autobus B o 5.29 hod, obidva zo sta-
nice S. Autobus B sa prvykrat stretol s A4, ktory isiel
(prvykrat) z T do S, o 5.32 hod. (4 a B maji rovnakt
rychlost).

a) Vypoditajte priemerni rychlost autobusu na trati
medzi S a 7.

b) Kolkokrat sa autobusy 4, B stretnt do 12.00 hod
a v akych vzdialenostiach od stanice S ?

2. Nech p | |qap # q. Oznadme »(X; Y) vzdialenost
objektov X, Y a s(X) sadet vzdialenosti bodu X od
priamok p, g, teda 8(X) = v(X, p) + v(X, q).

Najdite mnozinu M vsetkych bodov M priestoru ta-
kych, 7e pre kazdy bod X priestoru plati s(X) = s(M).
3. Vo vnutri ostrouhlého trojuholnika 4BC zvolte
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Iubovolny bod X. Oznatte A,; B,; C, stredy tsediek
AX; BX; CX a A,; B,; C, pity kolmic zostrojenych
bodom X na strany AB; BC a CA.

a) Dokazte, Ze obvod Sestuholnika A4,4,B,B,C,C, je
|BX| + |[AX| 4 |CX].)

b) Vyjadrite obsah tohto Sestuholnika pomocou obsa-
hu trojuholnika 4 BC.

4. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik. Oznaéme
¢, = [AC|; ¢, = |BC,|, kde C, je pita vysky zostrojenej
bodom C. Na kolmiciach v polrovine ABC zostrojte
body P,Q tak,aby |AP| = |BQ| = u,kde 0 < u < |CC,|.
Oznadéme P,(Q,) prieseénik priamky 4B s priamkou p(q)
idtdcou bodom P(Q) tak, Zze p | | AC (q | | BC) a P,; @, 51
prieseéniky priamky PQ so stranami AC; BC. Dokazte,
7e

S 4p.pe, _ S

Sra,q0, C2
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VII. Sprava o 4. koreSpondenénom seminari MO

Na zaklade pozitivnych skusenosti s korespondend-
nym semindrom v predchidzajicich rokoch sa konal
korespondenény seminar aj v Skolskom roku 1977/78
v ramei XXVII. roénika MO. Navrh déastnikov semi-
nara predloZil doc. dr. J. Moravéik, CSec., na ziklade
vysledkov XX VI. roénika MO. Navrh vychadzal z toho,
7ze v Prahe sa bude konat celomestsky seminar vybra-
nych riesitelov MO, ktorého uéastnici budi riesit dlohy
koreSpondendéného semindra ako doméce cvidenia. Do
seminara boli preto vybrani riesitelia z jednotlivych
krajov takto: Severocesky 2, Zapadodesky 1, Juhodesky
2, Vychodocesky 6, Severomoravsky 5, Juhomoravsky 2,
Bratislava 3, Zapadoslovensky 2, Stredoslovensky 6,
Vychodoslovensky 2. Z 31 vybranych riesitelov sa prace
v semindri nezudastnil 1 zo Severodeského a 1 zo Stredo-
slovenského kraja.

Pre seminar boli vybrané nasledujice tematické okru-
hy:

Nerovnosti v algebre a geometrit — vyber 8 Gloh zostavil
Michal Kaukié 7 VSD Zilina. Hodnotenie 195 rieSeni
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od 27 riesitelov uskutoénil a s komentarom rieSitelom
rozoslal Peter Tvan z VSD Zilina.

MnoZiny bodov v priestore — vyber pozostavajici
z 11 dloh formulovanych v 6 celkoch zostavil doc. Vysin,
CSc., ktory tiez hodnotil a komentoval 183 rieseni od 21
riesitelov.

Matematickd analijza — vyber 8 uloh zostavil dr. Jir
Jarnik, CSc., ktory zhodnotil a komentoval celkom
148 rieseni od 22 riesitelov.

Kombinatorika — vyber 8 tloh zostavil dr. Frantisek
Zitek, CSc., ktory dostal na hodnotenie a komentovanie
celkom 62 rieseni od 15 riesitelov.

Skolskd tedria Cisel — vyber 8 tiloh zostavil dr. Stefan
Sakdlos z PFUK v Bratislave, ktory komentoval a hod-
notil 91 rieseni od 15 riesitelov.

Za vedenie semindra (vyber autorov tematickych
celkov, siborné hodnotenie riesitelov) zodpovedal doc.
dr. J. Moravéik, CSc.

Po zhodnoteni rieseni vSetkych tematickych celkov
mozno za najuispesnejsich tdastnikov seminara povazo-
vat tychto: Viadimir Maténa, G Trutnov 37 Gspesnych
rieSeni (zo 43 moznych), Jaroslav Hancl, G Bilovec, 36,
Josef Tkadlec, G Bilovec, 36, Milan Veséiéik, G Brati-
slava, ul. CA, 33, Zdenék Kalousek, G Jablonec n. N., 31,
Ilja Turek, G Hradec Kralové, 31, Rostislav Urban,
G Ostrava, 30.

Z vyssie menovanych ziakov 3 (Vesditik, Turek, Ka-
lousek) a 2 dalsi tdastnici korespondendéného seminira
(Kratochvil, Filakovszky), ktori zaslali len rieSenia 3,
resp. 2 tematickych celkov, boli ¢lenmi druzstva CSSR
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na XX. MMO v Rumunsku, ktoré v neoficidlnom hod-
noteni druzstiev obsadilo 5. miesto medzi 17 krajinami.
Pravidelné riesenie tiloh korespondenéného semindra ma
na tomto uspechu nesporne tieZ svoj nemaly podiel.
Vyplynulo to aj z ankety uskutoénenej v Bukuresti
medzi nasimi reprezentantmi, ktord vsak poukézala za-
rovenn na moznosti dalSieho skvalitnenia organizacie
korespondenéného seminara v budicnosti. Preto pred-
sednictvo UV MO na svojom zasadnuti v septembri
1978 rozhodlo o poriadani korespondenéného seminara
aj v Skolskom roku 1978/79, ale s niektorymi organi-
zaénymi zmenami.

Pre informaciu ¢itatelov o obsahu korespondenéného
seminara, ktory sa konal v §kolskom roku 1977/78 pri-
nasame na dal$ich strankach prehlad vsetkych tloh,
ktoré jeho tdastnici dostali na rieSenie. Tym im zaroven
poskytujeme moznost vyskusat svoje schopnosti Gspes-
ne riesit naroénejsie matematické tlohy.

Nerovnosti v algebre a geometrii (zostavil M. Kaukid,
VSD Zilina):

1. Ak abc > 0, potom

1 1 1  a®+b 4
a * b e c a®b3c?
dokazte.

2. Dokazte, %e nerovnost pa® + (1 — p) (b2 — pc?) >
> 0, kde p je realne ¢islo, a,b,c st kladné realne &isla,
je spravna prave vtedy, ked stdasne platia nerovnosti
a+b—c>0 a+c—b>0,b+c—a=>0.
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3. Dané sii dve kruznice rovnakej dlzky 1977. Na jed-
nej z nich je danych 1977 bodov a na druhej niekolko
obltikov, ktorych stdet dlzok je mensi nez 1. Dokaite,
Ze tieto kruznice mozno tak ,,polozit na seba‘, Ze ziadny
z danych bodov nebude lezat na niektorom z danych
oblikov.

4. Ak m, n st kladné racionalne éisla a > 0, potom
plati

n
mat + —=m+n.
x
Dokéite.

5. Dokazte, ze pre y = a sin®x + b sin x cos z - ¢ cosx
a vSetky redlne ¢isla 2 plati

a-+c
2

’

b ate I
2 2 2
kde D = b2 + (& — ¢)%

6. Ak a,b,c sa dIiky stran trojuholnika, z,y,z realne
&sla a plati ax + by 4+ cz = 0, potom ayz + bzx +
+ cxy < 0; dokdzte.

7. Dand je koneéna postupnost celych kladnych &isel,
ktorej ziadny ¢len nie je mensf nez dané &islo M. Okrem
toho kazdy élen tejto postupnosti zadinajic tretim je
rovny absolitnej hodnote rozdielu dvoch predchadza-
jucich élenov. Aky najvadsf podet ¢lenov moze mat taka
postupnost ?

8. Cisla a,, a,, ..., a, si také, 7e 0 < a, < a, < 2ay;
Ay S Ay =20y, oy Op_y = @y = 2a,_,. Dokaite, Ze
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v suéte S =a, + a, + a3 + ... + @, mozno vidy vy-
brat znamienka tak, ze 0 =< 8 = q,.

MnoZiny bodov v priestore (zostavil doc. J. Vydin,
CS8e.):

1. V priestore st dané dva utvary U,, U, a priamka s.
Oznadime X,, X, dva body tychto vlastnosti: X, eU, A
AX,eU, X, #X,, X,X,||s.

Vysetrite mnozinu vSetkych stredov vSetkych takych
usediek X, X, v tychto pripadoch:

a) U,, U, st dve mimobezky,
b) U, je priamka roznobezna s rovinou U,,
c¢) Uy, U, st dve roznobezné roviny.

2. V priestore je dany trojuholnik 4BC a ttvar U.
Vysetrite mnozinu vsetkych stredov gulovych pléch
opisanych vsetkym stvorstenom 4 BOX, kde X €U, a to
v pripadoch:
a) U je priamka réznobezné s rovinou 4BC,
b) U je rovina roéznobezna s rovinou 4BC a prechadza-
juca bodom 4.

3. V priestore je dany ttvar U, rovina g a trojuholnik
ABC.

Vysetrite mnozinu vsetkych vrcholov Z vsetkych
trojuholnikov XYZ, kde X eUA Yeo AXY || ABA
AYZ||BCAZX ||CA, a to v pripadoch:

a) U je priamka rdéznobezna s rovinou p,
b) U je rovina roznobezna s rovinou g.

4a. V priestore st dané dve rdzne roviny g, o a bod 4,
ktory nelezi v Ziadnej z nich. VySetrite mnozinu vset-
kych bodov vSetkych priamok, z ktorych kazda prechad-
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za bodom 4 a ma rovnakid odchylku od roviny p i ro-
viny o.

4b. V priestore st dané dva rézne body 4, B a rovi-
na g, ktora neobsahuje Ziadny z nich. Vysetrite mnozi-
nu vietkych bodov X roviny p, pre ktoré maju priamky
AX, BX rovnakt odchylku od roviny p.

5. V priestore je dany bod 4, priamka ¢ a tGtvar U.
Dalej je dané kladné &slo k. Vysetrite mnozinu vietkych
bodov X tychto vlastnosti: X eq, podiel vzdialenostf
bodu X od ttvaru U a od bodu 4 je rovny k, a to
v tychto pripadoch:

a) U je priamka mimobeZna s g,
b) U je rovina réznobezna s q.

Matematicka analyza (zostavil dr. J. Jarnik, CSc., MU
CSAV Praha):

1. Nech 0 < a < b st redlne ¢&sla, x, = a, z, = b,
T, = % (Xp—g + Tps)y,n =2,3, ....

Najdite &islo ¢ také, ze plati x,, > ¢ > Xy, n = 1,
2, ..., a dokazte, zZe plati:

Ak je d # ¢, potom existuje prirodzené &islo p také, Ze

e, —c¢| < |d—c¢].
2. Nech postupnost {z,} kladnych &isel je rastiica a nie
1
je ohranidena. Oznaéme s, =—(z;, + 2, + ... + x,),
n

n=12,....

Dokézte, Ze postupnost {s,} je taktiez rastiica a nie je
ohranic¢ena. Zostane toto tvrdenie spravne aj v pripade,
ked vynechame predpoklad, Ze ¢isla z, st kladné?
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1
3.Necha0>1,an=—[a"_l+ ],n=1,2,....
2 aﬂ—l

Dokézte: Postupnost {a,} je klesajiica a pre vSetky
prirodzené n plati a, > 1. Ak je ¢ > 1, potom existuje
také prirodzené ¢islo p, Ze plati a, < c¢ (a teda a, <c
pre vsetky prirodzené éisla n = p).

Vysetrite tiez pripad 0 < a, = 1.

4. Nech {a,} je klesajica postupnost nezapornych éisel.
Oznaéme s, =a, + ay + ... + a,, ¢, =2a, + 4a, +
b 2y, =1,2, ...

Dokézte, Ze postupnost {s,} je ohranidend prave vtedy,
ked je ohrani¢ens postupnost {¢,}. Néjdite priklad, ktory
ukaze, Ze tvrdenie vo vSeobecnosti neplati, ak vynecha-
me predpoklad, Ze postupnost {a,} je klesajtca.

5. Uréte vSetky funkcie f, ¢ definované pre vsetky
realne ¢isla @ a vyhovujice pre vSetky realne éisla z, y
rovnosti

fle —y) = f(x)g9(y) + [(y)9(x) .

6. Nech n je prirodzené ¢&islo, a, b redlne é&isla. Urdte
vietky funkcie f definované pre vsetky realne disla x
a vyhovujtce pre vietky reilne é&isla « rovnici

af(*) + f(—a") = bz .
7. Nech f je zobrazenie eukleidovského priestoru do
seba.
Dokazte: Ak je f izometria, ktorda nemé pevny bod,
potom ani zloZené zobrazenie f O f (t.j. zobrazenie g,

ktoré priraduje kazdému bodu 4 bod g(4) = f(f(4))),
nems pevny bod.
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Pozndmla: Zobrazenie F eukleidovského priestoru
do seba sa vola izometriou, ak zachoviva vzdialenost
bodov, t.j. ak 4, B st lubovoIné dva body priestoru, je
vzdialenost bodov F(4), F(B) rovné vzdialenosti bodov
A, B.

Nech F' je zobrazenie mnoziny M do mnoZziny M.
Prvok x €M sa nazyva pevnhym bodom zobrazenia F,
ak plati F(x) = «.

8. Nech M je neprazdna mnozina funkeif f tvaru
f(@®) = ax + b, a # 0, ktord mé tieto vlastnosti:

a) AkfeM, geM, potom gOfeMkde h =g O fje
funkcia definovana vztahom A(z) = g(f(z)).

b) Ak feM, potom f_, eM, kde f_, je funkcia defino-
vand vztahom f_,(z) = y, kde x = f(y).

¢) Ak feM, potom existuje pevny bod zobrazenia f,
t.j. redlne ¢slo x; také, ze plati f(x) = w,.

Dokéazte, ze existuje také redlne dislo ¢, Ze plati
f(t) = ¢ pre vSetky funkcie f € M.

Udajte priklady mnoziny M obsahujtcej: a) konedne
mnoho, b) nekoneéne mnoho prvkov.

Kombinatorika (zostavil RNDr. F. Zitek, CSc., MU
CSAV Praha):
O koneénej postupnosti celych &éisel tvaru

¢ =20, ¢,¢C3...,¢, =¢C (1)

budeme hovorit, ze ma dlzku » a kondi &islom c.
Hovorime, ze postupnost (1) je malo rastica, ak pre

7=12,...,n plati 0 < ¢;—¢;_y = 1. Postupnost (1)

nazveme alternativnou, ak pre j =1,2,...,n plati
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le; — ¢;—y| = 1. Ktoré postupnosti st zédroveni mélo ras-
tice aj alternativne ?

1. Odvodte vzorec pre podet p, (y) (n prirodzené, y ce-
16) vietkych réznych alternativnych postupnosti dizky »
kondiacich ¢islom y. Vysetrite vlastnosti funkecii p,,
n=1213,....

2. Odvodte vzorec pre podet m,(y) vSetkych réznych
malo rasticich postupnosti dizky n kondiacich &slom .
Vysetrite vlastnosti funkeii =, n =1,2,3, ....

3. Odvodte vzorec pre pocet p,(y, b) vSetkych roznych
alternativnych postupnosti dlzky » konédiacich ¢islom y
a takych, ze pre vsetky 7 =0,1,2,...,n je ¢; =b
(b celé).

4. Odvodte vzorec pre podet m,(y, k) vSetkych réznych
mélo rastiicich postupnosti dizky » konéiacich é&islom y
a takych, Ze pre vSetky j =0,1,2, ...,n plati ¢; = kj
(k = 0 realne).

5. Odvodte vzorec pre podet ¥ (y, k) vietkych réznych
malo rasticich postupnosti dizky n konéiacich &slom y
a takych, Ze pre vietky j = 1,2, 3, ...,n plati ¢; < kj
(k > 0 realne).

6. Odvodte vzorec pre potet p,(y, a, b) vietkych réz-
nych alternativnych postupnosti dlzky = kondiacich
¢islom y a takych, Ze pre vsetky § = 0, 1, 2, ..., n plati
a =c¢; =b(a,b celé).

7. Odvodte vzorec pre podet p¥(y, k) véetkych réznych
alternativnych postupnostf dlzky n konéiacich &slom y
a takych, Ze pre vsetky § =0,1,2, ...,n plati ¢; =< kj
(k > 0 realne).

8. Pri pokladni kina s jednotnym vstupnym 5 Kés
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stoji N zaujemcov, z ktorych p plati pétkorunou,
ostatnych d = N — p desatkorunou.

Kolkymi réznymi spésobmi mozno usporiadat frontu
N kupujucich tak, aby pokladnik, ktory na zadiatku
predaja neméa v pokladni Ziadne peniaze, mohol kazdé-
mu kupujicemu s desatkorunou ihned vydat naspat ?

Ako sa tento pocet zmeni, ak pokladnfk ma na zadiat-
ku v pokladni £ pitkortn? (Predpokladime samozrej-
me, ze nikto nekupuje viac nez jeden listok.)

Skolsk4 tedria &isel (zostavil dr. 8. Sakdlos, PFUK
Bratislava):

1. Napiste za sebou vSetky ¢isla od 100 do 999.
Vznikne tak dekadicky zapis nejakého ¢isla V.

a) Dokazte, Ze N nie je Stvorcom Ziadneho prirodzeného
¢isla.

b) Dokazte, Ze N nie je prvoéislo.

c) Uréte najvicsieho spoloéného delitela ¢&isel N a

27 000.

d) Uréte najvadsieho spoloéného delitela disel N a

27 027 000.

e) Dokazte, ze N nie je (vysSSou neZz prvou) mocninou
ziadneho prirodzeného ¢isla.

2. Najdite najvadsie prirodzené ¢&islo z, také, ze

4
z 4
& =4k .
3. Akym najvadésim éislom mozno kratit zlomok

73000 ___ 33000

53000
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4. Dokazte, Ze existuje 3.10° za sebou nasledujticich

10
zloZenych prirodzenych &sel mensich nez 10 .
5. Dokazte, Ze ¢éislo

10014000 L 4, 10001000
je zloZené.
6. Dokazte, ze kvadratickd rovnica

8 10 9
88 22 L 10 x4+ 9° =0

ma dva realne roézne korene, ktoré su iracionalne.

7.a) Dokazte, Ze exponent ¢&isla 2 v rozklade é&isla n!
na sGéin prvodisel je n —k, kde k je pocet jednotiek
v dvojkovom zapise ¢isla n.

b) Dokézte, Ze exponent prvodisla p v rozklade &isla n!

n—

k
na sudin prvodisel je T kde k je ciferny stdet

v p-adickom zapise éisla n.
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VIII. Sprava
o XX. medzinirodnej matematickej olympidde

1. ORGANIZACIA A PRIEBEH SUTAZE

Jubilejna — XX. — medzindrodnd matematicka
olympiada (MMO) sa konala v dioch 1.—13. 7. 1978
v Rumunsku — v krajine, ktord pred takmer 20 rokmi
prisla s iniciativou konat tieto velmi uZitoéné medzi-
narodné merania sfl matematickych néadeji. Doteraz
Rumunské socialisticka republika (RSR) usporiadala
nielen I. (1959), ale aj II. (1960) a XI. (1969) MMO.
Poriadatelom tohorodénej MMO bolo ministerstvo skol-
stva RSR, ktoré na dele s ministerkou s. prof. Ing. Suza-
now Qideaovou, DrSc., venovalo organizacii tohto sviat-
ku skolskej matematiky znaénu pozornost. Pri priprave
odbornej Gasti sataze a rdmcového programu tzko spolu-
pracovali predstavitelia a ¢lenovia rumunskej matema-
tickej spoloénosti Societates de stiinte matematice din
RSR. Predsedom organizaéného vyboru XX. MMO bol
prof. dr. Gheorghe Mihoc, 8len Akadémie vied RSR.

Poslanim pozvanok do takmer 30 krajin sa hostitelia
usilovali ziskat na jubilejnej MMO rekordnu tdast
druzstiev i jednotliveov, no nepodarilo sa im prekonat
nielen vlanajsi rekord, ale ani idast na predchadzajtcich
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3 roénikoch. Sutaze XX. MMO sa zuéastnili kompletné
osemélenné druzstva 16 krajin: Rakiska (A), Bulharska
(BG), CSSR (CS), NSR (D), Franctzska (F), Velkej
Britdnie (GB), Mongolska (M), Holandska (NL), Polska
(PL), Rumunska (R), Svédska (S), Finska (SF), Turecka
(TR), USA, Vietnamskej socialistickej republiky (VN),
Juhoslavie (YU) a Stvorélenné druzstvo Kuby (C).
Vedici delegécii uvedenych 17 zemi tvorili medzinarod-
ni jury sataze, ktorej predsedom bol prof. dr. Ioan
Cuculescu, uditel bukurestskej univerzity.

Vidsina veducich delegéacii pricestovala do Bukuresti
v sobotu 1. 7. 1978. Organizitori ich po skupinkdch
odviezli do mestedka Busteni leziaceho cca 140 km od
hlavného mesta v tdoli rieky Prahovy nedaleko Predea-
" lu. Toto turistické stredisko na tpitf legendirneho Carai-
manu (2384 m) v pohori Bucegi vyhliadli za bydlisko
a miesto prace jury. Jej ¢lenovia a rumunski organiza-
tori boli tam ubytovani v hoteli Biroul de turism pentru
tineret (rumunska CKM).

Prvé oficidlne stretnutie ¢lenov jury sa uskutoénilo
v nedelu 2. 7. predpoludnim v miestnej strednej kole,
kde ¢lenovia jury nachadzali po cely éas pobytu v Buste-
ni velmi dobré podmienky pre svoju pracu. Zasadnutie
viedol akad. Mihoc, ktory v Givodnom slove pripomenul
podiel RSR na vzniku a organizovani MMO, predstavil
¢lenov organiza¢ného vyboru a predstavitelov jednotli-
vych komisii XX. MMO, ospravedlnil predsedu jury
prof. dr. Cuculescu pre rekonvalescenciu po predchadza-
jicom onemocneni a predstavil vedicich delegacii
zGdastnenych krajin, z ktorych chybal uz len vedici
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delegécie USA pro komplikicie s dopravou. Dalej pri-
pomenul hlavné zasady organiza¢ného poriadku XX.
MMO a informoval o programe prace jury i ziakov, kto-
rych prichod do Bukuresti odakavali rumunski hostitelia
v pondelok 3. 7. V zastipeni rezortu skolstva privital
veducich zahraniénych delegécif i ostatnych téastnikov
MMO s. Bodovej, inspektor kraja Prahova. Na zidver
prvej Casti zasadnutia jury informoval akad. Mihoc, ze
organizatori dostali z 12 krajin celkom 54 navrhov tloh,
z ktorych rumunské dlohova komisia vybrala 17. Texty
a struéné rieSenia tychto 17 tloh vo vsetkych 4 roko-
vacich jazykoch (angli¢tina, franctzstina, nemdina,
rustina) dostali vedici delegacii v zapedatenych obalkach
na zaver zasadnutia.

Po kratkej prestavke nasledovala panelova diskusia
(beseda za okrtthlym stolom) na tému Podiel ndrodnyjch
a medzindrodnych matematickych olympidd na rozvoji vy-
ufovania matematiky. Zial, vedicim zahraniénych dele-
gacii nebola téma diskusie vopred znama a preto sa
z nich na vystipenie v nej nik vopred nepripravil. Tato
skutoénost poznamenala nepriaznivo cely priebeh dis-
kusie, v ktorej jediny rozsiahlejsi vopred pripraveny
referat predniesol vedici delegacie RSR prof. Draghi-
cescu. Zdoraznil v nom, Ze vedeckotechnicky rozvoj si
vyzaduje revoliciu aj v matematike, a to nielen vo
vnuatri — pri rozvoji matematickych vednych disciplin,
ale aj navonok — pri odovzdavani matematickych po-
znatkov na vSetkych stupnioch vzdelavania. S narasta-
jucim mnozstvom matematickych informacii, ktoré si
maju ziaci spolahlivo osvojit, narastd vyznam stimulov

153



ziskavajucich ziakov pre systematickd samostatni pracu
v matematike. Jednym z takych déinnych stimulov je
aj matematicka olympidda, a to ako narodna, tak aj
medzinarodna, éo je overené mnohoroénymi skdsenosta-
mi. Podrobne sa zaoberal poznatkami z matematickej
olympiady v Rumunsku, konanej kaZdoroéne od roku
1954 v priamej nadviznosti na matematicka sttaZ
v rieseni tloh v &asopise Gazeta matematica, uskutoéno-
vanej kazdoroéne od roku 1902. MO sa v RSR ztdast-
nuju kazdoroéne tisicky ziakov strednych skol a tGspech
v sttazi je pre vadsinu z nich impulzom pre dalsie seba-
vzdelavanie v matematike. Vitazi jednotlivych roénikov
MO sa uplatiiuji ako odbornici v matematike i v ostat-
nych oblastiach vedy a techniky. V rumunskej skole
hodnotia profesionalnu schopnost uditelov matematiky
podla vysledkov ich ziakov v MO. Tento ukazovatel je
jednym z hlavnych kritérii hodnotenia kvality udite-
lovej prace. Stredna generacia rumunskych matematikov
robila prvé kroky k tvorivej praci vo svojom odbore na
poéde MO a MMO a obe sttaze prispeli znadne k vzniku
a formovaniu matematickej skoly, ktorou sa RSR hrdi.
Nesporny je aj ich vplyv na orientdciu obsahu vyuéova-
nia matematiky v strednej $kole nielen po stranke for-
mativnej, ale aj informativnej. V RSR niet stredoskol-
skej udebnice matematiky, ktora by nesledovala aj
tspech ziakov v MO. V zavere svojho prispevku prof.
Draghicesu konstatoval, ze MMO sa stali velmi dobrym
prostriedkom pre spozndvanie a vymenu skusenosti
mladych matematikov i ich uéitelov. V tom treba vidiet
i prispevok matematiky a matematikov k vytvaraniu
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ovzdusia mierovej spoluprice a dorozumenia medzi na-
rodmi celého sveta.

Referat prof. Draghicesu doplnil akad. Mihoc podrob-
nou informéciou o organizadnej Struktire MO v RSR
a opatovne zdoraznil, ze vysledky v sitazi st velmi dob-
rym prostriedkom pre overenie kvality Skolského vy-
udovania.

Prof. Lyness (GB) v kratkej pozndmke konstatoval, Ze
vo Velkej Britdnii neuplatiuji systém sttazenia pre
mlédez do 16 rokov. MO organizuji len pre najlepsich
ziakov najvyssich roénikov strednej skoly. Podla neho
nie je MO prinosom pre priemernych ziakov, ale u naj-
schopnejsich zvysuje zdujem o matematiku. Vysledky
ziakov v MO st vsak stimulom pre uditelov a zvysuja
ich zadujem o problematiku riesenia tloh.

Prof. Stanedila (R) konstatoval, ze kazdy Stat potre-
buje Iudi, ktorf poznaji matematiku a vedia ju pouzivat.
MO je jednym z prostriedkov k vychove takychto Iudi.
Vyslovil otazku existencie dalsich vhodnych prostried-
kov a metéd ich vyuzivania. Konstatoval, Ze RSR roz-
sfrili MO aj pre 10—12ro¢né deti, a to s velkym tspe-
chom. Vyslovil presveddenie, %ze pravidelné rieSenie ma-
tematickych dloh mé pre rozvoj matematického talentu
prinajmensom taky vyznam, ako pravidelné cvidenie
na nastroji pre rozvoj umeleckého nadania hudobnika.
Nadhodil myslienku vypisovat témy na samostatni
pracu (nie ulohy) medzi dvoma MMO, ktorych spraco-
vanie by sa zvlast hodnotilo.

Prof. Le Hat Chaw (VN) sa v kratkom prispevku za-
meral na niektoré otazky stvisiace s organiziciou MMO.
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Navrhoval, aby niektoré krajiny, ktoré maji s MO bo-
haté skisenosti, spracovali akysi minimalny program
pre udastnika MMO. NepovaZuje za spravne, aby sa Ziak
mohol zudastnit MMO viac nez raz a rovnako sa mu
nezda, aby pre sutaz boli vybrané dve tlohy z navrhu
jednej krajiny.

Jeho vystipenim sa panelova diskusia prakticky skon-
¢ila a celé nedeIné popoludnie rezervované na jej pokra-
¢ovanie vyuzili lenovia jury na stidium predlozeného
navrhu Sirsieho vyberu tloh. Vydatna burka prinutila
k tomu aj tych, ktori by snad boli dali prednost prvej
dlhsej prechadzke ulicami mestecka pod Caraimanom.

V pondelok 3. 7. predpoludnim sa uskutoénilo prvé
pracovné zasadnutie jury uz pod vedenim predsedu prof.
dr. Cuculescu. Tento v Gvode informoval o zlozeni ko-
misie pre vyber tloh a uviedol, Ze komisia pri svojej
praci nepredpokladala, Ze by bolo treba respektovat za-
sadu, aby vo vybere Sestice tGloh pre sttaZ nebola z né-
vrhu ziadnej krajiny viac neZ jedna tloha. Preto v pred-
lozenom stibore 17 tiloh boli jednotlivé krajiny zastupe-
né takto: BG 2,C1,CS1,D1, F3, GB2 NL1,SI,
USA 2, VN 1, YU 2. Iba z navrhu SF nevybrali ziadnu
tlohu, ostatné zudastnené krajiny dlohy pre XX. MMO
nenavrhli. Komisia usilovala predovsetkym o to, aby
v subore boli rovnomerne zastipené jednotlivé oblasti
skolskej matematiky. Tento zdmer sa jej vSak celkom
splnit nepodarilo, pretoZze v zaslanych navrhoch prevla-
dali dlohy s tematikou skolskej tedrie ¢isel a kombina-
toriky a velmi slabo bola zastipena geometria, a to rov-
nako rovinna ako priestorova.
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Uz pri prvej rozprave o tlohach sa jury rozhodla vy-
radit tri z nich bud preto, Ze ich riesenie bolo zaloZené
na vseobecne znamom principe a namet nebol original-
ny (Geskoslovenska a jedna franctzska) alebo preto, Ze
sa javili ako prili§ naroéné pre klauztirnu stutaz (svéd-
ska). Na zdver rozpravy bolo zostavajicich 14 tloh
orientaéne rozdelenych do tabulky jednak podla tema-
tiky: ¢iselnd tedria (5), algebra (3), teéria mnozin a kom-
binatorika (3), planimetria (2), stereometria (1) a jednak
podla obtaznosti, ktord im jury pristdila: nendro¢né (3),
stredne obtazné (5), obtazné (2), znatne naroéné (4).
Potom sa prikrodilo k vyberu Sestice metédou, ktora sa
osveddila vlani v Juhoslavii: Kazdy &len jury predlozil
svoj navrh Siestich tdloh pre sataz, pri ktorom mal res-
pektovat zasadu, aby boli zastipené vsetky tematické
oblasti a aby stbor obsahoval dve lahké a dve velmi
niroéné tlohy. Ulohy s najnizifm pottom hlasov vypa-
davali a ti, ktori ich navrhovali, rozdelili svoje hlasy
zostavajicim tlohdm.

Hoci uz po prvom séitani hlasov, ktorym zadalo po-
poludnajsie zasadnutie jury, vypadli 4 dlohy, bolo po-
trebnych este Sest skrutinif pretkanych obdas zaujima-
vou, ale preva’ne rozvlaénou diskusiou, kym sa vyber
redukoval na potrebnych 6 dloh. Pri hlasovani o jeho
prijati bolo 12 hlasov za, nik proti pri 5 abstenciach.
(Predseda jury okrem jednej ¢ dvoch vynimiek vobec
nehlasoval.)

Na zaver pondelnajsieho rokovania rozhodla jury este
o rozdeleni vybranej Sestice stitaznych tloh na dve troji-
ce pre jednotlivé sitazné dni.
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V utorok 4. 7. predpoludnim pokradovala jury vo
svojej praci uz za udasti zastupcov vedicich delegéacif,
ktori 3. 7. priviedli svoje druzstva do Bukuresti a kratko
pred polnocou pricestovali do Busteni. Jej rokovanie
sa zadalo preditanim listu dr. I. T'omescu, ¢lena komisie
pre vyber tloh, v ktorom oznamuje, Z%e princip rieSenia
holandskej tlohy (bola vybratd do stboru sutaznych
tloh ako tloha ¢&. 6) sa v uréitej podobe nachédza v knihe
W. D. Wallisa vydanej r. 1972 v nakladatelstve Springer.
Tato informécia vyvolala rozsiahlu diskusiu so znacéne
rozdielnymi stanoviskami. Nakoniec vSak jury véésinou
hlasov (11 za, 6 abstencii) rozhodla nemenit stabor
6 tloh prijatych na predchadzajicom zasadnuti. Po
tomto rozhodnuti sa élenovia jury rozdelili do 3 skupin,
z ktorych kazda sformulovala texty 2 z vybranych tloh
vo vietkych 4 rokovacich re¢iach. Schvalovanie oficidl-
nych textov bolo v jury sprevadzané, ako obvykle, siaho-
dlhou diskusiou jazykovo-terminologickej povahy.

Po poludnajsej prestavke nasledovalo rozhodovanie
o stanoveni maximalneho poétu bodov za Gplné riesenie
tloh, pri ktorom sa opit pouzila metéda individualnych
navrhov jednotlivych delegacii. Jury sa relativne rychlo
podarilo vyriesit tuto otazku, ¢im sa prva etapa jej
prace skondila.

Vedenia jednotlivych delegacii mohli preto zadat
s prekladom textov tloh do materdiny stutaziacich Ziakov
a ich pripravou pre rozmmnoZenie v dostatoénom podte
exemplarov.

Vo vedernych hodinich sa v kultirnom dome uskutogd-
nilo prijatie élenov jury mestanostom Busteni, ktory im
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v krdtkom prihovore priblizil histériu, pritomnost i bu-
dtcnost mesta. Od roku 1840 z osady 12 drevorubad-
skych rodin nardstlo do dnesnych 12 tisic obyvatelov
s perspektivou moderného centra s rozsiahlou vystav-
bou hotelov a turistickych ubytovni v ddoli Prahovy
i v horach nad nim.

Klepanie textov uloh v materéine ziakov pokracovalo
i v stredu (5. 7.) predpoludnim a po ich rozmnozeni
mohli popoludni vedici delegicii a ich zastupcovia po
opétovnej kontrole spravnosti vlozit po jednom exem-
plari do pripravenych obalok s kédmi jednotlivych Zia-
kov.

Je len pochopitelné, ze kratke volno, ktoré potom na-
sledovalo, vyuzila vddsina z ¢lenov jury na zasliZeny
oddych a prechadzky po Busteni a jeho okoli.

Vo stvrtok 6. 7. v skorych rannych hodinach cestovali
¢lenovia jury autobusom do Bukuresti, kde sa v aule
Agronomického instititu Nicolae Balcescu uskutocnilo
slavnostné otvorenie XX. MMO. Po kratkom prihovore
akad. Mihoca preéital nam. min. skolstva RSR pozdrav-
ny list ministerky Skolstva, ktora sa ospravedlnila pre
tdast na plenidrnom zasadnuti UV KSR, vyslovil prianie,
aby mladi Iudia z réznych krajin statazili vidy len na
mierovom poli a zazelal vietkym tdastnfkom plny tspech
v sttazi. Potom sa 132 sttaziacich na XX. MMO rozislo
do 8 poslucharni institatu, aby sa pustili do riesenia
prvej trojice nasledujiceho suboru uloh, ktory pre nich
jury vybrala:
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Prvyj def, sutate — 6. jula 1978
: s N, :

1. Nechxm, n, 1. <m <nst pm'odze{ne disla ta.ké Ze
dekadické zdpisy &isel 1978™ a 1978 kondia rovnakym
trojéislim.

Uréte éisla m, n s touto vlastnostou tak, aby stdet
m -+ n/bol minimédlny. (Kuba, 6 bodov:)
1. /2. Je dana gula a vo vniitri nej pevny bod P. Nech

‘A B, C st Iubovolné body leZiace nakpovrchu gule take
ze Usetky PA, PB, PC su ﬁ—dvmk-n&-ﬁqb&“k olm
a PQ je telesova uhloprietka kvidra s hranami PA, PB
PC.

Uréte mnozinu vietkych takych bodov Q. (HSﬁ‘TbO'dUV)" D,

3. MnoZina vietkych.celych.kladnych &isel je Z]edno-
tenfm dvoch disjunktnych podmnozin “

{f), £(2), ..., f(n), ...}, {g(1), 9(2), ..., g(n), ...},
pri¢om
) <f@2<..<fn)<...,

g(1) < g@) < ...<gn) < ...
&

= f(f(n)) + 1
pre vsetky n = 1. X
Uréte f(240). (Velka-Britania, 8-bodov). -

Druhy deti, sitaze — 7. jila 1978

4. V trojuholniku ABC je JABf =44Cf Kruinica,
ktora sa dotyka zvnitra kruZnice opfsanej trojuholniku
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ABC, sa dotyka tsetiek AB, AC xz-aﬁedenam.pomdi—(
v bodoch P, Q.
Dokazte, ze stred tsetky P@ je stredom kruZnice vpisa-
nej trojuholniku 4 BC. (USA,.5 hodov’)

5. Nech a,, a,, a,, ..., a;, ... je postupnost navzajom
roznych -celyeh- _klad&yeh ¢isel. Potom pre kazdé eelé-

n =1 plaati }\jj 0 k- Ven \ /\,L'\ VO

k=1 k% gk

dokazte. (Francizsko;-6-bodov).—

6. Clenovia medzindrodnej spolognosti st prislusnikmi
6 réznych zemi. Zoznam d&lenov tejto spolodnosti obsa-
huje 1978 mien oéislovanych 1, 2, ..., 1978. )
Dokazte, ze existuje aspon jeden taky dlen spoloénosti,
ktorého poradové é&islo v tomto zozname sa rovna bud
stidtu poradovych ¢isel dvoch inych ¢lenov z jeho kraji-
ny, alebo dvojndsobku poradového &isla jedného z &lenov
spoloénosti z jeho krajiny. (Holandsko, 8 bodov.)

V zitvorke za textom tlohy je meno krajiny, ktors
predlozila navrh tdlohy a maximalny podet bodov, ktory
mohol riesitel ziskat za jej Gplné rieSenie. Pri sutazi viak
ziaci tieto udaje nepoznali. Vedeli iba, %e na rieSenie
kazdej trojice sttaznych tloh maja 4 hodiny ¢istého éasu.
Pre zodpovedanie otdzok na pripadné nejasnosti v texte
se opdt pouzila osvedéend pisomna forma, pri ktorej
ziak mé moznost poslat otazku na listku k tomu uréenom
najneskorsie pol hodiny po obdrzani textov. Otazka sa
precita a prelozi v jury, ktord taktiez schvaluje plny
text odpovede.
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Treba povedat, Ze tohto roku ako v prvy, tak aj
v druhy satazny den bolo Ziackych otdzok vynimoéne
mélo. V prvy denn (6. 7.) po splneni tejto dlohy odisli
¢lenovia jury do budovy ministerstva skolstva RSR,
kde ich prijala ministerka skolstva prof. Ing. S. Gideaovd,
DrSc., ¢len korespondent AVRSR. Vo svojom privita-
com prejave o.i. vyzdvihla vyznam matematiky pre
vedecko-technicky rozvoj i formovanie osobnosti mla-
dych ludi a podrobne informovala o organizécii skolstva
v RSR. Po prijati nu MS RSR &akal ¢lenov jury tnavny
navrat do Busteni, kde zasadli k obedu v ¢ase obvyklom
pre olovrant.

V piatok 7. 7. sa histdria s cestovanim do Bukuresti
a spit zopakovala, ale s tym rozdielom, Ze po zodpove-
dani otazok k textom nasledovala mald autokarovéa pre-
hliadka hlavného mesta RSR so zastavkou v budove
rektoratu bukurestskej univerzity, kde ¢lenov jury prijal
jej rektor prof. dr. Gheorghe Ciuciu, ktory je profesorom
matematiky. Od neho sa dozvedeli najdédlezitejsie idaje
o Strukture univerzity s 8 fakultami. O cieloch a organi-
zadnej Struktire rumunskej matematickej spoloénosti
informoval v kratkom prejave jej podpredseda akad.
Caius Jacob. Nasledovala prehliadka novych stvrti
takmer dvojmiliénovej rumunskej metropoly, kde sa
pritomni mali moZznost presvedéit, Ze tvrdenie o 10 kve-
toch vysadenych v ,,Parizi vychodu‘ na kazdého oby-
vatela nie je nadnesené. Tato mala exkurzia sa skondila
expresnou prehliadkou znameho bukurestského skanze-
nu ,,Museul satului®.

Po navrate z Busteni a fazovo posunutom obede na-
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sledovala schédzka jury s koordinatormi, ktorych bolo
18 — trojica pre kazda tdlohu. Na nej boli stanovené
niektoré zasady pre hodnotenie rieseni. Spolo¢né roko-
vanie jury s koordindtormi pokradovalo este v sobotu
rano. V jeho zavere predseda jury prof. Cuculescu vy-
slovil zasadu, Ze Ziak, ktory vyriesil alohu, hoci aj s chy-
bami, mal by dostat za fiu aspori polovicu mozZnych
bodov. Naopak ten, ktory tlohu nevyriesil, by v Ziad-
nom pripade nemal dostat viac neZ polovicu moznych
bodov.

Potom uz nasledovala niroénd a zodpovednd prica
spojena s hodnotenim a koordinaciou, ktora si vyziadala
zvysok soboty (8. 7.) a celi nedelu (9. 7.).

V pondelok 10. 7. predpoludnim sa jury zisla na svoje
zéveretné zasadnutie. Pri jeho otvoreni predseda jury
prof. Cuculescu blahozelal akad. Mihocovi k 72. narode-
nindm, ktoré oslavil podas XX. MMO. Na programe ro-
kovania bolo — ako je to na MMO obvyklé — najskor
schvalenie hodnoteni v tych pripadoch, ked nedoslo
k dohode medzi koordinatormi a vedenim delegéacie. Ten-
toraz boli iba 3 také pripady a boli vyrieSené pomerne
rychle. Potom nasledovali navrhy na udelenie 8pecial-
nych cien za origindlne riefenia tloh a po prestivke
slaziacej k tomu, aby sa ¢lenovia jury s rieSeniami pred
hlasovanim mohli podrobnejsie zoznamit, sa rozhodovalo
o ich udeleni. Za rieSenie 1., 4. a 5. tlohy neboli predlo-
zené ziadne navrhy, zo 4 navrhov na §pecidlnu cenu za
2. tlohu neschvalila jury ani jeden. Zo 6 navrhov za
3. tlohu presli dva: finskemu ziakovi Markkanenovi
Markku a Holandanovi Marc Leeuwenovi a boli schvale-
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né oba navrhy na Specidlnu cenu za rieSenie 6. ulohy:
Angli¢anovi Richardovi Ewen Borcherdsovi a vyssie
menovanému holandskému ziakovi, ktory takto ziskal
dve §pecidlne ceny aj napriek tomu, Ze na zaklade dalsie-
ho rozhodnutia jury dostal za celkovy vysledok na XX.
MMO len druht cenu. Rozhodnutie o bodovych hrani-
ciach pre udelenie cien padlo tentoraz totiz az prilis
rychle a patrilo k najmenej presved¢ivym rozhodnutiam
jury XX. MMO. Privelmi bolo poznamenané extrémom,
do ktorého zasiel predseda jury prof. Cuculescu v snahe
vyvarovat sa rezolitneho vedenia jury, ktoré mal v éer-
stvej paméti z XIX. MMO. Rozhodovalo sa totiz prak-
ticky len medzi dvoma predloZenymi navrhmi: juhoslo-
vanskym (I. cena od 40 do 32 bodov, II. 31—26, III.
25—22) a §védskym (I. 40—35, II. 34—27, III. 26—22)
a pomerom hlasov 9 :8 presiel svédsky navrh, ked
predseda jury sa nevyjadril, ale iba lakonicky konsta-
toval, Ze zan hlasovali A, BG, GB, M, S, SF, TR, USA
a VN. Stalo sa teda v désledku tohto rozhodnutia, ze
aj napriek ¢l. 14 org. poriadku XX. MMO, podla ktoré-
ho podet udelenych I., II. a III. cien ma byt priblizne
v pomere 1 :2:3, bol prijaty navrh, kde tento pomer
je 5:20 : 38 a jednym hlasom prepadol navrh s pome-
rom 11 : 20 : 32. Poslednd dast rokovania jury bola ve-
novana rozprave o otdzkach organizovania budicich
MMO, ktort predseda zaradil do programu pod vplyvom
vystipenia vietnamského delegita pri panelovej diskusii
v prvy den olympiddy. Najviac diskutovanymi otézka-
mi boli viacnasobna dast jedného ziaka na MMO
a potreba akéhosi minimalneho tématického programu
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MMO. Okrem toho ¢eskoslovenska delegacia doporu-
¢ovala znizit podet ¢lenov druzstva vzhladom na orga-
nizaéné tazkosti suvisiace s rasticim podétom krajin
zudastnujucich sa MMO a polsky delegat navrhoval,
aby za miesta prace jury boli, pokial mozno, volené
univerzitné centra, v ktorych je k dispozicii kniZnica
s dostatkom matematickej literatiry. Slo viak, ako
tomu ani inak nemohlo byt, len o akademicku debatu,
bez prijimania zaverov.

Chybalo tentoraz tradiéné vystipenie delegata kraji-
ny, ktora sa chystd usporiadat budicu MMO. V kuloa-
roch sa totiz hovorilo len o tom, ze MMO v roku 1980
moze usporiadat Mongolsko i Velka Britania a v roku
1981 USA, ale o MMO v roku 1979 sa nikto neuchadzal.

Vetéer v spolodenskej miestnosti hotela pre ¢lenov
jury predviedol tance a piesne z réznych oblasti Rumun-
ska folklérny stbor v Iudovych krojoch a potom nasle-
dovala rozli¢kova vedera na zaver spoloénej prace v Bus-
teni. Na nej akad. Mihoc podakoval za aktivitu pocas
prace jury vSetkym delegaciam, zvlast Turecku, ktoré
sa MMO ztéastnilo po prvy raz a vyslovil polutovanie
nad tym, Ze niektoré delegacie — pravidelni ticastnici
MMO — sa tejto jubilejnej olympiady neztdastnili.
Mal tym na mysli Madarsko, NDR a ZSSR, ktoré na do-
terajsich MMO patrili tradi¢ne k najaspesnejsim. Z Bu-
dapesti na XX. MMO pricestoval redaktor L. Csirmaz,
ktory sa vydaval za madarského pozorovatela a na slav-
nostnom otvoreni i zakondeni olympiady zaujal miesto
za predsednickym stolom. Podla jeho informéacii sa
Madarsko na XX. MMO starostlivo pripravilo, ale idaj-
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ne nedostalo pozvanku. Podla informacii usporiadatelov
ministerstva Skolstva NDR a ZSSR vysvetlili netcast
svojich delegacii kratkostou éasu na ich pripravu pre
oneskorené obdrzanie pozvania. Kazdopadne vsak
netdast spominanych delegacii bola pre XX. MMO
ochudobnenim.

Jednotlivé sttazné druzstva po svojom prichode do
Bukuresti (prevazne v pondelok 3. 7.) boli ubytované
v internate Agronomického instititu Nicolae Balcescu.
V utorok (4. 7.) predpoludnim si vypoculi zasvitené
informacie o histérii RSR a jej hlavného mesta, po kto-
rych nasledovala okruzna jazda autokarom po Bukuresti
zakondéend prehliadkou narodnej galérie RSR. Veder sa
v klube mladeze stretli s predstavitelmi stredoskolského
oddelenia UV Zvizu komunistickej mlddeze Rumunska
a pozreli si kultirny program, po ktorom nasledovalo
spolodenské posedenie s hudbou a tancom.

V stredu (5. 7.) predpoludnim si mohli pozriet Museul
satului a Mdzeum prirodnych vied G. Antipu a popoludni
oddychovali, aby nazbierali dostatok fyzickych i psy-
chickych sil pre naroénu sutaz, ktora na nich v nasle-
dujicich dvoch dioch &akala. V sobotu 8. 7. ich auto-
busy odviezli k Ciernemu moru, kde boli ubytovani
v Navodari pri Konstanci. Okrem kipania v mori a po-
bytu na plazi si pozreli kultirny program, ktory pre
nich pripravili pionieri v najviaésom pionierskom tabore
v BEurope v Navodari (8. 7. veder), akvarium s morskou
faunou a flérou a archeologické mizeum (9. 7. pred-
poludnim). V pondelok 10. 7. vecer sa vratili naspit
do Bukuresti, kde ich v utorok predpoludnim dcakalo
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v aule agronomického institatu malé sympoézium, podas
ktorého predviedli svoje riesenia téastnici MMO odme-
neni §pecialnymi cenami a ti, ktorf boli na Specidlne
ceny navrhovani. Na druht polovicu sympdzia sa dostali
uz aj dlenovia jury, ktori sa rdno definitivne rozludcili
s Busteni a na zvySok rumunského pobytu boli ubyto-
vani v budove internatu bukurestského agronomického
indtitatu. Uz podas sympdzia, ale najmé po jeho skon-
denf dostavali sutaziaci od vedeni svojich delegdcif
prvé informacie o vysledkoch, ktoré na XX. MMO
dosiahli.

V utorok popoludni sa uskutoénila navsteva Mizea
histérie RSR a veder slavnostné vyhlasenie vysledkov
XX. MMO pévodne planované na nasledujici deii.
Po Gvodnom slove akad. Mihoca nasledovalo odovzdanie
diplomov a vecnych cien, ktoré odmeneni ziaci prevzali
z rik ministerky Skolstva RSR. Potom prehovoril ve-
dici delegacie Velkej Britanie prof. Lyness, ktory za
zahraniénych Gdastnikov XX. MMO podakoval hostite-
lom za velmi dobré podmienky, ktoré vytvorili pre Zia-
kov i ¢lenov jury a na zaver pozval delegacie vSetkych
zucastnenych krajin na XXI. MMO v roku 1979 do
svojej vlasti. Za odmenenych ziakov hovorili Mark
Klevman z USA (najlspesnejsi udéastnik XX. MMO,
ked jediny ziskal plny pocet 40 bodov), Anglitan Alan
John Dix (vyslovil potesenie nad tym, Ze budica MMO
bude v jeho krajine) a najlepsi z rumunskych ziakov
Victor Nistor. Ministerka skolstva RSR prof. S. Gideaova
vo svojom zavereénom slove opitovne zdoéraznila vy-
znam matematiky pre rozvoj ostatnych vied, najma
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prirodnych a technickych a zapriala vSetkym tdastni-
kom XX. MMO dalsie tispechy v matematike i v osob-
nom zivote. Za zmienku stoji, Ze okrem inych hosti sa
slavnostného zaveru XX. MMO zuadastnila tiez dcéra
prezidenta RSR Zoja CeauSescu, ktora ako vedica
oddelenia aplikovanej matematiky v Ustave pre rozvoj
vedy AV RSR bola ¢lenkou organizaéného vyboru
olympiady.

Kratko po slavnosti v aule agronomického institatu
sa vietei udastnici XX. MMO v bukurestskej ,,Sala
Majestic‘ ztudastnili na kultirnom programe, v ktorom
u¢inkoval Ustredny stbor pionierov RSR.

V stredu 12. 7. predpoludnim sa v zasadatke MS RSR
uskutoénilo stretnutie vedtcich delegécii a Ziakov, ktor
na XX. MMO ziskali ceny s predstavitelmi UV Zvizu
komunistickej mladeze RSR, ktorému predsedala mi-
nisterka Skolstva s. prof. Gidea. Najskér predseda jury
prof. Cuculescu struéne zhodnotil vysledky XX. MMO,
kde o. i. vyzdvihol najmladsieho &s. udastnika J. Ne-
kovata a Juhoslovana M. Bestvinu, ktori by si boli
zaslizili 1. cenu, ale nedostali ju pre vyssie spominané
problematické rozhodnutie jury. Potom predseda UV
ZKM odovzdal diplomy a vecné ceny niekolkym udast-
nikom XX. MMO. Okrem najuspesnejsicho Marka
Kleimana z USA a vyssie spomenutych dvoch, pre
ktorych to mala byt zrejme satisfakcia, §lo este o 13roc-
ného Svéda J. Rodo, ktory bol najmladsim téastnikom
olympiady (v sttazi ziskal 16 bodov), najlepsieho z do-
méacich V. Nistora, Bulharku N. Ribarsku, ktord bola
najuspesnejsou zo 4 dievéat sutaziacich na XX. MMO
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(2z BG, 1z M, 1z YU) a vedticeho delegacie VSR,
ktora mala najvyrovnanejsie druzstvo, ked vsetci jeho
¢lenovia ziskali v satazi cenu. Za zahraniénych udastni-
kov olympiddy na stretnuti prehovoril vedici delegicie
USA prof. S. L. Greitzer a na zaver odoslali udastnici
stretnutia pozdravny telegram prezidentovi RSR N.
Ceausescuovi.

Veder po koncerte orchestra inzinierov bukurestskej
polytechniky, ktory sa pre udéastnikov XX. MMO
uskutoénil v rumunskom Atheneu a nahrivala ho aj
rumunské televizia, sa v jedalni komplexu Agronomic-
kého instititu Nicolae Balcescu konala zavereénd vedera
za Gdasti ministerky skolstva a dalsich hosti. Vzhladom
na oneskoreny zadiatok (22.30) skondila az po polnoci
vzajomnou rozlickou jednotlivych delegacii, ktoré od
Stvrtku rana (13. 7.) postupne optstali pohostinnd poédu
hlavného mesta Rumunska.

Delegicia CSSR — jedna z najtspesnejsich na MMO
nielen za posledné roky, ale sndd v celej ich dvadsat-
ro¢nej histérii — odchadzala popoludni 13. 7. s takmer
dvojhodinovym meskanim z bukurestského letiska Oto-
peni do hlavného mesta svojej vlasti. Jubilejnd medzi-
narodna matematicka olympidda sa vyznaovala maxi-
malnou snahou hostitelov o vytvorenie optimalnych
podmienok, do sa im vo velkej miere podarilo. Znaéni
pozornost XX. MMO venovali rumunska tlad, rozhlas
i televizia, ktord pohotovo informovala o otvoreni
i sldvnostnom zavere sitaze.

169



2. VYSLEDKY XX. MMO

Aj napriek tomu, Ze jury vyberu Sestice sutaznych
dloh venovala az neobvykle velkd pozornost, celkom sa
jej nevydaril. Vybrany stibor pozostaval totiz z trojice
pomerne lahkych (1., 4., 5.) a z trojice relativne naro¢-
nych tloh, z ktorych najméd 6. sa ukazala byf nad sily
prevaznej vidsiny sttaziacich. Chybali tlohy strednej
obtaznosti, ako to v ankete po sitazi konstatovali vetei
élenovia nasho druzstva a ako to nakoniec objektivne
ukazuje tabulka s prehladom o poéte téastnikov olym-
piady, ktori ziskali ten-ktory pocéet bodov za rieSenie
jednotlivych tloh.

Podet ziska- |, : - . . .

nych bodov ul. ¢. 14l &. 2 |al. 6. 3 |al. 8. 4 |al. &. 5|dl. &. 6
8 —- — 20 - — 8
7 — 10 2 - —_ 0
6 72 14 3 — 98 0
5 13 9 12 96 8 1
4 5 24 16 3 2 4
3 12 5 13 4 5 5
2 11 10 15 7 3 9
1 12 16 20 8 10 42
0 7 44 31 14 6 63

Relativna tspesnost tdastnikov XX. MMO pri rieseni
jednotlivych sataznych dloh je vyjadrena takto:
1. 74,1 %, 2. 37,4 9, 3. 38,4 %, 4. 79,7 %, 5. 84,2 %
a 6. 15,2 9%,. V protiklade s ndzorom jury vyjadrenym
poétom bodov za Gplné riefenie tloh sa ukazala byt
najlahSou 5. tloha, zatial ¢o 2. iloha bola pre sitaziacich
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rovnako obtazné ako za naro¢nejsiu povaZovana 3. tlo-
ha, najmid ked pri prijatej formuldcii 3. dlohy bolo
mozné za nu ziskat plny podet bodov mechanickym
vypottom funkénych hodnét krok za krokom. Plne sa
vsak potvrdilo, Ze 6. dloha je najnaroénejSia z celého
stiboru.

S jednotlivymi tdlohami si najlepsie poradili tieto
druzstva: 1. Rumunsko, ktoré stratilo len 2 body,
2. CSSR a VSR, ktoré ziskali po 37 bodov z 56 moznych,
3. USA ziskom 47 bodov zo 64 moznych, 4. CSSR,
Rumunsko, VSR a Juhoslévia s plnym bodovym ziskom,
5. Bulharsko, Polsko, Rumunsko, USA, VSR s plnym
bodovym ziskom a 6. Rumunsko so ziskom 36 bodov
zo 64 moznych.

Celkové vysledky XX. MMO si uvedené v nasledu-
jucej prehladnej tabulke.

Velky skok v porovnani s XIX. MMO zaznamenalo
druzstvo hostitelskej krajiny (v Belehrade skondilo
so 122 bodmi na 15. mieste), ktoré plne vyuzilo domace
prostredie po perfektnej priprave. Rumunska osmicka
bola totiz vybrana z 36 Ziakov, ktori sa po dva mesiace
pripravovali po 6 hodin denne a absolvovali niekolko
vyberovych testov. Prijemne prekvapili tiez druZstva
VSR a Kuby. Kubanski Ziaci po prvy raz ziskali dve
tretie ceny a hoci boli len 4, v bodovom stiéte predstihli
kompletné druZstvd novadka na MMO — Turecka
i tradiéného Gdastnika — Mongolska. V porovnanf s vla-
Haj$kom sa zlepsili CSSR i Franctizsko, slabif bol vy-
sledok Holandska, Polska i Bulharska. Ostatné druzstva
si v podstate udrzali predchadzajice pozicie.
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iy Spec. | Suet |Neoficidl
et ziskany . pec. | Sudet |Neoficidl.
Krajina anyeh clen cien |bodov| poradie L ozn,
I. | IT. | IIT.| Spolu
A — 1 3| 2 5 — 174 9.
BG — | 113 4 - 182 7.
C —— 2 2 S 68 4 7iaci
CS — | 2 3 5 - 195 5.
D 1| —| 38 4 — | 184 6.
F — | 2 4 6 — 179 8.
GB 112]| 2| .5 1 201 3.
M —_— = — S 61 16.
NL — 11 1 2 2 157 11.
PL — | —1 2 2 — 156 12.
R 2 3 2 7 —— 237 1.
S — | —11 1 - 117 14.
SF — | — 2 2 1 118 13.
TR —_ | — -] — —— 66 15.
USA 1 3 3 7 — 225 2.
VN — 1 216 8 — | 200 4.
YU — 1 2 3 —— 171 10.

Z jednotlivcov dosiahol plny bodovy zisk len Ameri-
San N. Kleiman a jediny bod stratil Anglian R. H. Bor-
cherds. Bodové straty ostatnych boli viac neZ dvoj-
bodové.

Praca jury neprevysila priemer a ako uz z predchad-
zajuceho vyplyva, niektoré jej rozhodnutia boli pozna-
menané prilisnou opatrnickostou po odbornej i jazyko-
vej stranke pozoruhodne zdatného predsedu prof. Cu-
culescu. Jeho nespornou prednostou boli tiez viacrodéné
skitisenosti z prace jury MMO vo funkeii vediiceho ru-
munskej delegécie. Celkove nedoslo v zloZen{ jury k pod-
statnej§im zmendm, o najlepsie vidno z nasledujiceho

prehladu:
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Krajina

Vedtci delegdcie —

8len jury Jeho zéstupea

A Thomas Miihlgassner, Wolfgang Ratzinger,
Padagogische Akade- Padagogische Akade-
mie Eisenstadt mie Linz

BG Jordan Borisov Tabov | Dimo Serafimov Angelov
Matematicky tstav Centr. tstav dalSieho
AV, Sofia vzdeldvania uditelov,

Sofia

C Feliz Recio Pacheco
Instituto de Super- —
acién Educacional
Havana

C8 Dr. Jozef Moravtik, Dr. Frantisek Zitek,
CSe., - CSe.
docent V8D Zilina MU CSAV Praha

D Prof. dr. Arthur Engel, | Horst Sewerin,
Universitit ) profesor Leibniz-
Frankfurt -Schule Frankfurt

F Claude Deschamps, Denis Gerll,
profesor Lycée Louis profesor Lycée Louis
le Grande Paris le Grande Paris

GB Robert Cranston John William Hersee
Lyness, School Mathematiecs
inspektor, Blackpool Project, Bristol

M Ur&incerengin Saravin Miagmar
SanZmjatav Ustav pedagogickych
Univerzita Ulan Bator | vied Ulan Bator

NL Dr. Jan van de Craats | Albert Willem Boon,

Mathematisch
Instituut Rijksuniver-
siteit Leiden

profesor gymnézia
,,Sorghvliet‘,
Leidschendam
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Veduci delegécie —

Krajina glen jury Jeho zdstupca

PL Andrzej Makowsksi, Maciej Bryrniske,
Univerzita Var$ava Univerzita Varsava

R Dimditrie Constantin Ottescu,
Draghicescu, profesor Liceul de Ma-
Universitatea din tematica si fizica nr. 6
Craiova Bucuresti

S Dr. Lars-Oke Lindahl, | Dr. Rune Gustavsson,
Univerzita Uppsala Univerzita Uppsala

ST Dr. Matti Lehtinen, Dr. Erkki Pehkonen,
Univerzita Helsinki Univerzita Helsinki

TR Prof. Berkt Yurtsever, | Dilaver Cetin,
Univerzita Ankara Matematicky ustav

Ankara

USA Prof. dr. Samuel Prof. Murray
L. Greitzer S. Klamkin,
Rutgers University, University of Alberta,
New Brunsvick Edmonton, Alberta,

Canada

VN Le Hai Chau, Nguyen - Dang - Phat,
Ministerstvo §kolstva | Pedagogicky ustav &.1,
Hanoi Hanoi

YU Mgr. Zoran Kadelburg | Dragoslav Ljubié,

Univerzita Belehrad

profesor matemat.
gymndzia ,,Veliko
Vlahovi¢*, Belehrad
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3. CESKOSLOVENSKA UCAST NA XX. MMO

Druzstvo pre jubilejna MMO vybralo predsednictvo
UV MO z 12 tdastnikov ststredenia v Bratislave (12. a
24. 6. 1978) hlavne na zaklade vysledkov samostatného
rieSenia tloh v tomto stistredeni, i ked prihliadalo k vy-
sledkom II. a III. kola MO a korespondenéného seminda-
ra, na zaklade ktorych boli Géastnici sustredenia vybra-
ni. UZ pri nominécii druzstva v PUV MO sa konstato-
valo, Ze je to jeden z najvyrovnanejsich kolektivov,
ktoré CSSR na MMO reprezentovali, ¢o dosiahnuté
vysledky jednoznaéne potvrdili.

Prijemnym prekvapenim bol vykon najmladsieho
élena druzstva J. Nekovdfa, ktory podas pobytu v Bu-
kuresti oslavil este len 15. narodeniny. Pravom by si
bol zaslazil I. cenu, o ktord ho pripravilo len vyssie
komentované rozhodnutie jury. Velmi blizko k I. cene
mal aj J. Kratochvil, Go by jeho stvrtej udasti na MMO
bolo iste zodpovedalo. Potesitelné je, Ze tohorotné
druzstvo nemalo v svojom strede vylozeného outsidera
a vsetci jeho dlenovia sa usilovali podat maximalny
vykon. Mozno povedat, Ze urobili vsetko, éo bolo v ich
silach, i ked by sa snad od Z. Kalouska a I. Tureka,
ktori ziskali na XIX. MMO II., resp. III. cenu, pri dru-
hom dtéinkovani na MMO bolo dalo odakavat viac.
I. Turek sa o III. cenu pripravil len zbytoénou stratou
3 bodov za rieSenie 5. ulohy, ked sa odvolal na vysledok,
ktorého spravnost nedokézal, bez citovania prameia.
Nasi ziaci najviac stratili pri 6. a 3. tlohe, ktoré boli
pre nich netradiéné a v priprave druZstva sa tloham
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Potet bodov ziskany

i lkové
Por.|Meno a priezvisko 48, T1es0n1e ggra?l‘ife
&is. trieda, Skola w2 421 1o Lz |27 b
al. | dl. | dl. |4l | al. [ al. | spo-|  cena
6. 1/8. 2/8. 3|&. 4[¢. 5(8. 6 lu

1. | Peter Filakovszky

4. tr. G 56.—63.

Ban. Stiavnica 3| 6 2| 5| 6/ 0| 22|III. cena
2. | Zdenék Kalousek,

4. tr. G

Jablonec n. N. -6/ 0 4| 5 6/ 0| 21]|64.—77.
3. | Jan Kratochvil,

4. tr. G 10.—11.

Pardubice 6| 7 7 5 6|1 32 | IT. cena
4. | Mirko Navara,

4. tr. G Praha,

W. Piecka 2 2| 5/ 1} 5] 6] 1 20 | 78.—80.
5. | Jan Nekovdf,

1. tr. G Praha, 6.—17.

Arabskd 14 6| 5 8 5| 6] 4 34 | I1. cena
6. | Ilja Turek,

4. tr. G

Hradec Krdlové | 6| 4| 0| 5 3|1 19 | 81.—84.
7. | Zdenék Vaviin,

4. tr. G Praha, 35.—46.

Stépénskd 22 6| 6| 0 5| 6/ 1| 24|III cena
8. | Milan Ves&iik,

4. tr. G Brati- 47.—55.

slava, ul. CA 6] 4 2 5 6] 0 23 | III. cena
Sudet druzstva 41| 37| 24| 40| 45| 8 | 195
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podobného druhu nevenovala dostatoénd pozornost.
Ako druzstvo bodovym ziskom za jednotlivé tlohy
obsadili v 1. dlohe 7.—8., v 2. 1.—-2., v 3. 9.—10,
v4 1—4., v 5 6—8. a v 6. 9.—10. miesto.

Znovu sa potvrdilo, Ze dve sustredenia (tyZdenné
v aprili a dvojtyZdenné v jini) a koreSpondenény semi-
nar prinasaji na MMO svoje ovocie. Napriek niektorym
kritickym pripomienkam to svorne konstatovali vsetci
¢lenovia nasho druzstva v bukurestskej ankete. Cesta
k dalsiemu zlepSeniu vedie cez odstranenie nedostatkov
a zvysenie cielavedomej systematiénosti v praci s talen-
tami. Vplyv korespondenéného seminara mozno badat
aj na zlepSeni pisomného prejavu nasich Ziakov, o kto-
rom sa pochvalne vyjadrovali tieZ rumunski koordiné-
tori.

Druzstvo tvorilo opravdu velmi dobry kolektiv a Gspes-
ne reprezentovalo aj po spoloéenskej stranke.

Cs. delegicia aktfvne prispela aj k praci jury niekol-
kymi konstruktivnymi ndvrhmi, ktoré boli akcepto-
vané.

Moz#no preto tdast CSSR na jubilejnej MMO celkove
hodnotit ako velmi tspesni a Zelat si, aby siiv budicich
rokoch udrzala nasa reprezenticia na MMO nastipeny
pozitivny trend, ako to zodpovedd tradicidm a tdrovni
nasej vychovnovzdeldvacej ststavy.
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4. RIESENIE SUTAZNYCH ULOH

RieSenie 1. tilohy: Z textu tlohy je zrejmé, Ze rozdiel
1978" — 1978™ = 1978™ (1978*» ™ — 1)

je deliteIny ¢islom 1000 = 23.5% KedZe 1978™ je zrejme
parne ¢&islo a 1978*™ — 1 &slo nepdrne, musi platit:
23/1978m, 53/1978» ™ — 1. Pretoze 1978 = 2.989, musi
byt m = 3. Dalej musi byt 1978* ™ =1 (mod 5) &iZe
(—2)» ™ = 1 (mod 5). Pretoze (—2)? = 4 = —1 (mod 5)
a teda (—2)* =1 (mod 5), musi byt n — m = 4k, kde
k =1 je prirodzené d¢islo. Zostiva nam ndajst také
najmensie prir. &islo k, pre ktoré 125/1978% — 1. KedZe
19784 = (—22)8 = (—11.2)% = (121.4)2 = (—4.4)% =

= 256 = 6 (mod 125), plati kongruencia 1978% =1
(mod 125) vtedy a len vtedy, ked 6* =1 (mod 125).
k(k—1)

Z toho, ze 6F = (1 +5F =1+k.5+ . 52

2

(mod 125) vyplyva, ze &slo 5k [2 4 5(k — 1)].3 méi
byt delitelné ¢islom 125. Cislo v hranatej zétvorke viak
pri ziadnom £ nie je deliteIné ¢islom 5 a tak najmensie

= 25 a m — m = 100. Pre minimalne m = 3 je teda
n = 103 a st@bet m 4+ n = 106 je minimalnym stétom
pozadovanych vlastnosti.

RieSenie 2. tilohy: Ozna¢me O stred danej gule G a R
jej polomer takze plati OA2 OBz 002 = R2. Ked-

Ze OQ OP -} PA + PB + PC a. podla podmienok

ulohy PA.PB e PA.PO . PB.PC' = 0, bude |0Q|* =
— = = —>

=|0P*+ |PA[2+ |PB|2+ |PC|*+2(0OP.PA+OP.PB+
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- — e —>
+ PO.PC). Ak dosadime do tejto rovnosti P4 = 04 —

- —> — - — — —
—OP, PB =0B— 0P, PC =0C—OP, po jedno-
duchej uprave dostaneme |0Q|? = |0A|® + |OB|? +
+ |0C|]2 — 2 |OP|? dize |0Q|* =3 R2— 2 |OP?, &o je
pri pevnom P velidina konstantné. Z toho vyplyva, Ze
skiimans mnozina bodov lezf na gulovej ploche so stre-

dom O a polomerom V3R2-—2 |OP|* > R, pretoze
|OP|? < R2.

UkéaZeme teraz, Ze kazdy z bodov tejto gulovej plochy
patri vySetrovanej mnozine bodov. Nech @ je Iubovolny
bod, pre ktory plati: |0Q| = ]/3R* — 20P2. Gulové
plocha s priemerom |PQ| pretina povrch gule G, pretoze
- |OP| < R < |0Q|. Nech C je Iubovolny pevny bod

rezovej krivky a N k nemu protilahly vrchol pravo-
uhlého rovnobe’inika PCQN. Jednoduchym vypodtom
sa lahko dokaze, Ze pre polohové vektory vrcholov pra-
vouhlého rovnobeznika plati: |OP2 4+ |0Q|* = |0C|* +
+ |ON|?, z &oho vyplyva: |ON[* = |OP|® 4 (3R* —
— 2 |0OP|?) — R? = 2R* — |OP|2 > R2. Bod N leii teda
mimo gule G. Nech p je rovina idica bodom P kolmo
na PC. Tato pretina gulu G v kruZnici k. Bod N leii
zrejme v rovine ¢ mimo kruZnice k, kym bod P lezf
vo vnutri tejto kruznice. Z toho vyplyva, Ze kruZnica
s priemerom |PN| zostrojena v rovine g pretina kruZnicu
k. Jeden z prieseénikov oznaéme B a nech A4 je vrchol
pravouhlého rovnobeznika PBNA protilahly bodu B.
Zrejme platf: |0A4|* = |OP|* + |ON|*— |0B|* = |OP|* 4
+ 2R? — |OP|* — R? = R?, &o znamend, Ze aj bod A
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lezi na guli G a P@ je telesova uhlopriedka kvédra s hra-
nami PA, PB, PC.

RieSenie 3. iilohy: PretoZe postupnosti {f(n)}, {g(n)} st
obe rastice a mnoziny ich ¢lenov su disjunktné, vzhla-
dom na rovnost

g(n) = f(f(n)) + 1

plati zrejme pre kazdé prir. &islo = : f(f(n)) = f(n) +
+n—1. (Od ¢&sla f(f(n)) okrem mensich hodnédt
funkcie f je mensich prave n — 1 hodndt funkcie g¢.)
Z toho vyplyva, Ze pre kazdé prir. &slo n je

gin) = f(n) + n . (1)

Z (1) mame, Ze g(1) > 1, preto f(1) = 1 a g(1) = f({(2)) +
+ 1 = f(1) + 1 = 2. Dalej je zrejmé, Ze pre kazdé prir.
islo n plati: g(n + 1) —gn) =f(n + 1) —f(n) +1 =
= 2. Preto f(2) = 3 a vzhladomna (1) g (2) =3 + 2 =
= 5. Postupnym aplikovanim odvodenych vztahov do-
stavame: f(3) =4, f(4) =4+ 2 =6,f(6) =6+ 3 =9,
f(9) =9 + 5 = 14, f(14) = 14 + 8 = 22, f(22) = 22 +
+ 13 = 35, f(35) = 35 + 21 = 56, f(56) = 56 1 34 =
=90, f(90) = 90 + 55 = 145, f(145) = 145 + 89 =
= 234, f(234) = 234 -+ 144 = 378,

Podla definicie je ¢(35) = f(f(35)) + 1 = f(56) + 1 =
= 91. Preto f(57) = 92 a dalej f(92) = 92 - 56 = 148,
f(148) = 148 4 91 = 239, [(239) = 239 4 147 = 386.
Zrejme je g(148) = f(f(148)) + 1 = f(239) + 1 = 387.
Preto f(240) = 388.

Iné rieYenio (nidrt): Nech 7 =3(|/5+ 1). Di sa
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dokézat, %e pre vietky prir. &sla n plati: f(n) = [wn], kde
[c] znamena cela éast &isla c; f(1) = [r] = 1 a vzhladom
na (1) je g(n) = [tn] + n = [(r 4+ 1) n]. UkadZeme, Ze
takto definované postupnosti {f(n)}, {g(n)} st disjunktné
a pokryvaji celd mnoZinu prirodzenych é&isel. Ak ozna-
&me F(m) podet prvkov (kardindlne ¢islo) mnoziny
{njn =1, [mn] =m} a G(m) podet prvkov mnoZiny
{njn =1, [(r + 1) n] =< m}, kde m je IubovoIné pevné
prir. &islo, Tahko sa ukaze, zZe

1 1
e (R pamaty

(2)

m + 1 m -+ 1
—1<@q -
er1 e <
1
a kedze — + = 1, séftanfm nerovnostf (2) dosta-

T T+
neme

m—1< Fim) 4+ @Gm) <m + 1,

z ¢oho vyplyva F(m) + G(m) = m, éim je nase tvrdenie
dokézané. Z toho, Ze 7.240 = 120(}/5 + 1) = 388,3
hned méme f(240) = 388.

Pozn.: Ulohu bolo mo#né riesit aj zostavenim tabulky
funkénych hodnét funkeii f a g pre argumenty od 1 do
240, ako to o. i. urobili aj nasi Ziaci J. Nekovd# (bez
chyby) a J. Kratochvil (s prepisom pri é&fslovani argu-
mentov).

RieSenie 4. tilohy (podla rieenia Z. Kalouska). Oznas-
me D dotykovy bod kruZnice opisanej trojuholniku
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ABC a kruznice prechddzajicej bodmi P, @ so stredom
M na osi uhla BAC. KedZe D lezf na osi uhla BAC
a teda aj na priamke prechddzajicej stredom kruZnice
opisanej AABC, je xABD = 90°. Z toho vyplyvaji
nasledujtce relacie

NAKS ~ NAPM ~ NABD, NAPS ~ NABL.

Je preto
|KS|: |PM| = |4A8|: |AM)|,
|45
doho |K8| = |PM|.—— ;

x toho [KS| = [PM] o
rovnako z toho, Ze |SL| : |4S| = (|AB|— |4P|) : |AP| =
_ : : 5 _ |45
= |MD|: |AM| maime hned, Ze |SL| = |MD)|. A

Kedze |MP| = |MD)|, dostdvame z poslednych dvoch
rovnosti: |KS| = |SL|. PretoZe viak uhly AKS a SLB
su pravé, mdzu byt body K, L dotykovymi bodmi
kruZnice so stredom v bode 8 a priamok 4B, resp. BC
a vzhladom na uvedend rovnost oboch usediek je to
kruznica vpisand trojuholniku ABC, ako sme mali
dokazaf.

RieSenie b. tlohy: Nech a;,; = @, pre nejaké prir.
¢islo k. Jednoduchym vypodétom sa dostane, Ze potom

e g 41 __[ak+l e ] o
k2 (k4 1)2 k2 (k+1)2)
_ (@ — @[k — (k + 1)°] <o.
k2 (k + 1)2
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Z toho vyplyva, ze sudet Z—ak? bude minimélny, ak
k=1 K

postupnost {a,} bude rastica. V takom pripade vsak
pre ka%dé prir. &islo & zrejme plati: @, = k. Preto

n ak n n 1
Y——z=3Xk—=3X—,
k=1 K2 pm1 K2 k= ke

éo sme mali dokazat.

RieSenie 6. ilohy: Predpokladajme, Ze tvrdenie Glohy
nie je pravdivé. Rozdeleniu ¢lenov spoloénosti podla
jednotlivych krajin zodpoveda rozklad mnoZiny 1, 2, 3,

.., 1978 na 6 disjunktnych podmnoZin. Vzhladom
na to, ze

1978 329 1 2
6 3’
asponn jedna z tychto podmnozin — oznafme ju A,
obsahuje aspon 330 prvkov: a;, < a, < ... < Ggg.
Utvorme rozdiely agq —ay, ¢ =1, 2, ..., 329. Vzhla-

dom na nas predpoklad nepatri z nich Ziaden do A4
a pretoze %2 = 65 + +, aspoil 66 z nich patrf do ne-
jakej podmnoziny z nasho rozkladu, ktort oznaéime B.

Ak st to rozdiely agy) — @y, < Ggz0 — a5, < ... < Ggyp—
— gy < ..., potomrozdiely a;, — a;,, = (330 — @4,,) —
— (@330 — @), § = 1, 2, ..., 65 nepatria do 4 ani do B.

Z toho, Ze 65:4 =16 + 3+ vyplyva, Ze aspon 17
z nich patri do podmnoziny C. Ak z prvkov mnoziny C
utvorime rozdiely podla vyssie popisaného algoritmu,
bude z nich aspon 16 takych, ktoré nepatria do Ziadnej
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z mnozin 4, B, C. No, 16 : 3 =5 + 1, teda aspon 6
z nich bude patrit do podmnoziny z rozkladu, ktori
oznatime D. Z rozdielov prvkov tejto mnoziny bude
aspon 5 takych, ktoré nepatria do ziadnej z podmnozin
A, B, C, Daked%e 5 : 2 = 2 + %, budd aspoil 3 z nich
v nejakej podmnozine K. Ich dva rozdiely budda patrit
podmnozine F. Rozdiel prvkov mnoziny F vsak nebude
patrit do Ziadnej z podmnoZin 4, B, C, D, E, F, &o je
spor s predpokladom, Ze tvoria dplny rozklad mnozZiny
1,2, ...,1978. Z toho vyplyva spravnost tvrdenia tlohy,
ktoré bolo treba dokazat.
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