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Predhovor

Mili rieSitelia a spolupracovnici matematickej olympiddy,

otvérate roCenku XXVIII. ro¢nika matematickej olym-
piddy, ktory sa konal v $kolskom roku 1978/79. Najdete
v nej okrem prehladu o organizacii a vysledkoch sutaze
tlohy tohto ro¢nika s rieSeniami a ako obvykle tieZ po-
drobnt spravu o XXI. medzinirodnej matematickej olym-
piade, ktora sa uskutocnila v juli 1979 vo Westfield College
v Londyne. Po 20 rokoch svojej ispe$nej existencie sa po
prvy raz toto medzinarodné meranie sil matematickych
nadeji konalo mimo eurdpskej pevniny a zdi sa, Ze aj
v nasledujicich dvoch rokoch budi jeho usporiadatelmi
zeme mimo Kkontinentu, na ktorom sa zacala pisat historia
medzindrodnych matematickych olympiad. V osobe au-
stralskeho pozorovatela dostal na MMO zastiipenie aj po-
sledny svetadiel. I to je dokladom, Ze v celom svete vzrasta
vyznam starostlivosti o matematické talenty a pozornost
venovand hladaniu najefektivnejSich met6d ich pripravy
a vyuCovaniu matematiky vobec.



Nas moze tesit skutoCnost, Ze na XXI. MMO desko-
slovensky ucastnik opét po jedenastich rokoch ziskal prva
cenu, ked nestratil v sutazi ani jediny bod. DruZstvo ako
celok v neoficidlnom hodnoteni krajin potvrdilo svoj $tan-
dard z poslednych rokov. Po prvy raz sa v lom vyraznejsie
presadili Ziaci matematickych gymnazii vytvorenych pred
piatimi rokmi z podnetu ustredného vyboru matematickej
olympiddy. Uspechy Zziakov tychto gymnazii v MO za&i-
naju nadobudat uz také rozmery, Ze medzi pracovnikmi
v olympidde sa stale nastojCivejsie ozyvaju hlasy po ich
oddeleni od ostatnych riesitelov bud zriadenim dalSej ka-
tegdrie alebo ich osobitnym Klasifikovanim vo vSetkych
jestvujucich kategériach. Ukazuje sa, z¢ UVMO bude mu-
siet v najblizZSom obdobi venovat tejto otazke zvySent po-
zornost, aby tak predisiel znechuteniu prace v MO Ziakom,
ale najmad ucCitelom nematematickych gymnaézii a ostatnych
strednych $kol. Potesitelné na tychto starostiach je vsak to,
Ze matematické gymndzia kone¢ne zacinajui plnit ulohu,
ktora dostali do vienka pri svojom vzniku: sustredovat
matematické talenty a ich nadanie v matematike a fyzike
pod odbornym vedenim cielavedome rozvijat.

Este jeden problém suvisiaci s pracou v MO putal na
seba v uplynulom ro¢niku zvySent pozornost — pripravné
ulohy. Ich zaradovanim chceme v sulade s ucelom MO
zakotvenom v organizatnom poriadku orientovat ziujem
rieSitelov na $tadium urcitych Casti $kolskej matematiky,
viest ich k osvojovaniu $pecifickych metéd rieSenia naroc-
nejsich uloh a k prehlbovaniu matematickych znalosti $ta-
diom vhodnych zvizkov edicie Skola mladych matematikov
a roCeniek predchadzajacich ro¢nikov MO. To, Ze tspe$né
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rieSenie pripravnych uloh nie je podmienkou pre postup
do dalsich kol stitaze, mé vSak za ndsledok ich podceniovanie
nielen zo strany riesitelov, ale aj od ucitelov, ktori maja
viest pripravu k MO. Dotaznikovd anketa na celoStdtnom
sustredeni riesitefov MO a FO i medzi dal$imi riesitelmi
olympiady potvrdila, Ze v pripravnom obdobi sa v zna¢nom
pocte pripadov na Skolach pracuje s rieSitelmi malo syste-
maticky, rieSenia pripravnych tloh sa od nich nevyzaduji
a aj tam, kde ich Ziaci odovzdajd, len zriedka ich udlitel
zozndmi s ich rozborom a upozorni na chyby. Logickym
dosledkom tohto stavu je relativne velky pocet netspe$nych
rieSitelov v krajskych kolach, kde si klauzdrna forma sttaze
vyzZaduje samostatné pouzitie vedomosti osvojenych v pri-
pravnom obdobi.

V tejto suvislosti sa Ziada pripomenut, Ze nasa takmer
tridsatrocna sutaz v rieSeni narocnej$ich matematickych
uloh nie nahodou nesie meno blizke nazvu S$portovych
sttazi putajucich na seba kazdé Styri roky pozornost sveto-
vej a nielen $portovej verejnosti. Iste kazdy chipe, Ze na-
deje na zisk medaili zo Sportovych olympiad si mdze robit
len ten, kto pod vedenim odbornych trenérov venuje svojej
discipline desiatky a stovky tréningovych hodin. TaZsie sa
viak vziva, Ze v matematickej olympidde je situdcia po-
dobnd, Ze aj tu vedie k uspechu len samostatné rieSenie
nielen sutaznych uloh, ktorych je pomerne madlo, ale aj
systematicky tréning v celom pripravnom obdobi v ramci
ktorého rieSenie pripravnych uloh je iba nevyhnutnym mi-
nimom. Na rozdiel od Sportovych satazi vsak MO ma za
ciel nielen vychovu k vytrvalosti a systemati¢nosti, ale po-
maha ziskat vedomosti velmi osozné pre dalsie $tadium
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na vysokej Skole i ispe$né uplatnenie v praktickom Zivote.
Prajeme preto riesitelom MO a ich ulitelom, aby si vo
vytrvalosti a cielavedomom tréningu dokazali brat vzor od
§portovcov pripravujtcich sa v Case, ked piSeme tieto riad-
ky, na moskovsku olympiddu a od ich trénerov. Sme pre-
svedCeni, Ze potom sa urcite dostavi zasluZeny uspech nie-
len v matematickej olympiade, ale predovSetkym v kazdo-
dennom praktickom Zivote, pre ktory sa terajsi olympionici
pripravuju svojim S$tidiom i stitaZou v rieSeni matematic-
kych uloh. Ak vécsina riesitelov a pracovnikov v MO bude
takto pristupovat k naSej sutaZi, potom MO nielen splni
svoje vychovnovzdeldvacie poslanie, ale nebude ani treba
Cakat dal$ich jedendst rokov na vyraznejsi Gspech Cesko-
slovenského reprezentanta na medzinidrodnom fére.

Ustredny vybor matematickej olympiddy



O prubéhu XXVIII. ro¢niku
matematické olympiady

1. ORGANIZACE SOUTEZE

Poradateli XXVIII. rocniku matematické olympiady
byla stejné jako v minulych letech ministerstva skolstvi CSR
a SSR, Matematicky ustav CSAV v Praze (MU CSAV ),
Fednota Ceskoslovenskych matematikii a fyziki (YCSMPF),
Jednota slovenskych matematikii a fyziki (JSMF) a So-
cialisticky svaz mlddefe (SSM). Souté? byla fizena Gstfed-
nim vyborem matematické olympiddy (UV MO) a déle
krajskymi a okresnimi vybory matematické olympiddy
(KV MO, OV MO).

Zici soutéili ve &tyfech kategoriich: v kategorii A Zaci
III. a IV. roCnika stfednich $kol, v kategorii B Zici II.
ro¢nika stfednich $kol a v kategorii C Zici I. rocniki.
V kategorii Z soutéZzili Zici 8. a 9. tfid zakladnich deviti-
letych $kol. Se souhlasem KV MO muZe Z3k soutéZit
1 v kategorii urené pro Zaky vyssich rocnikd.



2. SLOZENI USTREDNIHO VYBORU
MATEMATICKE OLYMPIADY

Na zavér minulého ro¢niku MO odstoupil z funkce
jednatele UV MO dr. Jiti Mida, ktery tuto funkci za-
staval 13 let. Pfedsednictvo UV MO mu podékovalo za
jeho obétavou praci pro Gspé$ny prubéh mnoha rocni-
kit MO a poptalo mu uspéch na pracovisti a ve funkci
vykonného redaktora Casopisu Rozhledy matematicko-
-fyzikdlni. Pro préci jednatele UV MO se podatilo ziskat
dr. A. Vrbu, CSc., takZe ustfedni vybor matematické
olympiady pracoval v prabéhu jejiho XXVIII. rocniku
ve sloZeni:
predseda: doc. dr. Jozef Moraviik, CSc., VSD, Zilina
mistopfedsedové: doc. Fan Vysin, CSc., MU CSAV, Praha

dr. Frantisek Zitek, CSc., MU CSAV, Praha
jednatelé: dr. Leo Bocek, CSc., MFF UK, Praha

dr. Antonin Vrba, CSc., MU CSAV, Praha
zastupce MS CSR: Viclav Siila, Praha
zéstupce MS SSR: dr. Yulia Lukdtsovd, Bratislava
zastupce UV SSM: Yana Pomazalovd, gymnazium, Brno,

tf. kpt. Jarose
ostatni Clenové:
dr. Frantisek Béloun, Praha
dr. Ladislav Berger, Zilina
doc. dr. Lev Bukovsky, CSc., piirodovédecka fakulta UPJS,

Kosice
Milan Cirjak, KPU, Presov
Perr Fabinger, pedagogicka fakulta UK, Praha
prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc., MU CSAV, Praha
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dr. Ivan Korec, CSc., pfirodovédecka fakulta UK, Brati-
slava

dr. Karol Krizalkovié, CSc., pedagogicka fakulta, Nitra

doc. dr. Alois Kufner, CSc., MU CSAV, Praha

Olga Mafikovd, gymnazium, Praha 10, Vodéradska

Milan Maxian, gymnazium A. Markusa, Bratislava

dr. firi Mida, pedagogicka fakulta UK, Praha

akademik Josef Novdk, MU CSAV, Praha

doc. dr. Ale§ Pultry CSc., MFF UK, Praha

Vitazoslav Repds, gymnazium J. Hronca, Bratislava

Stanislav Rypdcek, gymnazium, Praha 9 - Prosek

dr. Jii Sedldcek, CSc., MU CSAV, Praha

ing. Oldfich Skopal, gymnazium, Brno, tf. kpt. Jarose

dr. fi¥i Sidlo, gymnézium, Praha 3, Sladkovského ndm.

Miloslav Smerda, Brno

prof. dr. Miloslav Zedek, ptirodovédecka fakulta UP, Olo-
mouc
Dile jsou ¢leny UV MO predsedové krajskych vyborii

MO:

Praha: prof. dr. Karel Drbohlav, DrSc., MFF UK, Praha

StiedoCesky kraj: Ludmila Tréglovd, gymnazium, Ri¢any

JihoCesky kraj: dr. ing. Lada Variatovd, pedagogicka fa-
kulta, Ceské Bud&jovice

ZapadocCesky kraj: Véra Rddlovd, gymnazium J. Fucika,
Plzen

SeveroCesky kraj: fi#i Slavik, gymnazium, Teplice

Vychodocesky kraj: dr. Josef Kubdt, gymnazium, Pardu-
bice

Severomoravsky kraj: dr. Viadimir Viéek, ptirodovédecka
fakulta UP, Olomouc
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Jihomoravsky kraj: dr. Jaroslav Bayer, CSc., VUT, Brno
Bratislava: dr. Tomd$ Hecht, pfirodovédecka fakulta UK,
Bratislava
Zipadoslovensky kraj: doc. dr. Ondrej Sedivy, CSc., pe-
dagogicka fakulta, Nitra
Stredoslovensky kraj: dr. Pavel Krstidk, CSc., pedagogic-
ka fakulta, Banska Bystrica
Vychodoslovensky kraj: dr. Martin Gavalec, piirodoveé-
decké fakulta UPJS, Kosice
Pracovni predsednictvo UV MO (PUV MO) tvorili
(v abecednim potradi): dr. Leo Bocek, CSc., doc. dr. Lev
Bukovsky, CSc., prof. dr. Miroslav Fiedler, DrSc.,
dr. Jalia LukétSova, doc. dr. Jozef Moravcik, CSc., Jana
Pomazalova, Vitazoslav Repas, dr. Jifi Sedlacek, CSc.,
Viclav Stla, dr. Antonin Vrba, CSc., doc. Jan Vysin, CSc.,
dr. Frantisek Zitek, CSc.

3. SCHUZE UV MO

V praubéhu XXVIII. roéniku MO se konala dvé zasedan{
UV MO. Podzimni se uskutetnilo 4. a 5. prosince 1978
v Praze a hlavnimi body programu byly zhodnoceni pri-
béhu 27. ro¢niku MO a spoluprice se Socialistickym sva-
zem mlddeZe, hlavné v souvislosti s novou soutézi SSM
pro stfedoskoldky — stfedoSkolskou odbornou Cinnosti
(SOC). Yarni zaseddni UV MO se konalo pfi prileZitosti
celostatniho kola MO kategorie A v Budmericich. Nejza-
vaznéjsi
XXVIII. ro¢niku MO, pfiprava XXIX. ro¢niku MO a vy-
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ména zkuSenosti a ndvrhl ke krajskym i celostitnim sou-
UV MO se schézelo pravideln& alespoii jednou mésiéné
a kromé organizaCniho zajisténi MO (vCetné edi¢ni Cin-
nosti) projedndvalo hlavné pfipravu uloh jednotlivych
kol MO.

4. PRUBEH JEDNOTLIVYCH KOL SOUTEZE

Organizace jednotlivych kol soutéZe byla opét stejna jako
v pfedchazejicich letech. V I. kole byl termin odevzdani
Ctyf pfipravaych tloh pro vSechny kategorie stanoven na
15. listopad 1978. O postupu do druhého kola rozhoduje
pouze klasifikace tloh soutéznich. Termin jejich odevzdani
v kategoriich A a Z byl ¢iste¢né naru$en mimofddnymi
prézdninami na Skolach vsSech stupiit. Z téhoz duvodu
muselo byt také odloZeno konéni I1. kola MO Kkategorie Z
na 28. unor 1979. V kategorii A se II. kolo konalo 24. inora
1979 a v kategoriich B a C 7. dubna 1979. T¥eti — krajské
kolo MO kategoric Z se konalo péti KV MO v CSR
rovn¢Zz 7. dubna 1979, v SSR 26. kvétna 1979. Treti —
celostdtni kolo MO kategorie A XXVIII. ro¢niku MO se ko-
nalo v Trnavé ve dnech 28.—30. dubna 1979. Slavnostni
zahdjeni probé&hlo v aule pedagogické fakulty UK. Zucast-
nili se ho mistopfedseda KNV zipadoslovenského kraje
ing. Andrej Bocko, inspektorka MS SSR dr. Julia Lukét-
Sova, krajsky Skolni inspektor Bohumir Morav¢ik, okresni
Skolnf inspektor Milan Horvath a vedouci katedry mate-
matiky pedagogické fakulty v Trnav& s. Jozef Bajan. Ti
vichni se téZ nemalou mérou zaslouZili o usp&$ny prabéh
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III. kola MO, jehoZ zajisténi bylo znac¢né zkomplikovino
nutnym pfesunutim z Nitry do Trnavy. Z ¢lend KV MO
v Nitfe a pracovnikd pedagogickych fakult v Nitfe a
Trnavé se nejvice zaslouzili o hladkou organizaci III. kola
XXVIII. roéniku MO dr. Anton Cuninka, dr. Karol
Krizalkovié, CSc., doc. dr. Ondrej Sedivy, CSc., dr. Oliver
Zidek a dr. O. Ralik. Vlastni soutéZ se konala té% na peda-
gogické fakulté v Trnavé, soutéZici byli ubytovani v ne-
dalekém Zdkovském domové. Organizatofi pro né zajistili
téZ navStévu kulturniho programu, na kterém vystoupili
bratislav§ti umélci M. Lasica a J. Satinsky. Celostdtniho
kola MO se zucastnilo vSech 80 pozvanych Zikd, mezi
nimiz bylo 8 divek.

5. POMOCNE AKCE

K uspé$nému umisténi naSich Zakt v doméci i mezi-
narodni matematické olympiddé napomahd mnoho akcf
pofadanych jak ustfednim vyborem MO, tak okresnimi
a krajskymi vybory MO. Z akci UV MO to byl ve $kolnim
roce 1978—79 korespondenini semind¥, o kterém piSeme
podrobné na jiném misté, dale tzv. pragsky semindf, ko-
nany na gymndaziu v Praze 2, ul. W. Piecka aj. V priabéhu
roku se konala téz i celostdtni soustFedéni: soustfedéni
uspé$nych fesiteltt matematické a fyzikalni olympiddy niz-
$ich roénfkd stfednich $kol v Céslavi ve dnech 30. 6. aZ
13. 7. 1979 a dvé soustfedéni pro pfipravu na MMO.
Prvni se konalo ve dnech 1.—7. dubna 1979 ve Stifiné,
druhé ve dnech 6.—20. Cervna 1979 v Praze.
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6. STUDIYNI LITERATURA

Zakladni informacnf literaturou pro ucastniky MO jsou
letaky MO, které vydava Statnf pedagogické nakladatelstv{
v Praze a Slovenské pedagogické nakladatelstvo v Brati-
slavé. Mimoto otiskuji tlohy MO téz Rozhledy matema-
ticko-fyzikdlni. O kazdém rocniku MO vychazi v SPN
Praha rodenka, zatim vysel jiz svazek ,,XXVI. ro¢nik MO*“.
V edici Skola mladych matematiki (SMM) vydava UV MO
v nakladatelstvi Mlada fronta knizky, urCené hlavné nasim
olympioniktim. Z posledné vydanych svazkd uvadime:
svazek 40 — Antonin Vrba: Princip matematické indukce

41 — Bohdan Zelinka: Rovinné grafy

42 — Ladislav Beran: Uspofadané mnoZiny

43 — i Jarnik: Posloupnosti a fady

44 — Bohdan Zelinka: Matematika hrou i vazné

7. KONKURS ULOH
MATEMATICKE OLYMPIADY

JCSMF a JSMF vyhlasily v roce 1966 konkurs na tlohy
MO, ktery stale probihd. Je zdjem hlavné o ptivodni ulohy
vhodné pro niZsi kategorie, tlohy modernizované matema-
tiky a jednoduché tlohy aplikované matematiky. Navrhy
uloh zaSlete na adresu UV MO ve dvou exempléfich, za
pfijatou tlohu se vyplici odména 50,— Kcs, za zvlast
kvalitn{ tlohy i vice. P¥ijetim ulohy ziskdvda UV MO pravo
ulohu upravit a autor na sebe bere zavazek, Ze ulohu utaji.
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TABULKA 1

Podty soutézicich v kategorii A

1. kolo II. kolo
KRAJ
S U S U
Praha 100 98 87 30
Stredodesky 150 122 104 11
Jihocesky 71 65 54 6
Ziapadocesky 49 39 34 8
Severocesky 118 96 93 12
Vychododesky 83 65 59 10
Severomoravsky 118 115 111 19
Jihomoravsky 102 89 82 8
Bratislava 167 153 142 15
Zipadoslovensky 193 168 159 6
Sti‘edoslovensky 98 83 82 9
Vychodoslovensky 81 73 73 1'2
Celkem 1330 1166 1080 146

S . pocet viech soutéZicich
U ... pocet Gspéinych resitela
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TABULKA 2

Poclty soutéticich v kategorii B

I. kolo II. kolo
KRAJ — e

S U S U
Praha 73 50 47 12
Stredolesky 75 66 56 2
Jiho&esky 87 59 49 3
Zapadodesky 37 28 27 2
Severolesky 85 76 70 5
Vychodoclesky 57 45 39 12
Severomoravsky 81 72 63 6
Jihomoravsky 141 115 110 9
Bratislava 76 29 29 6
Zapadoslovensky 139 134 124 4
Stfedoslovensky 81 73 70 9
Vychodoslovensky 126 111 61 6
Celkem 1058 858 745 76

S ... pocet viech soutéZicich

U ... pocet uspéinych fesitell
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TABULKA 3

Poéty soutézicich v kategorii C

1. kolo II. kolo
KRAJ

S U S U
Praha 95 86 81 52
Stredoclesky 127 107 98 18
Jihocesky 125 101 79 10
Zapadocesky 123 59 48 12
Severodesky 122 104 93 11
Vychododesky 198 115 101 15
Severomoravsky 121 119 115 32
Jihomoravsky 204 162 141 20
Bratislava 115 91 85 36
Zapadoslovensky 278 220 199 24
Stfedoslovensky 117 107 104 31
Vychodoslovensky 260 210 207 46
Celkem 1885 1481 1351 307

S ... pocet viech soutéZicich

U ... podet usp&$nych feiteltt
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TABULKA 4

Podty soutéZicich v kategorii Z

' I. kolo 11. kolo I11. kolo
KRA] | -
S U S U S U
| Praha 1231 | 862 612 | 148 34 26
Stiedolesky 1012 | 488 443 84 27 18
Jihoc&esky 1150 | 542 378 47 36 25
Zipadolesky 1204 | 468 360 21 13 9
Severolesky 1252 | 504 359 63 24 16
Vychodolesky 1169 | 792 529 86 38 21
Severomoravsky 1210 | 594 492 67 65 30
Jihomoravsky 2063 | 1107 | 872 | 103 40 36
Bratislava 754 | 417 | 396 36 33 10
Zapadoslovensky 1715 | 1162 993 97 40 29
Stfedoslovensky 1353 | 825 715 39 18 8
Vychodoslovensky 1909 | 1051 769 | 134 46 17
Celkem 16022 | 8812 | 6918 | 925 | 414 245
S ... polet viech soutéZicich

U ... polet sp&nych feditelt
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VYSLEDKY III. KOLA KATEGORIE A

1.

2.
3.—5.
6.—7.
8.—10.

XXVIII. ROCNIKU MO

Vitézové

Josef Tkadlec, 4. c, Bilovec

Jan Nekovdr, 2. d, Praha 2, W. Piecka
Fozef Firdsek, 4. a, Kosice, Smeralova ul.
Ladislav Kubini, 3. b, Bardejov

Otto Ritter, 4. d, Praha 2, W. Piecka
Jaroslav Hanél, 4. c, Bilovec

Radan Kuéera, 4. a, Brno, Konévova
Viadimir Burjan, 4.a, Bratislava, Cervenej ar-
mady

Miroslav Chlebik, 4. d, Cadca

Ladislavy Meciv, 4. b, Prievidza

11.—13. #i¥i Kufina, 4. g, Hradec Kralové

14.
15.—17.

Ale§ Nekvinda, 3. b, Liberec

Ales Toufar, 4. a, Opava

Peter Polddik, 4. a, Bratislava, Cervenej armady
Petr Couf, 1. d, Praha 2, W. Piecka

Petr Savicky, 4. d, Praha 2, W. Piecka

Tomdas Vlasdk, 4. a, Pardubice

18.—19. fi# Pech, 4. a, Praha 9 - Prosek
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20.—22.

Ostatni uspésni fesitelé

Miroslav Ploséica, 3. a, Stara Luboviia
Pavel Topfer, 4. a, Mlada Boleslav
Stanislav Vanécek, 3. d, Praha 2, W. Piecka

23.—25. Jozef Bedndrik, 2. a, Bratislava, Cervenej armady

26.

27.—30.
31.—32.
33.

34.—37.
38.—40.
(Vsichni

Katarina Dudiéovd, 4. ¢, Presov, T. Sevcenka
Zenon Staréuk, 3. d, Brno, Konévova

Miroslav Englis, 1. d, Praha, W. Piecka

Jan Brousek, 3. b, Klatovy

Faroslav Gurican, 4. a, Bratislava, Cervenej ar-
mady

Jan Hajig, 4. d, Praha 2, W. Piecka

Peter Vasil, 4. ¢, Michalovce

Miroslav Holecek, 4. d, Frydek-Mistek

Tomds Soucek, 4. ¢, Praha 2, W. Piecka

Hynek Cernoch, 3. f, Praha 8, Ndhorni

Yuraj Beniak, 3. a, Bratislava, Cervenej armady
Jaromir Kulhdnek, 4. a, Rumburk

Jiri Mejzlik, 3. c, Bilovec

Viadimir Smotlacha, 4. c, Praha 6, Na okraji
Michal Feckan, 3. c, Nové Zamky

Jaroslava Soukupovd, 4. d, Praha 2, W. Piecka
Findrich Znamendcek, 4. c, Praha 6, Na okraji
jsou zaky gymnazii.)

-
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SEZNAM NEYUSPESNEYSICH RESITELU
II. KOLA MO KATEGORII A, B, C

Praha
Kategorie A

Jan Nekovdr, 2. d, Petr Savicky, 4. d, Otto Ritter, 4. d,
Stanislav Vanécek, 3. d, Robin Thomas, 3. d, vSichni Pra-
ha 2, W. Piecka; Tomds Halenka, 4. d, Praha 3, Sladkov-
ského nam. ; findiich Znamenddek, 4. c, Praha 6, Na okraji;
Jan Placht, 4. d, Petr Couf, 1. d, oba Praha 2, W. Piecka;
Zdenko Prochdzka, 3. c, Praha 7, Nad Stolou

Kategorie B

Jan Nekovds, Roman Kamaryt, Ji¥i Kopal, Michal Tvrdy,
vSichni 2. d, Praha 2, W. Piecka; Jan Némec, 2. c, Praha 7,
Nad $tolou; Anna Dusovd, 2. a, SPSE Praha 1, Ptikopy;
Jiri Matousek, 2. a, Praha 10, Vodéradska; fi#i Cendelin,
2. a, Praha 4, Na Vitézné plani; Borivoj Tydhtde, 2. d,
Praha 2, W. Piecka; fan Urban, 2. a, Praha 10, Vodérad-
ska; Ivan Wiesner, 2. d, Praha 2, W. Piecka

Kategorie C

-

Jindfich Findfich, 1. b, Praha 10, Vodéradska; Petr Bocek,
1. a, Praha 7, Nad $tolou; Stépdn Kvapilik, Lubos Kouba,
Miroslav Englis, Viadimir Lieberzeit, Pavel Freimann, vsi-
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chni 1. d, Praha 2, W. Piecka; Ludék Novorny, 1. a, Pra-
ha 6, Parléfova; fan Sykora, 1. d, Praha 2, W. Piecka;
Martin Vopénka, Tomds Propeld, oba 1. d, Praha 3,
Sladkovského

Stredocesky kraj
Kategorie A

Zdenék Gdsek, 3. a, Dobftis; Pavel Topfer, 4. a, Mlada
Boleslav; #i#i Novorny, 3. b, Podébrady; Viadimir Blazek,
4. b, Mnichovo Hradisté; Frantisek Hodys, 4. b, Sedl¢any;
Zdenék Skaldk, 4. a, BeneSov; Stamislav Martinek, 4. a,
Slany; Zdenék Somr, 4. b, Sedléany ; Sdrka Zdgorovd, 4. b,
Benesov

Kategorie B

Milan Karban, V 2., SPS Kutna Hora; Miroslav Sykora,
2. a, Pribram

Kategorie C

Karel Vacek, 1. a, Kolin; Olga Plesingrovd, 1. a, Ri¢any;
Fana Semrddovd, 1. d, Kladno; Bohumil Bednd#, 1. a, SPS
Mlada Boleslav; Perr Hovorka, 1. a, Kolin; Jana Dousovd,
1. b, Mélnik; Vdclav Cerveny, 1. a, Vlasim; i# Simainek,
1. b, Kutna Hora; Jana Mikulovd, 1. b, Slany
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JihocCesky kraj
Kategorie A

Libor Forst, 2. a, Ceské Bud&jovice, Jirovcova; faroslav
Cech, 4., Dacice; Miroslav Sejna, 4. BS, SPS Volyng;
Faromir Némec, 4. d, Tabor; Lubomir Ptech, 3. a, Ceské
Budgjovice, F. Sramka; Fosef Némec, 4. b, Tabor

Kategorie B

fJaroslav Hadrava, 2. b, Jindfichiv Hradec; Libor Forst,
2. a, Ceské Budgjovice, Jirovcova; Helena Prichovd, 2. c,
Strakonice

Kategorie C

Miroslav Hucek, 1. b, SPSS Strakonice; Jan Holy, 1. b,
Pelhfimov; Petr Husar, 1. d, Strakonice ; Miroslav DoleZal,
1. b, Strakonice; Milan Kondziolka, E1 a, SPS Pisek; Ivo
Straka, 1. ¢, Jindfichtv Hradec; Robert Otruba, 1. c, Stra-
konice ; Miroslav Chum, 1. b, SPS Strakonice; ¥an Krato-
chvil, 1. ¢, Strakonice; Miroslav Smejkal, E1 a, SPS Pisek

Zapadocesky kraj
Kategorie A

Zdenék Kiis, 4. a, SuSice; Perr Kofina, 4. b, Tachov;
Viclav Friedrich, 4. b, Cheb; Jan Brousek, 3. b, Klatovy;
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Zbynék Kozel, 3. b, Karlovy Vary; Petr Veselka, 4. b,
Karlovy Vary; Milan Vitek, 4. a, Jindiich Weiss, 4. e, oba
G J. Fucika, Plzen

Kategorie B
Pavel Pokorny, Petr Laciga, oba 2. a G J. Fucika, Plzen
Kategorie C

Jitka Hosnedlovd, 1. a, Susice; Pavel Blovsky, 1. d, SPS
stav. Plzen; Jan fiiza, 1. a, G J. Fucika, Plzen; Vdclav
Pillmaier, 1. a, Domazlice; David Mundil, 1. ¢, Karlovy
Vary; Pavel Strejc, Petr Wessely, oba 1., Ostrov; BoZena
Smrhovd, 1. f, Martina Vanéckovd, 1. a, obé G J. Fucika,
Plzen

Severocesky kraj
Kategorie A
Ales Nekvinda, 3. b, Radomir Kuc, 4. ¢, Zdenék Krtous,
4. c, vSichni Liberec; Faromir Kulhdnek, 4. a, Rumburk;
Ludék Sefc, 4. a, Usti n. L., Jate¢ni; Pavel Strof, 4. b,

Liberec; #i# Kubdt, 3. d, Teplice; Karel Salavec, Miroslav
Pribari, oba 4. d, Liberec; Viliam Mato, 4. a, Rumburk
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Kategorie B

JiFi Mdlek, 2. c, Liberec; Viadimir Martinek, 2. b, Jablo-
nec; Pavel Tosovsky, Z 2, SPS stroj. D&in; Karel Pacholik,
2. a, Usti n. L.; Pavel Cerveny, 2. b, Litomé&fice

Kategorie C

Martin Huml, 1. b, Most; Dominitk Dvotdk, 1. d, Teplice;
Lubomir Fesek, 1. a, Rumburk; Jaroslav Sindeldr, 1. b,
Teplice; Fan Vacek, 1. d, Usti n. L.; Jaromir Subcik, 1. b,
Jablonec; Michael Domdnek, 1. a, Liberec; Milan Koldr,
M1, SPS stroj. Liberec

Vychodocesky kraj
Kategorie A

Pavel Motloch, 4., Jevicko; Viadislav Pistora, 4. g, Hradec
Kralové; Tomds Vlasdk, 4. a, Pardubice; firi Kufina, 4. g,
Hradec Krilové; Fan Tomsa, 3. a, Jaromét; Miloslav Kot-
hera, 4. a, JiCin; Jaroslav Resler, 2., LanSkroun; Ivan
Brychta, 4. a, Hlinsko v C.; Martin Makes, 3. a, Pieloud;
Ladislav Pecen, 2. b, Havlickuv Brod

Kategorie B
Martin Dubrovsky, 2. g, Hradec Kralové; Faroslav Resler,
2., Lanskroun; Radovan Prisa, 2. g, Hradec Kralové;

Pavel Kalhous, 2. ¢, Pardubice; Ladislav Pecen, 2. b, Hav-
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lickav Brod; Jelana Prostfednikovd, 2. g, Hradec Kralové;
Vit Trnka, 2. c, Pardubice; Petr Vorel, 2. a, Pielou; faro-
slav Vodicka, 2. g, Hradec Kralové; Petr Bures, 2. d, SPSE
Pardubice

Kategorie C

Michal Stembera, Viktor Chrobok, oba 1. d, Pardubice;
Petr Eisler, 1. c, Havlickav Brod; Sylva Kldrtilovd, 1. e,
Pardubice; Mirka Machacovd, 1. a, Rychnov nad Knéz-
nou; Pavel Stranl, Milan Sourada, Richard Scholle, vsi-
chni 1. d, Pardubice; Fana Albrechtovd, 1. a, Havlickav
Brod; Viclav Siminek, 1. b, Semily

Severomoravsky kraj
Kategorie A

Ondyef Jakl, Josef Tkadlec, Miroslav Tégky, Faroslav Handl,
vsichni 4. ¢, Bilovec; Ales Toufar, 4. a, Opava; Oskar Kte-
nek, 4. ¢, Bilovec; Miroslav Holecek, 4. d, Frydek-Mistek;
Petr Strossa, Jii Lukastik, ¥ii Cihal, vSichni 3. c, Bilovec

Kategorie B

Pavel Hruska, Miroslav Brzezina, Viadimir Vymétal, v§i-
chni 2. ¢, Bilovec; Marie Ptdicnikovd, 2. b, Ostrava, Thil-
mannova; Richard Halfar, 2. c, SPS stroj., Karvini 6;
Viadimir Wimmer, 2. c, Bilovec
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Kategorie C

Petr Tichavsky, Miroslav Smatera, Martin Zemek, Viadi-
mir Horsky, vSichni 1. ¢, Bilovec; Petr Lisonék, 1. d, Olo-
mouc-Hej¢in; Petr Ondfej, Robert Krajéa, Marta Loprai-
sovd, Ivo Barvi¥, Tibor SlaZansky, vSichni 1. c, Bilovec

Jihomoravsky kraj
Kategorie A

Zenon Staréuk, 3. d, Radan Kudera, 4. a, Ales Siller, 4. a,
vsichni Brno, Konévova ul.; Fi# Bures, 4. a, Brno, tf. kpt.
Jarose; Hana Darikovd, 4. a, Brno, Elgartova ul.; Libor
Vesely, 4. b, Jihlava; Libor Viktorin, 4. a, Brno, Konévova;
Ondfej Zindulka, 3. b, OU EJF, Brno; Pavel Varejka,
Marek Orel, oba 4. a, Brno, tf. kpt. JaroSe

Kategorie B
Petr Kadourek, 2. b, Brno, Kienova; Tomds Kovdr, 2. a,
Gottwaldov; Petr Sojka, Libor Skarvada, oba 2. a, Brno,
Konévova; Petr Vesely, 2. d, Brno, Konévova; Miroslav
Hruska, 2. e, Brno, Slov. nam.; Josef Mdlek, 2. a, Jihlava;

Hynek Maridik, 2. a, Brno, Konévova; Pavel Sochor, 2. c,
Jihlava

Kategorie C
Ji¥i Mrdzek, 1. b, Zdar n. S.; Petr Havelka, 1. a, Znojmo;
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Jan Mrdzek, 1. b, Brno, tf. kpt. JaroSe; Miroslav Partl,
1. b, Ttebic; Fi¥i Bucek, 1. b, Brno, tt. kpt. JaroSe; fitka
Kadlecovd, 1. a, Boskovice; Eva Plhdkovd, 1. a, Ttebid,
Radim Bystiicky, 1. a, Straznice; Martin Jurds, 1. e, Brno;
Konévova; Jvana Surd, 1. d, Uhersky Brod

Bratislava

Kategorie A

Viadimir Burjan, 4. a, Jozef Bedndrik, 2. a, Jaroslav Gu-
rican, 4. a, Juraj Beniak, 3. a, Lubica Sedovd, 3. a, Peter
Poldcik, 4. a, vsichni Cervenej armady; Martin Oravec,
3. ¢, Novohradska

Kategorie B

Jozef Bedndrik, 2. a, Cervenej armady ; Bohumil Cider, 2. a,
Novohradska; Tomds Blazek, 2. e, Tomasikova; Tatiana
Murinovd, 2. a, Vazovova; Jozef Bielik, 2. ¢, Novohradsk4;
Tvan Hydnek, 2. a, Cervenej armady

Kategorie C

Pavol Ralbovsky, 1. a, Metodova; Fozef Bachniek, 1. e,
Novohradska; Dusan Horicka, Pavel Horvdth, oba 1. a,
Cervenej armady; Igor Habdn, 1. e, Novohradskd; Peter
Papdnek, 1. e, 1. Horvatha; Richard Hlubina, 1. e, Vazo-
vova; Martin Soltys, 1. e, 1. Horvitha; Livia Suriovd,
Robert Jajcay, oba 1. a, Cervenej armady
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Zapadoslovensky kraj

Kategorie A

Yveta Danesovd, 2. c, SPS elektro, Piestany; Michal Fei-
kan, 3. ¢, Nové Zamky ; Pavol Gdrtner, 4. c, G E. Guder-
nu, Nitra; Fozef Méhes, 4. ¢, G mad. Dunajska Streda;
Ladislav Kasds, 4. b, Nové Zamky; FrantiSek Kundracik,
4. b, Nitra-Parovce

Kategorie B

Frantisek Marko, 2. f, Trnava; Yweta Danefovd, 2. c,
SPSE Piestany; Zora Kidelkovd, 2. c, Levice; Vojtech
Liskay, 2..d, SPSS Komarno

Kategorie C

Jozef Bukor, 1. e, SPSS Komérno; Stefan Nemeth, 1. b,
G mad. Samorin; Zoltin Kartai, 1. g. SPSS Komaérno;
Peter Tarina, 1. a, TopolCany; Aba Teleki, 1. b, G E. Gu-
dernu, Nitra; ¥ana Riedlovd, 1. a, Levice; Viadimir MuZzik,
1. a, Nitra, Parovska; Kldra Ruzickovd, 1. c, G mad. Ko-
marno; Jdn Kriagek, 1. a, Trencin

Stredoslovensky kraj

Kategorie A

Peter Mdsiar, 4. d, Banska Stiavnica; Ladislav MeciF, 4. b,
Prievidza; Miroslav Chlebik, 4. d, Cadca; Ladislav Ratu-
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lovsky, 4. b, Liptovsky Mikuld$; Mariin Morav(ik, 3. d,
Zilina, Hliny VI; Marta Poliakovd, 3. b, RuZomberok;
Anna Hudecovd, 4. a, Vrutky; Peter Goga, 4. d, Banska
Stiavnica; Pavol Skrivdnek, 4. ¢, Cadca

Kategorie B

Frantisek Crkofi, 2. b, Plchov; Ondrej Virdzek, 2. a, Zi-
lina, Jilemnického ndm.; Eduard Gresdk, 2. a, Kysucké
Nové Mesto; Zdeno Repori, 2. d, SPS Tvrdo$in; Ladislav
Kowdcs, 2. ¢, Rimavska Sobota; Ivan Lisko, 2. b, Kysucké
Nové Mesto; Peter Obertik, 2. e, Prievidza; Martin Szabd,
2. d, Brezno; Miroslav Smehyl, 2. d, Zilina, Jilemnického
nam.
Kategorie C

Peter Dzurenda, 1. f, Prievidza; Pavel Skocovsky, 1. b,
Banska Bystrica; Eduard Gromus, 1. a, Martin; fana Va-
lentovd, 1. c, Banskd Bystrica; Rdébert Mendris, 1. b, Po-
vazska Bystrica; Lydia Krdtka, 1., Ziar n. H.; Tvan Broz-
man, 1. a, Martin; Jvan Gaspar, 1. a, Banskd Bystrica,
Tajovského; Jozef Durech, 1. a, Dubnica; Kata Sutovskd,
1., Rimavska Sobota

Vychodoslovensky kraj

Kategorie A

Ladislav Kubini, 3. b, Bardejov; Jozef firdsek, 4. a, Kosice,
Smeralova; Peter Vasil, 4. c, Michalovce; Yanka Borosovd,
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Franusek Martis, oba 4. d, Presov, KonStantinova; Jvan
Brovko, 3. ¢, Spisska Nova Ves; Katarina Dudiéovd, 4. c,
Presov, T. Sev&enka; Miroslav Ploitica, 3. a, Pubovia;
Tvan Zeula, Frantifek Bereta, oba 4. a, Kosice, Smeralova;
Curad Klimcik, 3. ¢, PreSov, KonStantinova

Kategorie B

Stefan Klembara, 2. a, Kosice, Smeralova; Yaroslav Lap-
Sansky, 2. d, Humenné; Frantisek Sninédk, Albin Dzurridk,
Viadimir Hudec, Milan Schiirger, vsichni 2. a, KoSice Sme-
ralova

Kategorie C

Anton Sedldk, Anna Hapdkovd, Dalibor Cudek, vsichni
Presov, Konstantinova; Miroslav Barnovsky, Peter Spi-
$tak, oba Kosice, Smeralova; Tatiana Martonovd, Poprad;
Lubomir Soucek, Miroslav Okruhlansky, Daniela Mdtovd,
Peter Forchgorr, vsichni PreSov, Konstantinova (vesmés
1. ro¢nik)

Poznamky: Neni-li uvedena $kola, rozumi se gymnazium

(G). Z kazdého kraje a v kazdé kategorii je uvedeno nejvyse
prvnich deset nejuspé$néjsich resitelt.
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Kategorie Z

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

Z-P-1

Nejmens{ pfirozené Cislo x, pro které je 1260x tieti moc-
ninou pfirozeného Cisla, je

a) 1470, b) 12602, c) 7350 .
Rozhodnéte, ktera z odpovédi a), b), c) je spravna.
Reseni: PouZijeme vyjadfeni ptirozeného ¢&isla jako sou-
¢inu prvoliniteld. Plati:
1260x = 2%.32.5.7.x%

Nejmensi pfirozené Cislo tvaru 1260x, které je tieti
mocninou pfirozeného &isla, je 23.33.5%. 73, Nejmensi
takové x je tedy

x =2.3.52.72 = 7350.
Sprdvni je odpovéd c).
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Z-P-2

Na desce, na niZ je narysovan pravidelny desetiihelnfk,
jehoz vrchol je oznacen 0, hraji dva hraci tuto hru:

Na vrchol 0 si nejprve postavi spoleCnou jednu figurku
a pak ji stfidavé premistuji podle vlastni volby bud o 3,
nebo o 4, nebo o 5 vrchold ve sméru otdceni hodinovych
rucicek. Vyhraje hral, ktery prvni opét umisti figurku na
vrchol 0.

Popiste, jak ma postupovat hrac, ktery zalind, aby vy-
hral nejpozdéji svym tietim tahem.

Reseni: Vrcholy desetitihelniku oznaéme 0, 1, 2,...,9
ve sméru otaceni hodinovych rucicek. Téhne-li v pribéhu
hry néktery hrac na nékteré z poli 5, 6, 7, protihra¢ muze
z kaZdého z téchto poli dalSim tahem dosdhnout 0 a vy-
hrava. Tahne-li v prabéhu hry hra¢ na pole 2, vyhraje
svym nésledujicim tahem, nebot protihra¢ se odtud nutné
dostane na nékteré z poli 5, 6, 7. Tdhne-li hra¢ na jiné
pole (rizné od 0) nez 2, pfi vhodné odpovédi protihrace
nevyhraje svym nasledujicim tahem.

Hréce oznaCme 4, B. A4 zalina a svym prvnim tahem se
muZe dostat na pole 3, 4 nebo 5.

I. Zahgji-li A tahem na 3, dostane se B dal$im tahem na
6, 7 nebo 8. V prvnich dvou pfipadech A4 vyhrdvd svym
druhym tahem. V tfetim pfipadé se 4 svym druhym tahem
muZe dostat na 2 a vyhrat svym tfetim tahem.
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II. Zah4ji-li A tahem na 4, dostane se B dalSim tahem na
7, 8 nebo 9. V prvnim pripadé A vyhrava svym druhym
tahem. V druhém i tfetim pifipad¢ se A svym druhym
tahem miZe dostat na 2 a vyhrat svym tfetim tahem.

III. Zahaji-li A tahem na 5, umoZni hri¢i B vyhrat jeho
prvnim tahem.

Existuji tedy pravé dva postupy, které hraci 4 zarucuji
vyhru nejpozdéji jeho tfetim tahem. Jsou popsiny v I.
a II. Pravidla, jimiZ se hra¢ A ridi, muZeme jednoduse
vyjadfit tabulkou doporucujici mu, jak tdhnout:

2 pole o s le|7]8]09
na pole 13,4‘ 0| o 2

(Ridi-li se A t&mito pravidly, nedostane se pti Z4dném
postupu protihrace do situace, kdy by mél tdhnout z né-
kterého z poli 1, 2, 3, 4.)

Z-P-3

Je dén trojahelnik ABC. Ozname § stied strany AB.
Dokazte, Ze

1
|ICS| < el (l4C| + |BC|).
Reseni: Trojuhelnik doplnime soumérnosti podle stfedu

S na rovnobéznik ADBC (obr. 1). Pro A\ ADC plati troj-
uhelnfkova nerovnost

ICD| < |AC| + |4D].
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Dosadime-li do této nerovnosti |CD| = 2|CS| a |4AD| =
= |BC|, dostaneme dokazovanou nerovnost.

Z-P-4

V rovnostranném trojihelniku 4BC oznalime S pru-
seCik pfimek AK a CM, kde M je stied strany AB a K
stfed strany BC. Dile oznacime P stfed tsecky AS a Q
stfed usecky BS.

a) Dokazte, Ze Ctyfuhelnik PKQM je rovnoramenny

lichobéZnik.

b) Vypoltéte, jakou Casti obsahu /A ABC je obsah

lichobézniku PKQM.

Re¥eni: Ctytihelnik PKQOM (obr. 2) se skladd ze ti
shodnych rovnostrannych trojuhelnika SPM, SMQ, SQK,
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A M 8 oObr.2

1
jejichZ strany maji délku 3 kde v je vySka a zaroven
téZnice /\ ABC. Je totiz zfejmé, Ze |SP| = |SM| = |SQ| =
= |SK| ::%-v a << PSM= < MSQ = ¢ QSK = 60°,

tj. také [PM| = |MQ| = |QK]| = % v. Trojthelniky APM,

PSM maji shodné strany |4P| = |PS| a spole¢nou vysku
z vrcholu M. Proto plati pro jejich obsahy

N APM = A PSM.
Z obdobnych davodu plati
AMBQ = AN SMQ, A BQK = A SQOK.
Trojuhelnik ABK se tedy skldda ze 6 trojuhelnika téhoZ
obsahu; kazdy z nich m4 za obsah -flé' obsahu /A ABC.

Lichobéznik PKQM se sklada ze tii téchto trojahelniki,
je tedy 1
PKOM = 2 A ABC.
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SOUTEZNI ULOHY I. KOLA

Z-1-1

Najdéte pfirozena Cisla x, y tak, aby platilo
28x4 = 7593
a aby Cislo x bylo nejmensi moZné.

Reseni: Pouzijeme vyjadfeni pfirozeného &fsla jako sou-
¢inu prvociniteld. Prava i leva strana dané rovnice je déli-
telna prvolisly 2, 3, 5, 7; ma-li byt Cislo x co nejmensi,
nesmi se ve vyjadfeni Cisel x, y vyskytovat jako Cinitel
Zadné jiné prvocislo. Kazdé z prvodisel 2, 3, 5, 7 je prvo-
Cinitelem cisel x, y, je tedy

x = 203b5¢7d, y = 2°3f5"7°
Tento zapis rika, Ze napf. Cislo x méd a prvociniteld 2,
b prvocinitelt 3 atd. Z dané rovnice plyne podle zndmych
vzorcd pro pocitani s mocninami

22,7, 24a34b54c74d — 3 52 23*336537739
neboli

da+2 134b &dc 7T4d+1 _ 93% 33B+1 K/3Y+2 738
2 . 340 5tc 7 2% .3 .5 LT

ProtoZe vyjadieni je jednoznaéné, dostaneme porovnanim
exponentd

da+2 =30, =3+ 1, 4c=3y+ 2, 4d+ 1 =30
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RozfeSme prvni z téchto rovnic. Cislo a musi byt co
nejmensi kladné Cislo. Zkusme a = 154a + 2 = 6, o = 2.
Podobné zkusime b = 1, vyjde f = 1; ¢ = 1 nevyhovuje,
ale pro ¢ = 2 dostaneme y = 2. Nevyhovuje ani d = 1,
pro d = 2 dostaneme 6 = 3. Mdme tedy feSeni:

a 1 b ‘ c ’ d I o }
1|1

Hledana ¢isla jsou x = 2.3.5%.7%2 = 7350, y = 22,
.3.5%.73 = 102900. Zkouska potvrdi spravnost re$eni.

p
1

Z-1-2

Na obr. 3 je zndzornén hraci plén ,,podkovy*, hry fran-
couzskych déti. Obsahuje pét poli oznacenych Cisly 1 aZ 5.

4 1 Obr. 3
Sousedni pole se nazyvaji dvé pole spojend tiseCkou nebo
obloukem. Hru hraji dva hréci, éerveny (C) a modry (M),

z nichZ kaZdy ma dva kameny své barvy.
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Pocatecni postaveni zaujmou tak, Ze stfidavé kladou po
jednom kameni své barvy na pole 1 aZ 5; jedno ziistane
volné. Pfi samotné hre tédhnou hraci stfidavé vZdy jednim
kamenem své barvy na sousedni volné pole. Vyhrava hrac,
ktery znemoZni protivnikovi dalsi tah.

a) Kolik pocate¢nich postaveni ma hra ,,podkova®?

b) Najdéte vSechna postaveni, z nichZz modry nemutZe

dale tahnout.

c) Je dano postaveni C 1,4; M 3,5, Cerveny tihne.

Zapiste dalsi prabéh hry, jestlize Cerveny vyhral svym
tfetim tahem.

Reseni:

a) Nejdfive obsadime dvé z poli 1 aZ 5 Cervenymi kameny.
To je mozné 10 zpusoby: 1,2; 1,3; 1,4; 1,5; 2,3; 2,4;
2,5; 3,4; 3,5; 4,5. Ke kazdé z uvedenych 10 dvojic lze
pfidat na zbyla tfi pole dvojici modrych kament tfemi
zpusoby.

Pocatecnich postaveni je tedy 10.3 = 30.

b) Probereme-li vSech 10 moZnosti rozestaveni modrych
kament, podafi se ndim Cervené kameny umistit tak, aby
zablokovaly modré, jen ve dvou pfipadech. Budou to po-
staveni C 3,5, M 1,2 a C 2,5, M 3,4.

c) Zapis prubéhu hry je tfeba tento:

Cerveny modry
1,4 3,5

tdhne C  (nutny tah)
2,4 3,5

tdhne M (nutny tah)
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2,4 1,3
tihne C (2,5, 1,3 nevede k cili)

4,5 1,3
tahne M (udélal chybu)

4,5 1,2
tdhne C

3,5 1,2

Modry nemuzZe pokracovat, Cerveny vyhrava.

Z-1-3

V roviné je ddna useCka 4AB. VySetfete mnoZinu vrchold
C vsech trojuhelnikt ABC, pro jejichZ vnitfnf Ghly plati

x=p >y

Reseni: Porovnani vnitfnich Ghli trojahelniku lze pre-
vést na porovnani jeho stran a obracené. Pritom pouZzivime
dvé véty:

Pro vnitini Ghly «, § trojuhelniku ABC plati rovnost
o = B, pravé kdyz plati pro protéjsi strany rovnost | BC | =
= |AC|aa >f<|BC| >|AC|.

V nasi aloze jsou dané podminky pro uhly ekvivalentni
s podminkami pro strany

|BC|=|AC|>|4B]|.
Sestrojime tedy osu tseCky AB a kruZnici k se stfedem A4
a polomérem | AB | (obr. 4). Hledand mnoZina je vySrafo-
vana Cast roviny; patfi k ni silné vytaZena cast pfimky o,
nepatii k ni ¢arkovany oblouk kruZnice &, ani body P, Q,
ani body primky 4B.
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Obr. 5

Jsou dany dva razné body P, Q. Sestrojte ¢tverec K,
ktery obsahuje body P, Q a méd nejmen$i moZny obsah.

Reseni: Ctverec K je Ctverec, ktery ma uselku PQ
za svou uhlopficku. Obsah ¢tverce s thlopfickou PQ je
roven %[PQIz. Uvazujme Ctverec, ktery obsahuje body
P, Q a pfitom PQ neni jeho uhlopritka. DokaZeme-li,
e délka jeho uhlopficky u je pak vétsi nez |PQ |, budeme
hotovi, nebot jeho obsah é—uz bude pak v&tsi nei%|PQ[2.
Necht je tedy « délka uhlopficky a a délka strany Ctverce,

ktery obsahuje body P, Q,a necht usecka PQ neni jeho thlo-
ptickou. Je-li usecka PQ rovnobéZna s nékterou stranou

&verce, je [PQ| < a < a]/2 = u. Neni-li tsetka PQ
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r

a
Obr. 5

rovnobéZzna se stranou ctverce, doplnime ji na pravouthly
trojihelnik s odvésnami rovnobé&Znymi se stranami Ctverce
(obr. 5). Pro délky odvésen r, s plati r < a, s = a, pfiCemZ
alesponi jedna nerovnost je ostra (pokud by r = a =5,
byla by tsecka PQ uhlopfickou Ctverce). Je tedy |PQ | =
= ]/r2 + 52 < ]/ a’+ a? = aV2 =u. V obou ptipadech
tedy plati |[PQ| < u, coZ jsme potiebovali dokazat.
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ULOHY II. KOLA

Z-11-1

V obdélniku ABCD je |AB| = a > 2, | BC| = 2.
Kolmice vedené na tuhlopticku AC vrcholy B, D protinaji
tuto uhlopricku v bodech E, F (obr. 6).

D c
F
2
E
Obr.6 A a B

a) Vyjadrete obsah rovnobéZniku EBFD pomoci ¢isla a.
b) Urcete vSechna Cisla a, pro néZ se obsah rovnobéz-

niku EBFD rovna poloviné obsahu obdélniku 4BCD.
ReZeni: Ozna¢ime-li hledany obsah P, bude
P — |DE| (lAC| — 2 |AE]).

Vyjadfime-li dvojim zptisobem obsah obdélniku 4ABCD
a jeho strany ozna¢ime |AB| = a, | BC| = b , dostaneme

|AC|. |DE| = ab, (1)
a tedy
P = ab — 2 |AE|. |DE]|.
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Podle Pythagorovy véty je |AE| = Vb2 |DE|? , a tedy
P = ab — 2|DE||/#* — |DEJ? . )

Vzhledem k tomu, Ze podle Pythagorovy véty je | AC | =
= l/ a® + b% , dostaneme z (1)

ab
Va2 + 5
Dosadime-li to do (2) a upravime, vyjde

DE| =

b 2 b2

P = .

o a2 + b2

V nasem piipadé€ bylo ddno & = 2 a tedy
_ 2a(a®— )
@+ 4

Obsah P je roven poloviné obsahu obdélniku ABCD
pravé pro a = 2V3 . '

Z-11-2

Dokazte, Ze k Sesti bodiim vyznaCenym na obr. 7 nelze
pripsat Sest navzajem ruznych pfirozenych Cisel tak, aby
soulet Cisel pfipsanych k tfem bodim pfimky byl pro
viechny Ctyfi vyznacené pfimKy stejny.

ReSeni: Oznatme a, b, c, d, e, f &isla pfipsand k vyzna-
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Obr. 7

¢enym bodim podle obr. 7. Kdyby ¢isla spliiovala uvedené
podminky, platilo by pro né:

a+b+c=a+d+e
frd+b=f+e+c
Seltenim dostaneme
2b = 2e,

a to je spor s predpokladem, Ze Cisla jsou navzdjem ruiznd,
a tim je proveden nepfimy dikaz. (Predpokladu, Ze Cisla
jsou pfirozend, jsme ani nevyuZili.)

Z-1-3

Urdete prirozena Cisla x, y, 2z tak, aby platilo
45 xy* = 828
a aby souin xyz byl mensi neZz 1000.
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ReZeni: Necht x, y, 2 je feSenim tlohy.
Z dané rovnice plyne, Ze z je délitelné patnécti, tj.
(1) 2z = 15z,
Znasobime-li danou rovnici ¢islem x22, dostaneme
45 x%y%2? = 8x2°
a po dosazeni z (1) do pravé strany a upravé
xiyieh = 28 3% 5% ¥,
Vzhledem k tomu, Ze xyz << 103, je
23,33, 5% x15 < 1068,

a tedy
27 xt> < 200.

Odtud vidime, jednak Ze ¢t = 1, a tedy 2 = 15, jednak Ze
@) x=17.
Dosadime-li za 2z do dané rovnice, redukuje se na

xy? = 28.3.5%,

Z toho vidime, Ze x je ndsobek Sesti, a podle (2) je tedy
x =63y = 10.

Existuje-li tedy feSeni spliiujici dané podminky, je to nutné
x=6y=10, z=15.
Zkouska ukaZe, Ze to feSenf je.
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Z-11-4

V roviné jsou diny body 4, B a pfimka p, kterd je od-
déluje. Sestrojte vSechny rovnoramenné trojihelniky AXY
s témito vlastnostmi.

(1) AY je zakladna;
(2) body X, Y lezi na primce p;
(3) ptimka BX obsahuje osu thlu AXY.

ReSeni: Necht A AXY mé po¥adované vlastnosti
(obr. 8). Protoze bod B lezi na ose zdkladny AY, je bod

Obr. 8

Y prusecikem piimky p a kruZnice se stfedem v bodé B
a polomérem | AB |. Osa tsetky AY protind pak pfimku
p v bodé X. Vzhledem k tomu, Ze pfimka p oddéluje body
A, B, dostaneme naznacenou konstrukci dva rtzné pru-
seCiky Y;, Y, a k nim po jednom bodu X;, X, Oba
trojuhelniky AX,Y;, AX,Y, jsou feSenim tlohy.
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ULOHY III. KOLA V CSR

Z-1l-1

Urcete, které z Cisel 156 200, 40 960, 46 656 je zaroveil
druhou i tfeti mocninou jistych pfirozenych cisel. Urcete
tato Cisla.

Z-1ll-2

JZD sklizelo obili na vyméfe 945 hektart tiemi kom-
bajny 1. typu s vykonem 20 ha (na den a kombajn) a tfemi
kombajny 2. typu s vykonem 15 ha (na den a kombajn).
Po 4 dnech se jeden kombajn 1. typu porouchal a byl
vyfazen. Kombajnéfi zbyvajicich péti kombajnti uzavieli
zavazek, Ze zvys$i denni normu umérné k dennim vykontm
kombajnti a ukon¢i Zné v puvodnim terminu s tim, Ze
JZD sklidi bez kombajnii obili ze 3 ha kaZdy den do konce
Zni. Urcete, kolik ha denné sklizely kombajny 1. a 2. typu
ve zbyvajicich dnech, jestlize kombajnéfi splnili zavazek,
ktery uzavreli.

Z-11-3

Je dén rovnoramenny trojuhelnik ABC (|AC | =
= | BC|), jehoZ obsah je S. Stfed strany AC je bod E,
stfed strany BC je bod F, prusecik useCek AF a BE je
bod M. Lomena ¢ira AFEB rozdéli trojuhelnik ABC na
pét trojihelnika (trojahelniky 4BM, EFM, AME, BMF
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a EFC). Vypocitejte obsahy vSech téchto trojuhelnfka po-
moci obsahu S trojuhelniku ABC.

Z-11-4

Usecka AB je stranou trojuhelnfku ABC. Pro délky
jeho stran plati nerovnosti: |AC| > |BC|, |AC| =
= | AB | . VySetfete mnozinu vSech vrchola trojihelnika
ABC.

ULOHY III. KOLA V SSR

Z-1-1

Néjdite vSetky dvojice x, y celych cisel, pre ktoré plati

_3x—{—2
Cox—2"

Z-1l1-2

Dané su priamky p, ¢, ktoré st navziajom kolmé,a bod T.
Zostrojte A\ ABC tak, aby T bol jeho taZiskom, priamka p
osou strany AB, priamka g osou strany BC.

Z-11-3

Négjdite uhrnny ciferny sucet vSetkych prirodzenych
¢isel najviac trojcifernych.
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Z-111-4

Vypocitajte obsah rovnoramenného lichobeZnika ABCD,
ak jeho uhlopriecka ma velkost » a zviera s va¢Sou zdklad-
fiou uhol 45°.
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Kategéria C

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

C-P-1

a) Vypiste vSetky usporiadané trojice x, y, 2 prirodze-
nych Cisel, pre ktoré plati:
xyz = 50. (1)

(Trojice, ktoré sa liSia poradim hodndt, povaZujeme za
rozne.)
b) To isté vykonajte pre rovnicu xyz = 12.

c) Vysvetlite, preo pocet rieSeni je v oboch pripadoch
rovnaky.

RieSenie: a) Cisla x, y, z musia byt delitelmi &isla 50.
Mobzu to byt preto len niektoré z cisel 1, 2, 5, 10, 25, 50.
- VSetky rieSenia rovnice (1) vypiSeme postupne tak, Ze naj-
skor zvolime pevni hodnotu x od x = 1 aZ po x = 50
a ku kaZdej hodnote x analogicky postupne uréime uspo-

50
riadané dvojice y, z z rovnice yz = s Takto dostaneme

vietky rieSenia: (1, 1, 50), (1, 2, 25), (1, 5, 10), (1, 10, 5),
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(1, 25, 2), (1,50, 1), (2, 1, 25), (2, 5, 5), (2, 25, 1), (5, 1, 10),
(5,2,5), (5,5, 2), (5, 10, 1), (10, 1, 5), (10, 5, 1), (25, 1, 2),
(25, 2, 1), (50, 1, 1). Vsetkych rieSeni rovnice (1) v obore
prirodzenych cisel je teda 18.

b) Analogickym sposobom nédjdeme vsetky rieSenia rov-
nice xyz = 12, ak si uvedomime, Ze delitelmi ¢isla 12 st
Cisla: 1, 2, 3, 4, 6, 12. Su to tieto usporiadané trojice pri-
rodzenych c&isel: (1, 1, 12), (1, 2, 6), (1, 3, 4), (1, 4, 3),
(1’ 6’ 2)’ (13 12’ l)’ (23 1) 6)) (23 23 3)) (2) 3’ 2)1 (23 63 1)’
(3) 1, 4)3 (3’ 2’ 2)3 (3’ 43 l)’ (4’ 1’ 3)’ (43 3’ 1)3 (6, l, 2)’
(6,2, 1), (12, 1, 1). Je ich teda taktieZ 18.

c) Vsimnime si, Ze 50 = 2'.52%, 12 = 3'.22% Z toho
vyplyva, Ze ak usporiadana trojica Cisel

2% 58, 2% 5F 2% 565 o, =0,1; p; =0, 1, 2;

1=1,2,3;

je rieSenim rovnice (1), potom usporiadand trojice Cisel
3% ,2P,3% 25, 3%, 28

je rieSenim rovnice xyz = 12. Rovnaky pocet rieSenf oboch
rovnic je priamym doésledkom toho, Ze medzi rieSeniami
existuje navzajom jednoznacné priradenie.

C-P-2

Je dany vyraz
(@a—1)° (b— 1) (c — 1)
(a—b)a—c) b—a)b—c) (c—a)c—b)"
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Dokézte, %e je kladny vzdy, ked je definovany. Co musi
platit o Cislach a, b, ¢, aby dany vyraz mal zmysel ?

RieSenie: Najskor zistime, pre ktoré Cisla a, b, ¢ strica
dany vyraz zmysel. Je to zrejme v tych pripadoch, ked sa
menovatel niektorého zo zlomkov daného vyrazu rovni
nule, tj. ked plati asponi jedna z rovnosti

(@—b)(@a—c) =0,
b—a)y—c¢)=0, (1)
(c—a)(c—b) =0.

Z (1) vyplyva, Ze dany vyraz straca zmysel, ak plati aspon
jedna z rovnosti

a—b=0, b—c=0, c—a=20

a=5b, b=c¢, ¢c=a. (2)
K tomu, aby dany vyraz mal zmysel, musi pre ¢isla a, b, ¢
sucasne platit:

a#b, b#c¢c, ¢cF#a. 3)

Ozna¢me hodnotu daného vyrazu V a predpokladajme,
7e plati (3). Lahko sa vidi, Ze spoloénym menovatelom
vSetkych troch zlomkov je vyraz

m = (a— b — c)c — a). (4)

K tomu, aby sme zlomky vyrazu } uviedli na spolocného
menovatela, musime ich v danom poradi rozsirit vyrazmi

—b=0, —(c—a, —(@@—10).
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Potom dostaneme

V= -—%[(b—c)(a2~2a—|—1)—[—(c—a)(bz—2b+ D+
+ (@ — b)(¢® — 2¢ + 1)].

Oznatme H hodnotu vyrazu v hranatej zatvorke. Po vy-
nasobeni a zliceni postupne dostaneme

H = a*h — 2ab + b — a% + 2ac — ¢ + b% — 2bc +
+ ¢ — ab®* + 2ab — a + ac® — 2ac + a —
— bc® + 2bc — b =
= a% — ab®* + b% — bc? + c*a — a’c.

Ak vynasobime faktory na pravej strane (4), postupne
dostaneme

m = (ab — ac — b* + bc)(c — a) = abc — ac® —
— b% + bc® — a?b + a*c + ab® — abc =
= —(a% — ab* + b%* — bc* + c®a — ca®) = —H.

Z vyssie uvedeného vyplyva, Ze pre vsetky a, b, ¢ vyhovu-
juce (3) je
1 1

V=—"—H=——_H=1
m —H ’

¢o znamenad, Ze dany vyraz je kladny, ako sme mali dokézat.

C-P-3

-

Do lichobeznika ABCD st vpisané kruZnice k;, k,, ktoré
sa v uvedenom poradi dotykajua stran a, c, d, resp. a, c, b.
Pre dlZky stran lichobeZnika platia + ¢ >b + d.
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1
Ak ma vyska lichobe¥nika diZku E(a +c¢c—b—4d),

potom maju kruZnice k,, k, vonkaj$i dotyk. Dokazte.

RieSenie: Stredy kruZnic k,, k, oznacme S;, S,, doty-
kové body kruZnice k, so stranami a, d, ¢ v uvedenom
poradi oznatme K, L, M a analogicky dotykové body
kruZnice k, so stranami ¢, b, a oznalme P, Q, R (pozri
obr. 9). Vysku lichobeZznika ABCD oznalime v. Zrejme

Obr. 9

plati: | AK | = |AL|, | BR| = |BQ|, |CP| = [CQ],
| DL | = | DM | . Z toho vyplyva, Ze

\AK| + |RB| + |BQ| + |OC| + |CP| +

+ |MD| + |DL| + |LA| = 2(b + d). (1)
Z predpokladu @ + ¢ > b + d dostdvame
2b+d)<a+b+c+d. 2

Zo vztahov (1) a (2) vyplyva, Ze bod K lezi medzi bodmi
A a R a bod M medzi bodmi P a D. KruZnice &, k, maju
vonkajsi dotyk préve vtedy, ked vzdialenost ich stredov sa
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rovné vyske v lichobeZnika ABCD. Plati viak | S,S, | =
= |MP| = |KR)| . Dalej plati

|AK| + |[KR| + [RB| + [BQ| + |QC| +
+ CP| + |PM| + |MD| + |DL| + |L4| =
=a+b+c+d

CiZe
20+ d)+ 2858, =a+b+c+d,

z ¢oho dostaneme
81822-%-(a+c——b—d). 3)

Ak teda v = %(a + ¢ — b — d), vzhladom na (3) plati

| $;S; | = v a obe kruZnice maja vonkajsi dotyk, ako sme
mali dokéazat.

C-P-4

V rovine je dany trojuholnik PCQ a vo vnutri tohto
trojuholnika bod 7. Zostrojte trojuholnik ABC tak, aby
bod T bol jeho taZiskom, bod A lezal na polpriamke CP
a bod B na polpriamke CQ.

RieSenie: Ak ABC je hladany trojuholnik (obr. 10) s ta-
Ziskom T, potom polpriamka CT prechiadza stredom M
strany AB a zo znime;j vlastnosti taZiska trojuholnika vy-

plyva, Ze |TM| =%ICT} = |CS|, kde S je stred tsetky
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Obr. 10

CT. Ak teraz trojuholnik 4BC doplnime na rovnobeZnik
ACBN, bude bod M jeho stredom.

Z vyssie uvedeného rozboru vyplyva nasledujica kon-
Strukcia: Ndjdeme stred S usecky CT a na polpriamke CT
ur¢ime bod M # S tak, aby platilo |TM | = |CS|.
Dalej na polpriamke CT zostrojime bod N s~ C tak, aby
platilo | MN| = |CM|. Bodom N vedieme priamky
?|/ CP, ¢ CQ. Priese¢nik priamok ¢, CP oznalime A,
priese¢nik priamok p, CQ oznacime B. Potom trojuholnik
ABC je uz hladanym trojuholnikom.

Dokaz. Bod M je podla konstrukcie stredom uhlopriec¢-
ky CN rovnobeZnika ACBN a teda aj stredom tisecky 4B.
Usetka CM je teda taZnicou trojuholnika ABC, pri¢om
podla konstrukcie plati: |CT | = 2.|TM |, ¢o znamena,
Ze bod T je taziskom trojuholnika ABC.

Z postupu vyssie uvedenej konstrukcie vyplyva, Ze tloha
m4 vZdy rieSenie, a to jediné.
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SUTAZNE ULOHY I. KOLA

C-1-1

Najdite vSetky usporiadané dvojice realnych cisel x, y,
ktoré vyhovuju sastave rovnic

xy — R ST y+ . (1)

X —y y—x
(x* 4+ = 2)x* + ' = 2)x +y —2)(x = 2)(y —2) =
= 0. )

RieSenie: Rovnica (1) mé zmysel len pre také x, y, pre
ktoré plati

xX#EY. 3

Za predpokladu (3) vyndsobme obe strany rovnice (1) vy-

razom x — Y.
Postupne dostaneme

Ry —x —14+x—y=x—xy+yx—3y*—1,
xyx—y) — & +yNEx—y)+x—y =0,
(y—x—y+ Dx—y) =0,

z ¢oho vzhladom na (3) vyplyvaxy — x —y + 1 = 0 Cize
x—D»—1) =0. 4)

Rovnici (4), ako sa dosadenim lahko presvedcime, aj
rovnici (1) vyhovuja dvojice (x, 1) a (1, ), kde vzhladom
na(3)jex % 1, resp.y # 1.
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Dosadme do (2) y = 1. Dostaneme
(x* — D* — Dix — D(x — 2)(—1) =
z Coho pre x = 1 vyplyva
(& + x + D + Dx —2) = 0. ®)

KedZe kvadraticky trojClen x* 4+ x 4+ 1 mda diskriminant
rovny —3, nem4 redlne korene a rovnici (5) vyhovuju len
¢islax = —1 a x = 2. O tom, Ze dvojice (—1, 1) a (2, 1)
vyhovuju sustave (1), (2) sa dosadenim lahko presved¢ime.

Zostavajuce rieSenia danej stistavy dostaneme, ak do (2)
dosadime x = 1. PretoZe bude mat tvar

P-=1D*—Dy—DHDEEHy—2)=0,

z vyssie uvedenej tvahy vyplyva, Ze priy # 1 jej vyhovuju
len &sla y=—1 a y—=2. DalSie dve rieSenia ststavy
(1), (2) sa teda dvojice (1, —1) a (1, 2).

Sustava (1), (2) ma teda prave Styri rieSenia: (1, —1),

(1,2),(—1, 1), 2, 1.
C-1-2

Zistite pocet vSetkych usporiadanych trojic prirodzenych
¢isel x, y, 2, ktoré vyhovuja rovnici

xyz = 1000000 . (1)

Riesenie: Cislo 1000000 = 10° = 26. 5%, Danej rov-

nici moZu preto vyhovovat len usporiadané tropce %Y %
Cisel tvaru .
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x:2°‘1_5/91, y:2"‘2_5/"2, z = 2“3,5/5':;,

kde pre nezaporné celé Cisla «;, f5; plati

o oy + a3 = 6,
2
Byt Bt By = 6. @

Vsetky trojice Cisel vyhovujicich Tubovolnej z podmienok
(2) su:

006 042 114 150 231 321 420
015 051 123 204 240 330 501
024 060 132 213 303 402 510
033 105 141 222 312 411 600

Je ich teda celkom 28. Vsetkych usporiadanych' trojic x,
¥, 2 vyhovujacich rovnici (1) je preto 28 .28 = 784.

C-1-3

V rovine je dand mnoZina B pozostavajiica z n bodov
(n = 3), z ktorych Ziadne tri neleZia na priamke. Niektoré
z bodov mnoziny B s spojené useCkami tvoriacimi mno-
zinu U. Sustava {B, U} mé nasledujiice vlastnosti:

(1)-Z kazdého bodu mnoziny B vychiddzajii najviac tri
useCky mnoziny U.

(2) Kazdé dva body mnoziny B st spojené bud tseckou
z U, alebo lomenou ¢iarou pozostivajiicou z dvoch useciek
z U. v N

Zistite, aké je najvacsie mozné Cislo 7 a & existuje su-
stava {B, U} s maximélnym 7.
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Riesenie: Najskor ukdZeme, Ze musi byt n = 10. Nech
P je Iubovolny bod mnoZiny B. Podla predpokladov je
bod P spojeny nanajvys$ s troma bodmi mnoZiny B tsec-
kami z U a kaZdy z tychto troch bodov je spojeny s najviac
dvoma dalS$imi bodmi z B tiseCkami z U. Bod P moze byt
teda spojeny najviac s deviatimi bodmi tseckou z U alebo
lomenou &iarou pozostdvajucou z dvoch tuseCiek z U.
Z toho vzhladom na (1), (2) vyplyva, Ze mnoZina B moze
obsahovat najviac 10 bodov.

UkaZme teraz, Ze pre desatbodovi mnoZinu B mnoZina
U s vlastnostami (1), (2) skuto¢ne existuje. Oznaéme P;,
1 =1, 2,...,10, body mnoZiny B (obr. 11) a spojme

R
R R,
R R
RY R
Obr. 11 g e
R

kazdy z bodov Py, j = 1,..., 5 tseCkou s bodmi P,
Py, a Py, a kazdy z bodov Py, j = 1,...,5, ktory je
uZz spojeny useCkou s bodom P, _, eSte s bodmi Py,
a Py, pricom oznalenie bodov indexami chidpeme tak,
Ze Py = Py, Pyg+x = Py Py = Pyy-r, k = 1, 2, 3, 4.
Takto vytvorend mnoZina tseCiek ma uZ vlastnosti (1), (2).

Z kazdého z bodov P; vychddzaju totiZ prave tri usecky.
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Z bodu Py, vedie lomend Ciara pozostdvajica z dvoch
useliek cez bod Py, 3 do bodov Py, a Py 5, cez bod Py;
do bodov Py 4 a P,y a cez bod Py;y do bodov Py,
a Pyi3, Cim st vylerpané vietky body mnoZiny B. Ana-
logicky z kaZzdého z bodov P,; sa lomenou ¢iarou pozosta-
vajucou z dvoch useliek dostaneme cez bod Py, do
bodov Py; 5 a Pyyp, cez bod P,y do bodov Py 5 a Pyiy
a konelne cez bod Py;14 do bodov Py, a Py

C-1-4

Je dany vypukly Stvoruholnik ABCD so stranami a, b,
¢, d. Kruznice k4, kg, kc, kp so stredmi v bodoch A, B,
C, D také, Ze kruZnice k4 a kg, kp a kc, kc a kp, kp a k4
maj vonkajsi dotyk, existuji prave vtedy, ked plati

at+c=0b+4+4d.
Dokazte.

Riesenie: Nech existuju kruZnice poZadovanych vlast-
nosti. Potom pre ich polomery 74, 5, ¢, rp musia platit
nasledujtice rovnosti:

ra+rg = a, @))
rg+rc = b, 2
rc +rp = c, 3)
rp+r4a = d. (4)

Scitanim rovnosti (1) a (3), resp. (2) a (4) dostaneme

ra+rgt+rec+rp=a+tc,
ra+rg+rc+rp=>56+d,

z ¢oho uz vyplyva dokazovana rovnost.
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Nech plati o stranach daného $tvoruholnika rovnost
atc=0>b+d. 5)

K tomu, aby existovali kruZnice poZadovanych vlastnosti,
musia platit rovnosti (1) — (4) pre polomery hladanych
kruznic. UkédZeme preto, Ze za podmienky (5) existuja
kladné &isla r 4, g, ¢, 70, ktoré vyhovuju sastave (1) — (4).
Ak sc¢itame rovnice (1) a (3) a od tohto stétu od¢itame
rovnicu (2), dostaneme r4 + rp = a — b + ¢. Za pod-
mienky (5) je vSak prava strana tejto rovnosti rovna Cislu d,
¢o znamend, Ze kazdé rieSenie sustavy (1) — (3) vyhovuje
aj rovnici (4). Z (1) hned dostaneme rp = a — r4 . Potom
z (2) mime rc=b—rp=rg4+b—a az (3) rp=
=c—rc=c—b+a—ry Cize rp=d — rg. K tomu,
aby boli Cisla rp, rp kladné, musi byt r4 << a a sucasne

ra < d Cize
r4 << min (a, d). (6)

K tomu, aby boli kladné tieZ Cisla r4 i r¢ z vy$Sie uvede-
ného vyplyva nutnost splnenia nerovnosti

max (0,a — b) < ra. ©)

Nerovnosti (6), (7) vsak budd sucasne splnené len vtedy,
ked a — b < a, Co zrejme plati, a sicasne a — b < d, Co
vSak za podmienky (5) je tieZ splnené, pretoze a — b =
=d—c.

Pozndmka: RieSenie ulohy bolo spracované podla
rieSenia O. Tauferovej, Ziatky 1. B tr. gymnazia v Prahe 6,
Arabska 682.
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C-1-5

V rovine su dané dve réznobezky p, ¢ a kladné cfslo c.
Uréte mnoZinu vSetkych bodov X danej roviny, ktorych
sucet vzdialenosti od priamok p, g sa rovnd ¢ .

Riesenie: Pri rieSeni ulohy vyuZijeme nasledujticu vlast-
nost rovnoramenného trojuholnika (obr. 12): Nech 4BC

Obr. 12

je rovnoramenny trojuholnik so zékladiiou BC a body A4,
A’ st simerné podla priamky BC. Ak X je lubovolny
bod tseCky BC a M pita kolmice vedenej z bodu X na
priamku BA, prejde pri osovej stimernosti kolmica XM
do kolmice XM’ k priamke BA'. Pretoze BA' || CA, je
XM’ || XN, kde N je pita kolmice z bodu X na priamku
AC a plati | XM |+ |XN|=|XM'|+ |XN|=|NM |,
¢o je dlzka vysky trojuholnika ABC na stranu AC.
Nech teraz P, R su také body priamky p, ktoré maji
od priamky ¢ s fiou rdznobeZnej vzdialenost ¢ (pozri
obr. 13) a Q, S zasa také body priamky g, ktorych vzdia-
lenost od priamky p sa rovnd ¢ . Na zdklade vyssie uvede-
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G: Pl D

R' S! 9
Obr 13

ného mé kaZzdy bod hranice pravouholnika PQRS od pria-
mok p, g sulet vzdialenosti rovny c .

Ak Y je lubovolny bod roviny rdznobeziek p, g, ktory
neleZi na hranici pravouholnika PQRS, potom moZno zo-
strojit pravouholnik P’Q’R’S’, na hranici ktorého bude
lezat bod Y tak, Ze bude rdzny od pravouholnika PORS,
a preto sucet vzdialenosti bodu Y od priamok p, ¢ bude
rézny od c .

Zdver: MnoZinou bodov X poZadovanych vlastnosti je
teda hranica pravouholnika PORS.

C-1-6

V rovine je danych pit bodov $tvorcovej mreZe. Z dse-
¢iek nimi urCenych aspoil jedna md stred v niektorom
mrezovom bode. Dokazte.

Riesenie: V rovine zvolime pravouhld suradnicova su-
stavu tak, aby mreZové body mali celoCiselné suradnice.
Ak M; = [x;, y1], M, = [x,, y,] st koncové body nejakej
usecky, potom pre suradnice jej stredu S = [xg, ¥s] plati
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1 1
Xs =~2—(x1+x2), ySZE(yl + ¥2) - (1)

Z hladiska parity suradnic x danych mreZovych bodov
moZzu nastat tieto pripady: vSetkych 5 je neparnych; 4 st
neparne, 1 parna; 3 si neparne, 2 parne; 2 su neparne,
3 péarne; 1 je neparna, 4 st parne; vietkych 5 je parnych.
Z uvedeného vyCtu moznosti je zrejmé, Ze vidy aspon tri
body maja stradnice x rovnakej parity. Oznalme strad-
nice tychto bodov

[a1, &) 5 [as b5] 5 [as, bg] .

Zatial o o Cislach a;, 1 = 1, 2, 3, vieme, Ze st rovnakej
parity, o Cislach b;, 7 = 1, 2, 3, mdzeme tvrdit len tolko,
Ze su celé. Urcite vSak asponi dve z nich, napr. b,, b;, st
rovnakej parity. Potom v$ak [a,, b,], [a;, b;] je hladand
dvojice mreZovych bodov, pretoze podla (1) su stradnice
stredu

1 1
5(41 + as), E(bl + by)

nimi urcenej usecky celé Cisla CiZe stred asecky leZi v mre-
Zovom bode, ako bolo treba dokézat.
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ULOHY II. KOLA

C-li-1

Urcte vsetky usporiadané trojice redlnych Cisel x, y, =2,
ktoré vyhovuju rovniciam

x+ 2y = 4,
2xy — 322 = 4. ()

RieSenie: Z prvej rovnice sustavy (1) vyplyva, Ze
x =4 — 2y a po dosadeni do druhej rovnice postupne
dostaneme

2(4 — 2y)y — 322 = 4,
44 4y* — 8y + 322 =0,
41 — )2+ 322 = 0. 2)

Z (2) priamo vyplyva, ze musi platit y = 1, 2 = 0, z Coho
pre x dostaneme x = 2.

Skaskou sa lahko presved¢ime, %e usporiadana trojica
x = 2,y = 1, 2 = 0 ststave (1) vyhovuje.

C-1l1-2

V rovine je dany obdi#nik ABCD so stranami | AB | =
= a, | BC| = b. Vo vnutri obdf#nika ABCD n4jdite
vSetky body X také, pre ktoré sucet Stvorcov vzdialenosti
od vrcholov 4, B, C, D je minimélny.
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Riesenie: OznaCme si x vzdialenost bodu X od strany
AD a y jeho vzdialenost od strany 4B (obr. 14). Podla

Cc
b \
'X
T STy
| b
‘1)'
A ﬂ' a A Obr. 14

Pythagorovej vety potom dostaneme
|AX[P= 22+ 5%, | BX | = (a— 2)* + 3, | CX " =

= @@=+ G-, [DXP = 2+ (b — )
Je teda

S =|4AX]* + |BX* + |CX]* + |DX|* = x* + y* +

+ @@=+ +@— PGP+ 2+ G-,
z ¢oho po jednoduchej uprave dostaneme
S = a®* 4 b2 4+ (2x — a)® + (2y — b)%.

Stdet a? + b7 je konstantny. Stvorce (2x — a)?, (2y — b)?
st nezdporné a svoju najmensiu, t.j. nulovia hodnotu nado-
budaja prave vtedy, ked 2x = a, 2y = b, ¢o znameni,

Ze suCet S je minimalny prave vtedy, ked X je stredom
obdlZnika ABCD.

C-1Il-3a

Ozna¢me M mnozinu vSetkych sedemcifernych Cisel zo-
stavenych z Cislic 1, 2, 3, . . ., 7 bez opakovania.
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a) Urcte pocet Cisel z mnoziny M delitelnych Cislom 25.
b) Urcte pocet Cisel z mnoziny M delitelnych ¢islom 15.

RieSenie: a) Cislo je deliteIné &islom 25 prave vtedy,
ked jeho posledné dvojcislie je bud 00, alebo 25, alebo 50,
alebo 75. Z Cisel mnoZiny M Ziadne neobsahuje Cislicu 0.
Zostavaju preto len dve moZnosti: 25 a 75. Zostavajucich
pét cifier moZeme usporiadat Iubovolne, pri¢om pre vyber
prvej mame 5 moZnosti a pre vyber ostatnych postupne uz
len 4, 3, 2 moZnosti a vyberom prvych Styroch cifier je
piata cifra uz jednoznacne urCend. Pre kazdé dvojcislie 25
a 75 je teda celkom 5.4 .3 .2 = 120 moznosti, z Coho
vyplyva, Ze v mnoZine M je prave 2.120 = 240 Cisel
deliteInych Cislom 25.

b) K tomu, aby nejaké Cislo bolo delitelné Cislom 15,
musi byt deliteIné Cislom 3. To vSak nastane prave vtedy,
ked je Cislom 3 delitelny jeho ciferny sucet. VSetky cisla
mnoziny M maja ciferny sacet rovnaky, a to

1+2+34+44+5+6+7 =28,

¢o nie je Cislo delitelné 3. Z Cisel mnoZiny M teda Ziadne
nie je delitelné ¢islom 3 a v dosledku toho ani ¢islom 15.

C-11-3b

V rovine st dané dve roznobeZky p, ¢ a dané je kladné
¢islo ¢. Urcte mnozinu vsetkych bodov danej roviny, pre
ktoré je absolutna hodnota rozdielu vzdialenosti od pria-
mok p, g rovna Cislu c.
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RieSenie: Nech X je [ubovolny bod hladanej mnoZiny.
Oznalme d) jeho vzdialenost od priamky p a d, vzdiale-
nost od priamky ¢. Podla podmienok ulohy musi platit:

|dp — dg| = ¢ Gizebud dp = dy + c,alebo dy = dp + ¢

Ak je dp = d, + ¢, je vzdialenost bodu X od priamky
p vacSia alebo rovna ¢. Bod X musi preto lezat v niektore)
z polrovin ohranicenej priamkami p;, resp. p, neobsahu-
jucej priamku p (obr. 15), pricom p,, p, st rovnobezky

%\\\‘\ /{1
» »/////// \‘,\\ ~— B
T C ™ _ P
; - // \/\
b ol T ] e
_— "

Obr. 15

s priamkou p, ktoré maju od nej vzdialenost c. Ak hladany
bod X lezi v prislusnej polrovine ohraniCenej priamkou
p, vratane tejto priamky, je dp = dp, + ¢ CiZe dp, = dg.
Bod X lezi teda na niektorej z osi uhla priamok p, a ¢
v prislusnej polrovine.

Obratene, kazdy bod X, ktory lezi na niektorej z tychto
dvoch polpriamok, vyhovuje podmienke dp = dg + ¢.
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Analogickou tvahou ukaZeme, Ze hladanej mnoZine pat-
ria vietky body osi uhlov priamok p, a ¢ v prislusnej pol-
rovine.

Ak vyjdeme z rovnosti dg = dp + ¢, dostaneme podob-
nym spdsobom dalsie dve Casti hladanej mnoZiny. Ak totiZ
1> g5 SU rovnobezky s priamkou ¢ vo vzdialenosti ¢, potom
hladanej mnoZine patria osi uhlov priamok p, g,, resp. p,
g, v polrovine ohranienej priamkou g¢;, resp. ¢, a neobsa-
hujtcej priamku g.
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Kategéria B

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

B-P-1

Pre ka?dé prirodzené Cislo % existuje prirodzené Cislo 7
také, Ze 12 n + 5 alebo 12 n — 5 je prvoclislo a je vacsie
ako &.

RieSenie: Pre kaZzdé prirodzené Cislo p existuji neza-
porné celé Cisla m, r také, Ze

p=12m-+r

0=r<12.

Ak p je prvodislo, tak r = 0, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, t.j.
re{l,5,7,11}.

Kedzel.11=11.1=11,1.1=1,11.11 =121 =
= 12.10 - 1, tak sacin cisiel tvaru

12m +r, re{l, 11} (1

je zase Cislo tohoto tvaru.
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Nech x je lubovolné Cisle tvaru 1272 4 5. Potom x
mozno napisat ako sulin prvocisiel p;, ..., pr, t.j. x = p;,
..., pr. Keby kazdé prvocislo p;, 1 = 1,..., 2 bolo tvaru (1),
tak aj x by muselo byt tvaru (1). Ale x nie je tohto tvaru.
Teda aspoil jedno z prvocisiel p, , . . ., pr je tvaru 12m +
+ 5 alebo 12m + 7.

Ak k < 7, tak napr. prvocislo 7 vyhovuje podmienke
ulohy.

Nech teda £ = 7 . Oznacime / stiCin vSetkych prvocisiel
vacich ako 5 a mensich ako % . Cislo 12/ - 5 je deliteIné
prvocislom p, ktoré ma tvar 12z -+ 5 alebo 12n + 7.
Keby bolo p mensie alebo rovné Cislu %, tak p deli /.
Potom p delf aj 12/ + 5 — 12/ = 5. Ak prvocislo p deli
Cislo I, tak p >5 a to je spor. Teda p musi byt vicsie
ako k. Takze p je hladané prvolislo tvaru 12n + 5 alebo
12n + 7 a vacsie ako Cislo % .

B-P-2

V mnozine vSetkych realnych Cisel rieSte sustavu rovnic
o neznamych x, y

2x+py = 16, 2
_1.,

X 23’—213 > 3)

(p—Dx+2y = 12p — 6. 4)

Prevedte diskusiu vzhladom k parametru p .
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RieSenie: RieSime najprv prvé dve rovnice. Z rovnice (3)
dostavame

1 2
=— 2y.
X = PP+ 2y
Dosadenim do (2) mame

4y +p* + py = 16

a teda
Y4+ p) = 16 —p*. 5)
Rozlisime dva pripady.
1. p = —4. Potom rovnice (2), (3), (4) majua tvar
2x — 4y = 16,
x—2 =8,
—5x + 2y = —54.
Ak spocitame druhu a tretiu rovnicu, tak dostdvame
— 4x = — 46,
t.j. _ 23
T

Potom napr. z druhej rovnice vyplyva, Ze
7

1 1 23
y—~2—(—s+x>—5(—8+7)_z.

Skuskou sa presvedCime, Ze x = —2—23~, y = % skutoCne

vyhovuje sustave (2), (3), (4) pre p = —4.
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2. Nech p # —4 . Potom z rovnosti (5) vyplyva, Ze
16 — p?
. _,_P_ = 4 _— p .
4+ p

Jednoduchym vypoctom méme tieZ hodnotu
1 1
x=5ﬁ+@=5ﬁ+8~@.

Dosadime hodnoty x a y do rovnice (4):
1
(0~ D57+ 82| + 24— p) = 120 6.

Jednoduchou upravou dostaneme sovnicu
PP—50—-8 412 =0.

Zrejme p = 1 je korerl tejto rovnice. Po vydeleni korefio-
vym Cinitefom (p — 1) dostdvame rovnicu

pP—4p — 12 = 0.
Jej korene su Cisla
2+ )4+12=244.

Zistili sme, Ze p musi mat niektord z hodnét 1, 6, —2.

Skuskou sa presvedCime, Ze pre p = 1 Cisla x = 1337,

y=3,prep =6Cslax =14,y = —2aprep = —2
Cisla x = 14, y = 6 st rieSenia rovnic (2), (3), (4).
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B-P-3
T —— -
Ku kazdému ostrouhlému trojuholniku T o obsahu 1
existuje asponi jeden taky pravouhly trojuholnik T', Ze

jeho obsah je najviac l 3 aze plati T = T'. Dokézte!

RieSenie: Nech A, B, C st vrcholy trojuholnika T, AB
je jeho strana maximalnej di¥ky ¢ . Ozna¢ime pitu vysky
z vrcholu C na stranu AB pismenom D . Nech v je di¥ka
tejto vysky. Potom plati

1
—c.v=1.
7€

Rozlisime dva pripady.

1. Uhol 3, = <tDCA je nie vacsi ako 45° a sulasne
uhol 6, = <IBCD je nie vicsi ako 45° (pozri obr. 16).
Nech T’ je rovnoramenny pravouhly trojuholnik s prepo-
nou EF leZiacou na priamke AB a vrcholom C. Zrejme
plati T <= T".

Obr. 16
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Plo$ny obsah trojuholnika T’ je »%. Plo$ny obsah troj-

uholnika T je % c.v = 1. Staci teda ukazat, Ze v < —C—IZ/—3~ .

Zrejme plati c = |AD |+ | DB/|. Lahko vidiet, Ze plati

|AD| = v.tg XDCA = v.1g ¥,
IBD| = v.tg XDCB = v.tg 3,.
Potom
sin (3, + 3,)
" cos S, .cos S,
KedZe AB je strana maximalnej diiky, tak <tBCA je uhol
maximadlnej velkosti a teda §; + 3, = 60°.

Pouzitim znamych vlastnosti goniometrickych funkcii po-
stupne dostavame

c=o(tg 8, + tg 3,) = v

cos &; . cos 3, = %[cos (8 + 8,) 4+ cos (8; — 3,)] =

1 1/1
= o — - R
< 2(cos60 +1)-2(2+1)

sin (8; + 3,) = sin 60° = 123_
Potom
13
2 o 2
1/1 Tz
il I | 3
: (2 + ) J

a to sme chceli ukazat.

c=w.
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2. Uvazujme teraz pripad, ked jeden z tychto uhlov,
napr. 0, = < DCA, je vacsi ako 45°. Potom musi byt
0, = <LDCB < 45°. Oznacime B’ priesecnik kolmice na
stranu AC idticej bodom C (pozriobr. 17) s priamkou AB.
Trojuholnik T’ s vrchoimi 4, B’, C je pravouhly a obsahuje
trojuholnik T. Zostdva ndm odhadntit jeho plo$ny obsah.

A D B B  Obr.17

Uhol <cCAB je rovny 90° — 6, a teda mensi ako 45°.
Strana AC nie je dlhSia ako strana AB . Pre plo$ny obsah
P’ trojuholnika T’ dostdvame

P’:lfv.AB’ziv.ﬂﬁ{nglv. S
2 cos <xCAB 2 cos 45°
= 1. ]/’/2- < l‘/g— B

V tomto pripade je T’ hladany trojuholnik a tloha je
vyrieSena.

B-P-4

Dand je usecka AB a bod C jej vnitra tak, Ze plati
| AC | = | BC|. Ku kaZdej kruZnici & obsahujticej body
A, C zostrojime obidve kruZnice %’ zhodné s k, ktoré
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obsahuju body B, C. Vysetrite mnoZinu vsetkych prie-
seCnikov dvojic &, k&'.

RieSenie: Nech M je mnoZina vSetkych priese¢nikov
dvojic & , £’ s uvedenou vlastnostou.

Zrejme bod C patri do mnoziny M. Nech XeM
a X # C. Existuyji teda dve kruZnice k, &’ také, Ze &
obsahuje body 4, C, X, kruZnica 2’ obsahuje body B,
C, X a maja rovnaké polomery. Usetka CX je tetivou
obidvoch kruZnic. Obvodové uhly <xXAC a << XBC su
rovnaké. Teda trojuholnik ABX je rovnoramenny. Odtial
vyplyva, Ze bod X leZi na osi s GseCky AB a nelezi na
useCke AB.

UkazZeme, Ze je to mnoZina M, t.j. Ze kazdy bod priamky
s neleziaci na useCke 4B patri do mnoZiny M.

Nech teda X leZi na priamke s a neleZi na tsecke AB .
Trojice bodov 4, C, X a B, C, X urluju dve kruZnice
k, k', ktoré sa pretinaja v bodoch C a X. Staci dokazat,
Ze kruZnice % a k' maji rovnaké polomery. KedZze X lezi
na osi useCky AB, tak trojuholnik ABX je rovnoramenny
a teda < {XAC = <<XBC. Uhly <xXAC a xXBC su
obvodové uhly tetivy XC v kruZniciach & a &’. Odtial vy-
plyva, Ze kruZnice % a 2" maju rovnaké polomery.

Teda vySetrovand mnoZina M obsahuje bod C a vSetky
body osi GseCky 4B neleZiace na AB.
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SUTAZNE ULOHY I. KOLA

B-1-1

V texte tejto tlohy symbol x,x,x5x,%5%, (x; 7 0) bude
znaCit dekadicky zapis prirodzeného Cisla. Kolko je na-
vzdjom roznych sedemcifernych Cisel x;x,x3%,%5%.x,, pre
ktoré plati

X1 XoX3XgX5X += XgX5XgX3XoXy = XyXqX7XyXqXqy P €))

RieSenie: Aby zépis Sestciferného Cisla xex;x,x,x,x, mal
zmysel, musi byt x4 = 0. Z rovnakych dovodov musi byt
x, # 0.

Z rovnosti (1) pre cifry najvyssieho radu (stotisice) vy-
plyva rovnost x, + x, = x, alebo x; + x, + 1 = x,. Po-
rovnanim cifier najniZSicho radu (jednotiek) dostivame
rovnosti x;, + x, = x, alebo x; + x; = 10 + x,. Teda
musi platit x;, + x; = x;.

Podobnou tvahou dostaneme rovnosti x, + x; = Xy,
X3+ x4 = Xy

Pocet rieSeni v mnoZine nezdpornych celych cCisel su-
stavy rovnic

xl + xﬁ = x7’ (2)
X+ X5 = X7, 3)
X3+ x, = %7, (4)

pre ktoré je x; >0, x, >0, je pocet rieSeni rovnice (1).
KedZe x, >0, x, > 0, tak x, mdZe nadobudat hodnoty
2,3,...,9.
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Rovnica (2) ma x, — 1 rieSenf 1, x, — 1; 2, x, — 2;

.. 3 x; — 1, 1. Podobne rovnica (3) a (4) ma x, + 1 rie-
Seni 0, x,5 1, x, — 15...; x5, 0. Uhrnom sustava rovnic
(2), (3): (4) ma '

9
> (%7 — 1) . (%, + 1). (x; + 1) rieSeni.
X,=2
Vypoctom zistime

9

Zz(x7—1)-(x7+1).(x7+1) —1.3.3 4+

Xnp=

+2.4.44 ...+ 8.10.10 = 2256.

Celkovy polet sedemcifernych &isel x;x,%5%4X5%gX; Spl-
fiajucich podmienku (1) je teda 2256.

B-1-2

Najdite vSetky dvojice prirodzenych disel x, v, pre ktoré
plati
XV = yov., ©)
RieSenie: Nech x, y s prirodzené Cisla také, Ze plati
rovnost (5).
Ak y = 1, tak dostavame x = x! = 12" =1,
Ak x = y, tak zase

xyzxxzyoz:l

atoje moZnélenprex = 1.
Predpokladajme teraz x # y, y 7 1. KedZe x¥ = 1, tak
aj 2 = 1atedax —y = 0. Predpokladdme x # y,
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tak¥e x >y > 1. Cislo d = x — y je prirodzené a plati

(y + a)y =y°. (6)

Odtial vyplyva, Ze d >y. Oznalime e = d — y. Dosade-
nim do (6) a vydelenim Cislom y¥ postupne dostaneme

(v +dy = yev,

('Xm—*—_i)y — ye

y

KedzZe y¢ je prirodzené Cislo, aj Eﬁ =14 _‘i musi
' y y

byt Cislo prirodzené. Odtial vyplyva, Ze existuje také pri-
rodzené Cislo #, Ze plati d = ny. Dosadenim do rovnice (6)
dostaneme

y.(A+ny =y~
a po odmocneni

y.(I+mn =y )

Pre n = 1 rovnica (7) nema rieSenie. Pre n = 2 rovnica (7)
dava
ateday = 3. Potom
x=y+d=3+2.3=09.
Pre n = 3 z rovnice (7) vyplyva
4 =y,
odtial zase y = 2. Potom

x=24+3.2=28.
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Ak n >3, tak
27"l >n+ 1.

Potom (spomefime, Ze predpokladdme y > 1) plati
Y'=2y.2"1 >yn+ 1)

a teda rovnica (7) nema rieSenie.

Ukazali sme, Ze ak dvojica prirodzenych disel [x, y] je
rieSenim rovnice (5), tak musi byt niektorou z dvojic [1, 1],
[8, 2] alebo [9, 3]. Skuskou sa presvedCime, Ze tieto dvojice
su rieSenim rovnice (5). (Podla rieSenia Jana Viaéihu, Ziaka
I1. C triedy gymnazia v Prahe 4, Budé&jovicka 680.)

B-1-3

V obore a) vsetkych racionalnych Cisel,
b) vsetkych celych Cisel
rieSte sustavu (n + 1) rovnic o (n 4+ 1) nezndmych
Xk%o 4 Xy—1%y + Xp—oXs + ... 4 Xoxx = 2%, (8)

(k= 0,1,2,...,7).

RieSenie: NapiSeme sustavu rovnic (8) explicitne:

2
xo = Xo
X1 X0 + XoX, = 2.%;,
XoXo + X1%; + XoXo = 2%. X5,

xnxo+ o o e +x0xn = 2"x7|.
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Z prvej rovnice vyplyva, Ze x, = 0 alebo x, = 1. Ak
%o = 0, tak z druhej rovnice vyplyva x; = 0. Matematic-
kou indukciou potom lahko dostaneme x; = 0 aj pre 1 =
= 2,3,...,n. Teda jednym rieSenim su Cisla

xo=x1=...=xn——‘0. (9)
Nech x, = 1. Potom z druhej rovnice mame
2x, = 2x,

a zda sa, Ze x; mdZe byt lubovolné redlne Cislo. Z tretej
rovnice vyplyva
= 4.x, — 2x,
a teda
x
Xy = —.

2

Matematickou indukciou ukaZeme, Ze
X1

=2 k=01, (10)

Xk
Pre £ = 0, 1, 2 je tvrdenie pravdivé. Nech plati pre kazdé
k < i =< n. Potom z rovnice

XiXo + Xi—1%1 + . ..+ xXox; = 2ix;

dosadenim dostdvame
x x
iy — Dy, — L !
A Ty T T
,. (a1
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Z binomickej vety vSak vyplyva

a+w=@+m+m

7! 7! 7! il
SR v e i
Teda
1 1 1
GG T Ty
2t — 2

Skuskou sa lahko presvedcime, Ze Cisla (10) st rieSenim
sustavy rovnic (8).

AKk x, je raciondlne ¢islo, tak aj ostatné (10) st racionalne.

Teda cisla (9) a (10) predstavuju vSetky raciondlne rie-
Senia sustavy rovnic (8), kde x, je lubovoIné raciondlne
Cislo.

Cisla (9) a (10) predstavuju aj vietky celoCiselné rieSenia
ststavy rovnic (8), ked x, je také celé &islo, Ze x% je deli-
telné Cislom &2 ! pre o = 2,3,...,n.
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B-1-4

Ak A,, A,, A, st vrcholy ostrouhlého trojuholnika, po-
tom najmensi kruh, ktory ho obsahuje, je kruh ohraniCeny
kruZnicou opisanou trojuholniku 4,4,4;. Ak body A,
A,, Az nie st vrcholy ostrouhlého trojuholnika a st aspoil
dva z nich navzdjom rdzne, potom najmens$i kruh, ktory
obsahuje A;, Ay, A3, je kruh ohrani¢eny Thalesovou kruz-
nicou nad najdih$ou z usediek A, A,, 4,43, A,A,. Dokazte.

RieSenie: Najprv upresnime pojem ,,najmensi kruh®.
Kruh (8,, ) je najmensi kruh obsahujuci body A4;, A,, A,
ak (i) kruh (S,, r,) obsahuje body A4,, 4,, A5 a (ii) ak ne-
jaky kruh (S, r) obsahuje body A4,, 4,, A4, tak r =1,
a v pripade r = r,je S = S,.

Najprv dokdZeme dve pomocné tvrdenia.

Pomocné tvrdenie 1. Nech body C;, C,, C, st body na
kruZnici % so stredom S také, Ze ka?dy z uhlov <cC,SC,,
I C,8C3, <£C3SC; je mensi ako 180°. Nech p; je priamka
idiaca bodom S a kolmd na polomer cez bod C,, 1 = 1,
2, 3. Nech o; je polrovina urcena priamkou p; a obsahujica
bod C,, 7 = 1, 2, 3. Potom mnoZina o, N 6, N 65 obsahuje
jediny bod S.

Nech B, oznaluje ten prieseCnik priamky p, s kruZni-
cou k, ktory lezi v polrovine o,. Podobne nech B, je prie-
seCnik priamky p, s kruZnicou % leZiaci v polrovine o;.
Potom &, n o, je uhol B,SB,.

Keby priamka p, prechddzala uhlom o, n o, (rozumieme
tym: p3 a 6; N 6, Maju iny spolo¢ny bod ako stred kruZni-
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A P2
P Obr. 18

ce S, pozri obr. 18), tak jeden z bodov B,, B, leZi v pol-
rovine c;. Mo6zeme predpokladat, Ze je to bod B,. Potom
uhol <B,SC; je ostry alebo pravy. TakZe
XC,SC; = <xC,SB, + <XB;SC; = 90° 4 90° = 180°
a teda
XC,SC, = 180°,

¢o nie je moZné.

Teda priamka p,; neprechiddza uhlom o, N o,. Odtial
vyplyva, Ze uhol &, N o, leZi v polrovine o, alebo 6, N 65 N
N oy ma jediny prvok S. Vyla¢ime prvi mozZnost. Keby
uhol o, N o, lezal v polrovine c,, tak bod C,; lezi bud
vnutri uhla B,SB;, alebo jeden z uhlov XC3SB,, (B, SC;
je mensi ako 90°. V prvom pripade by bol uho! <C,SC;
mensi ako uhol <xC,S8B; = 90° a potom <XC,SC,; vacsi
ako 180° a to nie je mozné. Keby napr. bol uhol xC;8B,
mensi ako 90°, tak

XC,SC, = XC3SB, + < B,SC, < 90° + 90° = 180°,
¢o nie je mozné, lebo uhol < C,SC; je mensi ako 180°.
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Podobne sa ukaZe, Ze uhol <tB;SC,; nemdze byt mensi
ako 90°.

Pomocné tvrdenie 2. Nech C,, C,, C, st body na kruZnici
k so stredom S a polomerom r. Nech Ziaden z uhlov
X C,SC,, < CySCy, < C3SC, nie je vacsi ako 180°. Potom
kruhy (C,, 1), (Cy, 1), (C;, r) maju jediny spolocny bod S.

Ak jeden z uvazovanych uhlov, napr. <cC,SC,, je pria-
my, tak kruhy (C,, 7), (C,, r) sa dotykaju v bode S a teda
nemaju iny spolo¢ny bod. Ak vSetky tri uhly s mensie
ako 180°, tak kruh (C;, r) leZi v polrovine urcenej dotyc-
nicou v bode S a obsahujicej bod C,. Tvrdenie vyplyva
bezprostredne z prvého pomocného tvrdenia.

Dokazeme teraz prvi Cast tvrdenia. Nech body 4;, 4,,
Aj st vrcholy ostrouhlého alebo pravouhlého trojuholnika.
Nech S, je stred kruZnice £ opisanej tomuto trojuholniku
a 7, je jej polomer. Kruh (S,, 7,) ma vlastnost (i). Uka-
Zeme, Ze ma aj druhu vlastnost (ii). Nech (S, r) je kruh
obsahujuci body 4,, Ay, A;. Ak r >r,, tak nemame Co
dokazovat. Nech teda r = r,.

Body A,, Ay, A, lezia na kruZnici k a spliajti podmienku
druhého pomocného tvrdenia. Body 4,, 4,, A, leZia vSak
v kruhu (S, r) a teda bod § je vzdialeny od kazdého z nich
o vzdialenost, ktora je menSia alebo rovnd r < r,. Teda
bod S lezi v kazdom kruhu (A4, 7o), (As, 7o)y (Asy 7o)
a podla druhého pomocného tvrdenia je S = S,. To sme
chceli dokazat.

Uvazujme pripad, Ze body A4,, 4,, A; nie sa vrcholy
ostrouhlého trojuholnika. Mdme tri moZnosti:

1. body A4, A,, A, st vrcholy pravouhlého trojuholnika,
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2. body A4,, A,, A5 st vrcholy tupouhlého trojuholnika,

3. body 4,, A,, As leZia na priamke.

Pripad 1. sme uZ vybavili vyssie.

Pripady 2. a 3. uvazujme sucasne. Predpokladime, Ze ak
nastane pripad 2., tak 4,4, je najdihsia strana trojuholnika
a v pripade 3. bod A4, lezi na tiseCke A;4,.

Potom Thalesova kruZnice nad 4,4, obsahuje bod A,.

2r = | A,4,| . Ak plati rovnost 2r = |A4,4,|, tak 4,4,
je priemer tohoto kruhu, S je stred tsecky 4,4, a teda
kruZnica (S, r) je Thalesova kruZnica nad 4,4,.

B-1-5

V rovnostrannom trojuholniku ABC je D stred strany
AC, E stred strany BC. N4jdite mnoZinu, ktori tvoria
taziska vsSetkych rovnostrannych trojuholnikov obsiahnu-
tych v trojuholniku ABC tak, Ze maja s tiseCkou DE ne-
prazdny prienik.

RieSenie: Najprv dokiZeme pomocné tvrdenie: Nech
A,B,C;, A,B,C, st rovnostranné trojuholniky také, Ze
vrcholy A4,, B,, C; leZia na stranach trojuholnika A4,B,C,.
Potom trojuholniky maju spolo¢né taZisko.

Ak trojuholniky A4,B,C,, A,B,C, nesplyvajii, tak na
kaZdej strane trojuholnika A4,B,C, leZi prave jeden vrchol
trojuholnika A4,B,C;. Bez 4jmy na vSeobecnosti mdzeme
predpokladat, ze A, lezi na strane A,C,, B, leZi na strane
A,B, a C, lezi na strane B,C, (pozri obr. 19). Porovnanim
uhlov zistime, Ze trojuholniky 4,4,B,, B,B,C,, C,C.4,
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A, B, 8,  0Obr.19

st podobné. Maju rovnaké strany 4,B, = B,C, = C,4,
a teda su zhodné. Nech T je tazisko trojuholnika 4,B,C,.
Potom trojuholniky A,A4,T, B,B,T, C,C,T st zhodné,
lebo maju rovnaké strany 4,4, = BB, = C,C,, A,T =
= B,T = C,T a rovnaké uhly pri vrcholoch 4;, B;, C,.
Teda plati 4,7 = B,T = C,T. Odtial vyplyva, Zze T je
tazisko trojuholnika A4,B,C,. _

Teraz mozeme prejst k rieSeniu povodnej ulohy. Nech
M je mnozina tazisk rovnostrannych trojuholnikov obsiah-
nutych v trojuholniku ABC, ktoré maji neprazdny prienik
s useCkou DE. Nech M; je mnoZina tazisk tych trojuhol-
nikov obsiahnutych v trojuholniku ABC, ktoré s rovno-
Iahlé s trojuholnikom ABC a pretinaji useCku DE. Zrejme
plati M; = M.

Ak bod T patri do mnoziny M, tak existuje rovnostran-
ny trojuholnik X'YZ obsiahnuty v trojuholniku ABC taky,
Ze ma neprazdny prienik s tseCkou DE a T je jeho tazisko.
Nech X'Y’'Z’ je najmensi trojuholnik rovnolahly s troj-
uholnikom ABC, ktory obsahuje trojuholnik XYZ (jeho
konstrukcia je evidentnd). Zrejme X'Y’Z’ méd neprézdny
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prienik s iseCkou DE a je obsiahnuty v trojuholniku ABC.
Teda jeho taZisko patri do mnoziny M,. Podla pomocného
tvrdenia vak trojuholniky XYZ a X'Y’Z’ majt spolo¢né
tazisko. Teda T € M,. Odtial vyplyva, Zze M; = M.

Nech § je stred strany AB. Nech F, G, H sa taZiska
trojuholnikov DEC, ADS, BES. Nech M, je mnoZina
vietkych bodov pituholnika EFDGH roznych od bodov
D a E. UkéZeme, 2e M, = M, (pozri obr. 20).

c

Obr. 20 A

Ak T je taZisko trojuholnika XY Z rovnolahlého s troj-
uholnikom ABC obsiahnutého v trojuholniku ABC a pre-
tinajaceho useC¢ku DE, tak jednoduchou tuvahou zistime,
ze TeM, (stati urlit vzdialenost taZiska 7' od stran
trojuholnika ABC).

Naopak, nech T € M,. Rozli§ime tri pripady.

a) Ak T lezi v trojuholniku EFD a neleZi na strane DE,
tak trojuholnik so stranou leZiacou na tisecke DE, s taZis-
kom T a rovnolahly s trojuholnikom ABC je obsiahnuty
v trojuholnfku ABC ateda Te M, .
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b) Ak T leZi na usecke DE a T # D, T # E, tak sa
lahko zostroji trojuhiolnik XYZ rovnolahly s trojuholni-
kom ABC, s taziskom T a leZiaci vnutri trojuholnika
ABC. Teda Te M, .

c) Nech T lezi v §tvoruholniku EDGH a neleZi na usecke
DE. Trojuholnik XY Z rovnolahly s trojuholnikom ABC,
s vrcholom Z na usecke DE a s taZziskom T ma pozadované
vlastnosti. Teda T e M, .

Ukdézali sme teda, ze M, = My,a M, = M.

MoézZeme zhrnt: hladand mnoZina bodov M je mno-
zina vSetkych bodov patuholnika EFDGH rdznych od
bodov D a E.

B-1-6

V rovine je dany Stvorec @, bod M a priamka p ne-
prechadzajica bodom M. Zostrojte Stvorec @’ tak, aby
jeho strany boli rovnobeZné so stranami $tvorca @ a aby
bod M a dva priese¢niky priamky p s hranicou §tvorca Q'
delili ttto hranicu na tri Casti rovnakej dizky.

RieSenie: PretoZe Stvorec @ méZeme nahradit fubovol-
nym inym Stvorcom, ktery md strany rovnobeZné so stra-
nami §tvorca @ a vysledok tilohy sa nezmeni, tak moZeme
predpokladat, Ze Stvorec @ nepretina ani priamku p ani
kolmicu cez bod M na priamku p.

Zostrojime najprv priamku ¢ a bod N, ktoré delia hra-
nicu $tvorca @ na tri Casti rovnakej df¥ky. Potom pomocou
rovnolahlosti zostrojime hladany $tvorec @'.
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Nech X je vrchol $tvorca @, ktorého vzdialenost od
priamky p je miniméina. Nech Y, Z st vrcholy $tvorca @
susediace s vrcholom X, pritom vzdialenost vrcholu Z od
priamky p nie je mensia ako vzdialenost vrcholu Y od
priamky p. Nech V je bod na strane XZ taky, Zze | VZ | =
= 2.| XV |. Nech p’ je priamka rovnobeZna s priamkou
p a iduaca vrcholom Y. Nech U je priese¢nik priamky p’
so stranou XZ (lahko vidiet, Ze U lezi na tsetke XZ).
Rozlisime dva. pripady:

a) | XU | = | XV |. Nech D je stred tsecky UV a ¢
je priamka rovnobeZnd s priamkou p idtica bodom D. Zrej-
me ¢ deli hranicu §tvorca @ v pomere 1: 2 (obr. 21).

4
1y q
Ly—"
_./ ]
T T P
Obr. 21 Y . X

b) XU > XV. Na priamke XZ zostrojime bod W tak, aby
WX = XZ. Nech F je priesenik priamky YW a priamky
rovnobeZnej s priamkou p aiddcej bodom V. Nech E je taky
bod na strane YX, Ze priamka EF je rovnobeZna so stranou
XZ. Priamka ¢ idiica bodom E a rovnobeZnd s priamkou p
deli obvod $tvorca @ v pomere 1:2. (Obr. 22.)

Teraz jednoducho zostrojime bod N taky, Ze N a prie-
se¢niky priamky ¢ so stranami $tvorca Q@ delxa obvod
§tvorca @ na tri Casti rovnakej di¥ky.
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Obr. 22 w

Nech P je pita kolmice z bodu N na priamku g. Nech
P’ je pita kolmice z bodu M na priamku p. Ak priamky
PP’ a NM st rovnobeZné, tak posunutim $tvorca @ o vek-
tor NM dostaneme hladany Stvorec @’. Ak priamky PP’
a NM nie st rovnobeZné, tak sa pretinaju v bode, ktory
ozna¢ime S. Rovnolahlostou o strede S, ktord prevedie
bod N do bodu M, dostaneme zo S$tvorca @ hladany
$tvorec @',
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ULOHY II. KOLA

B-1i-1

Ostrouhly trojuholnik T, je obsiahnuty v trojuholniku
T,. Potom o polomeroch r;, r, kruZnic opisanych trojuhol-
nikom T, a T, plati r; < r,. DokaZte.

RieSenie: Podla ulohy B — I — 4, najmensi kruh obsa-
hujuci trojuholnik T, je kruh ohrani¢eny kruZnicou opisa-
nou trojuholniku T;.

Nech R je polomer najmensieho kruhu, ktory obsahuje
trojuholnik T,. Podla tlohy B — I — 4 plati r, = R.

KedZe najmensi kruh obsahujuci trojuholnik T, obsa-
huje aj trojuholnik T;, tak polomer R tohoto kruhu nie je
mensi, ako polomer r, najmenSieho kruhu obsahujiceho
trojuholnik T,, teda

r, = R =r.

(Riesil fan Nekovdf, 2. D trieda, gymnazium, Praha 2).

B-1i-2

Je dana Sachovnica tvaru # X n. Kolko figuriek moZno
maximalne na tato $achovnicu rozmiestnit tak, aby Ziadne
dve figurky nestdli na susednych polickach? (Za susedné
povaZzujeme také poliCka, ktoré maja spolocnu stranu alebo
roh.)
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RieSenie: Ocislujeme policka Sachovnice dvojicami pri-
rodzenych &isel tak, e [7, 7] je &islo polidka v i-tom stipci
a j-tom riadku.

Na kazdé policko [z, j], kde 7, j st neparne ¢fsla, umiest-
nime jednu figurku. Takéto rozmiestnenie vyhovuje po-
ziadavke ulohy, t. j. Ziadne dve figurky nestoja na sused-
nych polickach.

., . ..n? . .
AKk 7 je parne, tak sme umiestnili T figuriek na Sachov-

n-+1

2
nicu. Ak » je neparne, tak sme umiestnili (--~f2~)
figuriek.

UkaZeme, Ze viacej figuriek sa ned4 umiestnit na Sa-
chovnicu tak, aby bola splnend poZiadavka tlohy. Musime
zase rozliSit dva pripady:

2
1. Nech 7 je parne. Sachovnicu rozdelime na (%) asti

tvaru 2 X 2. Nech na $achovnici je umiestnené m figuriek
tak, Ze Ziadne dve figurky nestoja na susednych polickach.
Potom vnutri kaZdej Casti tvaru 2 X 2 smie byt najviac

2
jedna figurka. Teda m = (%) ;

2. Nech 7 je neparne. Nech na $achovnici je umiestnené
m figuriek a Ziadne dve nie si na susednych poli¢kach.
Sachovnicu rozsirime o nové poli¢ka na Sachovnicu tvaru
(n 4+ 1) X (n + 1) a figurky nechdme umiestnené tak, ako
povodne boli. Potom (n + 1) je parne a podla predchi-
dzajacej Gvahy je m < (%—1—)2
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Z uvedeného vyplyva, Ze maximélny polet figuriek
umiestnenych na Sachovnici tvaru n X n tak, aby Ziadne

2 .
dve nestdli na susednych polickach, je (—'21—) pre n parne

a (n—; ) pre n neparne

B-1Ii-3a

Urcte, kolko rdznych trojic x, y, 2 prirodzenych &isel
spiiia rovnost
xly”2? = 19", 97° (1)

RieSenie: Nech prirodzené disla x, y, 2 vyhovuju rov-
nici (1). Lahko zistime, Ze 19 a 97 su prvocisla. Preto ¢isla
%, Y, 2 musia byt si¢inom mocnin ¢isel 19 a 97 s nezépor-
nymi celociselnymi exponentmi. Naviac, ¢islo y nemdze
obsahovat ako suclinitel kladni mocninu isla 97, lebo na
pravej strane rovnosti (1) je mocnina 97°. Teda existuju
nezaporné celé Cisla a, b, ¢, d, e také, Ze plati

x=192,97%, y=19¢, z= 192,97,
Dosadime do rovnice (1):
192, 97b , 1997¢ 1994, 97% = 19791, 97°,
Z toho dostaneme pre ¢isla a, b, ¢, d, e dve rovnice
a+97c+ 9d = 791, (2a)
b+9 =9. (2b)
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Kazdému nezdpornému celoCiselnému rieSeniu rovnic
(2a) a (2b) odpoveda jedno rieSenia rovnice (1). Teda staci
zistit poCet nezdpornych celoCiselnych rieSeni rovnic (2a)
a (2b).

Rovnica (2b) ma dve rieSenia: e = 0, b = 9ae = 1,
b=0.

KedZe 8.97 = 776 < 791 < 9.97 = 873, tak Cislo ¢
mdZe nadobudat hodnoty 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Postupne
tieto hodnoty dosadime do rovnice (2a).

1. ¢ = 0. Potom
a-+9d = 791,
a = 987 —d)+ 8.
Cislo d mbZe nadobudat hodnoty 0, 1, ..., 87.
Pre kazdu z uvedenych hodnoét Cisla d existuje prave jedno
¢islo a vyhovujuce rovnici (2a).
Teda mame 88 rieSeni.
2. ¢ = 1. Potom
a—+ 9d = 694,
a =977 —d)+ 1.
Podobne ako v pripade 1. mdme 78 rieseni.
3. ¢ = 2. Potom
a-+ 9d = 597,
a = 966 —d) + 3.
Mime 67 rieSeni.
4. ¢ = 3. Potom
a -+ 9d = 500,
a=955—4d)+5.
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Maime 56 rieSeni.

5. ¢ = 4. Potom
a-+ 9d = 403,
a =944 —4d)+ 7.
Miéme 45 rieSeni.

6. ¢ = 5. Potom
a-+9d = 306,
a = 9034 — d).
Maime 35 rieSeni.

7. ¢ = 6. Potom
a-+ 9d = 209,
a =923 —d)+ 2.
Maiame 24 rieSeni.
8. ¢ = 7. Potom
a+9d = 112,
a=912—4d) + 4.
Midme 13 rieseni.
9. ¢ = 8. Potom
a-+9d = 15,
a=91—4d)+6.
Midme 2 rieSenia.

Celkovy pocet nezapornych celociselnych rieSeni ststavy
(2a), (2b) a teda pocet prirodzenych rieSeni rovnice (1) je

2.(88+ 78 4 67 + 56 + 45 + 35 + 24 4 13 + 2) = 816.

(Riesil Roman Kamaryt, 2. D trieda, gymnéazium W. Piecka,
Praha 2.)
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B-11-3b
Urcte vSetky trojuholniky o obsahu 18 cm?, ktoré maju
jedini stranu dlhsiu ako 6 cm.

RieSenie: Nech ABC je trojuholnik o obsahu 18 cm?
a pre jeho strany platia >6 cm, b < 6 cm, ¢ < 6 cm
(obr. 23). Potom trojuholnik leZi v kruhu so stredom A4

Obr. 23

a polomerom 6 cm. Vy$ka v, na stranu 4B je nie vicsia
ako polomer tohoto kruhu, t. j. 6 cm. Plosny obsah troj-
uholnika ABC je

—;—c.vczl&

KedZe ¢ =< 6, v, < 6, tak musi byt v, = ¢ = 6. Potom
musi byt aj b = 6 a trojuholnik je pravouhly s pravym
uhlom pri vrchole 4. Takyto trojuholnik zrejme vyhovuje
poziadavkam ulohy.

Jedinym rieSenim je teda rovnoramenny trojuholnik ABC
s pravym uhlom pri vrchole 4 a odvesnami b = ¢ = 6 cm.
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(Riesil Faroslav Lapsansky, 2. D trieda, gymnazium, Hu-
menné). '

Iné rieSenie: Nech ABC je trojuholnik vyhovujtci ulohe
a strana BC je dlhsia ako 6 cm. Oznacime D pitu vysky v,
na stranu BC. DiZku usetiek BD, DC ozna&ime x, y. Teda

x+y=a>6
(obr. 24). Podla zadania tlohy plati

Hg . (x +L)___ 18,
2
t.j.
VaX + vgy = 36. . 3)
A

I
|
-
E

Obr. 24

Podla Pythagorovej vety a zadania Glohy plati
x2 4 042 = ¢ = 36, (4)
Y2+ w2 = b* < 36. (5)
. Spocitame nerovnosti (4), (5) a rovnost (3) vynasobend —2.
Dostaneme
¥ — 204x + 04 + ¥ — 204y + 02 = 0,
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teda
(x — v+ (y —va)) = 0.

Stcet druhych mocnin méZe byt nula len vtedy, ak obidva
sCitance st nulové, t. j.

x— 0 = 0,
y—uog = 0.

Dostali sme
X =3y = vq.

Po dosadeni do rovnice (3) dostaneme
2x2 = 36.

Qdtial
x =y =19, =3|2.

Po dosadeni do (4) a (5) méame
9.249.2 = ¢ = 36,
9.2+9.2 =158= 36.
Tedab = ¢ = 6.

Z vypoctu vyplyva, 2e¢ ABC je rovnoramenny trojuhol-
nik so stranami b = ¢ = 6 a ¢ = 6]/2. Uhol pri
vrchole A4 je pravy.

Tento trojuholnik vyhovuje poZiadavke tlohy a je teda
jedinym trojuholnikom vyhovujiacim ulohe.
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Kategorie A

PRIPRAVNE ULOHY I. KOLA

A-P-1

Nechajx (j=1,2,...,n3k = 1,2,...,m) st redlne
¢isla, pre ktoré je

0=g,=ap=...Zagu(G=12,...,n).

DokaZte nerovnost

Kedy plati rovnost?

Re¥eni: Nerovnost dokaZeme indukci podle 7. Pron = 1
ziejmé plati a vZdy nastdvd rovnost. Kliem k dikazu
bude pfipad » = 2. Zménime-li oznaeni, abychom si
uSetfili psani indext 1 a 2, a vynechdme-li pfedpoklad
nezapornosti, ktery v tomto pfipadé nebudeme potfebo-
vat, redukuje se pro n = 2 tloha na diikaz nasledujici véty:

Jsou-liy =% < .. .SV =V = oo = I;
realnd Cisla, plati
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(Z xk) (Z yk) =m> xiyk.

k=1 k=1 k=1

Rovnost nastava, pravé kdyz bud x; = x, = ... = xm,

neboy;, =y, = ... = Ym.

(Tato véta je znama jako tzv. CebySevova nerovnost.)

Drikaz: Pro kazdé dva indexy, i,7 €{1, 2, ..., m} je
xy5+ Xy = %y + %y — % — )i —y) = i~

= X + X5
nebot podle pfedpokladu je (x; — x;)(y; — y7) = 0. Se-
&teme-li nerovnosti (1) pro vSech m? dvojic (1, 7), dostaneme

m m
22 xyi=m Y xyi+m D x5,
@9 i=1 i=1

coZ po upravé dava dokazovanou nerovnost.

Nastane-li v Cebysevov& nerovnosti rovnost, nastane rov-
nost i ve vech nerovnostech (1), tj. pro kazdé dva indexy
,7€{l,2,...,m} plati

(xi — x)(y; — ) = 0.

Specidlné tedy

(1 — xm)(y1 — ym) = 0.
Je proto bud x;, = xp atedy x;, = x, = ... = xpm, Debo
Yy =ymatedyy, =y, = ... = ym. Obracené, plati-li

tato podminka, snadno se presvéd&ime, ze v Cebysevové
nerovnosti nastane rovnost.

Provedme indukéni krok, abychom dokazali nerovnost
pro obecné n. Predpokladejme, Ze plati pro n = p, a do-
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kaZzeme, Ze pak plati i pro p + 1 m-tic redlnych Cisel
0§ai1§ai2§u-‘§aim G=12...,p+1).

Podle induk¢niho predpokladu je

m
-1
émp z alkazk- . .apk-

m
Vynésobime-li ob& strany nezapornym Cislem > apiy &

E=1
dostaneme
m m m m
> alk) (z azk). . (Z apk)(z ap+1,k) <
k=1 k=1 k=1 k=1 2
,,, N @)
= m””( A xQok - - - apk) (Z ap+1,k).
k=1 k=1
ProtoZe kromé predpokladu
Ap+1,1 = Apt1,2 = = Ap+1,m
plati také
Aoy« - - Apy = Ayolpg « « . App = . . . = QypQgp - - - App »

jak plyne z ptedpokladf o prvnich p m-ticich (s vyuZitim
predpokladu nezipornosti), podle Ceby$evovy nerovnosti je

m m
(Z A kQok - . - apk)(z ap-l»l, k) é
k=1 k=1

®)

IA

m A koK « - apkap{rl’k .

1

Tf[\/ls

106



Z nerovnosti (2), (3) ihned plyne dokazovana nerovnost
pro n = p -+ 1. Dikaz je proveden.

Zbyva jesté zjistit, kdy nastane rovnost. Prozkoumame-1i
pravé provedeny dtikaz, zjistime, Ze to bude, pravé kdyz
pro alespoft n—1 indextij € {1, 2, ..., n} plati

Ay = Ajy = ... = Ajm >
nebo kdyZ pro alespoii jeden index je{l, 2,...,n} je

ah:am:...:ajm:o.

A-P-2

Néjdite vsetky hodnoty parametra p, pre ktoré funkcia
fx) = ** + dpx — [x* — 2px + p* — 1|

nema lokalny extrém.

Reseni: Snadno zjistime, e

B AN .
f@y=2{x+5)+5 1 proxelp-Lp+1)

f(x) = 6px — p*+ 1
pro x€(—o,p—1>U{p+1, +).

Jestlize — % e(p—1, p+1) neboli pe (_ ?‘T, ;),

pak funkce f(x) v intervalu <p -1, — g« klesd a
v intervalu < ~A§ P+ l> roste, takZe v bodé x = — %

ma lokdlni extrém.
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2
Jestlize p < — —, funkce f(x) v intervalu (— oo, + )
klesa, a nema tedy lokdlni extrém.
2
Jestlize p = 35 funkce f(x) v intervalu (—oo, 4 )
roste a nema tedy lokdlni extrém.
Zdvér: Funkce f(x) nema lokdlni extrém, pravé kdyZ

2
'P\gg‘-

A-P-3

V rovine je dany trojuholnik ABC a priamka p. Zostrojte
usecku, ktorej krajné body rozpoluju obvod trojuholnika
ABC a ktorej stred lezi na priamke p.

ReSeni: Nejprve najdeme mnoZinu stfedt viech tseéek,
jejichz krajni body puli obvod trojuhelniku ABC. VyuZi-
jeme pfi tom nasledujici pomocnou vétu:

Pohybuji-1i se v roviné body P, Q rovhomérné a pfimo-
care, pohybuje se rovnomérné a piimocare i stfed S usec-
ky PQ.

Pomocnou vétu nejsnadnéji dokdZeme metodou sourad-
nic. Mé-li na pocatku pohybu bod P soufadnice [a,, a,]
a bod Q souradnice [b,, b,], md v Case ¢ bod p souradnice

o= ay + tuy,
P2 = ay + 1ty
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a bod Q soufadnice
1 = by + vy,
g = by + 10y,
kde u = (uy, u,) je vektor rychlosti bodu P a v = (v, v

je vektor rychlosti bodu Q. Stfed S tsecky PQ ma tedy
v Case t soufadnice [s, s,], kde

Pt a a1+b1+tu1+‘v1r

Ty T T 2

Pt g at b Uy + 0y
“="p 0 T P

Odtud je vidét, ze bod S se pohybuje také rovnomérné

a pfimocafe (jeho pohyb zacind ve stiedu spojnice pocd-
1

teCnich poloh boda P, Q a jeho rychlost je —2—(u + V).

Pomocna véta je dokazana.

Vratme se k trojihelniku ABC. Oznatme 4, takovy bod
na jeho hranici, Ze body A4, 4, pili jeho obvod, tj.

|AB | + |BAo| = | AC | + | CA, |

(z trojahelnikové nerovnosti plyne, Ze bod A4, lezi uvnitf
strany BC). Analogicky zavedme body B, a C, a ozna¢me
A,, B,, C, stiedy use¢ek AA4,, BB,, CC, (obr. 25). Pro-
biha-li bod P tisecku AC,, probihd bod Q, ktery spolu
s bodem P puli obvod trojuhelniku ABC, usecku A4,C
a stfed useCky PQ probiha tseCku A4,C,. Pokraujeme-li
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Obr. 25

dale, zjistime, Ze hledanou mnoZinou je hranice trojihel-
niku 4,B,C,.*)

Zbyvé vyfesit nasi konstrukéni ulohu. Snadno sestro-
jime body A,, B;, C,. MnoZina stfedt vSech hledanych
useCek je prunik pfimky p s trojahelnikem 4,B,C;. Ke
kazdému bodu S tohoto priniku existuje, jak vime, jedind
hledand usecka se stiedem v bodé S. LeZi-li napf. bod §
na strané A4,B,;, bude jeden z krajnich boda této tsecky
leZet na strané¢ AC a druhy na strané BC. Bod § je stie-
dem jediné usecCky, kterd ma krajni body na pfimkich
AC, BC. Tato usecka je tedy hledanou tseckou, tj. navic
puli obvod trojihelniku ABC, a snadno ji sestrojime zné-
mou konstrukei vyuzivajici faktu, Ze Ghlopficky rovnobéz-
niku se putli (obr. 26): Sestrojime bod C’ soumérné sdru-
Zeny s bodem C podle stfedu S. Bodem C’ vedeme rovno-
bézky se stranami 4B, AC a ty je protnou v krajnich
bodech P, O hledané usecky.

*) Trojuhelnik A,B,C, lezi uvnitf trojihelniku ABC. Body 4,, B,,
C, jsou skuteéné vrcholy trojuhelniku — nesplynou ani nele?i v pfim-

ce, jak je vidét z vyjadreni vektoru rychlosti stfedu S pomoci vektori
rychlosti boda P, Q, které¢ jsme odvodili v dikazu pomocné véty.
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9%
Obr. 26 N

Uloha m4 0, 1, 2 nebo nekonedn€ mnoho feseni podle
toho, jakd je vzdjemna poloha pfimky p a trojihelniku
A,B,C,;.

A-P-4

Nech a, b, ¢ su velkosti strdn trojuholnika ABC a r je
polomer jemu opisanej kruznice. Oznaéme V = a® + b* +
4 ¢ — 8¢2. Trojuholnik ABC je ostrouhly prave vtedy,
ked V' >0, pravouhly prave vtedy, ked V' =0, a tupo-
uhly préave vtedy, ked V' << 0. Dokézte.

ReSeni: Pii obvyklém znadeni plati

a = 2rsina, b= 2rsinf, ¢ = 2rsiny,

a tedy
V=a®+ b+ & — 8% = 42 (sin® « 4 sin® f +
+ sin?y — 2).
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Podle zékladnich trigonometrickych vzorci je
1— cos2oc_ 1 —cos2p
2 2
+ 1 — cos?2y =2 — cos (« + f) cos (a — ) —
— cos? (o + ) = 2 — cos (« + p) [cos (« — B) +
+ cos(x+ f)] =2+ 2cosacosfcosy.

sin?« + sin?f + sin?y =

Je tedy

V = 8r%cos a cos f cos y .
Jsou-li thly «, B, y ostré, jsou jejich kosiny kladné a V' > 0.
Je-li jeden z nich pravy, je jeho kosinus nulaa V = 0.

Je-li jeden z nich tupy a ostatni ostré, je jeden kosinus
zaporny a ostatni kladné a V' < 0.
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SOUTEZN{ ULOHY I. KOLA

A-1-1

Nech {an},‘f;l je postupnost prirodzenych Cisel, ktord ob-
sahuje vSetky prirodzené ¢isla. Dokazte, Ze existujil indexy
I<j< ktaké,Zear — a; = aj — aq;.

Reseni: Zvolme libovolné index i. ProtoZe posloupnost
{ax} neni omezend, existuji jeji Cleny a,, pro které plati
a, >max (a;, dgy . . .5 a;) .

Jako j vezmeme index prvniho takového a, tj.
J = min (h; a, >max (a;, dyy . . .5 q)) .
Ziejmé jej >1. Aby bylo ay — a; = a; — a; , musi platit
ar = 2a; — a;. 1)

Protoze a; > a;, je
2a; — a; > ay. 2)

ProtoZe posloupnost {a,} obsahuje viechna pfirozena ¢fsla,
existuje index % tak, Ze plati (1). Z toho, jak jsme definovali
index 7, a z nerovnosti (2) vyplyva, Zze £ >j. Tim je dikaz
proveden. Ukézali jsme dokonce, Ze existuje nekonecné
mnoho trojic indexd i < j < k tak, Ze ay — a5 = a; — q;
a pfi tom q; < a5 < ag .

113



A-1-2

V roviné je dana ortonormalni soustava soufadnic. Body,
jejichZ obé soufadnice jsou celoCiselné, nazveme miizovymi
body. Necht M,, je mnoZina vSech mfiZzovych boda [z, ],
prokteréje 1 <7 =< n,1 = < n. OznaCme f(n) nejmensi
ptirozené &islo & s touto vlastnosti: v M, existuje £ bodi
Py, P, ..., Py tak, Ze ke kazdému bodu 4 € M, lze najit
bod P; (1 = s =< k), jehoz vzdalenost od bodu 4 je nejvyse
rovna 1. DokaZte, Ze plati

<f()<n—+—16n

Re¥eni: Misto mfi¥ovy bod budeme pro struénost fikat
jen bod. Symbolem | A | budeme znacit polet prvka ko-
ne¢né mnoziny A. Rekneme, Z¢ dva body spolu sousedi,
jsou-li bud totoZné, nebo maji-li vzdalenost 1.

Necht P je libovolnd podmnoZina mnoZiny M, takova,
Ze kazdy bod z M, sousedi s néjakym bodem z P (takové
podmnoziny P existuji, napf. mnoZina M, sama). ProtoZe
kazdy bod sousedi pravé s péti body, sousedi kazdy bod
z P nejvyse s péti body z My, a tedy

5|P[=|Ms]| =

Pro kazdou takovou podmnoZinu P je tedy

P="
Pz
a specialné

fon) = _5_
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Dile sestrojime ,,hodné fidkou** mnoZinu R, =« M,, tak
aby kazdy bod z M, sousedil s néakym bodem z R,.
UkaZeme-li, Ze

2
IRa| < "_ﬂ,
5
bude tim spise
n? + 16n

fm) = ——

Rovinu rozdélme vodorovnymi a svislymi pfimkami na
Ctverce 5 x 5. V kazdém Ctverci vezméme body oznadené
na obr. 27 kfizky — mnoZinu vSech téchto bodlu oznac-

. ° X o °
Obr. 27

me P. Kazdy bod sousedi pravé s jednim bodem z P.
Oznaéme P, mnoZinu viech bodi [z, j] € P, pro které je
0=i=n+1a0=j=n+ 1l Kazdy bod z M, sousedi
pravé s jednim bodem z P,. N&které body z M, vsak
(pokud 7 neni pfili§ malé) sousedi s body z Py, které neleZi
v M, (jsou to nékteré z bodii na stranich tverce My,).
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Tyto body mnoZiny P, nahradme jejich sousedy z mno-
Ziny My,. Z mnoZiny P, tak dostaneme mnoZinu R,. Ted
vz R,=M, a kazdy bod z M, sousedi alespoii s jednim
bodem z R;. Pfitom je |R, | = | Py |. Snadno odhad-
neme pocet boda v Py,. V kazdém z n + 2 ,,fadka‘ (j =
=0,1,...,7n+ 1) je, jak vidime z konstrukce mnoZiny P,
»Kazdy paty bod* z P, a z n+ 2 bodd (i = 0,1,...,

2
n + 1) patfi do P, tedy nejvyse —’tg — + 1 bodd.
Celkem je tedy

e 2
Pl = (n + 2>("1. 2 pa) =M

5
Pron = 2 je
n: 4 9n + 14 =< n® + 161,

a tedy

n2+ 9+ 14 _ n24 16m

f(n) < |Rp| = [Po] = = .
5 5

Pron = 1ljef(l) = 1, a tedy také

124 16.1

= L

Jemngj§imi metodami bychom dostali presnéjsi odhady
Cisla f(n). I z naSich uvah je zfejmé, Ze v dokazované
nerovnosti plati na obou straniach ostrd nerovnost.
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A-1-3

Nech ay,...,a, st neziporné Cisla, pre ktoré platf

a? > 0. Pre kazdé redlne &islo x plati

NM=

i=1

n 9 n
x2+x(2ai) +n3 > at>0.
) i=1

1=1

Dokézte!

Reseni: Diskriminant kvadratického polynomu
n 9 n
ooy =+ x(Saf 4w S
i=1 i=1

je roven

n 4 n

D= (Z a,-) —4n® > a}.
i=1 =1

Vzhledem k tomu, Ze

>al>0,je > al>0
iS1 <1

(obé nerovnosti jsou ekvivalentni s nenulovosti alespon

jednoho a;), a tedy
n 4 n

D<(za,-) —n® > af.
i=1 f=1

AniZ by avaha ztratila na obecnosti, miZzeme predpokladat,

Ze Cisla a; jsou indexovana tak, Ze

G =a,=...=ay.

(1)
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PouZijeme-li na Ctyfi stejné n-tice nezépornych &isel (1)
nerovnost, kterou jsme odvodili v A—P—1, dostaneme

n 4 n
(i; a,-) < nd i; at. 2)

Odtud vidime, ¢ D < 0. Polynom p(x) nema tedy redlné
kofeny a protoze p(0) >0, je p(x) > 0 pro kazdé redlné
¢islo x.

Jiné FeSeni: Nerovnost (2) miZeme dokdzat také pomoci
zndmé Cauchyovy-Schwarzovy-Buiiakovského nerovnosti,
ktera tvrdi:

Pro kazdych 27 realnych Cisel x;, X5y ... Xny Y15 Vo »
... yn plati

n 2 n n
(zx,.y;) <SeSy.
i i=1 i=1

=1
Polozime-li pro viechna i€ {1, 2,...,n}
X; = A; y;, = l Py
dostaneme

n 2 n
(z ai) <n) a
S S

a po umocnéni na druhou

(3 af = (3 ). )

i=1
Polozime-li pro viechna i € {1,2, ..., n}

2
X; = a; y=1,
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dostaneme

M:

( 5 ) =n3at. @)
Z nerovnosti (3) a (4) dostaneme ihned (2).

Dalsi ieSeni: Nerovnost (2) dostaneme i z Holderovy

nerovnosti, kterd tvrdi: Je-li p >1,q = a X, Xo

—1
v o5 Xny V1> Yos - « - » Y jSOU Nezdporna Cisla, pak

" ” 1/p 1/q
S5

PoloZime-li p = 4 a pro viechnaie{1,2,...,n}
x,=a, y,=1,

dostaneme po umocnéni na Ctvrtou hned (2).

A-1-4

V roviné jsou dany body A4, B o vzdélenosti |AB| = ¢ >0
a piimka p || AB lezici ve vzdalenosti d >0 od piimky 4B.
Na pifimce p sestrojte bod C tak, aby v trojuhelniku ABC
byly velikosti vysky v, a téZnice 7z, stejné. Jaka je pod-
minka feSitelnosti?

ReSeni: Rozbor: Necht trojuhelnik ABC je feSenim
ulohy. Dopliime jej na rovnob&Znik ABEC. Z bodu A4
spustme kolmici na pfimku BE a jeji patu ozname P.
Ztejmé je |AE| = 2tq4, |AP| = vp a tedy |AE|: |AP| =21,
takze < AEP = 30°. Uhel AEB neni pravy, to by bylo
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/ p A
Obr. 28 Obr. 29

|AP| = |AE|. Je-li < AEB ostry (obr. 28), leZi bod P na
poloptimce EB a <xAEB = <CAEP = 30°. Je-li <AEB
tupy (obr. 29), lezi bod P na polopfimce opatné k polo-
piimce B a LAEB = 180° — <X AEP = 150°.

Konstrukce: Znamou konstrukci sestrojime mnozinu M
vSech bodi, z nichZ je usetka AB vidét pod uhlem 30°
nebo 150°. (Jsou to dvé kruZnice se spole¢nou tétivou AB,
s vyjimkou bedit 4, B.) Je-li E spole¢ny bod mnoZiny M
a piimky p a S stied usecky AE, protnou se pfimky BS,
p v hledaném bodé C.

Zkouska: Oznatme P patu kolmice vedenou z bodu A4
na pfimku BE. Je-li sCAEB = 30° (obr. 28), je <TAEP =
= JAEB = 30° Je-li XAEB = 150° (obr. 29), je
JSAEP = 180° — <TAEB = 30°. V trojuhelniku AEP je
tedy |AE|:|AP|=2:1 av trojahelniku ABC je t, = vp.

Diskuse: Body C, E si vzdjemné jednoznaéné odpovidajf,
a proto se pocet feSeni ulohy shoduje s poctem spole¢nych
bodli mnoZiny M a pfimky p. Oznalme K, L pruseciky
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osy useCky AB s mnozinou M leZici v té poloroviné ohra-
ni¢ené prfimkou AB, ktera obsahuje pfimku p (obr. 30).

|
K

Obr. 30

Vzdélenost bodu K od piimky 4B je ;-tg 75° = —g— 2+)3),

vzdalenost bodu L od pfimky 4B je %tg 15° = %(2 —V3).
Pro pocet feseni tedy dostdvame

d>2@+ VB eeeneannnn 0 fesen
d=—Q+)3)ccceviinn.. 1 feSeni
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%@—V@<d<%@+V®.H2me
C
d :5(2 —13) e 3 feSen{

0<d<@=VR) . ovnnnn. 4 felent

A-1-5

V roviné je ddna ortonormalnf soustava soufadnic. Dva
miizové body se nazyvaji sousedni, je-li jejich vzdilenost
rovna jedné (kazdy mfiZovy bod md tedy 4 sousedni mfi-
Zové body). V uvazované roviné je dan kruh K o poloméru
r = 2, na hrani¢ni kruZnici kruhu K nelezi Zadny mfiZovy
bod.

Mrizovy bod A lezici uvnitf K nazveme ,,vnitfnim okra-
jovym bodem*¢, jestliZze aspon jeden bod sousedni s A leZf
vné K. Obdobné nazveme miiZovy bod B leZici vné¢ K
,,vn&j§im okrajovym bodem, jestlize asponl jeden bod
sousedni s B lezZ{ uvniti K.

Dokazte, Ze pocet vnéjSich okrajovych bodi je o 4 v&tsf
nez pocet vnitinich okrajovych bodi.

ReSeni: Ulohu nejprve pfeformulujeme do nazorn&jsf
podoby:

Na ¢tvereckovaném papiru je narysovana kruZnice s po-
lomérem r = 2 tak, aby neprochézela zadnym prusecikem
linek. Vrchol ¢tverecku nazveme ,,vnitfnim okrajovym
bodem*, lezi-li uvnitf kruZnice a néktery sousedni vrchol
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lezi vné. Analogicky zavedeme ,,vnéjsi okrajové body*‘.
Méme dokizat, Ze vné&jsich okrajovych bodu je pravé o 4
vice neZ vnitfnich.

Oznaéme A, B, C, D prisecCiky dané kruZnice s pfim-
kami, které prochizeji jejim stfedem a sviraji s linkami
CtvereCkové sité uhel 45° (obr. 31). Tyto body rozdéli

T Obr. 31

kruZnici na Ctyfi oblouky. Ke kazdému oblouku zahrneme
i oba jeho krajni body. Ctvere¢ktim, v nichZ leZi — tfeba
i jen na strané — néktery z boda A, B, C, D, budeme
fikat kritické CtvereCky. Vyznalme vSechny vodorovné
strany, které protinaji oblouk AD nebo BC, a vSechny
svislé strany, které protinaji oblouk AB nebo CD (bu-
deme mluvit o vyznaenych stranich) a nejsou pritom
strany kritickych ¢tvereckd. UkaZeme, Ze vSechny okrajové
body, které nejsou vrcholy kritickych ¢tvereckd, jsou kon-
cové body vyznaCenych useCek: Vezméme si néjaky okra-
jovy bod, ktery neni vrcholem kritického ¢tverecku. Ten
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je podle definice okrajovych bodl koncovym bodem né-
které strany — necht je to napt. svisld strana (pro vodo-
rovnou stranu bychom uvaZzovali analogicky). Pokud tato
svisld strana protind oblouk 4B nebo CD, je vyznacena.
Protina-li oblouk AD (u oblouku BC bychom uvaZovali
analogicky), lezi oba jeji koncové body na vodorovnych
“vyznacenych stranach protinajicich oblouk 4D (obr. 32).

W

i Obr. 32

To je zpusobeno tim, Ze¢ v oblouku 4D se kruZnice ,,ve
svislém sméru méni rychleji neZ ve sméru vodorovnéme®.
Presnéji: Necht vodorovna a svisld primka protinaji oblouk
AD v bodech V, resp. S a jejich pruseCik P necht na
oblouku nelezi. Pak PV << PS. VSechny okrajové body,
které nejsou vrcholy kritickych Ctverecku, tedy leZi na vy-
znaenych useckach. Mezi vSemi koncovymi body vyzna-
Cenych usecek je stejny pocet vnitfnich a vnéjsich okrajo-
vych bodl, nebot kazdd vyznafend tsecka spojuje jeden
vnitfni a jeden vnéjsi okrajovy bod a Zadné dv€é nemaji
spoleCny bod. Zbyva vysetfit kritické Ctverecky. V okoli
bodu A mulZe nastat 8 situaci zndzornénych na obr. 33.
Vidime, Ze v kazdém pfipadé je mezi vrcholy kritickych
CtvereCkd, které nelezi na vyznaCenych useckach, pravé
o jeden vné&jsi okrajovy bod vice nez vnitfnich okrajovych
bodt. Stejné je tomu i v okoli bodt B, C, D. Celkem je
tedy vnéjSich okrajovych bodt o Ctyfi vice nez vnitinich.
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|
%@— Obr. 3; h

Jiné feSeni: Sestrojme vSechny strany CtverecCkd, které
protinaji danou kruZnici a oba jejich koncové body jsou
okrajové body (dil jim budeme fikat jen strany). Vné&jsi
a vnitini okrajové body budeme pocitat takto: Zvolime si
nékterou stranu jako vychozi a budeme postupovat po
kruZnici od prisetiku s vychozi stranou tfeba ve sméru
otaCeni hodinovych rucicek. Jakmile dojdeme k priseciku
se stranou, pripocitdme jeden vnitfni a jeden vnéjsi okra-
jovy bod, pokud jsme néktery z nich nepocitali uz drive.
Obéhneme-li celou kruZnici, spocitame tak vSechny okra-
jové body. Setkdme se pfi tom se stranami vodorovnymi
a svislymi. Dojdeme-li ke strané, kterd je rovnobéZna se
stranou bezprostiedné piedchazejici, zvEétsi se polet vnéj-
$ich i vnitinich okrajovych bodt o 1. Dojdeme-li ke strané
kolmé ke strané bezprostfedné predchazejici, maji obé
strany jeden okrajovy bod spolecny a zapoCteme jen druhy
okrajovy bod. Vyjdéme od vodorovné strany, ktera lezi
nejvic vlevo (je-li jich vic, zvolme libovolnou z nich). Po-
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psanym zpuisobem postupujme tak dlouho, az dojdeme ke
svislé strané, ktera lezi nejvic nahofe (k libovolné z nich,
je-li jich vic). Prochdzime-li timto ,,kvadrantem®, dvojice
sousednich na sebe kolmych stran se pravidelné stfidaji.
Nasleduje-li po vodorovné strané strana svisld, pfibude
1 vnéjsi okrajovy bod, nasleduje-li po svisié strané vodo-
rovnd, pfibude 1 vnitfni okrajovy bod. Projdeme-li ,,kva-
drant*‘, napocitdme o 1 vnéjsi okrajovy bod vic neZ vnitf-
nich, nebot jsme vysli od vodorovné strany a skoncili
u svislé. Podobné je tomu i u ostatnich tfi ,,kvadrantu‘*
a z toho je vidét, Ze vné&jsich okrajovych bodi je o 4 vic
neZ vnitfnich.

A-1-6

Dokazte, Zze v trojuhelniku o stranich a, b, ¢ a dhlech
a«, B, y (Ghel « lezi proti strané a, atd.) plati

acosoa + bcosp + ccosy >0.

ReSeni: Oznatme r polomér kruZnice opsané uva¥ova-
nému trojuhelniku. Pak je

a=2rsine, b= 2rsinf, c¢=2rsiny
a tedy
acoso + bcosf+ ccosy = 2rsinacosa+
+ 2rsinffcosf + 2rsinycosy =
2 r[sin (« + B) cos (@ — p) + sin y cos y]
2 r[sin y cos (¢ — B) — sin y cos (« + )]

2 rsin y [cos (@ — B) — cos (x + B)] =
= 4rsinasinfsiny.

I
I

Il

I
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ProtoZe v intervalu (0, ) jsou hodnoty funkce sinus klad-
né, je uvaZovany vyraz kladny.

Jiné fFeseni: Podle kosinové véty je

2abcosy = a* + b* — 2,
2accos f = a® + ¢* — b,
2bccosa = b%+ ¢ — a2,

Vynasobime-li prvni rovnici Cislem ¢2, druhou 42 a tretf a®
a seCteme, dostaneme

2 abc (a cos « + bcos B+ ccosy) =

= 2 (a®?* + a®? + b%?) — a* — b* — ¢t =

= 4a%? — (a® — b + )% = 4a’%?* — (2ac cos f)* =
= 4a%?* (1 — cos?p) >0.

Dalsi FeSeni: Pokud trojihelnik neni tupouhly, je plat-
nost dokazované nerovnosti zfejma. Necht tedy y je tupy
uhel. Vyuzijeme-li toho, Ze funkce kosinus na intervalu

(0, %) klesd a je kladni, a trojihelnikové nerovnosti,

dostaneme
acos o+ bcosp >acos (x+ B)+ bcos (¢ + f) >
>ccos (x+ f) = —ccosy.

127



ULOHY II. KOLA

A-1l-1

Ma-li rovnice x® + ax®> + bx + ¢ = 0 vSechny kofeny
realné, potom a? = 3b. DokaZte.

Reseni: Oznacime-li kofeny dané rovnice x,, x,, X3, j&
W+ ax? 4+ bx+ ¢ = (x — x)(x — x)(x — x3), tedy
X+ X+ x3= —a, XXy + XoX3 + X%, = b,

a proto
a® = x} + x4 2% 4 2(x x5 + X%y + X5%) =
= 3 (%1% + x9X5 + x3%,) = 3b.
Posledni nerovnost plyne z nerovnosti
X} x5 4 x5 = xixs + XXy + X%,

kterou dostaneme seCtenim nerovnosti (x; — x,)? = 0,
(x5 — x3)2 =0, (x3 — x7)? = 0. (Je téZ pfimym du-
sledkem Cauchyovy nerovnosti.)

Jiné FeSeni: Neni téZké zjistit, Ze ma-li mnohoclen vse-
chny kofeny redlné, ma jeho derivace také vSechny kofeny
redlné. Derivace mnohoc¢lenu x* + ax* + bx + ¢ je mno-
hollen 3x% + 2ax + b. Ten méd vSechny kofeny redlné,
pravé kdyZz ma nezédporny deskriminant, tj.
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402 — 12b =0,
neboli
a? = 3b.

A-l1l-2

V trojahelniku ABC se na useCce BA pohybuje rovno-
mérné bod X z bodu B do bodu A4 a na tsecce AC bod
Y rovnomérné z bodu 4 do bodu C tak, Ze v po¢atecnim
okamziku je X v bodé B a Y v bodé A, v koncovém
okamZiku je X v bodé A a Y v bodé C.

Sestrojte polohu bodi X a Y, pfi které maji nejmensi
vzdalenost.

ReSeni: Pro kazdy asovy okamZik doplnime body X,
Y a A na rovnobé&Znik XY AZ (obr. 34). Je pak XZ || CA,

c

c Obr. 34
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|XZ| : |XB| = |YA|: |XB| = |CA| : |4B|
(vzhledem k rovnomérnosti pohybu bodu X, Y). Odtud
plyne, Ze bod Z se pohybuje rovnomérné po usecce BC’,
kde C’ je bod soumérny k bodu C podle bodu 4.

ProtoZe je | XY | = | AZ |, pfevédi se tiloha na nalezeni
takového bodu Z, na tseéce BC’, ktery ma minimalni
vzdalenost od bodu 4. Timto bodem Z, je bud pata P
kolmice vedené bodem A na pfimku BC’ (je-li P bodem
useCky BC"), nebo néktery z krajnich bodt usecky BC'.
K bodu P pak sestrojime bod X, (X,Z, || AC) a bod Y,
(doplnénim boda 4, Z,, X, na rovnobéZnik AZ,X,Y,).
Je-li Z, = B, jsou hledané body X = B, Y = A. Je-li
Z,=0C,je X=A4,Y=C.

Jiné feSeni: Zvolime soustavu soutadnic tak, aby vrcholy
trojahelniku mély kartézské souradnice 4 = [0, 0], B =
= [b, 0], C = [c, d], pak polohy bodd X, Y maji sou-
fadnice X =1[b(1 —1), 0], Y = [ct, dt] pro t€<0, 1.
Funkce proménné ¢

XY= 6+ o+ il - [+ e

nabyva v intervalu <0, 1> minima

v bodé t = % v ptipadé 0 < d—ff-(:—_:)c? <1,
t=0 v pripadé dTb_Eb(:;:z)z =0,
t=1 foipadédTl)_g)(-b%gl.
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Vyrazy udéavajici souradnice extremélnich boda X, Y se
snadno sestroji (konstrukei zde nepopisujeme).

A-1l-3a

Je déno pfirozené Cislo 2 > 1. Najdéte nejmensi pfi-
rozené Cislo 7 s touto vlastnosti: at zvolime jakkoli # rtz-
nych ptirozenych Cisel, vZdy bude soucet nebo rozdil né-
kterych dvou z nich délitelny Cislem k.

k+3
ReSeni: Hledané &islo je n — _,_:{,2;_4 pro licha %, n =

k+4
= _*2_ pro suda k.

Nejprve ukazeme, Ze toto Cislo » ma pozadovanou vlast-
nost. Zvolme » riiznych ptirozenych Cisel a uvaZzujme je-
jich zbytky pri déleni Cislem k. Jsou-li si dva ze zbytki
rovny, je rozdil prislusnych Cisel délitelny Cislem %. Jsou-li
zbytky navziajem ridzné, tj. tvofi-li » navzdjem rlznych
Cisel z mnoziny {0, 1,...,%k —1}, pak alespoi dva
lezi v téZze z n — 1 podmnoZin

{0}, {1,k — 1}, {k;l —k; ~} pro lichd &,

2 >

kR—2 k-+2
{o}, {1, k—1},..., {7,—3 }{2} pro suda k

a soucet prislusnych dvou cisel je délitelny cislem Z.
Nakonec ukazeme, Ze uvedené Cislo # je nejmensi Cislo
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s pozadovanou vlastnosti. Existuje totiz » — 1 rznych
ptirozenych Cisel takovych, Ze soucet ani rozdil Zidnych
dvou z nich neni délitelny cislem k.

Jsou to napf. Cisla

k—1
1,2,... s, k pro licha k&,

k
1,2,...,5,kprosudék.

A-11-3b

V roviné je din pravouhly trojihelnik T s vrcholy 4, B,
C, s pravym uhlem pfi vrcholu C a odvésnami délek a, b.
Na polopfimce CA najdéte bod A’ a na poloptimce CB
bod B’ tak, aby vznikly trojuhelnik T’ s vrcholy 4’, B, C
byl rovnoramenny a pfitom aby obsah rozdilu mnoZin
TuT aTn T byl minimilni. Trojuhelnik T’ sestrojte.

ReSeni: Bez omezeni obecnosti miizeme predpokladat,
Ze a = b. Je-li a = b, stali zvolit T" = T. Necht tedy
a < b, hledejme délku u odvésen trojuhelniku T’. Je-li
u zatim proménnd délka odvésen, oznatme S(u) obsah
rozdilu TUT a TnT. Je-li u >b, S(u) lze zmensSit
zmenSenim u. Je-li u << a, lze S(u) zmenSit zvétSenim u.
Staci se proto omezit na pfipad, Ze a = u = b. Zvolime-li
ortonormalni soustavu souradnic tak, Ze kladna osa x je
poloptimka CB a kladna osa y poloptimka CA4, ma primka
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AB rovnici x + %} — 1 =0, pfimka A'B’ rovnici
a
x +y—u = 0. Jejich prase¢ik P ma proto soufadnice

bh— -

[a fffff Z, b" 'aJ. Obsah S(u) je roven soultu ob-
b—a b—a

sahu trojuhelniku (popf. degenerované¢ho v bod) PAA’

a trojuhelniku PBB’,

1 a 1 b
S) — — by (4 — Q)2 —
N N S
la—i—b( 2ab )2 1 b—a
- — —ab—— .
2b—a a-+b v 2a a+b
.. 2ab
Minimum S(«) tedy nastane pro u = u, = o Sou-

1 I
fadnice bodu P jsou pak [5 Ugs 5 Uy ] Bod P je proto pri-

seCikem piepony daného trojuhelniku T s osou pravého
thlu pfi vrcholu C. Pfeponu trojuhelniku T’ pak dosta-
neme, vedeme-li bodem P kolmici k pfimce PC.

Jiné FeSeni: Jak uZ vime, stali vySetfit pfipad a < b.
Oznaéme O prusecik pfepony AB s osou o uhlu BCA.
Bodem O vedme pfimku kolmou k ose o a jeji pruseciky
s pfimkami AC, BC oznaéme A’, B'. Sestrojme nyni pie-
ponu A4,B, || A’'B’ tak, aby A,€ AA’' (obr. 35). Dosta-
neme tak trojuhelnik T, = A,B,C. Pruselik P; pfepon
AB, A.B; lezi uvnitf useCky OA, nebot a < b. OznaCme
S’ (resp. S;) obsah rozdilu mnoZzin TuT aTn T’ (resp.
TuT,aTnT).
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Plati
S, = 38"+ B,B'OP, — A'OP,A4,.

Ze soumérnosti Ctyiuhelniku A4’ B,B’ podle osy o plyne,
ze B,B'OP;, > A'OP,A,, a tedy S, > S§’. Analogicky
zjistime, Ze i kdyZ pteponu 4,B, || A'B’ vedeme tak, aby
B, € BB’ (obr. 36), je S; > §’. Pro ostatni polohy pfepony
A,B, || A'B’ je zfejmé také S; > S’. Trojuhelnik A'B'C
m4 tedy pozadovanou vlastnost.
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ULOHY III. KOLA

A-Til-1

Necht n je dané pfirozené Cislo. Urcete pocet vSech
usporddanych trojic [x, y, 2] nezdpornych celych Cisel x,
Y, 2, ktera vyhovuji rovnici

x+ 2y 452 = 10n.
Reseni: Dana rovnice mé v oboru nezapornych celych
Cisel pravé tolik feseni jako nerovnice
2y +52=10mn. (1)
Je-li [y, 2] feSeni této nerovnice, je
0=2=2n. 2
Ke kazdému z, pro které plati (2), existuje pravé
10n — 5 5
[ s-men ]
Cisel y tak, Ze dvojice [y, 2] spliiuje (1) — jsou to y =

10n — 5z
=0,1,2,...,

I. (Hranaté zavorky oznacuji

celou Cast Cisla, které obsahuji.) Celkovy pocet feSeni ne-
rovnice (1) a tedy i dané rovnice je

go (Sn 14 [— 52]) @n+1)Gn+ 1)+ .22 [—522]
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Sc¢itame-li pfes suda a lichd 2 zvlast, dostaneme
2n 52, n n
2 |- =2 5B+ 2 (—5k 4+ 2) =
=0 2 k=1 E=1
= —5n(n+ 1)+ 2n.

Celkem dostaneme praveé 5»% 4 4n +- 1 feSeni.

Jiné feSeni: Je-li z = 0, redukuje se dand rovnice na
x4+ 2y = 10n
a ma 57 -+ 1 feSeni. Je-li 2 = 1, redukuje se rovnice na
x+2y = 10n—5
a ma 5n — 2 teSeni. Je-li 2 = 2, poloZme t = 2z — 2.
Oznacime-li P(n) poCet feSeni dané rovnice, md rovnice

x4+ 2y 4+ 5t = 10(n — 1)

v oboru nezapornych celych cisel pravé P(n — 1) feSeni
a pfitom ma pravé tolik feSeni jako dana rovnice v oboru
celych ¢isel x = 0,y = 0, 2 = 2. Je tedy

Pn) =5n+1+5n—2+ Pn—1) =
= Pn—1)+ 10n — 1.

Protoze P(0) = 1, je

P(n)=1+i(10k—1):1—n+10(1+2+...+n):
k=1
=5n® + 4n + 1.
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A-lil-2

Je dan kvadr @ o rozmérech a, b, ¢, a < b < ¢. Na-
jdéte velikost hrany krychle K, kterd ma s danym kvadrem
rovnobézné stény a spoleCny stfed tak, aby objem rozdilu
mnozin @ U K a @ n K byl minimélni.

ReSeni: Ozname x neznamou velikost hrany krychle
a V(x) objem rozdilu téles @ U K a @ n K. Tento rozdil
je sloZen z bodu, které jsou v @, ale nejsou v K, a z bodu,
které jsou v K, ale nejsou v Q.

Je-li x > ¢, lze V(x) zmensit zmenSenim x, je-li x < a,
lze V(x) zmenSit zvétSenim x. Stali se tedy omezit na
pripad, Ze a = x = c.

Budeme rozliSovat dva ptipady:

A. a = x = b. Pak je (obr. 37) objem V(x) roven souctu
objemu a(bc — x?) vnéjSiho prstence a objemu x*(x —
— a) dvou kvadra, takze V(x) = x® — 2ax® + abc .

B. b = x = ¢. Pak je (obr. 38) objem V(x) roven souctu
objemu (x* — ab) x prstence a objemu ab(c — x)
dvou kvadru, takze V(x) = x* — 2abx + abc.

Protoze derivace funkce V(x) v intervalu (b, ¢) je V'(x) =

= 3x% — 2ab > 0, mlzZe v tomto intervalu nastat mini-

mum jen pro x = b.

V intervalu (a, b) je derivace funkce V(x) rovna V'(x) =

4
= 3x* — 4ax. Pokud 3 << b, je zaporna pro a << x <<

4
< —a, kladna pro ~3Aa < x < b a rovna nule pro x =

3
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X
c ‘
a |
b .
Obr. 37
X
X
________ 7=
///
/
X /
/¢
a /
//
b A Y As
Obr. 38

4 4
=34 Je-li 39 = b, je derivace pro a << x << b zdpornd.
4
Zdvér: Hledana hrana krychle ma velikost 3 a,je-lib >

4 4
> —-a, a ma velikost b, je-li b = -3~a.
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A-111-3

Jestlize ve Ctyithelniku ABCD, jehoZ vrcholy leZi
na kruznici o poloméru 1, plati |4B|.|BC|.|CD|.
.| DA | = 4, potom ABCD je ¢tverec. Dokazte.
(Muzete uzit Ptolemaitv vzorec

|AB|.|CD|+ |BC|.|AD| = |AC|.|BD|.)

Reseni: Protoze AC, BD jsou tétivy kruZnice o polo-
méru 1, je |AC| = 2,|BC| = 2. Zkombinujeme-li
jeSt€ nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym pra-
mérem s Ptolemaiovym vzorcem, dostdvame

4 <|AB|.|BC|.|CD|.|DA| =

_ (4B].|cD) +Tch-|ADi>2 :_J_AC!?_;L 1BDP® _

Vsude tedy nastavd rovnost. Je proto | AC| = 2,
| BD| = 2 a (z rovnosti mezi ar. a geom. prumérem)
|AB|.|CD| = |BC|.|AD|. Tétivy AC, BD jsou
tedy praméry kruZnice, a proto |AB| = |CD| =2,
|BC| = |AD| =/2. Body 4, B, C, D jsou vrcholy &tverce.

Pfipomerime jesté, Ze Ptolemaitv vzorec se snadno od-
vodi pomoci kosinové véty — viz napt. 16. svazek Skoly
mladych matematika S. Hordk: Krugnice.

Jiné FeSeni je zaloZeno misto na Ptolemaiov¢ vzorci na
nasledujicim principu: Mé&me danu kruZnici a na ni tfi
navzdjem ruzné body X, Y, Z. Pohybuje-li se bod Z’ po
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oblouku XZY, je soudin | XZ' | . | YZ’' | maximalni, pravé
kdyz | XZ' | = | YZ'|. Trojthelnik XYZ" m4 totiZ ma-
ximdlni obsah, pravé kdyz | XZ'| = | YZ'|, kdy mé
maximélni vySku na stranu XY. Jeho obsah je roven
1
3|XZ'| .|YZ'|.sin <<XZ'Y a obvodovy thel {XZ'Y
zustava pri pohybu bodu Z’ konstantni.

UvaZujme nyni ¢tyfahelnik ABCD vepsany do kruZnice
k o poloméru 1. Nejprve sestrojme Ctyituhelnik AB'CD’
vepsany do kruZnice % tak, aby |A4B' | = |CB'|,
| AD' | = | CD’ | . Podle zminéného principu je pak
(4B|.|BC|)(ICD|.|DA|) = (|4B'|.|B'C)(CD'|.|D'4))

a pokud B’ 7 B nebo C’ # C, plati ostra nerovnost. Dale
sestrojme Ctyfuhelnik A’B'C’D’ vepsany do kruznice %
tak, aby | B'A" | = |[D'A’"|, | B'C'| = |D'C"|. Ted je
(ID°4| . |AB')(|B'C| . [CD']) =
= (|ID'A'|. |[A'B'))(|B'C’| . |C'D'|)
a pokud A’ == A nebo D’ == D, plati ostrd nerovnost.
Odtud vidime, Ze pokud ctyfuhelnik ABCD neni totoZny
se Ctyfuhelnikem 4'B’C’D’, ktery z né¢ho vznikl popsanym
procesem, je

|AB|.|BC|.|CD|.|DA| < |A'B'|.|B'C'|.|C'D'|.|D'A|.

Ctyiahelnik A’B'C’'D’ je viak ziejmé& &tverec a dikaz je
proveden.
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A-1l1-4

Necht 7 je libovolné pfirozené Cislo. Najdéte viechny
n-tice redlnych cisel x; = x, = ... = x,, pro které plati

n 2 n
(Z xi) SN X Xnoisg

i=1 i=1

ReSeni: Nejprve ukdZeme (coz se provadélo v tloze

A — P — 1), Ze plati pomocna véta:

Necht g =a, = ... = ay, by = b, = ... = by jsou
realna Cisla. Potom
" n n
(Z (li)(_z bi) =n3 ab,
1=1 1=1 i=1
a rovnost nastane pravé kdyz bud a;, = a, = ... = ay,

nebo by = by, = ... =by.

Pomocnou vétu dostaneme seCtenim nerovnosti

(@i — a)(bi — b)) = 0

pro vSechny dvojice indexi 1 =7 =#n, 1 =j < n. Po-

uZijeme-li ji na n-tice
X=X Sk, —Xn = X =

dostaneme

...é_x],

n n n
D XD —Xnoiyy SN D —Xi.Xn-it1s

i=1 =1 i=1
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¢ili
n 2 n
(z xi) =N > Xi.Xn-ity-
=1 i=1
Pravé, kdyZ zde plati rovnost, tj. pravé, kdyz x; = x, =

= ... = Xy, plati nerovnost z textu tlohy.

A-Illl-5

Je dan trojahelnik ABC s velikostmi stran a = b = c.
Mezi vemi dvojicemi bodt X, Y na hranici trojihelniku
ABC, které tuto hranici déli na dvé Casti stejné délky,
najdéte viechny takové, pro n&z je vzdlenost | XY | ma-
ximalni.

Reseni: Predpoklidejme, %e se bod X pohybuje rovno-
mérné¢ po hranici trojihelniku 4ABC. Potom se bod Y,
ktery spolu s X puli obvod trojuhelniku, pohybuje také
rovnomérné, a to stejnou rychlosti jako bod X. Pokud
zadny z bodt X, Y neni ve vrcholu trojuhelniku, jsou oba
tyto body na rtznych stranich trojihelniku, tedy na ra-
menech thlu. UvaZujme nyni konvexni thel ¢ s vrcholem
V, na jednom jeho ramenu body R;, R, a na druhém &,
S, tak, Ze |VR, | = |VS,| = u, |VRy| = u + v,
| VS, | =u — v (u = v = 0). Podle kosinové véty je

| RySy |2 = 2u* (1 — cos @) + 2 2% (1 -+ cos ¢),

atedy | R,S, | je maximélni pfi v = u, tj. S, = V. To viak
znamend pro naSi ulohu, Ze nejvétSi vzdalenost mohou
mit body X a Y jen v pfipadé, Ze jeden z bodu X nebo Y
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bude ve vrcholu trojuhelniku. Porovnejme proto tyto tfi
vzdalenosti (obr. 39). Je-li bod Y, ve vrcholu B, je bod

Obr. 39

X, na strané AC, a to ve vzdalenosti s—a od bodu C, kde
s = %(a -+ b + ¢) je polovi¢ni obvod trojihelniku 4BC

(e totiz | Y,C |+ | CX, | = 5). Ze stejného duvodu je
pro Y; = C bod X; ve vzdalenosti s—a od bodu B na
strané AB.

Podle kosinové véty je
| Xo Y, |2 = a*+ (s — a)? — 2a (s — a) cos y
| X;Y; 2 = a*+ (s—a)> —2a(s—a)cos f.

ProtoZe podle pfedpokladua = b = c¢,jetakéa = =y,
tj. cos # = cos y , a proto
| XY, [P = [ XaYs 2 (1

Porovnime-li stejnym zptsobem pro Y; = A vzdale-
nosti | X,Y, | a | X;Y; |, dostaneme, Ze

144



| XY, P = [ XY 2 )

Pritom v (1) nastava rovnost, pravé kdyZ f = vy, a v (2)
nastava rovnost, pravé kdyZ « = f. Proto vzdalenost je
vzdy maximalni pro dvojici X,;Y5, tj. je-li jeden z boda
X, Y ve vrcholu C. Je-li ¢ = b, je vzdédlenost maximaln{
i v pfipadé, je-li jeden z bodd X, Y ve vrcholu Bj; je-li
a = b = ¢, je vzdalenost maximalni, kdykoli jeden z boda
X, Y je ve vrcholu (rovnostranného) trojihelniku.

A-1il1-6

Najdéte vSechna prirozend Cisla n, n << 107, pro kterd
plati: Je-li pfirozené Cislo m, 1 << m << n, nesoudélné s Cis-
lem 7, pak je m prvocislo.

ReSeni: Necht 7 je prirozené islo, pro které plati tvrzeni
dlohy. Jestlize pro prvocislo p plati p* << n, pak n je déli-
telné Cislem p. SkuteCné, kdyby p nedélilo n, p* << n, po-
tom p?% n by byla nesoudé€lna Cisla, ale p? neni prvocislo.

Snadno zjistime, Ze¢ Cisla 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 18, 24, 30
vyhovuji tloze. Zadné jiné Cislo mensi ne? 30 nema vlast-
nost v uloze popsanou. Pfedpoklddejme, Z¢ » md tuto
vlastnost, # > 30. ProtoZe 22 < 30, 3% < 30, 5% < 30, je
n délitelno dvéma, tfemi i péti a tedy » = 30k = 60.
Protoze 72 < 60, je n = 7 . 60 = 420. Potom 112 << 420,
132 < 420, 17* << 420, 192 < 420, a tedy n = 420.11.
.13.17.19 > 10°. Zadna dalsi &isla n < 107 s pozado-
vanou vlastnosti tedy neexistuji. (D4 se dokonce ukazat,
Ze neexistuji uZ ani Z4dna takova n = 107.)
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Korespondenéni seminiF MO

Cilem korespondenéniho semindfe bylo dale zvySovat
uroven Spickovych fesiteld MO, ktefi nejsou z Prahy ani
z Bratislavy a nem¢éli tak moZnost pracovat v tamnich
seminatich pro pfipravu na MMO. K ucasti bylo pro-
stfednictvim UV MO na zaklad& vysledkt v MO a navrhii
KV MO pozvano 35 zakd, z nichZ se prihlasilo a ztcast-
nilo 25. Pravidelné jim byla rozesilina série pomérné ni-
ronych tloh, které méli béhem 5 tydna vyfeSit. Dosla
feSeni byla pak opravena, chodnocena a spolu s rozmno-
Zenym komentdfem vracena Ucastnikim. Uvadime znéni
vSech tloh v koresponden¢nim seminafi zadanych.

1. Nerovnosti

11. Dokazte, Ze pre kladné Cisla a, b, ¢ plati

a® + b + ¢ + 3abc = ab(a+b) + be (b+¢) +
+ ac(a+c).

12. Nech «, 8, y su uhly ostrouhlého trojuholnika.
Ak 0 < f <y, potom sin 2x >sin 28 > sin 2y;
dokazte!

13. Stlet druhych mocnin piatich redlnych Ccisel ay,
@y, Ay dyy a5 je 1. DokdZte, e najmensia z hodnot
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(a;—aj)? pre 1, j=1, 2, 3, 4, 5, 1 j nie je vicSia

1
ako —
10 °
14. N3gjdite celt Cast Cisla
PR S S S
Yy T T 000000

15. Na ]ednotkove) kruZnici, v prvom kvadrante, st dane

také oblaky AM = X AM2 Xoyoons AMk_
= X A= (1,0), zeX<X<...<Xk.

Dokazte, Ze
sin2 X, +sin2X,+ ...+ sin2 Xz, — sin (X; —
y) —sin (X, — X;) — ... —sin (Xp; — X)) <

<%+sin(X1+X2)+sin(X2+X3)+...+

+ sin (X%, + X]g) .

16. Dokazte, Ze pre lubovolné kladné Cisla ay, ay, . . . 5 an
plati

a; a, an-g an—1
+ NPT + +
a, - as as -+ a, An—1 1+ an an + a4
a o
a; +a, 4 ’

1
17. Nech xo=05, xpy=%n+—,n=0,1,2, ....

Xn
Potom 45 << xq99 << 45,1; dokazte!
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2. Geometrické nerovnosti

21. Je dan pravidelny 25-tithelnik 4,4, ... A, se stfedem
0. Z vektorit OA,, OA,, ..., OA,; jich vyberte n&-
kolik tak, aby velikost souctu vybranych vektort byla
co nejvétsi. Urcete tuto maximalni velikost.

22. V konvexnim n-Ghelniku jsou sestrojeny vsechny
uhlopricky, a déli ho tak na mnohothelnicky. Urcete
maximalni moZny pocet stran mnohouhelnicku.

23. Obdélnikové pole o rozmérech 300 < 400 je rozdéleno
péSinami na ¢tverce 100 X 100, po obvodu pole vedou
také pésiny. Po pésiné jde chodec rychlosti v, pres
pole rychlosti ». Poradte chodci, jak se dostane z jed-
noho rohu pole do opacného rohu nejrychleji, a urcete,
za jak dlouho.

24. Je dano » jednotkovych useCek v roviné tak, Ze maji
spolecny bod a jejich koncové body jsou vrcholy 2n-
-thelniku. DokaZte, Ze alespon jedna jeho strana nenf
mensi neZ strana pravidelného 2#z-Ghelniku vepsaného
do kruZnice o praméru 1.

25. Do daného trojuhelniku vepiste trojuhelnik s co nej-
mens$im obvodem. (Uvnitf kazdé strany daného troj-
thelniku leZi jediny vrchol vepsaného trojuihelniku.)

26. Mezi vSemi trojuhelniky vepsanymi do dané kruZnice
najdéte ten, ktery mé nejvétsi soulet Ctvercd stran.

27. Polomér kruZnice opsané trojihelniku ozna¢me R, ve-
psané r. Dokazte, 2e¢ R = 2r. Pro které trojuhelniky
plati rovnost ? DokaZte, Ze pro kazda dvé Cisla R = 2r
existuje prislusny trojuhelnik.

148



3. Mnohoc¢leny

31.

32.

33.

34.

35.

36.

317.

Soucin dvou mnohoclent s celymi koeficienty ma vse-
chny koeficienty délitelné péti. DokaZte, Ze alespoil
jeden z mnohoc¢lentt ma vSechny koeficienty délitelné
péti.

Je déno Cislo a =4 0 a nenulovy mnohoclen P(x). Do-
kazte, Zze mnohoclen (x — a)" P(x) ma alespoil n + 1

- nenulovych koeficienti.

Je dan mnohoclen 7. stupné s komplexnimi koeficienty.
Lezi-li v roviné komplexnich ¢isel vSechny jeho kofeny
uvnitf (ne na hranici) Ghlu velikosti 60° s vrcholem
v pocatku, jsou vSechny jeho koeficienty nenulové.
Dokazte.

Najdéte nejmensi redlné Cislo a, které ma nasledujici
vlastnost: Pro kazdy mnohoclen f(x) druhého stupné,
pro ktery |f(x)| = 1 pro vSechna 0 = x < 1, plati
f©0) = a

Napi$te mnoho¢len x* + x* + x® + x + 1 jako roz-
dil ¢tverct dvou mnohoclent rtzného stupné s redl-
nymi koeficienty.

Bud r pfirozené Cislo. DokaZte, Ze trojClen x% — rx — 1
neni délitelem Zddného nenulového mnohoclenu s ce-
lymi koeficienty v absolutni hodnoté men$imi neZ r.

Maji-li dva mnohocleny 3. stupné s celymi koeficienty
spole¢ny iraciondlni kofen, pak maji jesté dalsi spo-
le¢ny kofen. Dokazte.
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4. Kombinatorika

41.

42,

43.

44,

45.

150

Drevénou krychli natfeli na Cerveno a pak ji roziezali
na 73 stejné velkych krychlicek. Kolika zptisoby je
mozno z krychlicek slozit ¢ervenou krychli ptivodnich
rozméra ?

Je dano prvocislo p > 2 a pfirozené Cislo n. Kolika
zpusoby Ize obarvit vrcholy pravidelného p-tthelniku
pomoci n barev? Zpusoby, pii nichZ se po otoceni
p-uhelniku barvy shoduji, nepoklddejme za rtizné.
Uvazujme vSechna slova sloZend z » pismen X a n
pismen Y. Diferenci slova budeme rozumét dislo,
které udéva, kolikrdt v ném jsou vedle sebe rtiznd pis-
mena. DokaZte, %e pro kazdé ke{l,2,...,n— 1} je
pocet slov s diferenci # — % roven poctu slov s dife-
rencin + k.

Je dano pfirozené Cislo » >2. Uvazujme vsechna
slova slozend z »n pismen X a n pismen Y. Slovim,
kterd 1ze rozdélit na dvé slova, z nichZ kaZdé obsahuje
stejné X a Y, budeme fikat slova 1. druhu. Slovam,
kterd lze takto rozdélit jedinym zptsobem, budeme
fikat slova 2. druhu. Dokazte, Ze slov 2. druhu je
dvakrat tolik jako slov 1. druhu.

Je dédno pfirozené Cislo » >2 a mnoZina M, jejiz
prvky jsou slova sloZend z pismen X a Y, pri¢emz kazdé
slovo ma pravé n pismen a jakakoli dvé riizna slova se
lisi alesponi na tfech mistech. DokaZte nerovnost

2”
n—{—lo

M| =



46.

47.

DokaZte, Ze pro kazdé pfirozené Cislo » plati

n—1 4:71
4n—2
2 “;@+J

Rekneme, Ze systém § podmnoZin né&jaké mnoziny je
dokonaly, jestlize pro zadné dvé podmnoZiny A € S,
B e S neplati A < B. Jaky je nejvétsi mozny pocet
podmnozin tvoficich dokonaly systém podmnoZin
n-prvkové mnoziny ?

5. Geometrie

51.

52.

53.

54.

V prostoru jsou diny dva rtizné body A, B. Najdéte
mnoZinu v§ech boda X, pro které se | X4 |2 — | XB |?
rovnd danému kladnému cislu k.

V prostoru je dina rovina p a body 4, B v opacnych
poloprostorech urcenych rovinou p. Najdéte v roviné
¢ vSechny body X, pro které je || XA |— | XB|]|
maximalni.

V prostoru je dan klin K (pranik dvou poloprostort,
jejichZ hraniCni roviny nejsou rovnobézné) a uvnitf
ného poloprimka p, jejiz pocatek naleZzi hrané klinu K.
Najdéte rovinu p, kterd prochazi poloptimkou p tak,
Ze p je osou thlu p n K.

Bod X se pohybuje po primce p konstantni rychlostf
danou vektorem u, bod Y se pohybuje po pfimce ¢
konstantni rychlosti danou vektorem v. Pfimky p a ¢
jsou mimobézné a v jednom okamZiku je X v bodé .
A, Y v bod¢ B. Najdéte polohu bodu X, Y, pri které
je vzdalenost | XY | minimaélni.
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55.

56.

57.

58.

152

V trojbokém jehlanu ABCV je | AV | = | BV | a hra-
na AC je kolma ke sténé ABV, |CV | = p. Koule
hrany CV a zakladny ABC. Vypoctéte objem jehlanu
pomoci veli¢in p, r.

V roviné je dan trojuhelnik ABC a bod P. Paty kolmic
vedenych bodem P k strandm trojahelniku ABC
oznac¢ime K, L, M. Udejte nutnou a postacuyjici pod-
minku pro to, aby

a) body K, L, M, P leZely na kruZnici,

b) body K, L, M lezely na pfimce.

V roviné je dan trojuhelnik ABC. KruZnice k4 pro-
chazi bodem A4 a dotyka se strany BC v bodé B,
kruZnice kp prochazi bodem B a dotyka se strany CA
v bod¢ C a kruZnice k¢ prochdzi bodem C a dotyka se
strany AB v bodé A. DokaZte, Ze se kruZnice k4, kg,
ke protinaji v jednom bodé Q. Co plati o thlech
S QAB, $QBC, ¥QCA?

V prostoru jsou diny pfimky p, ¢ a rovina p, dale je
dana délka d > 0. Sestrojte tsecku délky d rovnobéz-
nou s rovinou p, jejiz jeden krajni bod nélezi p a druhyg.



Zprava o XXIi. MMO

XXI. mezindrodni matematickd olympidda (MMO) se
konala ve dnech 28. Cervna — 9. Cervence 1979 ve Velké
v Londyné, kde ma své sidlo School Mathematics Project,
ktery MMO zajistoval po organizacni strance.

Co do tcasti znamenala XXI. MMO rekord: oficialn{
delegace na ni vyslalo dvaadvacet zemi: Belgie, Brazilie,
Bulharsko, Ceskoslovensko, Finsko, Francie, Holandsko,
Izrael, Jugosldvie, Kuba, Madarsko, NDR, NSR, Polsko,
Rakousko, Rumunsko, Recko, SSSR, Svédsko, USA,
Velka Britdnie a Vietnam. S belgickou delegaci ptijel navic
jeden Zdk z Lucemburska; celkem se MMO zacastnilo
166 soutézicich ze 23 zemi. Z tradi¢nich Gcastnikl tento-
krat chybélo Mongolsko, nové se zucastnila Brazilie a Iz-
rael. Kromé toho byl na XXI. MMO pfitomen pozoro-
vatel z Australie, kterd se viZzné zajima o ucast na nékteré
pristi MMO; myslenka MMO tedy pronikla jiz na v§echny
kontinenty.

Prvni etapa MMO byla zahajena 28. Cervna v Bristolu,
kde sidlila mezinarodni jury b&hem pfipravnych praci.
Zde se nejprve vybiraly soutéZni tlohy z ndvrha zaslanych
zicastnénymi zemémi a predbéZné zpracovanych organi-
zatory MMO. Jury zasedala pod vedenim predsedy
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dr. Trevora Fletchera v budové Churchill Hallu bristolské
univerzity.

Vedle pripravy soutéZe se na jednanich jury diskutovala
i nékterd obecnd témata. Mnoho pozornosti bylo vénovano
vymezeni tematiky olympiddnich aloh. Tradi¢ni poZada-
vek, aby ulohy na MMO tematicky nevybocovaly z ramce
pruniku témat probiranych na $koldch vSech zacastnénych
zemi, je stale vice pocifovan jako nepifijemné a neZadouci
omezeni. I kdyZz se nepodafilo jesté zcela sjednotit nazory
na tuto otdzku, vyznéla diskuse alespoil ve vSeobecné do-
porudeni nevylucovat naptisté a priori urcitou problema-
tiku jen proto, e se viude dokonale neprobira. Slo hlavn&
o komplexni Cisla, trigonometrii, elementy analyzy, popi.
téZ poctu pravdépodobnosti. Pfevlddal nazor, Ze od ucast-
nikd MMO je moZno oCekdvat prece jen o néco vic nez jen
bézné Skolské znalosti — je ovSem tfeba tyto pozadavky
vCas specifikovat.

Vysledkem préce jury v této prvni etapé byl vybér Sesti
aloh pro soutéz:

1. Necht p a ¢ jsou pfirozena Cisla takova, Ze

? 1+1 1+ 1 N 1
a 2 '3 4 771318 ' 1319

Dokazte, Ze p je délitelné Cislem 1979.

2. Je din pétiboky hranol se zékladnami A,4,4;4,4;
a B,B,B;B,B;. Viechny hrany obou zikladen a vSechny
useCky A;jBp, 1 =7 =5, 1= k = 5 obarvime Cervenou
nebo zelenou barvou tak, aby v kazdém trojuhelniku, jehoZ
vrcholy jsou vrcholy hranolu a jehoZ vSechny strany byly
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obarveny, existovala dvojice stran riznych barev. DokaZte,
Ze vsech deset hran obou zdkladen musfi mit stejnou barvu.

3. V roviné jsou dany dvé protinajici se kruZnice k;
a ky. Oznaéme A jeden z jejich prusecikd. Po kruZnici %,
resp. k, se pohybuji body B,, resp. B, ve stejném smyslu
konstantni rychlosti tak, Ze se pfi kazdém obéhu setkavaji
v bodé 4.

Dokazte, ze v roviné existuje pevny bod P, pro ktery
v kazdém okamZiku plati |[PB,| = |PB,|.

4. Je déna rovina &, bod Pex a bod Q ¢ #. Najdéte
vSechny body R € 7, pro n¢z je podil

PO+ |PR|
OR|
maximaln{.
5. Najdéte vSechna redlna Cisla b, pro néz existuji ne-
zaporna redlna Cisla x;, x,, X5, x4, x; takova, Ze plati

3 5 5
kak::b, Zk3xk:b2’ Zk5xk:b3.
k=1 k=1 k=1

6. Po vrcholech pravidelného osmithelniku ABCDEFGH
skdde klokan. Kazdym skokem se pfemistuje z jednoho
vrcholu do nékterého z obou sousednich; zaCind v 4 a za-
stavi se, jakmile se poprvé dostane do E.

Oznalme a, pocet vSech riznych cest z A do E sloze-
nych z pravé n skokd. DokaZte, Ze pro vSechna 2 = 1, 2,
3,... plat

1
ay-1=0, azk:l/—i(xk_l _yk-l)a
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kde B -
x=2+)2, y=2-]2.

Pozndmka. Cestou z A do E sloZenou z pravé n skokl
rozumime posloupnost Py, Py, P,, ..., P, vrcholti osmi-
thelniku s témito vlastnostmi:

1) Py = A; Py = Ej

(i1) provsechnaj = 1,2,...,n — 1je P; # E;

(iii) pro kazdé j = 0, 1,2,...,n — 1 jsou Pja Py,
dva sousedni vrcholy osmithelniku.

Vybér tloh na MMO je ovSem vzdy vysledkem rtznych
kompromisi; jury je omezena na piedloZené navrhy a nema
dostatek Casu ulohy jesté néjak dotvaret. Jako jiz Casto
v poslednich letech, byla i tentokrat v navrzich slabé za-
stoupena geometrie. Jury se vSak snaZila, aby vysledny
vybér byl tematicky pestry a nepreferoval vyrazné zadnou
oblast Skolské matematiky. Vybrané tilohy pochézely z na-
vrht predloZenych NSR (1. a 6. tloha), Bulharskem (2.),
SSSR (3.), USA (4.) a Izraelem (5.).

Souciasti vybéru uloh je také odhad jejich obtiznosti. To
neni lehky tkol, nebot Zici pracuji pii soutézi v podmin-
kach klausury a Casovy faktor muze sehrat velkou roli. Po
delsi debaté se jury dohodla nezduraznovat prili§ rozdily
mezi Ulohami a ohodnotit je Sesti (Glohy 1 a 4) a sedmi
(alohy 2, 3, 5, 6) body.

V sobotu 30. ¢ervna dorazila jiz vSechna soutéZici druz-
stva do Londyna, a tak se jury v plném poctu a posilena
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o zastupce vedoucich delegaci mohla pustit do konecné
formulace pfijatych tloh v narodnich jazycich zaki. V ne-
déli 1. cCervence byly jiz texty pieloZeny, rozmnoZeny
a pripraveny k rozdani soutézicim. Jury tak zbylo trochu
volna k navstévé mésta Bristolu. Vecer byli Clenové jury
pfijati naméstkem bristolského primdtora a potom si
v Churchill Hallu vyslechli koncert komorni hudby.
Vlastni soutéz XXI. MMO probéhla v Londyné ve
Westfield College, kde byli vSichni soutéZici také ubyto-
vani. Slavnostni zahdjeni bylo 2. Cervence dopoledne za
pritomnosti statniho sekretare pro Skolstvi Sira Jamese Ha-
miltona. Jury pfijela na toto zahdjeni rannim rychlikem
z Bristolu, kam se pak odpoledne vratila, aby byla zacho-
vana obvykla izolace od soutéZicich. V Bristolu pak jesté
jury navstivila Clifton College a prohlédla si aredl této
skoly. Teprve v druhy den soutéZe, 3. Cervence rano, pie-
sidlila jury nadobro do Londyna do Westfield College.
Zaci fesili 2. ervence prvni tfi a 3. ervence druhé tii
soutézni ulohy. V nasledujicich dnech jiz méli volno k pro-
hlidkdm londynskych pamétihodnosti a k vyletu lodi do
Grenwiche, kdezZto ¢lenové jury pilné€ pracovali na opravé
Zakovskych feSeni a koordinaci jejich hodnoceni. Prace
pokracovaly ve velkém tempu a dosti napjaty harmono-
gram byl dodrZen jen za cenu nékterych ,,pfescast‘‘. Vedle
toho byl ve stfedu vecer na programu koncert a ve Ctvrtek
prijeti vSech ucastnikd MMO primdtorem na londynské
radnici. V pétek 6. Cervence byly jiZ znamy konecné vy-
sledky soutéZe a jury mohla rozhodnout o udéleni cen.
Celkem bylo udéleno 8 prvnich cen — za feSeni ohodno-
cend 37—40 body, 32 druhych cen (za 29—36 bodit) a 43

157



tfetich cen (za 20—28 bodit). Navic dostal jeden vietnam-
sky zak zvlastni cenu za elegantni feSeni tfeti tilohy.

Na tomto poslednim pracovnim zasedani jury byly také
prodiskutovany nékteré obecné otaizky MMO v budouc-
nosti a byla pfijata nékterd doporuceni k organizaci pris-
tich MMO. V pitek 6. Cervence vecer pak byla ve West-
field College usporadana slavnostni zavéreCna velefe pro
vSechny zucCastnéné i Cetné hosty. V sobotu 7. Cervence
dopoledne se pak rovnéZ ve Westfield College konalo slav-
nostni rozdileni cen za pfitomnosti vévodkyné z Glouces-
teru, ktera osobné predala diplomy 83 Zaktim, ktefi ziskali
nékterou z udélenych cen. Kromé diplomii dostali ocenéni
Zaci také vécné dary (matematickou literaturu, plnici pera).

Thned po rozdéleni cen odjeli vSichni ucastnici MMO
autobusy do Oxfordu, cestou se nakratko zastavili ve Wind-
soru, kde si prohlédli zamek. V Oxfordu pak byli vétSinou
ubytovani v Keble College. Nedéle 8. Cervence byla véno-
vina organizované prohlidce dalSich oxfordskych koleji
(Cs. delegace navstivila Magdalen College) a odpolednimu
autobusovému vyletu do Stratfordu nad Avonou. Vecer
pak byla ve velké jidelné Keble College posledni, slav-
nostni vecefe na rozloucenou.

V pondéli 9. Cervence se jiZz delegace opét rozjizdély do
svych domovti. Ceskoslovenské delegace se vratila do Prahy
letadlem v odpolednich hodinéach.

Ceskoslovensko se podilelo na XXI. MMO ve shodé
s propozicemi této soutéze ve viech jejich fazich; ndvrhem
uloh, praci v mezindrodni jury po celou dobu a soutéZnim
druZstvem v plném poctu osmi zakd.
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Jako navrh byl do Londyna jiz v kvétnu zaslan soubor
Ctyt Gloh. Dvé z nich byly organizatory MMO zarazeny
do sirsiho vybéru, ktery byl predloZen jury. Pfi postupném
zuzovani vybéru se jedna z naSich uloh udrzela az do po-
sledniho vybéru Sesti iloh z osmi. Byla to vSak algebraicka
tloha dosti naro¢nd a jury usoudila, Ze by nebylo vhodné
predkladat zakim vice neZ jednu ndro¢nou ulohu na kazdy
den soutéze.

Ceskoslovenské drustvo pro XXI. MMO bylo jako ob-
vykle vybrano z uspé$nych ucastniki nasi MO kategorie
A, a to podle vysledkd dosaZenych ve III. i ve II. kole
s prihlédnutim k vykontim poddvanym v ptipravnych sou-
stfedénich a v korespondencnim seminafi. Podle téchto
kritérii byli jako nejlepsi vybrani Zaci:

Jaroslav Hancl
Miroslav Chlebik
Jozef Firdsek
Ladislav Kubini
Radan Kucera
Jan Nekovadr
Otto Ritter
FJosef Tkadlec

. gymnazia v Bilovci

. gymnazia v Cadci

. gymnazia v Kosicich
. gymnazia v Bardé&jové
. gymnazia v Brné

. gymnazia v Praze 2

. gymnazia v Praze 2

B DR s b
s s R s s s

. gymnazia v Bilovci

Vysledky, jichZz dosahli na XXI. MMO, jsou shrnuty
v tabulce:
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Pocet bodii za feeni ’ . ‘
74k ulohy &. Cel- | Udélena
kem cena
1 2 3 45 6

Hanc¢l 1 00 6 7 2 16 \ —
Chlebik 6 0 6 1 2 5 20 II1.
Jirdsek 07 7 6 0 4 24 111.
Kubini 0 0 6 6 4 1 17 —
Kucera o 7 7 1 71 23 III.
Nekovart 6 77 6 7 17 40 I.
Ritter 02 0 6 3 1 12 —
Tkadlec 1 4 7 6 71 26 III.

Vysledky 1ze hodnotit jako tspéch, hlavné diky vybor-
nému vykonu J. Nekovdie — nejmladsiho ¢lena Cs. druz-
stva, ktery v soutéZi neztratil ani bod (stejného vysledku
dosahli jen tfi dalsi soutéZici: dva sovétsti a jeden vietnam-
sky 74k). Po jedenacti letech tak Ceskoslovensko opét zis-
kalo jednu z prvnich cen na MMO.

I kdyZ vykony ostatnich Clenit ¢s. druZstva nepredCily
oCekdvani, je zisk Ctyf tfetich cen jisté uspokojivy. Blizsi
pohled na tabulku vysledkd svéd¢i o znamé skuteCnosti,
Ze si nasi Zaci dovedou dobfe poradit s tlohami se stan-
dardni tematikou algebraickou (tloha 5), ale zejména geo-
metrickou (tlohy 3 a 4). Znacné potize m¢li naproti tomu
s prvni ulohou, jejiZz obtiZnost jury ponékud podcenila.
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Je to totiZ uloha ,,trikova‘‘ (a tedy ne pravé nejvhodné&jsi
pro klauzurni soutéZ): kdo na upravu vedouci k jedno-
duchému feSeni neprisel, nedokézal zpravidla vibec nic.
Stejné potize méla i vétSina ostatnich soutézicich, néktera
druzstva dokonce za prvni lohu neziskala ani jeden bod.
Také u Sesté ulohy, kde $lo o v podstaté neprili§ tézké
kombinatorické tvahy spojené s feSenim rekurentnich
vztahll, nedopadli nasi Zaci pravé nejlépe.

Sestice soutéZnich tloh XXI. MMO vcelku dobie pro-
véfila znalosti i napaditost soutézicich a umoznila pomérné
jemné odstupiiovani hodnoceni podanych vykont. Umis-
téni Cs. druzstva na sedmém misté v neoficialni klasifikaci
podle souctu bodi je uspokojivé a patrné odpovidd nasim
redlnym moZnostem. K tomu, abychom se zaradili mezi
svétovou $picku, nam chybi zatim vétsi vyrovnanost druz-
stva a spolehlivost vykonu i v podminkaich MMO, které
jsou prece jenom naro¢néj$i — po strance odborné i psy-
chickou zatéZi — neZ na nasi domdaci matematické olym-
piade.
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Vedouci a zastupci vedoucich delegaci

na XXI. MMO
Australie prof. J. L. Williams, Sydney (pozoro-
vatel)
Belgie prof. A. Festraets, Brusel
prof. W. van Harume
Brazilie prof. A. Barone, Sao Paulo
Bulharsko prof. J. B. Tabov, Sofia

V. Michailov

Ceskoslovensko dr. F. Zitek, Praha
doc. dr. J. Morav¢ik, Zilina

Finsko dr. M. Lahtinen, Helsinki
dr. E. Pekkonen
Francie prof. C. Deschamps, Pariz
prof. D. Gerll
Holandsko dr. J. van de Craats, Leiden
dr. A. W. Boon, Haag
Izrael prof. J. Gillis, Tel Aviv
A. Markus
Jugoslavie prof. D. Ljubi¢, Bélehrad
V. Jankovi¢
Kuba dr. F. Recio
Madarsko -prof. E. Hodi, Budapest
dr. I. Reiman
NDR prof. G. Burosch, Rostock

dr. M. Noackova, Berlin
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NSR prof. A. Engel, Frankfurt n. M.
dr. H. Sewerin

Polsko Mgr. A. Makowski, Varsava
dr. M. Brynski
Rakousko prof. T. Miihlgassner, Eisenstadt
prof. G. Windischbacher, Styrsky Hradec
Rumunsko prof. I. Cuculescu, Bukurest
prof. P. Horia
Recko prof. I. Merminghis, Athény
SSSR prof. A. P. Savin, Moskva
V. 1. Misin
Svédsko prof. L-A. Lindahl, Uppsala
dr. S. Jonsson
USA prof. S. L. Greitzer, New,Brunswick

prof. M.tKlamkin, Edmonton

Velka Britdnie dr. C. Goldsmith, Wiltshire
dr. T. Heard, Londyn

Vietnam prof. Le Hai Chau, Hanoj
Dao Van Phong
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Celkové vysledky XXI. MMO
(poradi zemi podle ziskanych cen)

podet cen
zent e

1 2. 3 ;
SSSR 2 4 1 267
NSR 1 5 2 235
Rumunsko 1 4 2 240
Vietnam 1 3 - 134Y)
USA 1 2 2 199
Ceskoslovensko 1 - 4 178 .
Francie 1 - 1 155
Velka Britdnie - 4 4 218
Polsko - 2 3 160
NDR - 2 . 2 180
Madarsko - 2 2 176
Svédsko - 2 1 143
Jugoslavie - 1 4 168
Holandsko - 1 1 131
Bulharsko = - 5 150
Rakousko - - 4 152
Izrael - - 2 119
Finsko - - 1 89
Belgie - - 1 66
Recko - - 1 57
Kuba - - - 35%)
Brazilie - - - 19?)
Lucembursko - - - 7

1) Vietnamské druzstvo bylo jen ¢tyrélenné.
2) Kubénské druzstvo bylo jen &tyiélenné.
3) Brazilské druZstvo bylo péti¢lenné.

1) Soutézil jen jeden zak.
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Reseni tiloh XXI. MMO

1. Zkoumany soucet postupné upravime

. 1 +_1 1 N 1 ) 1
23 4" "7 1318 1319

—1+l+l+l+ + ! + !

- 2 3 4 777 1318 1319

RN .
2 4 77 U 1318)

—1ig +—1——(1+1+ +i)~—
p— 2 .« e E DR =

1319 659
B 1+ 1+ o 1 ¥(1+ 1)%
660 661 ' T 1319 \660 ' 1319
+(1+ ‘)+ +(1+ L)
661 = 1318 T 989 ' 990/
1979 N 1979 N 1979
©660.1319 ' 661.1318 ' 77 ' 989.990

Zlomky uvedeme na spoleCného jmenovatele a sloucime.
Ponévadz 1979 je prvolislo, nemiZe se pfi tom zkratit,
a Citatel vysledného zlomku bude nutné cislem 1979
délitelny.

2. Nejprve dokdZeme, Ze kaZdé dvé sousedni hrany téze
zédkladny maji touz barvu. Kdyby tomu tak nebylo, exis-
tovaly by na jedné zakladné — napt. 4,4,4;4,4; — dvé
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hrany, napt. 4,4, a A,A4;, z nichZ prvni by byla Cervena

a druha zelena. Z tohoto predpokladu vSak odvodime spor.
Z vrcholu A, vychazi pét obarvenych uselek A,B,,

AyB,, . .., A,B;, alespoii tfi z nich maji touz barvu.

Necht tato barva je Cervend a necht jsou to usecky A,B;,
Ay,By, A,B,. Ze tii vrcholid Bj, By, B, pétithelniku jsou
nutné vzdy dva sousedni — napt. B;Bj. Uselka B;By; je
tedy hrana druhé zdkladny, a je tedy obarvena. Kdyby
vsak byla hrana B;Bj. Cervena, mél by trojihelnik A,B;Bj
vSechny tfi strany Cervené, coz by odporovalo podminkdm
ulohy, je tedy B;Bj obarvena nazeleno.

Podivejme se nyni na tsecky A,Bj, A,By. Je-li aspoil
jedna z nich — napf. 4,B; — Cervend, ma trojuhelnik
A,A,B; vSechny tfi strany Cervené, coZ je opét spor.
Jsou-li v8ak obé& usecky A4,Bj, A,Bj zelené, je cely troj-
thelnik A,B;Bj zeleny, tedy opét spor s podminkami
ulohy.

Pfedpokladame-li, Ze z vrcholu A4, vychazeji alesponi tfi
zelené useCky A4,Bj, A,Br, A,B,, musi byt hrana B;Bj
spojujici dva sousedici vrcholy B;Bj nutné Cervend, jinak
by vznikl zeleny trojuhelnik A4,B;Bj. Potom vsak obé
useCky A,Bj, A;Bj musi byt Cervené (jinak by trojihelnik
A,A;B;, resp. A,A;Bj mél tii zelené strany), to vSak zna-
mena, ze trojuhelnik A4;B;Br ma vsechny tfi strany
Cervené.

Dostali jsme tak spor v kazdém pripadé, coz znamen4,
Ze vSechny strany jedné a téZe zdkladny maji nutné touz
barvu. Zbyva dokdzat, Ze nemiZe byt jedna zdkladna ze-
lend a druha Cervena.
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Necht A4, 4, jsou dva sousedni vrcholy Cervené zdkladny.
Z vrcholu A4, nutné vedou alesponi tfi Cervené obarvené
useCky A,Bj, A,By, A;B;,. Kdyby jich totiz bylo méné,
vedly by z 4, nutné dv¢ zelené usecky k dvéma sousednim
vrcholim druhé, zelené zakladny a vznikl by tak trojuhel-
nik s tfemi stranami obarvenymi nazeleno. Z vrchola By,
By, B, jsou opét nutné dva sousedni, napf. Bj, By. Uselky
A,Bj, A,By nemohou byt ¢ervené — trojuhelnik A4,4,B;,
resp. A,A4,By by pak mél vSechny tfi strany Cervené. Jsou
tedy obé zelené, to vSak znamena, Ze trojuhelnik 4,B;B}
ma vSechny tfi strany zelené, coZ je opét spor s podmin-
kami tlohy.

Je tedy vidét, Ze vSechny hrany obou zdkladen musi byt
obarveny touZ barvou. Use¢ky AjBi, j, & = 1, 2,..., 5,
pak maji — vSechny nebo vSechny s vyjimkou jediné —
druhou barvu.

3. Oznatme S, resp. §,, stied kruZnice k,, resp. ks,
C stred usecky S;S, a A" druhy pruasecik kruZnic &, a k.
Dokazeme, ze hledanym bodem P je obraz bodu A’ pfi
stfedové soumérnosti vzhledem k bodu C. Tato soumér-
nost prevadi S, v S, a zifejmé plati |PS,| = |4'S,|, | PS;| =
= |AS,| a PS, || AS,, PS, || 4S,.

Z toho, Ze se body B;, B, pohybuji konstantni rychlosti
a ze se pri kazdém obéhu setkdvaji v bodé A, plyne, Ze
jejich uhlovd rychlost je stejna, tj., Ze se stiedové uhly
<X AS,B;, <<AS,B, vidy rovnaji.

Vedme nyni libovolnou pfimku bodem A’ a oznaéme
Bj, resp. B, jeji daldi praseciky s kruznicemi &, resp. k,.
(Je-li ptimka te¢nou k nékteré z kruZnic, splyne B, resp.
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B, s bodem A’.) Dile rozli§ime dva piipady podle toho,
zda bod A’ odd€luje & neodd&luje body B;, B;.

Jestlize je 'neoddluje, je thel,<xAA'B; = < AA'B,
obvodovym thlem v obou kruZnicich, kterému oviem od-
povidaji stejné stfedové whly. Jestlize A’ oddéluje body
B; a B,, jsou obvodové thly <xAA'B; a <AA'B; vy-
pliikové, takZe soucet jim odpovidajicich thlu stfedovych
je 360°. V obou pripadech vSak vzhledem k definici pohybu
bodt B; a B, vidime, ¢ B; a B, jsou odpovidajici si
polohy pohyblivych bodit B, a B,. Znamena to, Ze v kaz-
dém okamziku leZi bod A’ na pfimce B,B,.

Vezméme nyni pfimku B;B, a promitnéme na ni kolmo
body S;, Sy, P; priméty oznalme po fad€ S;, S,, P'.
Z vlastnosti stfedové soumérnosti pak plyne ]SI'A’[ =
— |S,P|, |S;47| = |SiP|.

Nyni opét rozlis$ime dva pripady podle toho, zda bod A4’
oddéluje ¢i neodd€luje body B,, B,. Navic budeme pro
jednoduchost pfedpokladat, Ze [B,A'[ < [B,A’l.

Jestlize A’ oddéluje B; a B,, mame

|B,P’

= |B;Sa| + [ S:P'| = |B,Sz| + [ S14'| =
1 . , 1
= §(|B2A |+|B.A4 D =5[Blel.
V opalném pripadé pak
|BoP’| = | ByS;| — |S:P'| = |BeS;| — | Si4| =

1 , ]
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V obou pripadech tedy kolmy pramét bodu P na pfimku
BB, pili Gise¢ku B, B,, tedy vidy plati | B,P| = | B,P|.

1. Nejprve si odvodime nékteré nutné podminky, jimZ
musi vyhovovat bod R. Ozna¢me S patu kolmice spudténé
s bodu Q na rovinu =.

Ztejm¢ je R # P. V trojihelniku POR totiz plati
|PQ |+ | PR| = | QR |, pfitemZ rovnost nastane pravé
tehdy, je-li P = R. Je tedy pro P #* R

|PO| + |PR| POl
|OR| |QP|

Bod S nutné lezi na tsece PR. Kdyby tomu tak ne-
bylo, bylo by nutn¢ P # S. Na pfimce PS bychom pak
vzali bod R’ takovy, aby S leZelo na useCce PR’ a aby
pfitom | SR’ | = | SR | . Bylo by pak oviem také |QR’| =
= |QR |, nebot QS | n. Podle trojihelnikové nerov-
nosti by vsak platilo
[PO| + |PR| _ |PO|+|PS| + [SR'| _ |PQ|+ |PR|

OR| [OR] |OR|

bod R by nevyhovoval uloze.

Usecka QS je tedy nutné vyskou v trojihelniku POR.
Tento trojuhelnik navic musi byt rovnoramenny: |PR| =

= |PQ)|.

Oznacme y thel { QPR; je to thel, ktery svira pfimka
PQ s rovinou z. Oznaéme dale « = <CPRQ, f = <LPQOR.
Podle sinové véty plati

|PQ|+ |PR| sina+sinf  sinx+sinf
|OR| siny sin (« + f)
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M daném jmenovateli je pak Citatel maximalni, je-li « = B,
tj. je-li trojuhelnik PQOR rovnoramenny.

Toto tvrzeni se dokaZe napf. takto: Na kruZnici se stie-
dem § a polomérem rovnym 1 zvolme tfi body 4, B, C
tak, aby XASB = «a, <BSC = f, <ASC = « + f.
Potom sin « 4 sin f je délka kolmého pramétu usecky
AC na pfimku koimou k SB. Je zfejmé, Ze tento prameét
bude nejdelsi, bude-li pfimka, na kterou promitdme, rov-
nobéZzna s useCkou AC, tj. bude-li AC | SB, tj. bude-li
SB osou thlu <t ASC, tj. bude-li « = f£.

Nyni jiZ mZeme ulohu fesit: je-li P # S, existuje je-
diné feSeni; je to bod R takovy, aby S leZelo na usecce
PR a aby trojahelnik PQR byl rovnoramenny, | PR| = | PQ)|.
Je-i P = S, tj. je-li PQ | =, pak existuje nekoneCné
mnoho bodi R; vyplituji celou kruZznici o stfedu P a po-
loméru PQ.

5. Predpokladejme, Ze pro nékteré redlné Cislo b existuji
Cisla xy, %y, X4, x4, X5 Vyhovujici podminkam tlohy.
Potom plati

5 5 5
b3= stxk:b Zk3xk:b2 zkxk.
k=1 k=1 k=1
Ponévad? je zfejmé b® — 2b° + b = 0, plati také
5 5
0= > kxp(k* — 2bk* + b%) = > kxp(k* — b)*.
k=1 k=1 :

Zde jsou vSak vSechny s¢itance nezaporné; ma-li se jejich
soucet rovnat nule, musi byt vSech.y nulové, tj. musi byt
kxy (B* —b) = 0

prokazdé k = 1,2, 3,4, 5.
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Jedno moZné feseni je zfejmé x; = x, = x; = x, =
= x; = 0, potom je také b = 0.

Je-li nékteré x; # 0, je nutné b = k% To vSak znamena,
Ze pro vSechnaj + kje x; = 0, a tedy xx = k.

Cislo b tedy maZe byt jen nékteré z &isel 0, 1, 4, 9, 16,
25 a kterékoli z téchto Cisel muZe byt ¢islem b.

6. Pro kazdy vrchol V' daného osmithelniku oznacme
fn(V) polet vSech cest z A do V o n skocich, tj. pocet
vSech posloupnosti

®
PO,PD---JPn
vrcholt osmithelniku s témito vlastnostmi:
(@ Py =A4,Py =1V,
(b) Pn a Pgy, jsou dva sousedni vrcholy pro & = 0,
1,...,n— 1.

(c) Pr # Eprok = 1,2,...,n— 1.
V dusledku symetrie vzhledem k ose AE plati
anH) = fn(B) > fn(G) = fn<c), fn(F) = fn(D)
pro vsechna n.
Do vrcholit 4, B, C, E se 1ze dostat jednim skokem vzdy
z obou sousednich vrchold, takZe plati
Jn(A) = fn-y(B) + fn-1(H) = 2 fn_4(B),
fo(B) = fn-y(4) + fn-1(C), M
n(C) = fn-1(B) + fu-(D), )
fn(E) = fn—1(D) +fn—1(F) = 2fn -1(D).
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Naproti tomu jsou- vrcholy D -a F dosaZitelné pouze
z vrcholu C, resp. G, takze... - - :

faD) = fu-i(C).
Cislo an, ktere mame urcit, )e v nafem oznaceni rovno
an = fn(E) 2fn-1(D) = 2fn_5(C).
Podle (1) je el ’
fn(B) fu-s(A) + fn 1(0) 2fn o(B) + fu —1(C) s
takZe
Jn- 1(C) fn(B) 2fn -o(B). )
Zaroven podle (2)
“fn+1(C) = fu(B) + fu(D) = fu(B) + fn-1(C)»
takZe . _ ) B
Ju(B) = fn+1(C) — fn -+(C).
Dosazemm do (3) odtud dostévime
f14(€) = (€)= 1a(©) = 21, a(©) — fus(O)N,
tzn. ‘
fara(©) = 4, (O + 2 (€ =0. @
Piimym vypoltem snadno zjistime, Ze je _
O =0, FHO =1, f(O)=0, [OC) =4
Odtud a ze (4) je jiz vidét, Ze fo5+,(C) = 0 pro viechna
k=0,1,2,...5t. Z¢eje agg+, = Oprok=1,2, 3,.
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Obecny vyraz pro ag,, £ = 1,2,3,...,

_i, k—1 k—1 5
azk_]/é'(x =37 ©)

kde x =2+ ]2, y =2 — |/2, ov&fime: pro k=2, 3
dostaneme dosazenim

2=2 C) = **—1* —*L 2.2
= 2. fy )—a4—]/5(x“y)—]/5- -v2:

1 1 _
8 = 2f(C) = as=ﬁ(x2—y2) :T/?-(4+4)V2-

Rovnice (4) pfepsana pro a,; pak zni
Ay, —4 Ay k-1y+ 20 k-2 = 03 (6)

dosadime-li sem podle (5), vidime, Ze (6) plati pro kazdé
k=2,
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