56. ro¢nik matematické olympiady na stfednich Skolach

Karel Horak (editor); Martin Mares (editor); Peter Novotny (editor); Jaromir Simga
(editor); Jaroslav Svréek (editor); Pavel Topfer (editor): 56. roénik matematické
olympiddy na stfednich skolach. Zprava o feSeni tloh ze soutéZe konané ve skolnim
roce 2006/2007. 48. mezindrodni matematicka olympidda. 19. mezinadrodni
olympiada v informatice. (Czech). Praha: Jednota ¢eskych matematikt a fyziku,
2008.

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/405123

Terms of use:

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic
O delivery and stamped with digital signature within the project
DML-CZ: The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/405123
http://dml.cz

56. rocnik matematické olympiady
na strednich skolach







PADESATY SESTY ROCNIK
MATEMATICKE
OLYMPIADY
NA STREDNICH SKOLACH

Zprava o feSeni loh ze soutéze konané ve skolnim roce 2006/2007

48. MEZINARODNI MATEMATICKA OLYMPIADA
19. MEZINARODNI OLYMPIADA V INFORMATICE

JEDNOTA CESKYCH MATEMATIKU A FYZIKU PRAHA



Vydéni této publikace bylo podpofeno z projektu
NPV II [STM — Morava“, ¢. 2E06029.

Za ptispéni spolupracovniku zpracovali

RNDr. Karel Horak, CSc., Mgr. Martin Mares, Mgr. Peter Novotny,
doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., RNDr. Jaroslav Svréek, CSc.,
doc. RNDr. Pavel Topfer, CSc.,

© Karel Hordk, editor, 2008

ISBN 978-80-7015-003-0



Obsah

O prubéhu 56. ro¢niku matematické olympiady .

Nejuspésnéjsi fesitelé II. kola MO v kategoriich A, B, C a PV

Vysledky ustfedniho kola 56. roéniku MO kategorie A 8
Vysledky ustfedniho kola 56. roéniku MO kategorie P
Kategorie C

Texty tloh .

Reseni tloh

Kategorie B

Texty uloh .

Reseni tiloh

Kategorie A

Texty uloh .

Reseni tiloh

Kategorie P

Texty tloh .

Kategorie Z5 .

Texty uloh . :

Kategorie Z6 .

Texty uloh . .

Kategorie Z7 .

Texty tloh . .

Kategorie Z8 .

Texty tloh . .

Kategorie Z9 .

Texty uloh . .

Pripravné soustredem pred 48 MMO

Ulohy zadané na piipravném soustiedéni . :
Mezinarodni stfetnuti ¢esko- polsko slovenske
Texty soutéznich aloh Lo e
Reseni tloh . .
48. mezinarodni matematlcka olymplada .
Texty soutéznich tloh . .
Reseni soutéznich tloh . : :
1. stfedoevropska matematlcka olymplada .
Texty soutéznich tloh : :

Reseni uloh .
14. stredoevropska olymplada v mformatlce .

19. mezinarodni olympiada v informatice
Texty soutéznich tloh e

136
140
141

154
156
158

167

170
173






O prabéhu 56. ro¢niku matematické olympiady

56. ro¢nik Matematické olympiady probéhl v Ceské republice ve skolnim
roce 2006/07. Stejné jako v predeslych letech bylo hlavnim potradate-
lem této soutéze Ministerstvo skolstvi, mladeze a té&lovychovy CR, déle
Jednota ceskych matematiki a fyzikti a Matematicky tustav Akademie
véd CR. Vykonny organ soutéze — Ustfedni komise MO — pracoval
i v tomto roéniku ve stejném slozeni. Pfedsedou UK MO byl doc. RNDr.
Jaromir Simsa, CSc., funkce mistopiedsedt pak zastavali RNDr. Jaroslav
Svréek, CSc. (pro kategorie A, B a C), prof. RNDr. Pavel Tlusty, CSc.
(pro kategorie Z9-75) a doc. RNDr. Pavel Tépfer, CSc. (pro kategorii P).
Tajemnikem UK MO byl RNDr. Karel Hordk, CSc.

Ptipravu a definitivni vybér soutéznich tloh pro kategorie A, B a C
jiz tradiéné zajistuji dvé spoleéné Cesko-slovenské tlohové komise (jedna
pro kategorie A, B a C a jedna pro kategorie Z5-79), které na svych
pravidelnych jednéanich (dvakrat ro¢né) dotvafeji s roénim predstihem
definitivni podobu vSech soutéznich tloh. Garanty vybéru tloh pro stie-
doskolské kategorie 56. roéniku MO byli: RNDr. Jaroslav Svréek, CSc.
(pro kategorii A), doc. RNDr. Pavel Novotny, CSc. (pro kategorii B)
a RNDr. Pavel Leischner, Ph.D. (pro kategorii C).

Pri pfipravé soutéznich tiloh MO kategorie P se pravidelné st¥idaji
pracovnici Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze
a Fakulty matematiky, fyziky a informatiky Univerzity Komenského
v Bratislavé. Tentokrat byli na fadé pracovnici a studenti z Matematicko-
-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze, ktefi se pak postarali
i o opravu a vyhodnoceni odevzdanych feseni. '

Usttedni (II1.) kola kategorii A a P se konala od 18. do 24. bfezna
2007 ve Zlin&. Organizatorem zavérecné ¢asti soutéZe v obou kategoriich
bylo (na zakladé povéfeni UK MO) Gymnazium Zlin-Lesni étvrt, a to ve
spolupréci se zlinskou pobo¢kou JCMF. Organizatoii piipravili vyborné
podminky pro vlastni soutéz. Ubytovani témér vsech soutézicich a élent
UK MO ve zlinském hotelu Baltaci bylo rovnéZ na vysoké trovni. Vlastni
soutéz se konala v prostorach zlinského gymnézia v Lesni ¢tvrti. Zastitu
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nad zdarnym prubéhem celé akce prevzali mj. Mgr. Tomds Zatloukal, po-
slanec Evropského parlamentu, PaedDr. Zdenék Janalik, senator Senatu
Parlamentu CR, Mgr. Tomds Ulehla, poslanec Poslanecké snémovny Par-
lamentu CR, Libor Lukds, hejtman Zlinského kraje, prof. Ing. Petr Sdha,
CSc., rektor Univerzity ToméaSe Bati ve Zling, Mgr. Josef Slovdk, na-
méstek hejtmana Zlinského kraje pro oblast skolstvi, mladeze a sportu,
Mgr. Hynek Steska, ndméstek primétorky statutarniho mésta Zlina, ¢len
Rady Zlinského kraje odpovédny za informatiku a prof. Ing. Viadimir
Vasek, CSc., dékan Fakulty informatiky Univerzity Tomase Bati.

Slavnostni zahdjeni soutéze v kategorii A se uskuteénilo v prostorach
FAI UTB v nedéli 18. 3. 2007 za pfitomnosti zastupce MSMT CR Ing.
Jaroslava Froulika, vedouciho pobocky Matematického ustavu AV CR
v Brné doc. RNDr. Jirtho Vanzury, CSc., a dale vSech vyse uvedenych
garantii ustfedniho kola MO.

Pfes nepfizen pocasi se organizatorim podarilo zajistit pro soutézici
i pro UK MO zajimavy doprovodny program. Pondélni odpoledne bylo
zah4jeno navstévou Batovy vily s pfednaskou o historii Batovy rodiny.
Poté byli vSichni tcastnici soutéze prijati na Krajském uradé ve Zli-
né. Protoze krajsky urad sidli v ptivodni administrativni budové Batovy
tovarny, meéli vSichni moznost prohlédnout si tuto historickou budovu
(tzv. mrakodrap) vCetné vyhlidkové terasy a dobové pracovny Tomadse
Bati v jednom z vytahi. Uterni odpoledne — po skonceni soutéze —
absolvovali soutézici prohlidku kulturnich a historickych pamatek mésta
Zlina spojenou s kratkou vychazkou do blizkého okoli.

Slavnostni vyhlaseni vysledki v kategorii A a predani cen nejlepsim
soutézicim se uskutecnilo ve stfedu 21. 3. 2007 v obfadni sini radnice
mésta Zlin za pritomnosti predstaviteltt mésta a dalSich instituci. Euro-
poslanec Tomas Zatloukal na zavér odmeénil tii nejlepsi soutézici tyden-
nim zajezdem do zemi Beneluxu spojenym s navstévou sidla Evropské
unie v Bruselu.

Ustfedni kolo kategorie P se konalo nasledné od 21. do 24. 3. 2007.
Sout&znimi dny byly ¢tvrtek 22. 3. a patek 23. 3. 2007. Doprovodny pro-
gram pro ucastniky kategorie P byl ptipraven v podobném duchu jako
pro ucastniky kategorie A.

Zéavérem této Casti zpravy vyslovujeme upfimné podékovani vem or-
ganizatorum III. kola 56. ro¢niku MO v kategoriich A i P, predevsim
pak fediteli Gymndzia Zlin-Lesni ¢tvrt RNDr. Janu Chuddrkovi a jeho
statutarnimu zastupci Mgr. Pavlu Simkovicovi — za peclivé pfipravenou
organizaci i zdarny pribéh obou tustfednich kol soutéze.
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Ihned po ukonceni ustfedniho kola MO v kategorii A byli vsichni
vitézové pozvani k vybérovému soustiedéni pfed 48. mezinarodni mate-
matickou olympiddou, které se uskutec¢nilo 1.-5. dubna 2007 jiz tradi¢né
v Kostelci nad Cernymi lesy. Podrobnou informaci o tomto soustfedéni
najdete ve druhé ¢asti této publikace.

Ustiedni komise MO se béhem tohoto souté&Zniho ro¢niku sesla dva-
krat, a to v prosinci 2006 na Pedagogické fakulté UK v Praze a dale
u prilezitosti ustfedniho kola kategorie A (19. 3. 2007) ve Zliné.

V zavéru 56. roéniku MO a na poc¢atku nového soutézniho roc¢niku
se konala soustfedéni nejlepsich resitelt MO v jednotlivych vékovych ka-
tegoriich (v Jevicku pro nejlepsi fesitele v kategoriich B a C v ¢ervnu
2007 a v Janskych Léaznich pro nejlepsi fesitele kategorie A v zari 2007).
Déle probéhla jiz zabéhnutd p¥iprava naseho reprezentacniho druzstva
pred nadchazejici 48. MMO ve Vietnamu, a to na tydennim spoleéném
Cesko-slovenském setkani v Uherském Hradisti (17.-22. 6. 2007), kterou
podobné jako v pfedchozim roce iniciovala brnénska Spolecnost Otakara
Bortivky. Poc¢atkem bezprostfedné nasledujiciho tydne (24.-27. 6. 2007)
se Ceské druzstvo pro 48. MMO jesté zucastnilo mezindrodniho piiprav-
ného trojstietnuti ¢esko-polsko-slovenského, které se tentokrat konalo na
Gymnaziu M. Kopernika v Bilovci.

V zari 2007 se v Rakousku poprvé uskutecnila Stiedoevropska mate-
matickd olympidda, jiz se zucastnilo i Sesticlenné druzstvo ¢eskych olym-
pijskych nadéji.

Zéavérem této strucné zpravy si Ustfedni komise MO dovoluje podéko-
vat vSem ucitelim, odbornym a védeckym pracovnikiim, ktefi se podileli
na zdarném pribéhu 56. roéniku MO. UK MO si pfitom nesmirné vazi
prace vSech pedagogickych pracovniki, ktefi se mnohokrat ve svém vol-
ném case vénovali pfipravé naSich mladych matematickych talenti na
vsech typech skol.



Projev predsedy Ustiedni komise MO
pri slavnostnim zahajeni Gstfedniho kola 56. roéniku MO ve Zliné

Damy a panové, vazeni hosté, mili soutézici,

za necely mésic, presnéji 15. dubna, uplyne 300 let od narozeni §vy-
carského matematika, fyzika a astronoma Leonharda Eulera. Dovolte mi,
abych ve svém vystoupeni nékolika pozndmkami vzpomenul tuto pro-
slulou, dle mnohych nejvétsi postavu celé historie matematiky. Nebudu
zde uvadét Euleruv Zivotopis a uceleny prehled jeho dila, které najdete
v mnoha encyklopediich. Misto toho uvedu jen péar zajimavosti, pfi kte-
rych se doufdm nebudete nudit. Snad se jejich podéani v ¢asteéné odleh-
¢ené podobé bude hodit k nasemu setkani vice nez akademicky suchy,
fakty nabity projev proneseny se zachmufenou vaznosti. Myslim si, Ze
to bude lépe odpovidat duchu Matematické olympiady, uslechtilé zabavé
pro mladé lidi, ktefi se rozhodli ve sportovnim duchu zmérit silu svych
napadl a myslenek.

Cim viim se Leonhard Euler zabyval? I kdyZ se za chvili omezim
pouze na dvé malé ukazky z teorie ¢isel, nemohu pominout, ze Eulerovo
dilo mélo a ma vliv na témér vse, ¢im novovéka matematika zila a Zije.
Uvedu jen par srozumitelnych priklad.

Obrazky uzlt a jejich spojnic, které 1ze nakreslit jednim tahem, na-
zyvame eulerovskymi grafy. Prirozené logaritmy maji za zaklad Eulerovo
¢islo. Komplexni jednotky nejvyhodnéji zapisujeme v Eulerové tvaru.
Pocty stén, hran a vrcholt kazdého konvexniho mnohosténu vyhovuji
Eulerové rovnosti. Libovolny trojihelnik mé svou Eulerovu pfimku, na
Get Cisel, kterd jsou nesoudélnd s danym ¢islem, vyjadiujeme Eulerovou
funkci. Eulerovo jméno nese i zakladni rovnice variacniho poctu.

Za nejvétsi Eulertv tspéch vSak mnozi povazuji jeho objev jedné
diferencialni rovnice pro matematickou fyziku, které nefikdme Eulerova
patrné jen proto, Zze méa obsahové vystizny nazev vlnova rovnice. Euler
se skute¢né nezabyval pouze ,¢istou* matematikou. Mnoho ¢asu vénoval
vypocétim drah planet a pohybu Mésice, balistice, kartografii a ndmorni
navigaci, projeviim magnetismu a otazkam konstrukce lodi. Tento vycet
hesel k Eulerové dilu uz jen doplnim zminkou o tfech znackach, které
Euler zavedl a které tak dobte ujaly: protahlé ,S“ jako znak integralu,
fecké n pro Ludolfovo ¢islo a lezata osmicka oznacujici nekonecno.
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Néktefi ticastnici si mozna zitra rdno postesknou, ze pri tustfednim
kole MO nebudou moci pouzivat kalkulacky. Z Eulerova détstvi se tra-
duje, ze v jedné bezesné noci vypocetl v hlavé prvni az $estou mocninu
kazdého z prvni sta prirozenych cisel a téchto 600 cisel natrvalo ulozil
do své paméti. V ni mél az do své smrti ulozenu rovnéz celou Homérovu
Iliadu a z jejiho vydani, které pouzival na gymnaziu, byl schopen uvést
prvni a posledni vers kazdé jednotlivé stranky. Jednou také roziesil pri
mezi dvéma studenty, jejichz vysledky naro¢nych pisemnych vypocti se
lisily na padesatém desetinném misté; Euler rovnou pfislusnou spornou
&islici vypocetl jen tak v hlavé. Vyjimeéna pamét umoznila Eulerovi po-
kracovat v praci se stejnou intenzitou i v situaci, kdy 15 let pred svou
smrti zcela oslepl. Prostym diktovanim pak pripravil do tisku 355 novych
pojednani, které vychazely v prvnim vydani jesté 50 let po jeho smrti.

Nyni uz ptrejdu ke slibené teorii ¢isel. Euler jako prvni dokézal tak-
zvanou velkou Fermatovu vétu pro exponent rovny ¢islu 3. Ukéazal tedy,
Ze neexistuji prirozena ¢isla a, b, ¢, kterd by vyhovovala rovnici

a® +b® = .

vatorsky zalozil na vypoctech s tehdy neobvyklymi ¢isly tvaru
a+ byv/-3.

Euler nefesil otazku, zda odmocniny ze zapornych ¢isel maji néjaky prak-
ticky smysl. Podstatné pro néj bylo, ze vypocty s takovymi Cisly se fidi
stejnymi zakony jako vypoéty s Cisly obvyklymi, takZe i jejich zavéry by
mély mit stejnou logickou priikaznost.

Obratme vSak na$i pozornost na &isla ponékud obvyklejsi, kterym
fikdme prvocisla. Euler ovéfil, Ze k nim patii na svou dobu rekordné
velké prvocislo 2147483 647. Dostaneme ho, kdyz do vzorce

M,=2" -1

dosadime p = 31. Prvocisla tohoto tvaru nazyvame Mersennova na po-
Cest francouzského matematika a teologa Marina Mersenna, ktery zemtel
60 let pred Eulerovym narozenim. Pritomni soutézici si jisté rychle uvée-
domi, Ze ¢islo M,, mize byt prvocislo, jen kdyZ p¥irozené Cislo p v expo-
nentu je samo prvocislo. Pfed Eulerem bylo znamo, ze M, je prvoéislo
pro vSechna prvocisla p od p = 2 do p = 19 s vyjimkou p = 11 a Ze ani
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Ms3 neni prvocislo. Byl to pravé Euler, ktery svymi vypocty ovéril, ze
dalsi kandidat, ¢islo Msyg, je rovnéz slozené a zZe teprve Msy je po Mg
opét prvodislo.

Presunime se z 18. stoleti do soucasnosti. Nejnovéjsi ,prvociselnou
udélost jsme zaznamenali v den, kdy pro vas, mili soutézici, zacal tento
Skolni rok. Ano, 4. zari 2006 bylo ohlaSeno nové nejvétsi znamé pr-
vocislo. Je jim v pofadi 44. Mersennovo prvocislo M, s exponentem
p = 32582657, jehoz desitkovy zapis vam ani neprectu, ani neukazu,
protoze ma ptiblizné 9,8 milidnid &islic. Misto toho Vam vsak predsta-
vim nesrovnatelné mensi, avSak kuriézni prvodislo, které ma 16 dislic,
konkrétné 8 devitek, 7 nul a 1 jednicku:

9999 999 900 000 001.

Podivejme se na obecnéjsi ¢islo slozené z n devitek, n — 1 nul a jedné
jednicky:

99...900...01.

S N~

n n—1

O takovém ¢isle je znamo, ze je prvocislo nejen pro n = 8, ale i pro
n = 2,4,6. Pron = 1,3,5,7,9 jde o ¢islo slozené, bohuzel je tomu tak
i pro n = 10, takZe pravidelné stfidani slozenych ¢isel a prvocisel konci
v prvni desitce hodnot n. Navic zddné prvocislo nenajdeme ani v druhé
desitce téchto ¢isel. To zni trochu smutné, ale odpovida to rozumnému
ocekavani odbornikt, ktefi néco o problémech prvocisel védi.

Nebudte smutni, mili soutézici, ani vy, kdyZ se vam zitra ¢i pozitii
nepodaii viechno spo&itat. My, pracovnici Ustfedni komise MO, také
ocCekavame, ze ne vsichni vyftesite vSechny ulohy. Do obou soutéznich
dopoledni vam vSem vSak prejeme co nejvice dobrych napadu a stésti.
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Tabulka 1
Pocéty zaku stfednich $kol soutéZicich v I. kole 56. roéniku MO

) Kategorie
Kraj A B C P Celkem
s UJ|Ss U S UlSsS U S U
Praha 81 59| 95 69 214 166 17 17 407 311
Stredocesky 71 22| 50 11 123 59 9 7 253 99
Jihoéesky 46 27 37 22 78 66 4 4 165 119
Plzensky 46 20| 45 20 87 48 10 8 188 96
Karlovarsky 18 12| 18 8 23 20 0 0 59 40
Usteck)" 26 18| 45 16 56 41 0 0 127 75
Liberecky 44 13| 38 11 52 32 13 13 147 69
Kralovéhradecky 29 21| 40 14 69 31 5 5 143 71
Pardubicky 32 24 15 9 40 32 3 3 90 68
Vysoc¢ina 58 42| 48 21 63 39| 15 7 184 109
Jihomoravsky 1290 73| 98 43 184 114 8 8 419 238
Zlinsky 96 33| 88 10 82 57 4 4 270 104
Olomoucky 32 20 32 13 53 25 0 0 117 58
Moravskoslezsky 48 35| 79 28 138 87| 25 22 290 172
CR 756 419 | 728 295 | 1262 817 | 113 98 | 2859 1629
Tabulka 2
Poéty zaku stfednich $kol soutézicich v II. kole 56. roéniku MO
) Kategorie
Kraj A B C P Celkem
S U | S U S U|S U S U
Praha 53 9 33 20 90 24 |17 6 193 59
Stiedocesky 22 1 11 7 49 8| 7 1 89 17
Jihocesky 27 3 22 9 57 9 4 3 110 24
Plzensky 20 2 17 8 47 11 7 2 91 23
Karlovarsky 12 1 8 6 20 5 0 0 40 12
Ustecky 6 2| 15 3 36 21 0 0 67 7
Liberecky 13 2 9 4 30 6|13 1 65 13
Krélovéhradecky 21 4| 14 9 27 8| 5 2 67 23
Pardubicky 24 2 9 6 31 10| 2 2 66 20
Vysoéina 38 3| 18 5 29 6| 7 3 92 17
Jihomoravsky 73 9| 43 26| 107 25| 8 3| 231 63
Zlinsky 33 4 10 3 27 11 4 1 74 19
Olomoucky 20 2| 13 4 24 71 0 0 57 13
Moravskoslezsky 35 6| 28 17 78 8|19 6 160 37
CR 407 50 | 250 127 652 140 | 93 30 | 1402 347
S ... pocet vSech soutézicich U ... pocet Uspésnych resitelu
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Nejuspésnéjsi Fesitelé I1. kola MO
v kategoriich A, B, C a P

7 kazdého kraje a z kazdé kategorie jsou dle dostupnych vysledk uvedeni
vSichni Uspésni Tesitelé, ktefi skonéili do desatého mista. Oznaceni G
znamena gymnazium.

esessecsvsecocco KrajPraha eesecoseosscoese
Kategorie A

1. Michal Rolinek, G J. Keplera, Praha 6
2. Lukds Malina, G Ch. Dopplera, Praha 5
3. Jindrich Helcl, G Ch. Dopplera, Praha 5
4. Mateéj Peterka, G Praha 6, Nad Aleji
5.-6. Li Mang, G Ch. Dopplera, Praha 5
Adam Raz, G Praha 4, Budéjovicka
7.8 Sdrka Gregorovd, G Praha 6, Nad Aleji
Dominik Mokris, G J. Keplera, Praha 6
9. Anna Lemberkovd, G Praha 8, Ustavni

Kategorie B

1. Li Mang, G Ch. Dopplera, Praha 5

2. Josef Tkadlec, G J. Keplera, Praha 6

3. Karel Pagjskr, G J. Keplera, Praha 6

4. Matous Kloda, G J. Keplera, Praha 6

6. Vit Humpal, G Ch. Dopplera, Praha 5
Karolina Rezkovd, G Praha 10, Vodéradska

7. Nguyen Van Nhan, G Praha 6, Nad Aleji

8. Petr Skdla, G Praha 9, Litomé&ricka

9. Tomas Kozdk, G Praha 5, Nad Kavalirkou

10.-12. Michael Hakl, G Ch. Dopplera, Praha 5
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Vojtéch Kovarik, G J. Nerudy, Praha 1
Zuzana Tlapdkovd, G Praha 5, Nad Kavalirkou

Kategorie C

. Petr Rysavy, G J. Heyrovského, Praha 5

. Radek Marciria, G Ch. Dopplera, Praha 5

. Adam Dominec, G J. Seiferta, Praha 9

. Miroslav Olsdk, G Budanka, Praha 5

. David Votava, G Praha 9, Chodovicka

. Petr Petras, G Budanka, Praha 5

. Jan Bilek, G Praha 4, Na Vitézné plani
Michal Soucha, G Praha 10, Vodéradska
Ling Truong Nga, G Ch. Dopplera, Praha 5

10.-11. Viastimil Dort, G Praha 9, Spitalska

Petr Sedlac¢ek, G Ch. Dopplera, Praha 5

© O Uk W

Kategorie P

1. Jakub Balhar, G J. Nerudy, Praha 1

2. Pavel John, G Praha 6, Arabska

4. Martin Pokorny, G Praha 6, Arabska
Roman Smrz, G E. Krasnohorské, Praha 4

5. Matéj Korvas, G J. Seiferta, Praha 9

6. Tomas Kren, G Ch. Dopplera, Praha 5

3.-

svsessceesvooes Stiedofeskykraj esescoceveceoee
Kategorie A

1. Lenka Slavikovd, G Mnichovo Hradisté

Kategorie B

1.-2. Magdaléna Dudikovd, G Dobtis
Martin Jedlicka, G BeneSov

3.—4. Jiri Brunner, GJP Mlada Boleslav
Jan Sosnovec, G Mnichovo Hradisté
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5.-7. Ondrej Masopust, G Slany
Karel Mikes, G Kolin
Karel Mudra, G Benesov

Kategorie C

1. Petr Cermdk, G Kladno
2. Katerina Stépdnkovd, G Kladno
3. Katerina Vetesnikovd, GJP Mélnik
5. Jana Brizovd, GJP Podébrady
Tomds Filipek, G Ricany
6.-8. Jakub Melezinek, GJP Podébrady
Tomds Plechaty, G VBT Slany
Jitka Pohoteld, G pod Svatou Horou, Pfibram

Kategorie P

1. Tomas Prasli¢dk, GOA Sedl¢any

evsoveseosescsewee JhoCeskjkraj seeosesecocosceceesn
Kategorie A

1. Radim Hosek, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
2. Jan Matéjka, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
3. Libor Peltan, G Ceské Budéjovice, Ceska

Kategorie B

1. Jan Matéjka, G Ceské Budgjovice, Jirovcova
2.-3. Helena Pucelikova, G Milevsko
Martina Vavdckovd, G P.d.C. Tabor
4. Ondrej Leder, G Ceské Budéjovice, Ceska
5.-6. Tereza Nedvédovd, G Ceské Budéjovice, Jirovcova
Petr Urban, G, Jirovcova
7.-8. Jan Canda, Biskupské G Ceské Budgjovice
Ladislava Frékovd, G Strakonice
9. Pavel Vesely, G Strakonice

14
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Kategorie C

Adam Juraszek, G Ceské Budé&jovice, Jirovcova
Jan Moravec, G Cesky Krumlov

. Frantisek Steinhauser, G Dacice
. Denisa Bernardovd, G Ceské Budgjovice, Jirovcova
. Petr Dolezal, G Ceské Budéjovice, Jirovcova

Petr Prochdzka, G Pisek

. Marek Sykora, G Prachatice
. Tereza HrubeSovd, G Cesky Krumlov

Nikola Kozmowvd, G Strakonice

Kategorie P

. Josef Pihera, G Strakonice
. Libor Peltan, G Ceské Budéjovice, Ceska
. Roman Riha, G Prachatice

seeceoosese Plzefiskjkraj sooesoeccoecese

Kategorie A

. Tomds Roskovec, Masarykovo G Plzen

2. Vladislav Richter, G Plzen, Mikuldsské ndm.

Kategorie B

. Van Minh Nguyen, G Tachov
. David Certik, G Plzeri, Mikulasské nam.

Jakub Krauz, Masarykovo G Plzen

. Radim Bufka, G Plzen, Mikulasské nam.
. Dana Krepinskd, G Plzen, Mikulasské nam.
. Jiri Ferst, Masarykovo G Plzen

Jan Sourek, G L. Pika, Plzen
Petr Suma, G Plzen, Mikuldsské nam.

15



Kategorie C

. Jakub Klemsa, G Klatovy
. Ha Duc Trung, Masarykovo G Plzen
. Karel Wagner, G Plzen, Mikulasské nam.
. Martin Skala, G Plzen, Mikulasské nam.
. Jakub Mandik, G Klatovy
. Karel Kovarik, G Klatovy
. Lukas Chlad, G Plzen, Mikulasské nam.
. Martin Holecek, G Plzen, Mikulagské nam.
. Jiri Kerestes, SPSE Plzen
Petra Vahalovd, Gymnazium Plasy
Viadimir Svigler, G Plzen, Mikula$ské nam.

=1 O U A W N

— Co

Kategorie P

1. Roman Diba, VOS a SPSE Plzeti
2. Zuzana Buresovd, Masarykovo G, Plzen

esesoceeecesocs Karlovarskykraj scs e v osoecsese
Kategorie A

1. Stépdan Masdk, Prvni ¢eské G Karlovy Vary

Kategorie B

1. Viktor Léffelmann, G Maridnské Lazné
2. Martin Kvés, G Sokolov
3.- 4. Jan Chromy, Svobodnéa chebska skola
Jakub Papez, Svobodné chebské skola
5. Toma$ Nguyen, Svobodné chebska skola
6. Jan Kozdk, Prvni ceské G Karlovy Vary

Kategorie C

1.-2. Josef Hazi, G Cheb
Lukds Jarosil, G Sokolov

16



3. Martin Masek, G Sokolov

4.-5.

e @ o9

Tomd$ Hnidek, G Sokolov
Tomds Hordk, Svobodna chebska skola

sees 0000 e 0 Ustecky”kraj 0000000 OCOE

Kategorie A

. Jan Capek, G Duchcov, Masarykova

2. Martin Obr, Statni G Chomutov

® &9 O

Kategorie B

. Le Sy Tuan, SPS Teplice

Libor Vytlacil, G Roudnice nad Labem

. Viclav Palik, G Usti nad Labem, Jatecni
. Marcela Héferova, G V. Hlavatého, Louny

Kategorie C

. Petr Linert, G Most, Cs. armady
. Ondrej Fibigr, G Lovosice

eese00000se Libereck)'(kraj R

Kategorie A

. Hana Bendowvd, G Ceska Lipa
. Tomds Kobrle, G Jilemnice

Kategorie B

. Vojtéch Duchoslav, G Ceska Lipa

Kldra Holkovd, G F.X. Saldy, Liberec

. Daniela Cvejnovd, G F.X. Saldy, Liberec
. Jakub Stefela, G F.X. Saldy, Liberec
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Kategorie C

. Matéj Ondrusek, G Ceska Lipa

. Jakub Vondra, G Turnov

. Ondrej Kunc, G Turnov

. Katerina Grygoryeva, G Ceska Lipa

Matous Pilndcek, Podjestédské G, Liberec
Magdaléna Radovd, G Ceska Lipa

Kategorie P

. Michal Minarik, G F.X. Saldy, Liberec

eoo00e9eee Kralovehradecky kraj s e s e oo e s oo e

Kategorie A

. Pavel Kuchyria, G B. Némcové, Hradec Kralové
. Tomas Feige, G B. Némcové, Hradec Kralové

Martin Michdlek, G J.K. Tyla, Hradec Kralové

. Alena Peterova, G Dobruska

Kategorie B

. Miroslav Miletin, G B. Némcové, Hradec Kralové
. Martin Subr, G Novy Bydzov

Vit Hanousek, G Trutnov
Jan Lochman, G Novy Bydzov
Vladimir Lambert, JG Nachod

. Hana Sustkovd, G Trutnov
. Jan Dunddlek, JG Néchod

Tomas Zelenka, G B. Némcové, Hradec Kralové

. Ondrej Heneberk, G B. Némcové, Hradec Kralové

Kategorie C

. Petr Parizek, G B. Némcové, Hradec Kralové

Martin Vojtisek, G B. Némcové, Hradec Kralové



3.-4. Veronika Milerskd, G B. Némcové, Hradec Kralové

5.-7.

Tomd$ Rubin, G B. Némcové, Hradec Kralové
Tomds Addmek, G B. Némcové, Hradec Kralové
Michal Bilansky, LG Ji¢in

Petr Kucera, G J. K. Tyla, Hradec Kralové

. Jan Stika, G a SDOS Upice

Kategorie P

. Jakub Kaplan, G J.K. Tyla, Hradec Krélové
. Lukds Ldansky, G J. K. Tyla, Hradec Kralové

seseseseoe Pardubickykraj eseeceescssvose

Kategorie A

. Marek Scholle, G Pardubice, Dasicka
. Pavel Klavik, GJR Chrudim

Kategorie B

. Adam Bartos, G Hlinsko

Filip Petrasek, G Poli¢ka

. Jan Resler, G Lanskroun
. Matéj Hyvl, G Preloud
. Edita Dvordkovad, G Usti nad Orlici

Ondrej Klejch, G Litomysl

Kategorie C

. Filip Tlustos, G Pardubice, Dasicka
. Jakub Stodola, G Policka
. Stanislav Jerdbek, G Vysoké Myto

Ludmila Johnovd, G Usti nad Orlici
Tereza Moravcovd, G Lanskroun

. Tomas Kudéera, G Hlinsko
. Jan Krys, G Chrudim
. Martin Portes, G Svitavy
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9.-10.
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Martina Stodolovd, G Svitavy
Jakub Vojtéch, G Holice

Kategorie P

. Pavel Klavik, GJR Chrudim
. Marek Scholle, G Pardubice, Dasicka

eeecvesoove KrajVysolina eeceecsoevssssse

Kategorie A

. Mirek Docekal, G Jihlava
. Jan Maca, G Ttebic
. Michal Kozdk, G Jihlava

Kategorie B

. Michal Koutny, G Ttebic

. Hana Wurzelovd, GVM, Nové Mésto na Moravé
. Jir{ Seba, G Jihlava

. Zuzka Hernova, G Pelhfimov

Zuzana Vackovd, G Jihlava

Kategorie C

. Jan Nevoral, G Jihlava
. Ondiej Salanda, G Zdar nad Sazavou

vvvvv

. Jit{ Hladik, G Zd4r nad Sazavou
. Katetina Jezovd, G Zdar nad Sazavou
. Véra Mojzisova, G Humpolec

Kategorie P

. Petr Kratochvil, G Svétla nad Sédzavou

2. Ondrej Pidlek, G Ttebic

20
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esoesoseee Jihomoravskykraj esescoscosecssss

Kategorie A

. Zbynék Konecny, G Brno, tf. Kpt. Jarose
. Jana Medkovd, G Brno, Kienova
. Jan Kominek, G Brno, tt. Kpt. Jarose

Filip Rozboril, G Boskovice
Samuel Riha, G Brno, ti. Kpt. Jarose
Hana Sormovd, G Brno, ti. Kpt. Jarose

. Jiri Rihdk, G Brno, ti. Kpt. Jarose
. Tomds Jelinek, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Lukds Matica, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Kategorie B

. Samuel Riha, G Brno, ti. Kpt. Jarose
. Jan Kvarda, G Brno, tf. Kpt. Jarose
. Gabriel Harangi, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Dusan Jakub, G Brno, Barvicova
Helena Paschkeovad, G Brno, T. Novakové

. Jiri Marek, G Brno, tf. Kpt. Jarose
. Pavel Cadek, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

Lenka Franci, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
Zuzana Komdrkova, G Brno, tf. Kpt. Jarose
Tomas Petrak, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
Alezander Sldvik, G Brno, T. Novikové

Kategorie C

. David Klaska, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
. Michal Hordk, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

Bohuslav Zmek, G Brno, tt. Kpt. Jarose

. Adam Zemek, G Brno, tf. Kpt. Jarose

. Helena Valouchovd, G Brno, tf. Kpt. Jarose
. Petr Neuwirth, G Slapanice

. Frantisek Fiala, G Brno, ti. Kpt. Jarose

Jaromir Kala, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
Tomas Lamser, G Brno, t¥. Kpt. Jarose
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Marek Le Xuan, G Brno, ti. Kpt. Jarose
Roman Lelek, G Brno, tf. Kpt. Jarose

Kategorie P

. Ondrej Bouda, G Brno, tf. Kpt. Jarose

2. Martin Veskrna, G Brno, Videnska

L R 2 J

[\

10.-11.

22

. Michal Novdk, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

eeeoooooses Zlinskykraj eeeveeescooccces

Kategorie A

. Josef Ondrej, G Roznov pod Radhostém

Jan Varihara, G L. Jarose, Holesov

. Jan Dolecek, G Krométiz

Petr Vévoda, G Jana Pivecky, Slavié¢in

Kategorie B

. Jan Varhara, G L. Jarose, Holesov
. Jan Vala, G F. Palackého, Valasské Mezirici
. Alzbéta Pechovd, SPSS Vsetin

Kategorie C

. Roman Stépdnek, G J. A. Komenského Uhersky Brod
. Josef Ondrej, G Roznov pod Radhostém

Terezie Sisdkovd, G J. A. Komenského, Uhersky Brod

. Stépdn Poldcek, G F. Palackého, Valasské Mezitici

. Veronika Piskovad, G J. A. Komenského, Uhersky Brod
. Jan Kotik, G Zlin-Lesni étvrt

. Jana Fojti, G Valasské Klobouky

Katerina Mdrovd, G Zlin-Lesni ¢tvrt

Antonin Stépdn, G F. Palackého, Valasské Mezifici
Radka Kadléikovd, G J. A. Komenského, Uhersky Brod
Marek Viclavik, MG Vsetin



Kategorie P

1. Michal Pavelcik, G J. A. Komenského, Uhersky Brod

sesecscseevesoes Olomouckykraj eeeceocecooscsocee
Kategorie A

1. Anezka Faltynkovd, G J. Skody, Pterov
2. Tomds Javirek, G Jesenik

Kategorie B

1. Jana Faltynkovd, G Prosté&jov, Komenského
2. Michaela Adamusovd, G Sternberk

3. Vit Musil, G Sumperk

4. Tomas Matuska, G Kojetin

Kategorie C

1. Tran Thanh Tung, G J. Skody, Pierov
2. Martin Brousek, G J. Skody, Pierov
3. Petr Kucera, G J. Wolkera, Prostéjov
4.-5. Jan Kubelka, G Unicov
Lukas Langer, G Hranice
6.—7. Vojtéch Milos, G Hranice
Tamara Skokdnkovd, G Olomouc-Hejé¢in

sseoeoeoeose Moravskoslezsky kraj e e oo e oo ces oo

Kategorie A

. Pavel Motloch, G P. Bezruce, Frydek-Mistek

. Miroslav Klimos, G M. Kopernika, Bilovec

. Tomas Jeziorsky, G M. Kopernika, Bilovec

. Tomds Princ, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba

. Jan Karlicky, G Frydlant nad Ostravici
Tomds Toufar, G M. Kopernika, Bilovec

DD W N
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Kategorie B

. Miroslav Klimos, G M. Kopernika, Bilovec

. Hana Bilkovd, G Frenstat pod Radho$tém

. Lucie Mohelnikovd, G M. Kopernika, Bilovec

. Jan Kusy, G M. Kopernika, Bilovec

. Petr Kadéra, G P. Bezruce, Frydek-Mistek

. Tomds Hordk, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba

Eliska Nekvapilova, G M. Kopernika, Bilovec

. Pavel Motloch, G P. Bezruce, Frydek-Mistek

Zaneta Murasovd, G Frenstat pod Radhostém

. Jitka Novotnd, G M. Kopernika, Bilovec

Jiri Tuza, G M. Kopernika, Bilovec
Jolanta Wantula, G M. Kopernika, Bilovec
Vojtéch Zwardorn, G Karvina

Kategorie C

. Martin Mrovec, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba

. Simona Domesovd, G M. Kopernika, Bilovec

. Miroslav Raska, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba

. Daniela Motkovska, G P. Bezruce, Frydek-Mistek

Radka Lundckovd, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba

. Lenka Sloufovd, Wichterlovo G, Ostrava-Poruba
. Jan Legersky, G Hrabuvka

Michal Zatopek, G Hrabuvka

Kategorie P

. Pavel Motloch, G P. Bezruée, Frydek-Mistek
. Miroslav Klimos, G M. Kopernika, Bilovec

. Tomas Toufar, G M. Kopernika, Bilovec

. Petr Dluhos, Mendelovo G, Opava

Libor Plucnar, G P. Bezruce, Frydek-Mistek

. Martin Milata, G Ostrava-Slezska Ostrava



11.-13.

14.
15.
16.-21.

22.-23.

Vysledky ustifedniho kola 56. roéniku MO
kategorie A

Vitézovée

. Michal Rolinek, 8/8, J. Keplera, Praha 6

. Miroslav Klimos, 2/4, G M. Kopernika, Bilovec
. Jiti Rihdk, 4/4, G Brno, t¥. Kpt. Jarose

. Zbynék Konecny, 4/4, G Brno, tt. Kpt. Jarose

Hana Sormovd, 2/4, G Brno, ti. Kpt. Jarose

. Samuel Riha, 2/4, G Brno, ti. Kpt. Jaroge
. Anezka Faltynkovd, 4/4, J. Skody, P¥erov

Lenka Slavikovd, 4/4, G Mnichow Hradisté

. Pavel Motloch, 6/6, P. Bezruce, Frydek-Mistek
. Tomds Javirek, 8/8, G Jesenik

Dalsi uspésni tesitelé

Hana Bendovd, 8/8, G Ceska Lipa

Tomas Jeziorsky, 4/4, G M. Kopernika, Bilovec
Jan Mdca, 7/8, G Ttebic

Alena Peterovd, 7/8, G Dobruska

Sdrka Gregorovd, 8/8, G Praha 6, Nad Aleji
Radim Hosek, 8/8, G Ceské Budgjovice, Jirovcova
Tomas Kobrle, 4/4, G Jilemnice

Lukas Malina, 4/4, G Ch. Dopplera, Praha 5
Matéj Peterka, 7/8, G Praha 6, Nad Aleji

Tomds Toufar, 3/4, G M. Kopernika, Bilovec
Jan Varhara, 6/8, L. JaroSe, HoleSov

Pavel Kuchyria, 6/6, G B. Némcové, Hradec Kralové
Marek Scholle, 8/8, G Pardubice, Dasicka

34b.
28 b.
27b.
24b.
24b.
22b.
21b.
21b.
19b.
18b.

16b.
16 b.
16 b.
15b.
14 b.
13b.
13b.
13b.
13b.
13b.
13b.
11b.
11b.
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Vysledky ustfedniho kola 56. roéniku MO
kategorie P

Vitézové

. Josef Pihera, 8/8, G Strakonice
. Pavel Klavik, 8/8, G J. Ressla, Chrudim

Roman Smrz, 7/8, G E. Krasnohorské, Praha

. Miroslav Klimos, 2/4, G M. Kopernika, Bilovec
. Lukds Lansky, 3/4, G J. K. Tyla, Hradec Kréalové
. Pavel Motloch, 6/6, G P. Bezrude, Frydek-Mistek

Dalsi ispésni tesitelé

. Jakub Kaplan, 3/4, G J. K. Tyla, Hradec Kralové
. Martin Pokorny, 4/4, G Praha 6, Arabska

. Martin Milata, 8/8, G Ostrava, Hladnovska

10.
. Ondrej Pidlek, 4/4, G Trebic
12.
13.
14.
15.

Libor Peltan, 7/8, G Ceské Budé&jovice, Ceska

Petr Dluhos, 8/8, Mendelovo G Opava
Petr Kratochvil, 4/4, G Svétla nad Sazavou
Pavel John, 4/4, G Praha 6, Arabskéd
Marek Scholle, 8/8, G Pardubice, Dasicka

51b.
41b.
32b.
30b.
18b.
17b.

16 b.
15b.
14b.
13b.
12b.
11b.
9b.
8b.
7b.



Kategorie C

Texty tloh

C-1-1
Uréete vsechny dvojice (a,b) pfirozenych ¢isel, pro néz plati
a+5Vb=b+5a.

(Jaroslav Svréek)

C-1-2
Najdéte vSechny trojthelniky, které lze roziezat na lichobézniky se stra-
nami délek 1cm, 1cm, 1cm a 2cm. (Jdn Mazdk)
C-1-3

Najdéte vSechna pfirozena ¢isla, jejichz zapis neobsahuje nulu a ma nasle-
dujici vlastnost: vynechdme-li v ném libovolnou éislici, dostaneme ¢islo,
které je délitelem piivodniho ¢isla. (Jaromir Simsa)

C-1-4

Je dén lichobéZnik ABCD se zdkladnami AB a CD. Oznac¢me E stied
strany AB, F' stfed isecky DE a G prusecik usecek BD a CE. Vyjadrete
obsah lichobé&zniku ABC'D pomoci jeho vysky v a délky d tsecky FG za

predpokladu, Ze body A, F, C lezi v pfimce. (Jan Mazak)
C-1-5
Zjistéte, pro které prirozené cislo n je podil
33000
(n—4)(n+1)
a) co nejvétsi, b) co nejmensi prirozené ¢islo. (Eva Ridkd)
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C-1-6

Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC, v némz D je pata vysky z vrcholu C
a V prusecik vysek. Dokaizte, Ze |AD| - |BD| = |AB| - |V D|, pravé kdyz
|CD| = |AB. (Jaroslav Zhouf)

C-§-1

Uréete pocet vSech ¢tyfmistnych prirozenych cisel, ktera jsou délitelna
Sesti a v jejichz zapisu se vyskytuji pravé dvé jednicky.
(Pavel Leischner)

C-§-2

Je dana kruznice k se stfedem S, ktera je opsdna pravidelnému Sesti-
uhelniku ABCDEF. Tetna v bodé A ke kruznici k£ protne piimku SB
v bodé K a tefna v bodé B protne pifimku SC v bodé L. Dokazte, Ze
ctyruhelniku K LC B lze opsat kruznici, ktera je shodna s kruznici k.
(Jaroslav Zhouf)

C-S-3

Urlete vSechny dvojice (a,b) ptirozenych d¢isel, jejichz rozdil a — b je
patou mocninou nékterého prvoéisla a pro néz plati a — 4v/b = b + 4V/a.
(Jaroslav Svréek)

cC-1n-1

V roviné jsou dany dva rtizné body L, M a kruZnice k. Sestrojte trojuhel-
nik ABC co nejvétsiho obsahu tak, aby jeho vrchol C' lezel na kruznici k,
bod L byl sttedem strany AC' a bod M stfedem strany BC.

(Pavel Leischner)

C-1n-2

Necht p, ¢, r jsou ptirozena ¢isla, pro néz plati p + r/p + q + ¢ = 2007.

a) Urcete, jakych hodnot muZe nabyvat soudet p + q + 7.

b) Urcéete pocet vSech trojic (p,q,r) prirozenych &isel, které vyhovuji
dané rovnici. (Jaroslav Svréek)
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C-1-3

Rovnoramennému lichobézniku ABCD se zakladnami AB, CD lze ve-
psat kruznici se stfedem O. Urcete obsah S lichobézniku, jsou-li dény
délky tsecek OB a OC. (Pavel Leischner)

C-1n-4

Urcete nejvétsi dvojmistné ¢islo k s nasledujici vlastnosti: existuje pri-
rozené Cislo N, z n¢hoz po skrtnuti prvni éislice zleva dostaneme d¢islo
k-krat mensi. (Po vyskrtnuti ¢islice mize zapis ¢isla zacinat jednou ¢&i
nékolika nulami.) K uréenému ¢islu k& pak najdéte nejmensi vyhovujici
¢islo N. (Jaromir Simsa)
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ReSeni tloh

C-1-1
Substituci m = va, n = Vb prevedeme rovnici na tvar m? — n? —
— 5(m —n) = 0, odkud pomoci vzorce pro rozdil ¢tverci dostaneme

(m —n)(m+mn—>5)=0.Jetedy m —n =0 nebo m+n=5.

V prvnim pfipadé po zpétné substituci zjistime, Ze loze vyhovuji
vSechny dvojice pfirozenych ¢isel a, b, pro néz plati b = a. Ve druhém
dostavame va 4+ vb = 5. Je tedy 1 < v/a, Vb < 4, proto stadi postupné
dosazovat a = 1,2,...,16 do vztahu

b= (5—+a)’ (1)

a zjistovat, zda je odpovidajici ¢islo b prirozené.

Dané rovnice se neméni zaménou neznamych a, b. Mtizeme tedy pred-
pokladat a < b, coz spolu s rovnosti va +v/b = 5 znamena, Ze /a < 2,5.
Odtud a £ 6,25. Proto se staci p¥i dosazovani omezit jen na hodnoty
a=1,2,...,6 a zbyla FeSeni urcit zaménou ¢isel a, b v nalezenych dvo-
jicich.

Vtipnéjsi postup spociva v umocnéni zavorky na pravé strané vzta-
hu (1) a nasledné upravé na tvar

25+a—b

z ného? je zfejmé, ze Cislo a (a vzhledem k symetrii dané rovnice i ¢islo b)
je druhou mocninou piirozeného ¢isla. (V opa¢ném piipadé by na levé
strané rovnosti (2) bylo ¢&islo racionélni, kdezto na pravé ¢islo iracionalni.)
Pak je i leva strana vztahu (2) ptirozené ¢islo mensi nez pét. Odtud plyne,
7e rozdil a — b je lichy nésobek péti. Za predpokladu a < b je tedy bud
(a,b) = (4,9), nebo (a,b) = (1,16). Dalsi dvé feSeni vzniknou zaménou
cisel a, b.

Zaveér. Dané rovnici vyhovuji jen dvojice (a,b) = (1, 16), (4,9), (9,4),
(16,1) a vSechny dvojice (a,a), kde a je libovolné ptirozené ¢islo.

C-1-2

LichobéZniky se stranami délek 1cm, 1 cm, 1cm a 2 cm jsou vSechny na-
vzajem shodné a skladaji se ze tii rovnostrannych trojihelnika (obr. 1a).
(Zakladny kazdého lichob&zniku maji dvé rizné délky, v nasem pfipadé
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to musi byt 2cm a 1cm.) Budeme je nazyvat zakladni lichobézniky. Rov-
nostranny trojihelnik s délkou strany 1 cm nazveme zakladn? trojiuhelnik.

Vidime, ze kazdy z hledanych trojtihelnikt lze roziezat na koneény po-
et zékladnich trojihelniki. Proto jsou velikosti jeho vnitinich thli na-
sobky Sedesati stupiiti. Vnitini uhly kazdého trojihelniku jsou tfi a soucet
jejich velikosti je 180°, m4 tedy smysl hledat jen trojuhelniky rovnostran-
né. Z podminky rozfezani na kone¢ny pocet zakladnich trojihelniki dale
plyne, Ze délka strany hledaného trojtihelniku vyjaddiend v centimetrech
je pfirozené ¢&islo. Oznadime-li ji a, lze nas trojuhelnik roziezat prave
na a? zékladnich trojuhelniki. To lze odvodit naptiklad z podilu jeho
obsahu S, = %a2 3 a obsahu S; = % 3 zékladniho trojuhelniku. Obec-
ngji plati: dva trojuhelniky, které jsou podobné s koeficientem k, maji
obsahy v poméru k2.

Jiné odvozeni poc¢tu zdkladnich trojuihelniki v rovnostranném troj-
thelniku se stranou acm plyne z doplnéni trojihelniku na kosoctverec
podle obr. 1b, kde bylo zvoleno a = 3. Kosoétverec je slozen ze dvou
rovnostrannych trojuhelnika se stranou délky a cm. Lze jej tedy rozrezat
na a? koso¢tverci (jeden je zobrazen v pravé dolni ¢4sti obrazku), z nichz
kazdy je slozen ze dvou zdkladnich trojuihelnikt a kterym rovnéz budeme
fikat zakladni. Odtud plyne, Ze rovnostranny trojuhelnik obsahuje stejny
pocet zakladnich trojthelniki, jako jemu pfislusny kosocétverec obsahuje
zadkladnich kosoctvercti.

Zjistili jsme, ze kazdy z hledanych trojuhelnik je rovnostranny se
stranou délky acm (a € N) a Ze je sloZen z a? zakladnich trojihelnikii.
Protoze kazdy zakladni lichobéZnik obsahuje pravé tii zakladni trojihel-
niky, musi byt ¢islo a?, a tedy i &islo a délitelné tiemi. Z obr.2 pak
plyne, Ze kazdy rovnostranny trojihelnik se stranou délky 3n (cm), kde
n=1,2,..., lze roziezat na zakladni lichobé&zniky.
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Obr. 2

Zdvér. Podminkam tlohy vyhovuji jen rovnostranné trojuhelniky
s délkou strany a = 3n, kde n je pfirozené Cislo.

C-1-3

Hledané ¢islo n obsahuje aspon dvé c¢islice. ZapiSme je ve tvaru n =
= 10a + b, kde a je ¢islo, jez vznikne Skrtnutim posledni ¢islice b ¢isla n.
Podle zadani plati a | 10a + b. Odtud a | b. Uvazime-li navic, ze b # 0,
musi byt a jednomistné ¢islo, takze n je dvojmistné s nenulovymi ¢islicemi
a, b, pricemz b = ka, k € N.

Skrtneme-li &islici a v ¢isle n, z@stane &islo b, které musi délit ptivodni
¢islo n = 10a + b, z ¢ehoZz postupné dostavame b | 10a, ka | 10a, k | 10
aodtud k € {1,2,5}. Dosazenim do b = ka dostaneme tfi mozné ptipady
b=a,b=2aab=5aav kazdém z nich snadno ur¢ime vyhovujici
dvojice ¢islic a, b. Tak zjistime, jak museji hledand ¢isla n = 10a + b
vypadat.

Zdvér. Resenim tlohy jsou ¢isla: 11,12, 15, 22, 24, 33, 36, 44, 48, 55, 66,
77, 88 a 99: Zkouskou se presvéd¢ime, ze vSechna vyhovuji podminkam
ulohy.

C-1-4
Podle zadani jsou uhly EFD a AFC pfimé, takze plati (obr. 3)

|<xCDF| = |xAEF| (ahly st¥idavé),
|xCFD| = |xAFE| (ahly vrcholové).
Navic bod F' puli usecku DE, proto |DF| = |EF| a trojihelniky
CDF a AEF jsou shodné podle véty usu. Odtud plyne |CD| = |AE|,

coz spolu s rovnosti |AE| = |EB]| vede k zavéru, ze EB a DC jsou
dvé shodné a rovnobézné tsecky. To znamend, ze ¢tyfuhelnik FBCD je
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Obr. 3

rovnobéznik. Priseéik G jeho tthlopticek proto pili kazdou z nich. Body
F a G jsou stiedy stran AC, EC trojihelniku AEC, takze usecka F'G je
jeho stfedni pfickou a |AF| = 2|FG|. Plati proto:

|AB| =2|AE|=4d a |CD|=|AE|=2d.
Obsah lichob&iniku ABCD je S = L(|AB| + |CD|)v = 3dv.

C-1-5

Plati 33000 =1-2-2-2-3-5-5.5-11a (n+ 1) — (n —4) = 5. Protoze
pro kazdé prirozené n je hodnota n + 1 kladnd, dany podil je kladny, jen
kdyz je kladné i hodnota n — 4, odtud n = 5.

a) Pro kazdé piirozené n 2 5 platin —4 =2 1 an+1 2 6, proto je
nejvétsi hodnota daného podilu rovna 33000 : (1-6) = 5500 a dosdhneme
ji pro n = 5.

b) P¥i hled4ani nejmensiho podilu oznaéme jako a, b ¢isla n+1, n — 4
v poradi, které teprve upfesnime. Pfedpoklddejme nejprve, zZe rozklad
¢isla ab na soucin prvocinitelt obsahuje prvocisla 11 a 5. Pak jsou a, b po
sobé jdouci nasobky péti a pravé jedno z nich, dejme tomu a, je ndsobkem
¢isla 55.

Uvazujme nejprve a = 55. Ze dvou moznych hodnot b = 50 a b = 60
vybereme tu vétsi (abychom dostali mensi hodnotu zkoumaného podilu).
Hodnoté b = 60 z rovnosti n+1 = 60 (nebo rovnosti n—4 = 55) odpovida
n = 59 a zkoumany podil je pak roven ¢islu 10.

Pro a = 110 (resp. a = 165) neni ¢&islo 33000 délitelné Zddnym ze
sousednich nasobkl péti, tedy ¢isly 105 a 115 (resp. 160 a 170).

Pro dalsi (vétsi) nasobky a ¢isla 55 dostavame ab = 215-220 > 33 000.
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Neobsahuje-li rozklad ¢isla ab na souéin prvocinitel prvocislo 11 nebo
prvodislo 5, je zkoumany podil (za predpokladu, ze je celodiselny) déli-
telny cislem 11 resp. ¢islem 125, takze je to ¢islo vétsi nez hodnota 10,
kterou jsme nalezli diive.

Zavér. Nejvétsi hodnota daného podilu je 5500 pro n = 5 a nejmensi
je 10 pro n = 59.

C-1-6
Pfi oznaceni podle obr. 4 plati:

|xADV| = |xCDB]| = 90°,
|XxVAD| = |xBAE| = 90° — 8 = |xBCD|.

C

Obr. 4

Jsou tedy trojuhelniky ADV a C DB podobné podle véty uu. Z této
podobnosti plyne
|AD| |V D|
[CD] ~ |BD|
a odtud |AD|- |BD| = |CD| - |V D|. Zdiraznéme, Ze tato rovnost plati
pro kazdy ostrothly trojahelnik ABC. Vztah |AD|-|BD| = |AB|- |V D|
ze zadani tlohy tedy plati, pravé kdyz |CD| = |AB|.

C-§-1

Aby ¢islo bylo délitelné Sesti, musi byt sudé a mit ciferny soucet délitelny
tfemi. Oznacme tedy b ¢islici na misté jednotek (ta musi byt suda, b €
€ {0,2,4,6,8}) a a tu dislici, kterd je spolu s ¢islicemi 1, 1 (a # 1) na
prvnich tfech mistech ¢tyfmistného ¢isla, jez spliiuje pozadavky tlohy.
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Aby byl soucet ¢islic a+ 1+ 1+ b takového ¢isla délitelny tfemi, musi
Cislo a+b davat pti déleni tfemi zbytek 1. Pro b € {0,6} tak méame pro a
moznosti a € {4,7} (a # 1), pro b € {2,8} je a € {2,5,8} a konecné
pro b = 4 je a € {0,3,6,9}. Pro kazdé zvolené b a odpovidajici a # 0
jsou zfejmé t¥i moZnosti, jak ¢islice 1, 1 a a na prvnich tfech mistech
uspotadat, to je dohromady (2-2+2-3+ 3) -3 = 39 moznosti, pro a = 0
(kdyz b = 4) pak jsou jen dvé moznosti (Cislice nula nemize byt prvni
Eislici ¢tyfmistného ¢isla).

Celkem existuje 41 ¢tyfmistnych pfirozenych ¢isel, jez spliuji pod-
minky tlohy.

C-S-2

Te¢na ke kruznici k& v bodé A je kolma na prumér AD, a tedy i na
stranu BC' daného Sestitthelniku (obr. 5). Zaroven ptimky SB a AB svi-
raji s BC Sedesatistupniovy uhel, takze jsou soumérné sdruzené podle
osy BC. Bod K je tudiz soumérné sdruzeny s bodem A podle osy BC.

D : L
\ |
\\
k \ C
\
\\
S \
\

B
B

|

Obr. 5

Podobné teéna BL je kolma na BS, takZe svira s piimkou BC tihel 30°
stejné jako primka BD. Primka BL je tudiZ soumérné sdruzend s pfimkou
BD podle osy BC. Také piimky SC a C'D jsou soumérné sdruzené dle
osy BC, takze bod L je podle téZe osy soumérné sdruZeny s bodem D.

Dostali jsem tak, ze ¢tyfihelnik KLCB je soumérné sdruzeny s li-
chobé&Znikem ADC B, kterému je opsdna kruznice k. Vrcholy étyfthel-
niku K LCB proto lezi na kruznici soumérné sdruZené s kruznici k£ podle
osy BC'. Tim je tvrzeni tlohy dokazano.
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C-§-3

Z rovnosti a —4v/b = b+4+/a plyne rovnost a — b = 4(va+v/b). Protoze
a—b= (\/_ - \/E) (\/E + \/5), dostavame po vydéleni kladnym ¢islem
\/E + \/5 rovnost

Va - Vb =4, (1)

neboli

Va=vb+4. (2)

Jejim umocnénim vyjde a = b + 16 + 8V/b. Protoze ¢islo r = 8v/b musi
byt celé, je v/b racionalni odmocnina piirozeného &isla, takze b = n?
pro vhodné pfirozené éislo n. Z rovnosti (2) tak mame a = (n + 4)?
aa—b=(n+4)? —n?=23n+2). Cislo a — b je tudiz patou mocninou
prvodisla, jen kdyZz n + 2 = 22 neboli n = 2.

Jedinou vyhovujici dvojici (a,b) je dvojice (36,4).

Pozndmka. Kdyz si po odvozeni vztahu (1) uvédomime, ze v zavorce
na pravé strané rovnosti a —b = 4(\/54— \/B) je kladné racionalni, a tedy
prirozené &islo, vidime, ze musi platit a — b = 2°. Pro odmocniny va, v/b
tak dostaneme soustavu dvou rovnic

Va+ Vb =8,
Va— Vb =4,

jejichz se¢tenim vyjde va = 6 a odeétenim v/b = 2.

cC-n-1

P¥i rozboru uvazme libovolny trojuhelnik ABC s vrcholem C' na kruz-
nici k, jehoz strany AC, BC maji stiedy po Fadé v bodech L, M (obr. 6).
Protoze LM je stfedni pfickou takového trojihelniku, je jeho obsah roven
¢tyfnasobku obsahu trojuhelniku LM C'. Tento trojihelnik ma pevnou
stranu LM , takze jeho obsah je nejvétsi, praveé kdyz je nejvétsi jeho vyska
z vrcholu C| tedy vzdélenost d bodu C od pfimky p uréené body L, M.
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Obr. 6

Dodejme, Ze misto srovnani obsahi trojihelniki ABC a LMC do-
jdeme ke stejné podmince také takto: trojuhelnik ABC mé stranu AB
pevné délky ¢ = 2|LM| a vysku v, = 2d. Proto je jeho obsah %cvc roven
2|LM]| - d, takZe je nejvétsi mozny, kdyz je takova vzdélenost d.

Pro ktery bod C' € k je vzdélenost d nejvétsi? Vedme bodem C
pfimku ¢ rovnobéznou s pfimkou p. Je-li vzdéalenost d nejvétsi mozna,
musi celd kruznice k lezet ve stejné poloroviné s hrani¢ni pfimkou ¢ jako
pfimka p (volbou bodu C' € k uvniti opa¢né poloroviny bychom vzdale-
nost d zvétsili). Pfimka t je proto nutné te¢nou kruznice k (rovnobéznou
s danou pfimkou p) a bod C je jejim dotykovym bodem.

Odtud jiz plyne konstrukce: bod C uréime jako ten ze dvou pruseciki
kruznice k s kolmici na pfimku p vedenou stfedem S kruznice k, ktery
m4 od pfimky p v&tsi vzdalenost (maji-li ji oba pruseciky stejnou, vybe-
reme kterykoliv z nich). Body A, B pak sestrojime jako obrazy bodu C
v soumérnosti podle stfedu L, resp. M.

Diskuse: Te¢ny kruZznice k rovnobézné s piimkou LM maji od této
primky dvé rizné vzdalenosti, pravé kdyz stied S kruZnice k na pfimce
LM nelezi; tehdy mé tloha jediné feseni. V opacném piipadé, kdy stied
S na primce LM lezi, mé tloha dvé feSeni.

a) Spliuji-li pfirozend ¢isla p, ¢, r danou rovnici, dostaneme z ni vyjadfeni

2007 -p—gq
. - ,

VP +4q
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takze ¢islo \/p + q je racionélni, a tedy celé (odmocnina z prirozeného
Cisla je totiz bud &islo celé, nebo éislo iracionalni). Proto z rovnosti

2007 =p+rvprag+qg=p+Q+rvpra=vpTa(vPFq+r)

dostavame rozklad ¢isla 2007 na dva celodiselné Ccinitele (/p+ ¢
a \/p+ q+r, pro které zfrejmé plati

1<vVp+qg<~p+aqg+r.

Z rozkladu na prvocinitele 2007 = 32 . 223 tudiz vidime, Ze jsou mozné
pouze dva pripady, které prehledné zapiSeme do tabulky:

vVot+q Jptq+rT p+q T p+q+r
3 669 < 9 666 — 675
9 223 81 214 295

Mozné hodnoty souctu p + g + r tedy jsou pouze dvé éisla: 675 a 295.
(Konkrétni trojice (p, ¢, 7), které to prokazuji, nebudeme uvadét, protoze
rovnou uréime v éasti b) jejich pocet.)

b) Rovnost p + ¢ + 7 = 675 nastane, pravé kdyz bude trojice (p,q,r)
spliiovat podminky p + ¢ = 9 a r = 666; takovych trojic je pravé tolik co
dvojic (p,q), pro néz p+q =9, tedy 8.

Rovnost p + ¢ + r = 295 nastane, pravé kdyz bude trojice (p,q,r)
spliiovat podminky p + ¢ = 81 a r = 214; takovych trojic je pravé tolik
co dvojic (p, q), pro néz p + q = 81, tedy 80.

cC-1n-3

Oznaéme postupné K, L, M, N body dotyku vepsané kruznice po fadé
se stranami AB, BC, CD, DA (obr. 7). Protoze ABCD je rovnoramenny
lichobéznik, jeho vnitini thly u vrcholu A, B, C, D maji po fadé velikosti
a, o, 180° —a a 180° —a. Usetky OA, OB, OC, OD lezici na osach téchto
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Obr.7

uhlf proto spolu se étyfmi navzajem shodnymi useckami OK, OL, OM,
ON rozdéluji cely lichob&Znik na osm pravothlych trojahelniki, které se
shoduji v jedné odvésné a maji ostré vnitini thly %a a 90° — %a. Téchto
osm trojuhelnikt l1ze tudiz rozdélit do dvou ¢tvefic shodnych trojuhel-
niki: jednu z nich tvoii trojihelniky OAK, OAN, OBK, OBL a dru-
hou trojihelniky OCL, OCM, ODM a ODN. Odtud plyne, ze obsah
S lichob&zniku ABCD je roven ¢tyinasobku sou¢tu obsaht trojuhelnikt
OBL a OCL, tedy ¢tyindsobku obsahu trojuhelniku OBC. Podle vniti-
nich hli u vrcholt B a C vidime, Ze trojuhelnik OBC je pravothly
s odvésnami OB a OC, takZe ma obsah 3|OB| - |OC| a hledany celkovy
obsah S je tudiz S = 2|0B]| - |OC]|.

Pozndmka. Je-li O stied kruznice vepsané teénovému cCtytthelniku
ABCD, je snadné ukazat, ze jeho obsah je roven dvojnasobku souétu
obsahti trojuhelnikit OAB a OC'D stejné jako trojihelniki OBC a ODA.
Posledni dva trojuhelniky jsou u naseho rovnoramenného lichobézniku
ABCD shodné.

Jiné feSeni. Pro vysku v a strany a, b, ¢, d lichobézniku ABCD s ve-
psanou kruznici k(O,r) plati rovnosti v = 2r a a+c¢ = b+ d. Z prvni
z nich plyne, Ze stfed O lezi na stfedni pric¢ce lichobézniku, jejiz délka
3(a+ c) je podle druhé rovnosti rovna 1 (b + d). V nasem piipadé oviem
plati b = d, takze stfedni pficka je shodna s obéma rameny a bod O
je jejim stfedem, nebot rovnoramenny lichob&Znik je osové soumérny.
Dohromady dostavame, Ze bod O lezi na kruznici sestrojené nad priimeé-
rem BC, a proto je OBC pravothly trojuhelnik o obsahu %|OB| -10C].
Jeho vyska na preponu BC je vSak polomérem r vepsané kruZnice k,
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tudiz obsah trojihelniku OBC' je rovnéz roven %b - 7. Porovnanim obou
vyjadieni dostaneme rovnost |OB| - |OC| = b - r. Pro hledany obsah S
naseho lichobé&zniku proto plati

S:a—i—c.

v=>b-2r=2-|0B]| |0C|.

C-11-4

Libovolné (m + 1)-mistné pfirozené ¢islo N s prvni éislici ¢ mé vyjadieni
N = ¢-10™ + z, kde z je pravé to ¢islo, které dostaneme z ¢isla N po
skrtnuti prvni ¢islice c¢. Podle zadani ma platit N = ¢-10™+a = ka neboli
c-10m = (k—1)x. Cislo k — 1 tedy musi byt délitelem ¢isla c- 10™, které
mé ovSem pouze jednomistné prvodinitele: prvodisla 2, 5 a prvocinitele
z rozkladu éislice c. Budeme proto postupné testovat na prvocinitele ¢isla
k — 1 pro nejvétsi dvojmistna k:
> k=099: k—1=98=2-7% nevyhovuje, nebot 72 { c- 10™.
> k= 98: k — 1 = 97 nevyhovuje, nebot 97 je dvojmistné prvoéislo.
> k=97 k—1=96 = 2% 3 vyhovuje, nebot napiiklad 2° -3 | ¢ - 10™
pro ¢ = 3 a m = 5; abychom dostali mensi N, mizeme ovSem zvolit
mensim =4 ac=3-2=6 (jiné c pro m = 4 nevyhovuje). Prom < 3
uz vztah 25 -3 | ¢- 10™ neplati pro Zadnou nenulovou é&islici c.
Hledané nejvétsi dvojmistné k je tedy 97. Podle pfedchozi diskuse
uré¢ime nejmensi vyhovujici NV, kterému odpovidd m = 4, ¢ = 6 a z =
=6-101:96 = 625, takze N = 6 - 10* + 625 = 60 625.
Odpovéd: Hledané k je rovno 97 a nejmensi vyhovujici N je 60 625.
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Kategorie B

Texty tloh

B-1-1

Najdéte vSechny dvojice (a,b) celych &isel, jez vyhovuji rovnici
a® + 7ab + 6b* + 5a +4b+ 3 = 0.
(Pavel Novotny)

B-1-2

Je ddna kruznice k s praimérem AB. K libovolnému bodu Y kruznice &,
Y # A, sestrojme na polopfimce AY bod X, pro ktery plati |AX| = |Y B|.
Urcete mnozinu vSech takovych bodu X. (Pavel Leischner)

B-1-3

Najdéte nejmensi prirozené ¢islo k takové, ze kazda k-prvkova mnozina
trojmistnych po dvou nesoudélnych ¢isel obsahuje aspon jedno prvodislo.
(Pavel Novotny)

B-1-4
V libovolném trojuhelniku ABC ozna¢me T t&zisté, D stied strany AC
a FE stred strany BC'. Najdéte vSechny pravouhlé trojuhelniky ABC's pre-
ponou AB, pro néz je ¢tyruhelnik C DTE tec¢novy. (Jan Mazak)
B-1-5
Najdéte viechny dvojice (p, q) realnych &isel takové, Ze mnohoclen 22 +
+ px + ¢ je délitelem mnohoélenu z* + pa? + q. (Jozef Moravéik)
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B-1-6

Je dana tisecka AAj a pfimka p. Sestrojte trojihelnik s vrcholem A a vys-

Vv

(Eva Ridkd)

B-S-1
Uréete vSechny dvojice realnych ¢isel a a b, pro néz je mnohoéclen z# +
+ ax? + b délitelny mnohoélenem z2 + bz + a. (Jaromir Simsa)
B-S-2

V trojthelniku ABC ozna¢me D stred strany BC, F stied strany AC a T

vy

thelniku BDT mensi polomér nez kruznice vepsana trojihelniku ATFE.

Dokazte. (Pavel Novotny)
B-S-3
Najdéte nejmensi prirozené Cislo n, pro které je podil
n® + 15n
33000
pfirozené &islo. (Jaromir Simsa)
B-I1l-1

Urcete realna &isla a, b, ¢ tak, aby mnohodclen % 4az? +bx+-c byl délitelny
mnoho¢lenem z? + x + 1 a pfitom soucet a? + b% + ¢ byl co nejmensi.
(Jaromir Simsa)

B-11-2

Je dan trojuhelnik ABC se stranou BC' délky 22 cm a stranou AC' délky
19 cm, jehoz téznice t,, tp jsou navzajem kolmé. Vypoditejte délku strany
AB. (Pavel Novotny)

B-11-3

Pfirozené ¢islo nazveme wilnitym, pokud pro kazdé t¥i po sobé jdouci
cislice a, b, c jeho desitkového zapisu plati (a — b)(b — ¢) < 0. Dokazte,
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ze z Cislic 0,1,...,9 je mozno sestavit vice nez 25000 desetimistnych
vlnitych ¢isel, kterd obsahuji vSechny ¢islice od nuly do devitky (éislice 0
nemuze byt na prvnim misté). (Jaromir Simsa)

B-1l1-4

Je dan ostrothly trojuhelnik ABC. Pro libovolny bod L jeho strany AB
ozna¢me K, M paty kolmic z bodu L na strany AC, BC'. Zjistéte, pro
kterou polohu bodu L je tsecka K M nejkratsi. (Jaroslav Svréek)

43



Reseni tloh

B-1-1

Rovnici feSime jako kvadratickou s nezndmou a a parametrem b. Jeji
diskriminant je

D = (7b +5)% — 4(6b% + 4b + 3) = 25b° + 54b + 13

a koreny
—7b—-5++D

apz =
2

Jsou-li a i b cela ¢isla, musi byt i v/D = +(2a+7b+5) celé Eislo. Miizeme

tedy psat
D = 25b% + 54b + 13 = ¢2,

kde ¢ je celé nezaporné. Rovnici
25b° +54b+ 13— * =0

opét feSime jako kvadratickou. Jeji kofeny jsou

—27 4+ /272 — 25 - 13 + 25¢2
25 ’

bio =

Jsou-li b a ¢ celd ¢isla, musi byt /404 + 25¢2 druhou mocninou né&jakého
celého nezaporného ¢isla d. Pro celd nezaporna ¢isla ¢, d tedy plati d? —
— 25¢% = 404 ¢ili

(d + 5¢)(d — 5¢) = 404.

Rozdil (d + 5¢) — (d — 5¢) = 10c¢ je sudy, takze ¢isla d + 5¢ a d — 5¢ maji
stejnou paritu. Navic pro nezdporné ¢ je d +5¢ =2 d — 5¢ a d + 5¢ 2 0,
takze z rozkladu ¢isla 404 na souc¢in dvou celych ¢isel vyhovuje jediny,
a to

d+5c=202, d—b5c=2.

Odtud d = 102, ¢ = 20. Z kofenu

—27+d

bio =
1,2 25
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je celym cislem jenom b = 3. Potom

~-Th-5+c¢

a12 = 2 )

tedy a; = —3 a ay = —23.
Dané rovnici vyhovuji dvé dvojice ¢isel (a,b), a to (—3,3) a (=23, 3).

Jiné Feseni. Trojclen a? +7ab+ 6b> = (a+b)(a +6b) se d4 rozlozit na
soudin. Pokusme se na souéin rozlozit i vyraz a? + 7ab+6b? + 5a +4b+c,
kde ¢ je vhodna konstanta. Rozklad bude mit tvar

a® +7ab +6b? + 5a +4b+c = (a+ b+ 2)(a + 6b +y).
Po roznasobeni pravé strany a porovnani koeficienti u a a b dostaneme

r+y=295 6zx+4+y=4,

neboli
1 26
rT = —— = —
57 y 5 b
takze vyjde
26
= T = m——
R AT
Danou rovnici tak mizeme postupné upravit na tvar
26 26
2 2
Tab+6b° +5a +4b— — = —3 — —
a” + fab + +oa + 2% 25
1 26 101
b —)< 6b —) -
(a+ 5 a+ 60+ 5 2%

(5a 4 5b — 1)(5a + 30b 4 26) = — 101.

Protoze 5a +5b —1 = —1 (mod 5) a 5a + 30b 4+ 26 = 1 (mod 5), vyho-
vuji ze Ctyt vyjadieni ¢isla —101 ve tvaru soucinu dvou celych ¢isel jen
nasledujici dvé:

5a+5b—1= —1, 5a+ 30b+ 26 = 101, a tedy a = —3, b = 3;

5a +5b—1= —101, 5a +30b+ 26 = 1, a tedy a = —23, b = 3.

B-1-2

Jestlize Y = B, potom X = A. Necht Y # B. Ozna¢me p piimku
prochéazejici bodem A a kolmou na AB a C ten bod piimky p le-
zicl v poloroviné ABY, pro né&z plati |[AC| = |AB| (obr.8). Po-
dle zadani plati |[AX| = |BY|. Uhel AYB je podle Thaletovy véty
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pravy, proto |[XABY| = 90° — |xYAB| = |[xCAX|. Trojihelniky
ABY a CAX jsou tedy shodné podle véty sus. Odtud vyplyva, Ze
|[xCXA| = |xAY B| = 90°. Bod X proto lezi na Thaletové ptilkruznici
nad prumeérem AC.

Necht naopak X je libovolny vnitini bod této pilkruznice a'Y prii-
seCik primky AX s kruznici k (Y # A). Trojihelniky CAX a ABY jsou
shodné podle véty usu, a proto |[AX| = |BY|. Bod X tedy patii do
hledané mnoziny.

Hledanou mnozinou vsech bodu X je sjednoceni dvou pilkruznic nad
prameéry AC, a AC, lezicich v téze poloroviné jako bod B; C; a Cy jsou
body lezici na kolmici vedené bodem A k pfimce AB, pficemz |AC,| =
= |AC,y| = |AB| (obr.9). Bod A do hledané mnoziny patii, body C; a Cy
nikoliv.

Cy
C Y
X
p
A B
Y
X k
A B
k e
Obr. 8 Obr. 9
B-1-3

Ke konstrukci mnoziny po dvou nesoudélnych trojmistnych sloZenych ¢i-
sel s velkym poctem prvka miZeme vyuzit toho, Ze mocniny dvou rfiznych
prvocisel jsou nesoudélné. MnozZina

{27,3%, 5%, 7%,112,132,17% 192, 232, 29,312}
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obsahuje 11 po dvou nesoudélnych trojmistnych ¢éisel a neni v ni zadné
prvodéislo. Pro dalsi prvocislo 37 uz plati 372 > 1000, takZe kazdé slozené
trojmistné cislo je délitelné aspon jednim prvocislem mensim nez 37.
Dokéazeme, Ze kazda aspon dvanéctiprvkova mnozina po dvou nesou-
délnych trojmistnych Cisel uz obsahuje prvodcislo. Mnozinu vsech sloze-
nych trojmistnych ¢isel 1ze rozdélit na 11 podmnozin Ay, As, As, A7, A1,
A1z, A7, Avg, Ass, Aag, As1, kde A; obsahuje ta cisla, jejichZ nejmensim
prvocinitelem je ¢islo 7. Kazda dvé rizna cisla z téZe mnoziny A; jsou
soudélna. Necht mnozina B trojmistnych po dvou nesoudélnych ¢isel ma
aspon 12 prvkia. Kdyby v B byla pouze slozend ¢isla, podle Dirichletova
principu by B obsahovala dvé ¢isla z téZze mnoziny A;; tato ¢isla by ale
byla soudélna. Proto mnozina B musi obsahovat aspoii jedno prvocislo.
Hledané nejmensi ¢islo k je tedy 12.

B-1-4

Konvexni étytthelnik je te¢novy, pravé kdyz soucty délek jeho protileh-
lych stran jsou stejné.

A

B E C
Obr. 10

V pravouhlém trojihelniku ABC' s pfeponou AB ozna¢me a = |BC/,
b =|AC]| (obr.10). Podle Pythagorovy véty plati

2
1BD| \/|BC’|2+|CD|2—\/a2 ’2’ |AE] b2 + g

N

ITD| = —|BD] a2+(g)2, ITE| = —[AE| % +(g)2.

Ctyithelnik C’DTE je tecnovy, pravé kdyz |CD| + |TE| = |EC| + |TD|,
tedy prave kdyz

ey G g b ()
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Je-li a = b, rovnost zfejmé plati.
Je-lia > b, je a? + 1b? > b2 + 1a?, takie

1 a

4 =4/ b2 Z ¢ /2
3 2 a+
Podobné je-li a < b, je

b 1 1

Z 4z “1/a2 +
2 T3y Tyt

Ctyithelnik CDTE je tedy tecnovy, pravé kdyz je trojuhelnik ABC
rovnoramenny.

Nl@'

Jiné FeSeni. Oznacime-li béZnym zptsobem a, b, ¢ strany daného troj-
thelniku a t,, tp, t. délky jeho téZnic, bude ¢tyithelnik CDTE teénovy,
pravé kdyz

1 1 1 1 1 1
¢ - §tb . §b 4 §t“ neboli é(a —-b) = §(t“ —tp). (1)
Ukéazeme, 7Ze uvedend rovnost plati, pravé kdyz a = b.
V libovolném trojthelniku ABC totiz plati

a <b, pravé kdyz t, > tp. (2)

stejné poloroviné uréené osou strany AB jako vrchol C' (obr. 11), pficemz

ITA| = 2t,, |TB| =

Obr. 11
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Je-li a = b, rovnost (1) plati. Naopak je-li napf. a < b, je podle (1)
a (2)

1 1
0> ~(a—b) = =(ty —ty) >0,
> S(a=b) = 5lta—ts) >

coz nelze. Proto a = b.
Ctytthelnik CDTE je te¢novy, pravé kdy? je (pravouhly) trojuhelnik
ABC rovnoramenny.

B-1-5

Délenim mnohoélenu z* + pz? + ¢ mnoho¢lenem 22 + px + ¢ zjistime, Ze
plati

et +pr? +q= (22 +pr+q)@® —pr+p +p—q)+
+(2pg — p* — p*)z + ¢ — p*q — pg + ¢

Mnohoélen z2 + pz + ¢ je délitelem mnohoélenu z* + pz? + ¢, pravé kdyz
je zbytek (2pq — p* — p*)z + ¢ — p*q — pq + ¢* nulovy mnohoélen, tedy
pravé kdyz plati soucasné

2pq —p* —p* =p(2g—p* —p) =0

q-p’q—pg+¢* =q(l-p*—p+q)=0.

Je-li p = 0, potom ¢ = 0 nebo ¢ = —1.

Je-li ¢ = 0, potom p = 0 nebo p = —1.

Je-lip # 01iq # 0, potom musi platit 2¢g—p>—p =0a 1—p?>—p+q = 0.
7Z druhé rovnice vyjadiime ¢ = p? + p — 1. Po dosazeni do prvni rovnice
méme 2p° +2p—2—-p  —p=p +p—-2=(p+2)(p—1) = 0 a odtud
p=1,¢g=1nebop=-2¢g=1.

Vyhovuje tedy pét dvojic (p,q), a to (0,0), (0,-1), (—1,0), (1,1),
(—2,1).

Jiné FeSeni. Mnohoc¢len 22+ px+q je délitelem mnohoélenu 24 +pz?+q,
pravé kdyz existuji takova realna cisla a a b, Ze

' +pr? +q= (22 +pr+q)(2? +ax + b) =
=2' + (a+p)z® + (b+ap+ q)z” + (bp + ag)z + bg.
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Porovnanim koeficientii dostaneme podminky

a+p=0, (1)
b+ap+q=np, (2)
bp +aq =0, (3)
bg = q. (4)

Jestlize ¢ = 0, potom podle (3) p = 0 nebo b = 0. Dosazenim b = 0
do (2) s vyuzitim (1) dostaneme —p? = p, takze kromé p = 0 vyhovuje
ip=-—1.

Jestlize q¢ # 0, vyplyva ze (4) b = 1. Vztahy (3) a (1) potom dévaji
p—pq =0, tedy p =0 nebo ¢ = 1. V prvnim piipadé musi byt podle (2)
q=—1, ve druhém 1 — p? +1 = p a odtud p = 1 nebo p = —2.

Vyhovuje tedy pét dvojic (p,q), a to (0,0), (0,—1), (—1,0), (1,1),
(—2,1).

B-1-6

Predpokladejme, ze ABC' je hledanym trojuhelnikem. Jeho strana BC
lezi na primce ¢, kterd prochazi bodem Ag a je kolmé na usecku AAg.
ve stejnolehlosti se sttedem A a koeficientem %, lezi proto na pfimce ¢’,
ktera je obrazem pfimky ¢ ve zminéné stejnolehlosti. Stred S opsané
kruznice lezi na ose o strany BC' ¢ili na pfimce, kterd prochazi bodem D
a je rovnobézna s use¢kou AA, (obr. 12).

A

N B

Obr. 12
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Konstrukce: Bodem Ay vedeme pfimku g kolmou na tusecku AA.
Sestrojime obraz ¢’ piimky ¢ ve stejnolehlosti se stfedem A a koefi-
cientem % Oznac¢ime T priseéik pfimky ¢’ s pfimkou p a D prisecik
piimky AT s pfimkou ¢q. Bodem D vedeme rovnobézku o s AA, a jeji
prusedik s piimkou p oznadime S. Priseéiky kruZnice k se stiedem S
a polomérem |SA| s pfimkou ¢ jsou vrcholy B a C hledaného trojthel-
niku.

Diikaz: Usetka AAg je kolméa na stranu BC, je to tedy vyska troj-
uhelniku ABC. Bod S lezici na pfimce p je stiedem kruznice opsané
trojahelniku ABC'. Ze shodnosti trojthelniki BDS a CDS (Ssu) vyply-
vé, ze D je stfed strany BC'. Proto je AD téZznice a T t&7i8té trojuhelniku
ABC (plati totiz |AT| = 2|AD)).

Diskuse: Neni-li pfimka p rovnobézna s tiseckou AA( ani na ni kolma,
jsou body T a S jednoznac¢né urceny. V tom piipadé mé tloha pravé jedno
feSeni (aZ na oznadeni bodu B a C'), pokud kruznice k protina piimku q ve
dvou rtiznych bodech; neprotina-li k& pfimku p ve dvou rtznych bodech,
nemad tloha Feseni.

Je-1i tsecka AAg ¢asti pfimky p, neni bod S jednoznacné urcen; vy-
hovuji v8echny rovnoramenné trojthelniky se zakladnou BC, kterd ma
stfed v bodé Ay. Je-li isecka AAg rovnobézna s pfimkou p, ale nelezi na
ni, nema uloha feseni.

Je-li pfimka p kolma na tsecku AAp, méa tloha feSeni pouze tehdy,
jsou-li pfimky ¢’ a p totozné. To nastane, jestlize pfimka p protind secku
AAp vbodé V| pro néjz plati |AV| = 2|4gV]. V takovém pFipadé miZeme
bod T zvolit na p kdekoliv a tiloha mé nekoneéné mnoho FeSeni.

B-S-1

Vydélenim mnohoélenu z* + az? + b mnohoélenem z2 + bz + a zjistime,
ze

z* +az® + b= (22 + bz + a)(z® — bx + b?) + (ab — b%)z + (b — ab?).

Mnohoélen z*+ax?4-b je délitelny mnohoélenem z2+bz+a, prave kdyz je
zbytek (ab—b%)z+ (b—ab?) nulovy mnohoélen, tedy ab—b = b(a—b?) =0
a soudasné b—ab? = b(1—ab) = 0. Je-li b = 0, jsou obé podminky splnény.
Pro b # 0 musi platit a —b*> =0a 1 —ab=0. Odtud a = b, 1 — b3 = 0,
atedy a=b=1.

Zdgvér: Mnohoé¢len z# + az? + b je délitelny mnohoélenem 22 + bz + a
pravé tehdy, je-li b =0 (a a libovolné) nebo a = b = 1.
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Jiné Fedeni. Mnohoélen z* + az? + b je délitelny mnohoélenem z2 +
+ bz + a, pravé kdyz existuji takova realnd cisla p, q, 7e 4 4+ ax® + b =
= (22 4 bz + a)(z* + pz + q). Rozndsobenim a porovnanim koeficienti
dostaneme soustavu rovnic

p+b=0, q+bp+a=a, ap+bg=0, aqg=h.

Z prvni rovnice vyjadiime p = —b a z druhé ¢ = —bp = b2, dosazenim do
tfeti a étvrté mame —ab+ b = 0, ab? = b. ReSeni dokonéime stejné jako
v predchozim pripadé.

B-S-2

Polomér kruznice vepsané trojuhelniku je podilem jeho obsahu a polo-
vi¢niho obvodu.

Trojiuhelniky ADE a BDE maji zfejmé stejny obsah, protoZe maji
spole¢nou stranu DE a shodnou vysku na ni (AB je rovnobéiné s DE).
Stejny obsah tedy maji i trojihelniky AT E a BDT, protoze obsahy obou
trojihelnik se od obsahu zminénych trojuhelnik 1isi pravé o obsah ,spo-
leéného* trojuhelniku DET (obr. 13).

Oznac¢me p osu usecky AB. Je-li strana BC' delsi nez strana AC, lezi
bod C' v téze poloroviné s hrani¢ni pfimkou p jako bod A. Proto v této

My

mensi nez jeho vzdalenost od bodu B rovné %tb. To znamena, Ze t, < tp.
Trojuhelnik AT E méa obvod o7 = %b - %tb + %ta, trojuhelnik BDT mé
obvod 0y = %a + %ta + %tb. Z nerovnosti b < a a t, < t, proto vyplyva

1 1
02—01:§(a—b)—|—§(tb—ta)>0,

neboli 0; < 0s.

92



Trojthelniky AET a BDT maji stejny obsah a prvni z nich ma mensi
obvod, proto mé kruznice vepsana trojuhelniku AET vétsi polomér nez
kruZnice vepsand trojuhelniku BDT.

B-S-3

Cislo n% 4+ 15n = n(n + 15) mé4 byt délitelné &islem 33000 = 23 - 3 -
- 5% . 11. Kdyby nebylo n délitelné tfemi, nebylo by tfemi délitelné ani
Cislo n + 15, a tedy ani soucin n(n + 15). Ze stejného divodu musi byt
n délitelné péti, a tedy i patnacti. PisSme proto n = 15k. Aby bylo ¢islo
n(n+15) = 152k(k+1) délitelné ¢islem 8-3-53-11, musi byt soudin k(k+1)
dvou po sobé jdoucich pfirozenych ¢isel délitelny osmi, péti a jedenacti.
Jeden z Cinitelu k, k+1 musi byt délitelny aspon dvéma z téchto tii Cisel,
takZe musi byt délitelny nékterym z ¢isel 40, 55, 88. Nejmensim takovym
éislem je 40. Jedendcti vSak neni délitelné ani ¢islo 40, ani zadny z jeho
sousedil 39, 41. Dalsim kandidatem je &islo 55, soucin disel 5 a 11. Je
délitelny osmi néktery z jeho sousedi? Ano, vétsi z nich, takze soucin
55 - 56 je délitelny osmi, péti i jedendcti; mame tedy k& = 55. Hledané
nejmensi Cislo je tudiz n = 15k = 825.

B-I1l-1

Délenim mnohoélenu z + az? + bz + ¢ mnohoé¢lenem 2% + z + 1 zjistime,
Ze plati

ttar? tbztc= (2l 4z +1)(z?—z4+a)+(b-—a+1)z+ (c—a).

Mnohoélen z# + az? + bz + ¢ je délitelny mnohoélenem 22 + = + 1,
praveé kdyz je zbytek pfi déleni nulovy mnohoclen, tedy b —a +1 = 0
asoutasné c—a=0;odtudb=a—1,c=a.

Potom

2
a2+62+02:a2+(a—1)2+a2:3a2—2a+1:B(a—%) +§'

Tento vyraz ma nejmensi hodnotu pro a = %; snadno dopocitame

—g—]1=-2 c=qg=21
b=a-1=-3,c=a=3.

Jiné FeSeni. Mnohoclen z* + az? + bz + ¢ je délitelny mnoho¢lenem
z2 + z + 1, pravé kdy? existuji realné ¢sla p, ¢, pro néz

z* +az’ 4+ bx+c= (22 + z +1)(2® + pz + ¢).

53



Roznéasobenim pravé strany a porovnanim odpovidajicich koeficienti do-
staneme ¢tyti rovnice p+1=0,g+p+1=a, ¢+ p=0>b, ¢ =c. Z nich
vyjadiime p = —1, ¢ = a, ¢ = a, b = a — 1 a pokracujeme jako v prvnim
feseni.

B-1l1-2

Oznac¢me D stied strany AC, E stfed strany BC a T tézisté trojuhel-
niku ABC (obr. 14). Oznacime-li dale 3z a 3y délky téznic t, a t,, mame

c

Obr. 14

|AT| = 2z, |ET| = z, |BT| = 2y, |DT| = y. Ze zadani plyne, Ze trojihel-
niky AT D, BET, ABT jsou pravouhlé, takze podle Pythagorovy véty
plati

b

2
(21‘)2 +y2 = (5) )
a2
2+ (2)" = (5)
2
(20)? + (2)° = 2.
Sectenim prvnich dvou rovnic dostaneme 5(z* + y?) = 1(a® 4 b%) a po

dosazeni do tieti rovnice mame ¢? = 4(z? +y?) = $(a® +b%). Numericky
pak vzhledem k tomu, Ze %(222 +19%) = 169, vychazi ¢ = 13 cm.
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B-1l-3

Cislice 0, 1, 2, 3 a 4 nazvéme malé (zkracené m), ¢islice 5, 6, 7, 8 a 9 naopak
velké (zkracené v). Pravidelnym stifidanim maljch a velkych ¢islic vzdy
vznikne vlnité cislo.

Cisel tvaru vmvmvmumom je (5!)%, &sel tvaru mumvmomomo je
4-4!.5!. Téch vinitych ¢isel, kterd vzniknou pravidelnym stfiddnim malych
a velkych d&islic, je tedy 5!(5! +4-4!) = 5!-41. (5 +4) =120-24-9 =
= 25920 > 25000.

Pozndmka. Viech desetimistnych vinitych ¢isel s vesmés ruznymi ¢is-
licemi je 93 106.

B-1l-4

Protoze jsou thly LKC a LMC pravé, lezi body K a M na Thaletove
kruznici nad pramérem CL (obr. 15). Podle véty o obvodovém uhlu pfi-

Obr. 15

slusi tétive KM stifedovy thel velikosti 2, proto |[KM| = |CL|siny
(v pravothlém trojuhelniku KPS, kde P je stfed tisetky KM a S stfed
tsecky CL, je totiz |[KS| = 1|CL|,|xKSP| = 7). Usetka KM je tedy
nejkratsi, pravé kdyz je nejkratsi tisecka C'L; to nastava pravé tehdy, je-li
L pata vysky z vrcholu C na stranu AB.
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Kategorie A

Texty tloh

A-1-1

V oboru redlnych ¢isel feste rovnici
4zt — 1222 — 72® + 222+ 14 = 0,

vite-li, Ze ma &tyfi riizné realné koteny, pricemz soucet dvou z nich je
roven &islu 1. (Jaromir Simsa)

A-1-2

Kruznice vepsana danému trojuhelniku ABC se dotyka stran BC, C'A,
AB po fadé v bodech K, L, M. Ozna¢me P prisecik osy vnitiniho thlu
pii vrcholu C' s pfimkou M K. Dokazte, ze ptimky AP a LK jsou rovno-
bézné. (Peter Novotny)

A-1-3

Jsou-li z, y, z realnd &isla z intervalu (—1,1) spliujici podminku zy +
+yz + zx = 1, pak plati

63/ (T—20)(1 - )1 -2) S 1+ (z+y+2)>

Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost. (Jaroslav Svréek)
A-1-4
Urcete, pro kterd ptirozend ¢isla n je mozno mnozinu M = {1,2,...,n}

rozdélit a) na dvé, b) na tfi navzajem disjunktni podmnoziny o stejném
poctu prvku tak, aby kazda z nich obsahovala také aritmeticky prameér
vSech svych prvki. (Peter Novotny)
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A-1-5
V roviné je dana kruZnice k se stfedem S a bod A # S. Uréete mnozinu

stiedil kruZnic opsanych viem trojuhelnikim ABC, jejichz strana BC je
primérem kruZnice k. (Jirt Dula)

A-1-6

Urdete vSechny funkce f: Z — 7 takové, Ze pro vsechna cela ¢isla x, y
plati

F(f(@) +y) =+ f(y +2006).
(Petr Karouvsky)

A-S-1

Uréete vSechna realnd ¢isla s, pro néz ma rovnice
4z —202° + 522 + 222 -2=0

Gty¥i riizné realné koteny, pficemz soucin dvou z nich je roven ¢islu —2.
(Jaromir Simsa)

A-S-2

Uvazujme mnozinu {1,2,4,5,8,10, 16,20, 32,40, 80,160} a vSechny jeji
t¥iprvkové podmnoziny. Rozhodnéte, zda je vice téch, které maji soucin
svych prvku vétsi nez 2006, nebo téch, které maji soucin svych prvki
mensi nez 2 006. (Peter Novotny)

A-S-3

Je déan lichobéznik ABCD s pravym thlem pfi vrcholu A a zakladnou

AB, v némz plati |AB| > |CD| = |DA|. Ozna¢me S priisecik os jeho

vnitinich ahla pfi vrcholech A, B a T prusecik os vnitfnich thla pfi

vrcholech C,; D. Podobné ozna¢me U, V pruseciky os vnitinich ahli pfi

vrcholech A, D, resp. B, C.

a) Ukazte, ze pfimky UV a AB jsou rovnobézné.

b) Dokazte, ze priseéik E polopfimky DT s ptimkou AB a body S, T, B
lezi na téze kruznici. (Jaroslav Svréek, Pavel Caldbek)
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A-1l1-1

Zjistéte, jaky je nejmensi mozny obsah trojuhelniku ABC, jehoz vysky
vyhovuji nerovnostem v, = 3cm, v, = 4cm, v, = 5cm.
(Pavel Novotny)

A-11-2

Necht a, b jsou realna ¢isla. Ma-1li rovnice
et -4 + 42 +az +b=0

dva ruzné realné kofeny takové, ze jejich soucet se rovna jejich soucinu,
pak plati a +b > 0 a pfitom dand rovnice nemé zadné jiné realné koteny.
Dokazte. (Jaromir Simsa)

A-11-3

Necht M je libovolny vnitini bod pfepony AB pravothlého trojthelniku

ABC'. Oznaéme S, S1, Sy stfedy kruznic opsanych po fadé trojiuhelniktim

ABC, AMC, BMC.

a) Dokazte, Ze body M, C, Sy, Sy a S lezi na téze kruZnici.

b) Pro kterou polohu bodu M ma4 tato kruznice nejmensi polomér?
(Jaroslav Svréek)

A-I1l1-4

Necht p, ¢ (p < q) jsou dana pfirozena ¢isla. Urcete nejmensi piirozené
¢islo m s vlastnosti: Soucet vSech zlomku v zakladnim tvaru, které maji
jmenovatel m a jejichz hodnoty lezi v otevieném intervalu (p, ¢), je aspon
56(q? — p?). ’ (Vogtech Balint)

A-1lI1-1

Na nékteré pole ¢tvercové Sachovnice n x n (n 2 2) postavime figurku
a pak s ni tdhneme stiidavé ,$ikmo“ a ,p¥imo“. ,Sikmo“ znamend na
pole, které ma s predchozim spole¢ny pravé jeden bod. ,,P¥imo“ znamena
na sousedni pole, které ma s predchozim spoleénou stranu. Urcete vSechna
n, pro néz existuje vychozi pole a posloupnost taht zacinajici ,Sikmo*
tak, ze figurka projde celou Sachovnici a na kazdém poli se octne prave
jednou. (Peter Novotny)
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A-1Il1-2

V tétivovém ¢tyiuhelniku ABCD oznaéme L, M stfedy kruznic vepsa-
nych po fadé trojihelnikim BC A, BCD. Dale oznaéme R pruseéik kol-
mic vedenych z bodi L a M po fadé na pfimky AC a BD. Dokazte, ze
trojuhelnik LM R je rovnoramenny. (Pavel Leischner)

Oznaéme N mnoZzinu vSech pfirozenych éisel a uvazujme vsechny funkce

f: N — N takové, ze pro libovolna x,y € N plati

f&f() = yf(x).
Uréete nejmensi moznou hodnotu f(2007). (Pavel Caldbek)

A-1lIl-4

Mnozina M obsahuje vSechna prirozend c¢isla od 1 do 2007 véetné a ma
nésledujici vlastnost: Je-li ¢islo n prvkem mnoziny M, lezi v M v8echny
¢leny aritmetické posloupnosti s prvnim ¢élenem n a diferenci n + 1. Roz-
hodnéte, zda mnozina M musi obsahovat vSechna pfirozena cisla vétsi
nez urdité cislo m. (Jaromir Simsa)

A-Ill-5

Je dan ostrotihly trojihelnik ABC takovy, ze |AC| # |BC|. Uvnitt jeho
stran BC' a AC uvaZujme body D a E, pro néz je ABDE tétivovy &tyt-
thelnik. Priasecik jeho uhlopiicek AD a BE ozna¢me P. Jsou-li pfimky
CP a AB navzajem kolmé, pak P je prusecikem vysek trojuhelniku ABC.
Dokazte. (Jdn Mazdk)

A-1ll-6

Urcete vSechny uspofadané trojice (z,y, z) navzajem riznych realnych
Cisel, které vyhovuji mnozinové rovnici

{x’y,z}:{x—y y—z z—z}.

y—2 z—xz' T—19y

(Jaromir Simsa)
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Reseni tloh

A-1-1

Ozna¢me hledané koreny 1, xo, x3, x4 tak, aby platilo 7 + zo = 1.
Potom

4zt — 1223 — T2 + 222 4+ 14 = 4(z — z1)(z — z2)(z — z3) (T — z4).

Porovnanim koeficienttt u odpovidajicich mocnin = dostaneme znamé
Vietovy vztahy

Ty 4 22 + T3+ T4 = 3, (1)
7
T1To + T123 + T124 + T2x3 + LTy + T3T4 = - (2)
11
T1ToT3 + T1T9T4 + T1T3T4 + ToT3T4 = —5 (3)
7
T1T2T3T4 = 5 (4)

Protoze z1 + x5 = 1,z (1) plyne x3+z4 = 2. Rovnice (2) a (3) prepiSeme
do tvaru

7
(1121 +‘T2)($3 + CC4) +T129 + 2374 = —-Z,
11
(z1 4+ z2)zsza + (3 + T4)T122 = 5
coZ po dosazeni hodnot z1 + x5 = 1 a 3 + 24 = 2 dava
15
T1Xo + T3T4 = -
11
21120 + T3x4 = —5

7 této soustavy dvou linearnich rovnic jiz snadno dostaneme

7
19 = ——

, = —2.
Pl T34

Vsimnéme si, ze pro tyto hodnoty soudinti ziz9 a x3z4 je splnéna
i rovnice (4), kterou jsme dosud nevyuzili. Z podminek z; + 25 = 1,
T1Ty = —% vyplyva, Ze x; a x5 jsou kofeny kvadratické rovnice

7 1
m2—x—2:0, tedya:m:i:t\/i.
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Podobné z podminek x3 + x4 = 2 a 324 = —2 dostaneme
T34 = 1+ \/§

Zkousku nalezenych kofenti neni tfeba provadét, protoze je splnéna,
jak jsme zdtraznili, celd soustava rovnic (1) az (4).
Zavér. Dané rovnice mé kofeny % +/2, % —v2,14+3,1-+3.

Jiné feSeni. Z podminek tulohy plyne, Ze leva strana rovnice je souci-
nem mnohodélent

$2~x+p a 4:1:2+q1:+1",

kde p, ¢ a r jsou realn disla. Po jejich vyndsobeni a porovnani koeficientt
u odpovidajicich mocnin =z dostaneme soustavu ¢tyr rovnic o tfech ne-
znamych

q—4=-12,
dp—q+r=-T7,
pqg—r =22,
pr = 14.
Prvni tfi rovnice maji jediné feSeni r = —8, p = —% a g = —8, které

vyhovuje i ¢tvrté rovnici. Plati tedy rozklad
4 3 2 2 7 2
4 —122° — Tx* + 222 + 14 = (:c —x—z)(4z — 8z — 8).

Rovnice 22 — x — % = 0 ma koreny % + /2, rovnice 422 — 8z — 8 = 0 m4
kofeny 1 + /3.

A-1-2

Ozna¢me k kruznici vepsanou trojihelniku ABC a S jeji stfed. Velikosti
vnitinich Ghld trojuhelniku ABC ozna¢me obvyklym zpisobem «, 3, v.
Protoze body K, L jsou soumérné sdruzeny podle osy vnitifniho thlu
pii vrcholu O, jsou piimky KL a C'P na sebe kolmé a plati [xLPC| =
= |xKPC]| (obr. 16).
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Obr. 16

Vyjadiime-li velikosti vnitnich thla pfi zékladndch KM a LK v rov-
noramennych trojthelnicich KMB a LKC, dostaneme |[xMKB| =
= 90° — 13, |XLKC| = 90° — %'y. 7 ptimosti thlu BKC tak plyne
|« MKL| = 90°—Ja. Analogicky vyjde |x K LM| = 90°—13, |¥xLMK| =
=90° — 1.

Protoze | K PC|+1~ = |xBK P| = 90° — 3, dostaneme pro velikost
soumérné sdruzenych uhlt LPC a K PC rovnost

|¥xLPC| = |xKPC| = 90° — 5—;1 =2

KruZnice k vepsana trojihelniku ABC' je soucasné kruznici opsanou
trojuhelniku K LM, ktery je, jak jsme zjistili vypoétem jeho thli, ostro-
uhly. Jeji stied S je proto vnitinim bodem tohoto trojihelniku, a tedy
i vnitfnim bodem tusecky CP. Protoze

|XxLPC| = |xLPS| = |xLAS| = %

je APSL tétivovy c¢tyfuhelnik. Vzhledem k tomu, ze ithel ALS je pravy,
je iuhel APS pravy (pfimky AP a CP jsou na sebe kolmé), a proto jsou
primky KL a AP rovnobézné. Tim je diikaz hotov.

Pozndmka. ProtoZe kruznice k je opsané trojihelniku K LM, mu-
zeme jeho vnitini thly snadno vyjadrit z prislusnych stfedovych hli:
|%<KSL| = 180° — v, takze |x K ML| = 90° — 1v atd.

A-1-3

Pro libovoln4 realna é&isla z,y,z € (—1,1) plati 1 — 22 > 0, 1 —y? >
>0, 1 — 22 2 0. Uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym
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primérem pro trojici nezapornych redlnych &isel 1 — 22, 1 — % 1 — 22

tak dostaneme
(1-2®)+(1-y>)+(1-2%
3/(1 — 2V(1 — 22\(1 — -2 _
YA A -1 -2 < .

3 )

N

takze

63/ — 21— )1 - 2) <6 - 2a” +3* + 22). (1)

Vyhovuji-li reélnd &isla z,y, z € (—1,1) podmince zy + yz + zz = 1,
ukaZeme, zZe spliuji také nerovnost

6—2(z" +9y° +2°) S1+(z+y+2)° (2)
Pravou stranu této nerovnosti upravime na tvar
1+ 22 +92 + 22+ 20y +yz + 22) =3 + (22 + % + 22),
coz po dosazeni do (2) vede k ekvivalentni nerovnosti
?+yP 42221

Jeji platnost ovéfime snadno. Stadi totiz dokazat, Ze pro redlna éisla z,
Y, z, kterd vyhovuji podminkam tlohy, plati nerovnost

2?2 +y* + 22 2 zy + yz + 2z,
coz je vSak ekvivalentni nerovnosti
-y’ +@~-2)?+(z-2)* 20,

ktera plati pro vSechna redlna éisla z, vy, z.

Zaveér. Nerovnost, kterou jsme méli dokazat, vyplyva z dokdzanych
nerovnosti (1) a (2). Rovnost v ni pfitom nastane, pravé kdyz nastane
soucasné v obou zminénych nerovnostech. To nastane, pravé kdyz = =
= y = z, coz s ohledem na podminku zy + yz + zz = 1 davd pouze
dvé moznosti z =y = z = j:%\/g, pro néz v dokdzané nerovnosti plati
rovnost.
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A-1-4

a) Ozna¢me A a B hledané podmnoziny. Protoze obé maji stejny pocet
prvki, je pocet prvkt mnoziny M nutné sudy. Je tedy n = 2k, kde k je
vhodné prirozené ¢islo.

Pro n = 4 neexistuje rozklad mnoziny M = {1,2,3,4} na dvé pod-
mnoziny danych vlastnosti, protoze aritmeticky priamér libovolnych dvou
riznych ¢isel z mnoZiny M se nemuze rovnat zadnému z téchto ¢isel. Se-
strojme vyhovujici rozklad mnoziny M pro nékolik prvnich sudych ¢isel n
(aritmeticky pramér prvka podmnozin vyznac¢ime polotuéné):

n=2: A={1} B = {2}

n=4: rozklad neexistuje

n==6: A={1,2,3} B ={4,5,6}

n=_8: A=1{23,47} B={1,5,6,8}

n = 10: A={1,2,3,4,5} B = {6,7,8,9,10}
n=12: A=1{1,2,3,4,6,8} B={5,7,9,10,11,12}

Nyni ukaZeme, ze hledany rozklad mnoziny M existuje pro libovolné
n = 2k takové, ze k # 2.
Pro licha ¢isla k£ vyhovuje napfiklad rozklad mnoziny M na podmno-
Ziny
A={1,2,...,k}, B={k+1,k+2,...,2k}.

Soucet viech prvki mnoziny A je -zl—k(k + 1), jejich aritmeticky prumér je
%(k + 1), coz je pfirozené &islo. Jelikoz 1 < %(k + 1) < k, je aritmeticky
prumeér vsech prvka mnoziny A prvkem mnoziny A. Podobné aritmeticky
prameér %(Bk + 1) vSech prvki mnoziny B je prvkem mnoziny B.

Pro k = 4 jsme existenci rozkladu ukéazali v tabulce, pro sudé éisla
k = 6 vyhovuje naptiklad rozklad mnoZiny M na podmnoziny

A={1,2,....k—2k, 3(3k —2)}, B=M\A.
Plati k < (3k —2) < 2k a 1(3k — 2) je pfirozené &slo. MnoZina A tedy
obsahuje k p¥irozenych ¢isel z mnoziny M. Soudet vSech prvki mnoZiny
A je
142+, . +(k—2)+k+3(3k—2) = 1(k—2)(k—1)+k+1(3k—2) = 1k(k+2).

Jejich aritmeticky primeér je %(k + 2), coZ je pFirozené &islo. Jelikoz 1 <
< %(k +2) £ k — 2, je aritmeticky priimér vSech prvké mnoziny A
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prvkem mnoziny A. Obdobné ukazeme, Ze aritmeticky prameér %k vsech
prvki mnoziny B je prvkem mnoziny B.

Pozndmka. Pro k sudé nevyhovuje napiiklad rozklad mnoziny M na
podmnoziny

A={12,...k-1,3k} B=M\A,

protoZe prumeér %k vSech prvki mnoziny B je prvkem mnoziny A. Vyho-
vuje v8ak rozklad jiného druhu

A={1,3,....k—1}U{k,k+4}U{k+5k+7,...,2k -1},
B=1{2,4,....,k—2}U{k+1,k+2,k+3}U{k+6,k+8,...,2k},

a to dokonce i pro hodnotu k = 4, kdy v pravych stranach téchto rovnosti
,chyb&ji“ tfeti skupiny prvkil, jez maji obecné po %(k —4) prvcich. Pocet
prvku takové mnoziny A je roven %k +2+ %(k —4) = k, jejich soucet je

roven
K (k—4)(3k +4)

T HCE+9+ = k°

4 )
takze jejich pramér je ¢islo k € A. Soucet vSech k prvki mnoziny B je
roven
(k—2)k
4
takze jejich prumér je ¢islo k — 2 € B.

= k* — 2k,

+(3k+6)+£k—:—4—)7(13—]ii@

b) Oznaéme A, B a C hledané podmnoziny mnoziny M. Protoze
vSechny maji stejny pocet prvki, je ¢islo n nutné délitelné tfemi, je tedy
tvaru n = 3k, kde k je vhodné pfirozené ¢islo. Pro soudet s vSech prvki
mnoziny M plati s = %3k(3k+ 1). Souéet t¥i aritmetickych pramért viech
prvki jednotlivych mnozin A, B a C je pak roven s/k, tedy %(3]6 +1).
Tento soudet musi byt podle podminek tlohy p¥irozené &islo, proto je k
nutné liché.

Pro ¢islan = 3k, kde & je liché, ukdZeme, Ze zadani vyhovuje naptiklad
rozklad mnoziny M na podmnoZiny

A={1,2,...,k}, B={k+1,k+2,...,2k}
a C={2k+1,2k+2,...,3k}.

Soucet vSech prvki A je %k‘(k + 1), jejich aritmeticky priimér je roven
2(k +1), coi je piirozené &islo. Jelikoz 1 < 2(k 4+ 1) £ k, je aritmeticky

65



prumér vSech prvkd mnoziny A prvkem mnoziny A. Podobné ukazeme,
Ze aritmeticky priumér %(Sk +1) vsech prvki mnoziny B je prvkem mno-
ziny B a aritmeticky primeér %(Sk +1) v8ech prvk mnoziny C je prvkem
mnoziny C.

Zaveér. Podminkdm ulohy v pfipadé a) vyhovuji véechna suda cisla n
ruzna od 4, v pfipadé b) vSechna licha c¢isla n délitelnd tfemi.

A-1-5

Polomér dané kruznice k ozna¢me r. Lezi-li bod A na kruznici k, je bod S
stfedem kruznice opsané kazdého z uvazovanych trojuhelnikit ABC' a hle-
danou mnozinou je jednobodovd mnozina {S}. Déle rozlisime dva pfi-
pady:

a) Necht |AS]| > r. Uvazujme nejprve rovnoramenny trojithelnik ABC
se zéakladnou BC, ktery vyhovuje podminkdm tlohy. Stfed O kruZnice
jemu opsané je vnitfnim bodem usecky AS a pritom plati |[AO| = |BO| =
= |CO|.

Nyni ukazeme, Ze hledanou mnozinou O stfedi kruznic opsanych
vSsem trojihelnikim ABC, které vyhovuji podminkam tlohy, je primka p,
kterd je kolma k AS a prochazi bodem O (obr. 17).

Obr. 17

Uvazujme libovolny trojihelnik AB'C’, kde B’C’ je primér kruz-
nice k, a ozna¢me O’ prisecik osy jeho strany B’C’ s piimkou p, takze
|O'B’| = |0'C’"| (bod O’ lezi na ose B’C’). Podle Pythagorovy véty
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v pravothlém trojuhelniku C'O’S plati

|O'B'| = |0'C"| = /|O'S|2 + r2 = /|OO'|2 + |OS|? + r2.

Pro velikost tisecky O’A pfitom mame

|0'A| = V/|AO? +]00']2 = \/|BOR + 002 =
= /|0S|2 + 72 +]00'2.

Odtud |O’A| = |O'B’| = |0'C"|, tudiz bod O’ je stfedem kruznice opsané
trojuhelniku AB’C” a podle konstrukce lezi na pfimce p.

Naopak, pro libovolny bod O’ pfimky p lze sestrojit prumér B’C’
kruznice k, ktery je kolmy k primce O’S. Z predchozich tvah vyplyva,
ze |O'A| = |O'B'| = |0'C"|, takze jsme nasli trojuhelnik AB'C’ pozado-
vanych vlastnosti, jehoz kruznice opsand ma stred O’'.

b) Necht |AS| < r. V tomto piipadé lze postupovat analogicky.
Stied O je zde vnitinim bodem polopfimky opac¢né k poloptimce SA.
Dojdeme pritom ke stejnému vysledku jako v pfipadé a).

Zavér. Neni-li A bodem kruznice k, je hledanou mnozinou O piimka p,
ktera je kolma k AS a soucasné prochazi stfedem O kruznice opsané rov-

noramennému trojuhelniku ABC se zakladnou BC, ktera je priumérem
kruznice k£ kolmym na AS. Je-li A je bodem kruznice k, je O = {S}.

Jiné feSeni. Pro dany bod A, ktery neleZi na kruznici k, uvazujme
trojuhelnik ABC danych vlastnosti. Oznacme [ kruZnici opsanou troj-
uhelniku ABC' (obr. 18). Protoze bod S je stfedem spolecné tétivy BC
kruznic k a [, protne kruznice [ polopfimku opa¢nou k polopfimce SA
ve vnitinim bodé, ktery oznacime A’. Pro mocnost m;(S) bodu S ke
kruznici [ pfitom plati

my(8) = ~|BS|-|CS| = —r® = ~|AS| - |A'S], (1)

kde r je polomér kruznice k. Odtud plyne, ze vzdalenost |A’S|, a tedy
i poloha bodu A’ na polopfimce opacné k SA jsou jednoznaéné urceny
polohou bodu A. Pro vechny trojihelniky ABC' vyhovujici podminkam
ulohy je tedy AA’ pevna tsecka. Kruznice opsané véem uvaZovanym troj-
uhelnikim ABC proto maji spoleénou tétivu AA’, takZe jejich stfedy lezi
na ose p usecky AA’. V piipadé, kdy ABC je rovnoramenny trojihelnik
se zékladnou BC, je tisecka AA’ pramérem kruZnice [ a jeji stied O je
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soucasné stiedem tisecky AA’. Pfimka p prochéazi timto bodem O kolmo
k pfimce AS.

Obr. 18

Naopak, ke kazdému bodu O’ pfimky p najdeme trojuhelnik ABC
pozadovanych vlastnosti, ktery ma stfed opsané kruznice v bodé O’. Staci
sestrojit priimér BC kruznice k, ktery je kolmy k pfimce O’S. Pro pevné
uvazované body A, A’ a S jsme tak sestrojili body B, C, pro n&z plati
vztah (1). To znamend, Ze body A, B, C a A’ lezi na téze kruznici [.
Vzhledem k tomu, Ze bod O’ je priise¢ikem os tétiv AA’” a BC této
kruznice, které nejsou rovnobézné, je bod O’ stfedem kruznice [, tedy
stfedem kruZnice opsané trojuhelniku ABC'.

A-1-6

Necht f je libovolnd funkce pozadovanych vlastnosti. Dosadime-li do da-
ného vztahu postupné y = 0 a y = 1, dostaneme rovnosti

F(f(z)) = © + £(2006), 1esp. f(f(x)+1) =+ f(2007) (1)
a jejich odectenim
f(f(@) +1) = f(f(=2)) = f(2007) — f(2006).

Posledni vztah 1ze zjednodusené zapsat jako
F(z 4+ 1) = £(2) = £(2007) — £(2006) (2)
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pro kazdé takové z € Z, které patii do oboru hodnot funkce f. Timto obo-
rem je ovSem celd mnozina 7, jak hned vidime z kterékoli z rovnosti (1).
Rovnost (2) platnd pro kazdé z € 7 znamena, Ze funkce f na 7 je
(oboustranné nekonec¢na) aritmetickd posloupnost, takze jeji predpis musi
byt tvaru f(z) = az + b s vhodnymi konstantami a,b € R. Jejich mozné

hodnoty zjistime, kdyz dosadime do obou stran rovnosti ze zadani:

f(f@)+y) =a(flz)+y)+b= a’z +ay + ab + b,

z+ f(y+2006) =z + a(y +2006) + b =z + ay + 2006a + b.

Takové dva vyrazy maji tutéz hodnotu pro vSechna z,y € Z, pravé kdyz

zéroveri plati a? = 1 a 2006a = ab, neboli a = +1 a b = 2006. Resenim
ulohy jsou tedy jediné dvé funkce urcené predpisy

fi(z) =2 +2006 a fg(z):—x—|—2v006.

A-S-1

Predpoklddejme, Ze ¢islo s vyhovuje zadani tilohy, a ozna¢me kofeny x1,
T9, x3, T4 dané rovnice tak, aby platilo

1y = —2. (O)
7 rozkladu na kofenové Cinitele
4z — 2023 + 522 + 222 — 2 = 4(z — ) (z — 29)(x — z3)(z — 4)

po roznasobeni a porovnani koeficientii u stejnych mocnin x dostaneme
Vietovy vztahy

T1 + Ty + 23+ T4 = 5, (1)
S
T1T + T123 + T124 + T3 + ToTy + T3Ty = 1 (2)
11
T1ToT3 + T1ToTq + T1T3T4 + ToTaTy = —5 (3)
1
T1ToX3Ty = —5 (4)

7 rovnosti (0) a (4) ihned plyne
T3y =
3 4 1 =
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Z rovnosti (3) upravené do tvaru

11
(-/El + I2)13x4 + (l‘g + .'L'4).I’1x2 — —?

vychézi po dosazeni hodnot zix9 a x3x4 rovnice

1 11
Z(-’El +x9) — 2(x3 +24) = 5

ktera spolu s rovnici (1) tvofi soustavu dvou linearnich rovnic pro ne-
znamé soucty xy + x4 a x3 + x4. Snadnym vypoctem zjistime, ze feSenim
této soustavy je dvojice hodnot

T +r9=2 a x3+x4=3.

Dosadime-li vSe zjisténé do rovnosti (2) upravené do tvaru
s
2122 + (21 +22) (23 + 24) + 2324 = 7,

zjistime, Ze nutné s = 17.
Nyni musime provést zkousku: z rovnosti

T1+x9=2 a x1T9=—2
vyplyva, Ze ¢isla x1 2 jsou kofeny kvadratické rovnice
2 -2 -2=0, tedy z;0=1++3; (5)

7 rovnosti :
.1,'3+IE4:3 a 9331174ZZ

zase plyne, ze Cisla 234 jsou kofeny kvadratické rovnice
5 1 3
z° —3x + i 0, tedy z34= 3 + V2. (6)

Vidime, Ze ;234 jsou skutecné ¢tyii navzajem riizna realnd cisla,
ktera spliiuji soustavu rovnic (1)—(4) pro hodnotu s = 17, takze to jsou
kofeny rovnice ze zadani. Zduraznéme, ze zadanim tulohy nebylo tyto
koreny vypocitat. Nestacilo by ovsem jen ovérit, ze kazdé z kvadratickych
rovnic v (5) a (6) ma dva rtzné redlné kofeny (to nastane, pravé kdyz
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jejich diskriminanty jsou kladna ¢isla), kromé toho by bylo nutné jesté
ukézat, Ze tyto dvé rovnice nemaji spolecny koren.
Hledané ¢islo s je jediné a ma hodnotu s = 17.

Jiné FeSeni. Oznacme x5 ty kofeny dané rovnice, pro néz ma platit
129 = —2. Mnohoclen z levé strany rovnice je délitelny mnohoclenem
(z —21)(z—x3), tedy mnoho¢lenem tvaru 22 +pz —2 (kde p = —a1 —x3),
plati tudiz rozklad

4zt — 2023 + s2? + 222 — 2 = (2? 4 pz — 2)(42® + gz + 7).

Roznasobenim a porovnanim koeficient u stejnych mocnin = dostaneme
soustavu

—20=4p+¢q, s=-8+pqg+r, 22=-2q+pr, —2=-2r

Ze Ctvrté rovnice mame r = 1, po dosazeni do tfeti 22 = —2q¢ + p, coz
spolu s prvni rovnici davd p = —2 a ¢ = —12. Ze zbylé (druhé) rovnice
pak uré¢ime hodnotu s = 17. Vime, Ze pro ni ma mnohoclen ze zadané
rovnice rozklad

4zt — 2023 + 1722 + 222 — 2 = (2% — 22 — 2)(42® — 122 + 1),
zbyva provést zkousku (stejné jako pfi prvnim postupu).

A-S-2

Uvazovand mnoZina je mnoZinou pravé vsech (pfirozenych) déliteld
gisla 160 = 25 - 5. Jeji prvky mizeme sdruzit do dvojic tak, aby souéin
¢isel v kazdé dvojici byl roven ¢islu 160:

1-160=2-80=4-40=5-32=28-20=10-16.
To znamena, Ze je-li A = {a,b,c} trojice navzdjem ruznych délitel
¢isla 160, je i A’ = {160/a,160/b,160/c} trojice navzajem riiznych déli-
telu ¢isla 160.
Soucin abe prvki trojice A se da vyjadrit ve tvaru

2k5! kde k € {0,1,2,...,14}, 1 € {0,1,2,3} (1)

(&islo 160 m4 jen dva délitele, jeZ jsou nasobkem 2°, proto se v rozkladu
soucinu abc nemtiZe objevit 2'°). Neni t&zké zjistit, ze nejvétsi pfirozené
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&islo tvaru (1), které je mensi nez 2 006, je ¢islo 2000 = 2% 5% a nejmensi
piirozené &islo, které je tvaru (1) a je vétsi nez 2006, je &islo 2048 = 211
(samo ¢islo 2006 tvaru (1) neni). P¥itom 2000 - 2048 = 160°.

Je-li tedy soudin prvkii trojice A mensi neZz 2006, je nutné abe <
< 2000 a souéin 1603/(abe) prvki odpovidajici trojice A’ je nejméné
160%/2000 = 2048. Naopak, je-li soudin prvki trojice A vétsi nez ¢islo
2006, je abc = 2048 a soudin prvki trojice A’ je nejvyse 160%/2048 =
= 2000. Jinymi slovy triprvkovych podmnoZin se souc¢inem prvki mensim
nez 2006 je praveé tolik jako triprvkovych podmnozin se soucinem prvki
vetsim nez 2 006.

A-S-3

Bod U jako prusecik os vnitinich uhlt pfi vrcholech A a D daného li-
chobé&zniku ma stejnou vzdalenost od stran AB, AD a zéarover i od stran
AD, DC. To znamena, ze mé stejnou vzdalenost od obou zékladen AB,
CD lichobézniku ABCD. Podobné i bod V, ktery je priise¢ikem os uhlt
pfi vrcholech B a C, mé od obou zdkladen stejnou vzdalenost. Jsou tedy
ptimky UV a AB rovnobézné. Tim je vyfeSena Cast a).

Protoze soucet vnitinich thla jak pfi vrcholech A a D, tak pfi vr-
cholech B a C je 180°, je soucet thlu prilehlych strané AD trojuhelniku
ADU roven 90° stejné jako soucet tthlu prilehlych strané BC trojuhel-
niku BCV. To znamend, Ze oba uvedené trojuhelniky jsou pravothlé
(s pravym thlem pii vrcholu U, resp. V, obr. 19). Ctyithelnik UTV S
je tedy tétivovy (z ptredpokladu ulohy |AB| > |CD| 2 |DA| plyne, Ze
poloptimky AU a CV se neprotinaji, body S a T proto lezi v opa¢nych
polorovinach uréenych pfimkou UV a body U, T, V, S lezi na kruZnici
v uvedeném poradi).

D C

Obr. 19
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Jak uz vime, jsou piimky UV, AB a CD rovnobéiné, je tedy
|xVUT = |xCDT| = 45°. Z rovnosti obvodovych thli nad stranou TV
tétivového étyfthelniku UTV'S tak plyne |xVST| = |xVUT| = 45°.
To je zaroven i velikost obvodového thlu T'SB pfislusného tétive T'B
kruznice opsané trojuhelniku STB (obr.20). Zbyvéa ukazat, ze na téze

D C

Obr. 20

kruznici lezi i bod E. To je zfejmé, pokud F = T. V opa¢ném piipadé
stacl zjistit, ze velikost thlu TEB je 180° — 45° nebo 45° podle toho,
zda pfimka BT body S, E oddéluje ¢i nikoli, coZ okamzité plyne z toho,
ze piimka DT svird se zédkladnou AB tuhel 45° (obr.20 a 21). Tim je
vyfeSena Cést b).

A-1l-1

Oznacme a, b, c velikosti stran trojuhelniku ABC. Pro jeho vysku v, plati
nerovnost

c 2w,

73



nebot vy, je délka nejkratsi tsecky spojujici vrchol B s bodem piimky AC.
Pro obsah S trojihelniku ABC' tak plati:
CVe . Uple

Pokud existuje trojuhelnik ABC vyhovujici podminkam tlohy, jehoZ
obsah je pravé 10 cm?, potom v obou nerovnostech S = %cvC 2 %vbvc
> 10 cm? nastava rovnost. Vychazi tedy ¢ = v, = 4cm a soucasné v,
= 5cm. Z prvni rovnosti plyne, Ze takovy trojihelnik musi byt pravouhly
s pravym uhlem pfi vrcholu A. Pro délku jeho odvésny AC pak plati
b = v, = 5cm a délka a jeho prepony BC je rovna v/41cm. Ze vzorce
S = %ava pro jeho vysku v, plyne

v

25 20
D ﬁ cm > 3cm.
Pravouhly trojuhelnik ABC s odvésnami b = 5cm a ¢ = 4cm tedy
vyhovuje podminkam tlohy.

Nejmensi mozny obsah trojihelniku ABC jehoz vysky vyhovuji pod-
minkam tlohy, je 10 cm?.

Va

A-11-2
Predpokladejme, Ze rovnice
ot —42d 442’ fax+b=0 (1)

méa dva rizné realné koteny x1 a xs, pro které plati z; + 29 = z129 = p.
Potom mnoho¢len na jeji levé strané je délitelny kvadratickym trojélenem
(x — z1)(z — x3) = 2% — pr + p, a mé tudiz rozklad

$4—4x3+41'2+aa:+b:($2—px+p)(x2—f—7‘x+s),

kde r a s jsou realna ¢isla. Rozndsobenim vyrazu na pravé strané posledni
rovnosti a porovnanim koeficient u jednotlivych mocnin z mnohoclentt
na obou stranach dostaneme

—4=—-p+r, (2)
4=p+s—pr, (3)
a = —ps+ pr, (4)
b = ps. (5)
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Ze vztahu (2) plyne
r=p-—4. (6)

Dosazenim za r do vztahu (3) dostaneme
s=4-p+pp—-4)=(@-4)@P-1) (7)

Jelikoz kvadraticka rovnice 22 — pz + p = 0 mé dva rfizné realné kofeny
T1 a Tg, je jeji diskriminant kladné ¢islo, takze

p> —4p > 0. (8)

Se¢teme-li rovnice (4) a (5) a dosadime za r podle (6), vyjde podle pied-
choziho vztahu

a+b=pr=plp—4)=p°—4p>0,

coz jsme chtéli dokazat.
Pro diskriminant D rovnice

22+rr+s=0
podle vztaht (6), (7) a (8) plati
D=r’—4s=(p—4)*-4(p—4)(p—1) = -3p(p—4) = —3(p*> —4p) < 0.

Rovnice tudiZ nemé realné kofeny. Dand rovnice (1) proto nemd jiné
realné koreny nez x, a xs.

A-1-3

a) Oznaéme po fadé a a (3 velikosti vnitinich thla pfi vrcholech A a B
uvazovaného pravouhlého trojihelniku ABC'. Ze vztahu mezi obvodovym
a stfedovym thlem pro spole¢nou tétivu CM kruznic k; a ko opsanych

po fadé trojuhelnikim AMC a BMC plyne (obr. 22)

|$xMS1C| + |xMS,C| = 2a + 28 = 180°.
Ctyithelnik CS; M S, je tudiz tétivovy. Protoze body M a C jsou sou-
meérné sdruzené podle osy tsecky C'M | na niz soucasné lezi sttedna S;.55
kruznic ki a ko, plati déle

[{51M52| = ]{SlCSQI = 90°.
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KruZnice opsana ¢tyiiuhelniku C'S; M .S, je tedy Thaletovou kruznici se-
strojenou nad priamérem S;S;. Body S a S vSak soucasné lezi na ose
odvésny AC, podobné body S a S lezi na ose odvésny BC uvazovaného
trojuhelniku. Je tedy [%S515S55] = 90°, a bod S proto lezi rovnéz na
Thaletové kruZznici opsané ¢tyttuhelniku C'S1MS;. (Je-li M = S, plati
toto tvrzeni trividlng.) Tim je dokazéna Cast a) tlohy.

b) Pro polomér r kruznice (s tétivou C'S) nalezené v ¢asti a) ziejmé
plati 2r 2 |C'S| s rovnosti, pravé kdyz je C'S jeji primér. ProtoZe kruznice
s prumérem C'S prochazi stfedy obou odvésen AC, BC| rovnost 2r =
= |CS| nastane, pravé kdyz bod S; je stted AC a S je stied BC' (bod
Sy lezi na ose odvésny AC a bod Sy na ose odvésny BC), coz ziejmé
odpovidé volbé bodu M jako paty vysky z vrcholu C na pieponu AB.

Jiné feSeni. a) Oznaéme P; a P, po fadé stiedy tiseéek AM a BM

(obr.23). Protoze ve stejnolehlosti se stiedem M a koeficientem 1 se

usecka AB zobrazi na usecku P) P, zobrazi se stfed S Usecky AB na

~

\
LW

N\
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stied @ tsecky P; P, a zéaroven jakozto obraz bodu S ve zminéné stejno-
lehlosti je bod Q stiedem tisecky M S. Body P, P, jsou kolmé priméty
bodt S;, Sy na preponu AB, takze bod @ je kolmym pramétem stiedu O
kruZnice sestrojené nad primérem S;S;. Podle Thaletovy véty na této
kruZnici ziejmé lezi bod S, protoze primky S;5 a S35 jakozto osy na-
vzajem kolmych odvésen AC a BC sviraji pravy uhel. Ze soumérnosti
uvedené kruznice podle piimky OQ pak plyne, Zze na ni lezi i bod M,
a tedy i bod C (ze soumé&rnosti podle piimky S;S2). Tim je cast a)
dokazana.

b) Pro tsecku 5155 a jeji kolmy primét Py P plati |S1S5| 2 |PyPa| =
= %]AB |. KruZnice opsané ¢tyfuhelniku C'S;M S, méa proto nejmensi
primér 3|AB|, pravé kdyz $15; || AB, coz vzhledem ke kolmosti tseé-
ky CM a jeji osy S1S2 nastane, pravé kdyz M je patou vysky z vrcho-
lu C v trojuhelniku ABC'. (Polomér r této kruznice ma pak velikost
r = 1]AB|)

Jiné FeSeni. a) Uvazujme podobné zobrazeni sloZené z otoceni kolem
stfedu C o orientovany (pravy) uhel ACB a ze stejnolehlosti se sttedem C
a koeficientem rovnym poméru | BC| : | AC|. Toto zobrazeni ptevede body
A, B a M po tadé do bodit B, B’ a M’, pticemz BC je vyska na pfeponu
AB' pravotihlého trojihelniku ABB’ a bod M’ lezi na jeho odvésné BB’
(obr. 24). Podle shodnych thlit AMC a BM'C (nebo téz podle pravych

B’
M/
C
Sy
\ /,,/’//
S1¥~~
Y
A S M B
Obr. 24

ahlt MCM’ a MBM'’) vidime, 7Ze kruznice opsana trojihelniku BMC
je opséna i trojuhelniku BM'C, takZe jeji stfed Sy je obrazem bodu S;
v uvazovaném podobném zobrazeni (to pievadi trojihelnik AMC prave
na trojuhelnik BM’'C). To znamend, ze uhel S1CS;y je pravy, takze je
pravy i tthel S1MSy (nebot pfimka S1.5; je osou usecky CM). Koneéné
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pravy je i ihel S1.55; (nebot jeho ramena lezi na osach navzajem kolmych
odvésen AC a BC), takze vSechny tii body C, M, S lezi na Thaletové
kruznici sestrojené nad pramérem S;.55.

Tim je dokdzana ¢ast a) tlohy. Cést b) vyfesime stejné jako v prvnim
feSeni.

A-11-4

Ukazeme, ze nejmensi m je 113 (nezavisle na hodnotach p, ¢). Ztejmé je
m > 1. Pro libovolna pfirozend ¢isla ¢ < d a m > 1 ozna¢me S,,(c,d)
soucet vSech zlomki v zadkladnim tvaru, které lezi v otevieném intervalu
(¢,d) a jejichz jmenovatel je m. Pak plati nerovnost

Sm(c,e+1) < <C+%)+(C+%)+...+(c+m—m_—l) =

-1
:(m—l)c—}-m2 ,

v niz rovnost nastane, pravé kdyz vSechna ¢isla 1,2,...,m — 1 jsou ne-
soudélna s m, tj. pravé kdyz m je prvocislo.

Pro dand pfirozena ¢isla p, ¢ a m > 1 plati

Sm(,q) = Sm(P,p+ 1)+ Smp+1,p+2)+ ...+ Sn(g—1,9) <

< ((m—l)p+mT_1>+((m—1)(p+1)+m;1)+...

+((m—1)(q—1)+m_1) =

,
_ (a—p)p+qg-1) q—p
=(m-—1) 5 +(m—1)—2—_
- m— 2 _p?
:(m—l)q—23(p+q—1+1):( 1)51 P
tedy L
Sm(p,q) < (mﬁl)éq ), (9)

Rovnost ve vztahu (9) pfitom nastane, pravé kdyz m je prvodislo. Podle
zadani vsak plati

Sm(p,q) Z 56(¢* — p*).
S ohledem na vztah (9) vidime, Ze nutné plati %(m— 1) = 56, tj. m = 113.
Vzhledem k tomu, Ze éislo 113 je prvodislo, je nejmensi hledané ¢islo
m = 113.
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Jiné YeSeni. Soucet vsech zlomk, které maji jmenovatel m, nejsou cela
isla a lezi v intervalu (p, ¢), mizeme také urcit jako rozdil souctu vsech
zlomk se jmenovatelem m leZicich v uzavieném intervalu (p, ¢) a souctu
vech prirozenych ¢isel z tohoto intervalu. Pro uvazovany rozdil d pak
plati

qm . q

Z J .

. m <

j=pm i=p
Mensence i mensitele v uvazovaném rozdilu lze uréit jako soucty c¢lent
aritmetickych posloupnosti. Pro souéet prvnich n ¢élent aritmetické po-
sloupnosti (a;) vyuzijeme znamy vztah

a1+a2+...+an:%n(a1—|—an).

Pro hledany rozdil d tak dostavame:

d=ip+((g—pm+1)—3(p+q)(g—p+1) =

p+a)[((g—pm+1) —(g—p+1)] = 2(m—1)(¢*> - p*).

D= o[

Déle budeme postupovat stejné jako v predchozim feSeni.

A-llIl-1

Nejprve ukdzZeme, Ze tiloha ma feSeni pro libovolné sudé n. Postavime-li
figurku napf. na kterékoliv rohové pole Sachovnice n x n, projdeme celou
Sachovnici po sousednich blocich typu 2 x n zptisobem naznacenym na
obr. 25 pro n = 8. Posloupnosti tahi zde odpovid4 posloupnost na sebe
navazujicich orientovanych tusecek. Zcela analogicky lze postupovat pro
kazdé sudé n.

pESESE

Obr. 25 Obr. 26
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Nyni ukdzeme, Ze pro zadné n 2 3 liché nelze sachovnici projit poza-
dovanym zptsobem. Dtikaz provedeme sporem. Ptipustme, Ze pro urcité
liché n na Sachovnici n x n existuje posloupnost tahtt vyhovujici podmin-
kam tlohy. VSechna jeji pole obarvime podobné jako béZnou Sachovnici
8 x 8, a to tak, Ze rohova pole budou ¢ernd (podobné jako na obr.26
pro n = 7). Déale vSechna ¢erna pole oznac¢ime pismeny A a B tak, aby
zadné dvé Cernd pole majici spoleény pravé jeden bod (vrchol) nebyla
oznacena tymz7 pismenem. Budou-li rohov4 (¢ernd) pole oznafena napf.
pismenem A, bude zfejmé pocet poli A o n vétsi nez podet poli B.

Pole sachovnice, ktera figurka pozadovanym zpiisobem projde, oznac-
me postupné 1,2,3,...,n% a k-ty tah zapisem k — k + 1. Je-li pole
s ¢islem 1 ¢erné, jsou Cernd pravé pole s éisly 1,2,5,6,9,10,...; pfitom
kazdy (sikmy) tah 1+ 2,5 — 6,9+ 10, ... spojuje dernd pole oznafend
ruznymi pismeny, takze se celkové pocty poli A a B lisi nejvysSe o 1, coz
odporuje zjisténému rozdilu. Ke stejnému sporu dojdeme i v pfipadé,
kdy je pole s ¢islem 1 bilé, takze ¢ernd jsou pravé pole s éisly 3,4,7, 8,
11,12,... spojend (Sikmymi) tahy 3— 4, 7+ 8, 11— 12, ...

Tim je Gloha vyfeSena, jejimu zadani vyhovuji vSechna suda n = 2.

A-1lIl-2

Prusecik os vnitinich thla pii vrcholech A, D v trojuhelnicich BC' A,
BCD ozna¢me H (obr. 27). Jak znamo, je bod H stfedem pfislusného ob-
louku BC kruznice k opsané ¢tyithelniku ABCD (oblouku, ktery neob-
sahuje vrcholy A a D). Ozna¢me € = |XxBAH| = |xCAH|=|xBDH| =
=|xCDH| = |xCBH| a ¢ = |xXABL| = |xCBL)|. Pak plati

|xBLH| = |xBAL|+ |xABL| = ¢+ ¢ = |XLBH|.

Trojtahelnik H LB je tudiZ rovnoramenny se zakladnou LB, takze |H B| =
= |HL|. Analogicky je i |HC| = |HM]|. A protoze |HB| = |HC|, je
rovnéz |HL| = |HM|, takze trojihelnik HM L je rovnoramenny a plati
| xHLM| = |xHML].

Ozna¢me jesté P kolmy primét bodu L na piimku AC a @ kolmy
prumét bodu M na pfimku BD (uvaZovany bod R je tak prusedikem
piimek LP a MQ). Protoze pravouhlé trojuhelniky APL a DQM se
shoduji v thlech pfi vrcholech A a D, jsou shodné i thly PLA a QM D
pii vrcholech L a M. Odtud a z rovnosti |« HLM| = |<xHML| tak vy-
plyva rovnost |XPLM| = |xQML|. To znamend, Ze trojuhelnik LM R
je rovnoramenny, jak jsme méli dokazat.
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Obr. 27

A-1ll1-3

Uvazujme libovolnou funkci f pozadovanych vlastnosti. Nejprve ukaze-
me, Ze je prosta. Jestlize f(y1) = f(y2), pak pro vSechna prirozena cisla
x plati

yif(z) = f(zf(y1)) = f(af(y2)) = y2f(z),

a ponévadz f(x) je pfirozené ¢islo, plyne odtud y; = y2, coz znamena,
ze funkce f je prosté.

Volbou z = 1 v dané rovnici dostaneme f(f(y)) = yf(1), coz pro
y =1déava f(f(1)) = f(1). ProtoZe f je prosta, plyne odtud

f)=1, (1)
takze pro vSechna pfirozend ¢isla y navic plati
f(f) =v. (2)

Z pravé odvozeného vztahu zéroven plyne, Ze oborem hodnot funkce f
je celd mnozina N. MuZeme tedy pro libovolné ptirozené ¢islo z najit v,
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pro néz y = f(z) a zaroven f(y) = z, takze podle vztahu ze zadani pak
plati

fzz) = f(a(f(y)) = yf(x) = f(2) f(2).

Odtud lze matematickou indukci snadno odvodit, Ze pro vSechna pfiro-
zend Cisla n, x1, 9, ..., x, plati

f(zize ... xn) = f(x1)f(z2) ... f(zTn). (3)

Ukéazeme, Ze obraz f(p) libovolného prvoéisla p je také prvocislo. Pred-
pokladejme, Ze f(p) = ab, kde a, b jsou piirozena &isla rizna od jedné.
Podle (2) a (3) plati

p=f(f(p) = f(ab) = f(a)f(b).

Protoze funkce f je prostd a f(1) = 1, plati f(a) > 1, f(b) > 1, coz
odporuje predpokladu, Ze p je prvoéislo.

Jelikoz 2007 = 32 - 223 je rozklad &isla 2007 na prvocinitele, dosta-
neme podle (3)

F(2007) = £2(3) £(223),

kde obé ¢isla f(3) a f(223) jsou prvodisla. Jestlize f(3) = 2, potom
podle (2) plati f(2) = 3 a nejmensi moznd hodnota f(223) je 5, takze
f(2007) = 20. Pokud f(3) = 3, nejmensi mozna hodnota f(223) je 2
a plati f(2007) = 18. Snadno vidime, Ze pro kazdou jinou volbu hodnot
£(3) a £(223) plati £(2007) > 18.

Ukazeme, ze existuje funkce vyhovujici zadani, pro kterou plati
f(2007) = 18. Definujme funkei f nésledujicim zpiisobem: Pro libovolné
piirozené é&islo z, které zapiseme jako x = 2¥223™¢, kde k a m jsou celd
nezaporna ¢isla a g je prirozené ¢islo nesoudélné s Cisly 2 a 223, zadame
hodnotu f(z) vztahem

f(2F223™q) = 2m223%¢.
Pak plati f(2007) = £(223-32) = 2. 3% = 18. Ovéfime, Ze tato funkce

f mé pozadovanou vlastnost. Necht z = 2¥1223™1¢; a y = 2k2223™2¢,
jsou libovolna pfirozend ¢isla zapsand vyZe uvedenym zptisobem. Potom

f(zf(y)) = f(2Fr223m g, f(2F2223™2¢y)) = F(2M1 122231 R2g10)) =
— 2k2+ml 223m2+k1q1q2
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a soucasné
yf(z) = 2¥2223™2q, f(2F1223™1 gy ) = 2k2tmiogmathig, gy
Zaver. Nejmensi mozna hodnota ¢isla f(2007) je 18.

Pozndmka. Z vyse uvedeného teSeni vyplyva, Ze kazda funkce f, ktera
vyhovuje dané funkcionalni rovnici, je uréena n&jakou bijekci ¢ mnoziny
prvocisel na sebe, kterd pro kazdé prvocislo p spliiuje rovnost <p(<p(p)) =
= p, a to predpisem

) =1,

ky k
o5 .. pEm) = o) o(p2)* .. o(Pm)*™,

kde p; jsou navzajem ruzné prvocisla a k; nezdporna cela cisla. Kazda
bijekce ¢ uvedené vlastnosti rozklddd mnozinu prvocisel na sjednoceni
jednoprvkovych a dvouprvkovych navzajem disjunktnich mnozin tako-
vych, Ze pro kazdou z nich tvaru {p} plati ¢(p) = p a pro kazdou z nich
tvaru {p1, p2} plati p(p1) = p2, ¢(p2) = p1. Naopak kazdy takovy rozklad
urcuje vyhovujici bijekei .

A-I1ll-4
UkézZeme, Ze uvedeny zavér obecné neplati. Jako protipriklad zvolime
mnozinu
M =N\ {a: a + 1 je prvocislo vétsi nez 2 008},
ktera zfejmé obsahuje vSechna ¢isla od 1 do 2007. Pfitom aritmeticka

posloupnost (an)OO , s prvnim ¢lenem a; = n € M a diferenci d = n + 1

n=

ma obecny ¢len tvaru
ar=a1+(k—-1Dd=n+(k-1n+1)=n+1)k—1,

odkud plyne, Ze ¢islo ax + 1 = (n + 1)k neni prvodislo pro zadny index
k > 1, takze aj lezi v M pro kazdy index k (af uz ap < 2007, nebo
a = 2008). Protoze prvodisel je nekoneéné mnoho, je nekonecné mnoho
i pfirozenych ¢isel, ktera ve zvolené mnoziné M nelezi.

Jiné Feseni. Kazda vyhovujici mnoZina M musi obsahovat vsechny
¢leny 2007 aritmetickych posloupnosti s prvnim ¢lenem k a diferenci
k+1, kde kK £2007:

A =(1,3,5,...), Ay =(2,5,8,...), ...,
Az 007 = (2007,4015,6023,...).
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Ztejmé mnozina hodnot Ay = {k,2k + 1,3k + 2, ...} posloupnosti Ay je
pro kazdé k tvofena vSemi ptirozenymi Cisly tvaru i(k + 1) + k s celym
nezapornym .

Vysvétlime, proc¢

M=A]UAU...UA3007

je nejmensi mnozina pozadované vlastnosti. Ukdzeme totiz, ze pokud
n € Ay pro nékterd éislan a k, pak A,, C Aj. Necht tedy n € A, am € A,,.
Pak platin = i(k+1)+k am = j(n+1)+n pro vhodna celd nezdporna
iaj,odkudm=j(i+1)(k+1)+i(k+1)+k=(Gi+j+i)(k+1)+k
coz znamena, ze m € Ay.

Existuje vSak nekonecné mnoho prirozenych cisel, ktera v sestrojené
,minimalni“ vyhovujici mnoziné M nelezi; jsou to napfiklad vSechny na-
sobky ¢isla 2 008!.

A-I1lIl-5

Oznatme ¢ = |[XBAD| a ¢ = |XABE]| (obr. 28). Z rovnosti obvodovych
uhlt |[XAEB| = |¥ADB]| v tétivovém ¢tyithelniku ABDE tak pii ob-

C
E
D
P
p
o \P /] Y
A T Co Y B
Obr. 28

vyklém znaceni thla v trojihelniku ABC plyne
a+y=0+¢. (1)

Oznac¢me Cy patu vysky z vrcholu C, v, velikost vysky CCy a x, y, p
velikosti prislusnych tsekt ACy, BCy, PCy (obr. 28), takze
p p v Ve
tg(p:_v tng_a thé=—£, tgﬁ:'— (2)
T Y T Y
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Pokud bod P neni priise¢ik vysek (tj. tthel o + v neni pravy), mizeme
podle (1) psat
tg(a +9) = tg(B + ),

coz podle zndmého vzorce pro tangens souctu po dosazeni z (2) dava
(vyuzivdme rovnost tgatgy = tg ftg ¢, kterd z (2) navic plyne)

Ve (P _Ve P

T Yy oy
neboli
(p—ve)(z—y)=0.

ProtoZe vzhledem k danym pfedpokladim je p < v. a  # y, nemlze
posledni rovnost platit. Je tedy o + 1 = 90° a bod P je prisecikem
vysek, coz jsme chtéli dokazat.

Jiné feSeni. Ozna¢me k kruznici opsanou tétivovému ctyifuhelniku
ABDE auvazme jesté kruznice [ a m opsané trojuhelnikim BEC a ADC
(obr. 29). Protoze tétiva BE kruznice [ protina tétivu AD kruznice m

S N !

Obr. 29

v bodé P, maji kruznice [, m kromé bodu C jesté dalsi prisecik, ktery
oznacime M. 7 uvedené konstrukce vyplyva, ze bod P lezi uvnitt kazdé
ze tii uvazovanych kruznic a ma k nim stejnou mocnost (je to jejich
potenéni bod), proto bod P lezi uvniti tsecky CM.

Z rovnosti obvodovych thli nad tétivou BC kruznice | plyne
|xBMC| = |xBEC| = 180° — |xAFB| a analogicky |¥xAMC| =
= |XADC| = 180° — |xADB]|, coz vzhledem k rovnosti obvodovych
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ahli |XAEB| = |xADB| nad tétivou AB kruznice k znamena, Ze
|xBMC| = |x<xAMC]|.

Ozna¢me N patu vysky z vrcholu C trojihelniku ABC. Pokud M # N,
znamend posledni rovnost, ze pravothlé trojuhelniky BNM a AN M jsou
shodné, coz ovsem odporuje predpokladu |AC| # |BC|. Je proto M = N,
|xADC| = |xBMC| = |xAMC| = 90° a bod P je tak prusecikem vysek
trojuhelniku ABC, coz jsme chtéli dokazat.

A-1lIl-6
Jsou-li z, y, z t¥i navzdjem ruzna realna ¢isla, pak hodnoty

T —y Yy—z z—x
2 v = ) w =
Y—z z—z T -y

(1)

u =

jsou ziejmé Cisla riznd od 0 a —1 a jejich soucin je roven 1. Stejnou
vlastnost tedy musi mit i hodnoty x, y, z z kazdé hledané trojice. Budeme
proto neustéle predpokladat, Ze plati vztahy

iL’,y,ZGR\{O,'—l}, x;éy;éz;éx’ xyz:l (2)

Protoze dand mnoZinova rovnice je pro usporddané trojice (z,v, z),
(z,z,v) a (y,z,x) stejnd, budeme kromé (2) predpokladat, ze plati z >
> max{y, z}, a rozlisime dva pfipady podle toho, zda y > z, nebo z >
> y. Zavedme jesté oznaleni intervaltt I; = (0,00), [ = (=1,0), I3 =
= (—o0, —1).

Pripad x >y > z. Pro zlomky (1) zfejmé platiu € I1,v € [ aw € I3,
takze u > v > w. Dand mnozinova rovnice proto muze byt splnéna jediné
tak, ze v = z, v = y a w = z. Po dosazeni zlomkt (1) a snadné Gpravé
dojdeme k rovnicim

xy+ty=yz+z=zx+xz, kdexe€l, yely z¢€ls. (3)

Podle podminky zyz = 1 z (2) miZeme do rovnice zy + y = zx + z za
¢len zx dosadit 1/y a rovnici déle upravit:

1 11— 1 1
:vy+y=§+x:>1:(y——l): yy éxz—%:ﬂ;:—
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(Vyuzili jsme toho, Ze s ohledem na y € I plati y # 1.) Z posledniho
vzorce plyne, Ze hodnota prvniho vyrazu v soustavé (3) je rovna —1,
takZe z rovnosti druhého vyrazu —1 mame

1 1 1+

_1+y: 1_ 1 e )
1+

pak ovSem i tfeti vyraz v (3) je roven —1. Proto kazdé feSeni nasi tlohy
(ve zkoumaném piipadé, kdy > y > z) je tvaru

1 1+t)

($,y,2): <t7_m7_ P (4>

kde t € I; je libovolné (protoze plati (3), zkouska neni nutnd). Z uve-
deného postupu rovnéz plyne, Ze volbou t € I, (resp. t € I3) ve
vzorci (4) dostaneme vSechna feSeni nasi tlohy s vlastnosti z > z > y
(resp. y > z > x), takZe pfi vypisu vSech feSeni v zavérecné odpovédi
neni nutné uvadét cyklické permutace trojic ze vzorce (4).

Pripad x > z > y. Pro zlomky (1) tentokrat plati u € I3, v € I;
aw € I, takZze v > w > u, a dand mnozinova rovnice je tudiz splnéna,
pravé kdyz v = y, v = z a w = z. Po dosazeni zlomki z (1) dojdeme
k soustavé

z—y=yly—2), y—z=z(z—2a), z—z=z(x-—y). (5)
Secétenim téchto t¥i rovnic dostaneme
0=y(y—2)+z(z—2)+z2(z-y)=(y—z)(z+y—22),

odkud vzhledem k = # y plyne z = 3(z + y). Po dosazeni zpét do (5)
snadno zjistime (opét s ohledem na z # y), Ze vyhovuje pouze = = 1,
y=-2az= —%. Stejnou trojici ¢isel je tvoreno (jediné) feSeni ulohy
s vlastnosti y > = > z, jakoZ i (jediné) feSeni, pro néz z > y > z.

Odpovéd: ReSenim tlohy jsou vsechny uspofddané trojice (4), kde
t e R\ {0,—1}, a tii trojice (z, vy, z) tvaru

(125 (-hat). (-a-b).
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Pozndmka. VypiSeme-li vSech Sest moZnych soustav odpovidajicich
dané mnozinové rovnici, dostaneme kromé soustav (3) a (5) jesté soustavy

x—y=z(y—2), y—z=y(z—2x), z—z=z(z —y);

z—y=z(y—2), y—z=z(z—1zx), z—z=ylz—vy);
z—y=y(y—=2), y—z=2z(z—x), z—z=z(x—vy);
t-y=z2(y—2), y—-z=z(z—1z), z2-z=y(T-yY).

Prvni dv& vzniknou ze soustavy (5) cyklickou zdménou proménnych,
takZe je lze Fesit tymZ postupem jako (5). Seftenim vSech t¥i rovnic
v kazdé ze dvou zbyvajicich soustav dostaneme tutéz rovnici
2,2, .2 . 2 2 2
¥ +y*+2°=zy+yz+zz neboli (z—y)'+(y—2)°+(z—2)"=0,
kterd ma jediné feSeni = = y = z, coZ nejsou navzajem ruzné Cisla.
Jiné Feseni. Jsou-li z, y, z t¥i navzdjem ruzna redlna ¢isla, pak hodnoty

(1)

T—y y—z z—zx
U= , U= , W=
y—2z z—z T—y

jsou ziejmeé ruzné od ¢isel 0 a —1 a plati mezi nimi vztahy
v=[f(u), w=[fv) a u=f(w), (2)

1
kde f je linedrni lomena funkce dané pfedpisem f(t) = g Presvéd-
¢ime se o tom pfimym vypoctem:

flu) = - r 1 o y—2z _y-z_ ..
o 14u 1+x—y_ (x—y)+(y—2) z—-z
y—z

z divodu cykliénosti plati i zbyvajici dva vztahy v (2).
Uvedeny poznatek znamenad, Ze kazdé feSeni tlohy je pro vhodné t €
€ R\ {0, -1} budto usporddand trojice tvaru

@w) = (CIOIEO) = (b))
nebo uspotradand trojice tvaru
(x’yvz): (tyf(f(t))’f(t)) = (t,—$’_%+t>. (4)

Zbyva provést zkousSku: snadno se presvédéime, Ze zatimco trojice
tvaru (3) je feSenim pro kazdé ¢ € R\ {0, —1}, trojice tvaru (4) vyhovuji
pouze prot =1,t=—-2at = —% a jsou to cyklické permutace téchto
tf1 hodnot.
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Kategorie P

Texty tloh

P-1-1
Pizza kolem

Marco se rozhodl, ze zuzitkuje své kulinarské i cyklistické dovednosti
a zaloZi si firmu pro vyrobu a rozvoz pizzy. Firmu planuje provozovat
tak, Ze vzdy nejdiive bude shromazdovat objednavky, a kdyZ jich bude
dostatek, tak pizzy upece, sedne na kolo a rozveze je zakaznikim. Protoze
Marco je lepsi cyklista nez kuchar, tak zatim ve své nabidce planuje
pouze jeden druh pizzy. Aby se ale odlisil od konkurence, tak prijima
objednavky i na Sestinové ¢asti pizzy. Lze si u né&j objednat naptiklad
1/6, 4/6 nebo 15/6 pizzy. Navic, jako specidlni sluzbu zakaznikiim, chce
Marco pizzy pro kazdého zékaznika dodat co nejméné roziezané (aby si
zékaznik sam mohl rozhodnout, jak si dale pizzu rozdéli). Proto napfiklad
4/6 pizzy chce dodat jako jeden kus pfislusné velikosti a 15/6 chce dodat
jako 2 celé pizzy a k nim jednu polovinu pizzy (Marco chee také dodat co
nejvice pizz veelku, takze uspokojeni této objednavky tfemi kusy velikosti
5/6 neptipada v tivahu).

A7 kdyz Marco vSude rozdal letdky propagujici jeho novou firmu, tak
si uvédomil, ze diky jeho specidlni sluzbé zakazniktim neni jednoduché
zkombinovat objednavky tak, aby mu moc kusti pizzy nezbylo. Obratil
se proto na vas, abyste mu napsali program, ktery by mu s problémem
pomohl. Pro zacdtek by mu stacil program, ktery na vstupu dostane
objednavky a na vystup vypiSe, kolik pizz ma Marco napéct.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku vstupniho souboru pizza.in se
nachézi celé ¢islo N, 1 < N < 10000 — podet objedndvek. Ve vstupnim
souboru pak nasleduje N fadki. Kazdy fadek popisuje jednu objednavku
a obsahuje jedno celé ¢islo ¢, 1 £ ¢ < 100, které je pocet objednanych
Sestin pizzy.

Formdt vystupu: Vystupni soubor pizza.out bude obsahovat jedno
celé cCislo p, které znaci nejmensi mozny pocet pizz, které je tfeba upéct,

89



aby $lo splnit vSechny objedndvky a byla dodrzena specialni sluzba za-
kazniktm.

Priklad 1:

pizza.in pizza.out

3 2

2 (z jedné pizzy lze napiiklad ufiznout dva kusy
2 o velikosti 2/6 a z druhé pizzy se ufizne kus
3 velky 3/6)

Priklad 2:

pizza.in pizza.out

3 3

4 (kviili pozadavku na dodani co nejméné rozieza-
5 nych kouskt pizzy je tfeba pro kazdou objed-
3 navku upéct celou pizzu)

P-1-2
Zasypané mésto

Archeolog Bedfich Hrozny zkouma nové nalezené zasypané mésto v pous-
ti. Jako prvni krok se rozhodl, Ze pomoci sonaru uréi, kolik mistnosti mély
vSechny domy ve mésté dohromady.

Kus pousté, kde mésto lezelo, si Bedrich pokryl ¢tvercovou siti o roz-
mérech M x N. Se sonarem postupné projel vSechny radky takto vytvo-
fené Ctvercové sité a sva méreni si zaznamenal. Pro jednoduchost pred-
pokladal, Zze pod kazdym polem této sité se nachazi bud kameni, nebo
pisek. Na zakladé ziskanych dat by rad urcil, kolik mistnosti (souvislych
oblasti pisku) v zasypaném mésté bylo.

Soutézni dloha. Na vstupu je dan popis zasypaného mésta, které si
predstavujeme jako ¢tvercovou sit o rozmérech M x N. Policka ¢tvercové
sité jsou popséna po fadcich od horniho ke spodnimu a na jednotlivych
fadcich postupné zleva doprava. Bedfich si sva méfeni zapsal pomoci
dvojic ¢isel, kde prvni ¢islo znamend pocet policek s piskem a druhé
pocet policek s kamenim. Data ziskana ze sonaru tedy tvoii K dvojic
nezapornych ¢isel (p,q). Dvojice (p,q) reprezentuje, Ze z nasledujicich
p + g policek je prvnich p poli¢ek tvoreno jen piskem a zbylych ¢ policek
je tvoreno kamenim. Kazdy usek takovychto p 4+ ¢ policek lezi pouze
v jednom Fadku ¢tvercové sité, tj. zadna dvojice (p, q) neodpovida tseku
policek na dvou ¢&i vice radcich.
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Vasim tikolem je spocitat pocet mistnosti v zasypaném mésté. Mist-
nosti se rozumi souvisla oblast pisku, kterd uz v zaddném sméru nejde
zvétsit. Dvé policka étvercové sité povaZujeme za sousedni, pokud maji
spole¢nou hranu, nikoliv jen vrchol.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku souboru mesto.in se nachézeji tii
nezaporna ¢isla M, N a K — pocet fadki a sloupcii ¢tvercové sité mésta
a pocet dvojic, které popisuji jeji obsah. Je znamo, ze M i N jsou mensi
nez 50000 a ze K je mensi nez 1000000 000. Kazdy z dalsich K radkua
obsahuje dvé nezdpornd ¢isla p a g, kde p je pocdet policek zasypanych
piskem a ¢ je pocet policek, pod kterymi jsou kameny. Policka jsou po-
psana po tadcich od horniho fadku sité, na jednotlivych fadcich zleva
doprava. Navic zadna dvojice (p, ¢) nepopisuje policka obsazena na vice
fadcich.

Pokud se Vam nepodaii vyfesit ulohy s vySe popsanymi omezenimi
na M, N a K, pfedpokladejte, ze kazdé M a N jsou nejvyse 500 a K je
nejvyse 100 000.

Formdt vystupu: Jediny fadek souboru mesto.out by mélo tvofit je-
diné nezdporné ¢islo — podet mistnosti v zasypaném mésté. Vsimnéte si,
7e pokud pod vSemi policky je jen kameni, bude toto ¢islo rovno nule.

Priklad:

mesto.in mesto.out

447 3

04

21

10

02

11

01

30

Zasypané mésto  Zasypané mésto, Mistnosti
B kameni jak ho vidi sonar zasypaného mésta
O pisek oznacené A B, C.
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P-1-3
Okruzni jizda

Ve Stinové Praze je komplikovany dopravni systém. Tvori ho kfizovatky,
navzajem propojené ulicemi, ale na rozdil od realné Prahy muze do jedné
krizovatky vést libovolny pocet ulic. Zajisté chapete, Ze fizeni dopravy
ve Stinové Praze je velmi slozité a ¢asto dochézi k nehodam. Radni ve
Stinové Praze se rozhodli zlepsit dopravni situaci. Nejprve ze vSech ulic
udélali jednosmérky, a to tak, ze do kazdé kiizovatky vchézi alespon jedna
ulice a z kazdé kfizovatky vychézi alespon jedna ulice. Pak navic na kazdé
k¥izovatce zakazali jednu moznost odboceni (tedy pred touto zménou se
kfizovatka, do niz vede k ulic a z niz vede [ ulic, dala projet kl zpusoby;
nyni je mozné ji projet jen kl — 1 zpusoby). Stinovi Prazané si ale zacali
stézovat, Ze se nedokazou dostat z domu do préce ¢i naopak. Aby podobna
tvrzeni vyvratili, rozhodli se radni dokazat, Ze se da z kazdé ulice dostat
do kazdé jiné. Délat to pro kazdou dvojici ulic zvlast by bylo pracné, proto
chtéji nalézt ,,okruzni jizdu* — tj. cyklickou posloupnost ulic takovou, ze
vSechna odboceni v ni jsou povolend, nikde se v ni nejede v protisméru
a kazda ulice se v ni vyskytuje pravé jednou. Vsimnéte si, Ze takova
posloupnost nemusi existovat: napr. pokud existuje krizovatka, do které
vede méné ulic, nez kolik z ni vychazi.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku vstupniho souboru okruh.in jsou
dvé prirozena cisla n a m, udavajici pocet kfizovatek a pocet ulic ve
Stinové Praze. Kfizovatky jsou odislovany prirozenymi ¢isly od 1 do n.
Nasledujicich m fadkt popisuje ulice. Na kazdém z nich je dvojice ¢isel u
av (1 £ u,v < n), znamenajici, Ze z k¥izovatky u vede jednosmérna ulice
do kfizovatky v. Mezi dvéma kfizovatkami mize vést v kazdém sméru
nejvyse jedna ulice. Déle nésleduje n tadku, -ty z nich popisuje, jaké
odboceni je zakazano na i-té kfizovatce. Jsou-li na i-tém fadku cisla u
av (1 < wu,v < n), pak jedeme-li po ulici z u do %, nesmime odbo¢it do
ulice z i do v.

Format vystupu: Do vystupniho souboru okruh.out vypiste posloup-
nost ¢&isel vy, v, ..., vm (1 S v; < n pro kazdé i) takovou, Ze:

> 7z v; do i1 (pro 1 £ 4 < m) vede ulice,

> jedeme-li ulici z v; do v;41, je povoleno odbocit do ulice z v;41 do
Vigo (prol <i<m), a

> kazda ulice je pouzita, tj. existuje-li ulice z u do v, pak existuje 7 tak,

Zev; =uUaviy =0.

Indexy pocitdme cyklicky, tj. vmi1 = v1 a Upype = vy, Pokud existuje
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vice takovych posloupnosti, vypiste libovolnou z nich. Pokud takova po-
sloupnost neexistuje, vypiste fetézec ,O0kruzni jizda neexistuje.‘.

Priklad 1: okruh.in okruh.out (jeden ze spravnych vy-
48 stupt)
12 12342413
23
31
34
13
42
24
41
42
14
21
31
Priklad 2:
okruh.in okruh.out
33 Okruzni jizda neexistuje.
12
23
31
32
13
21
P-1-4
Grafomat

Grafem nazveme libovolnou koneénou mnozinu V' wvrcholi grafu spolu
s mnozinou E hran, coz jsou neuspofadané dvojice vrcholi. Zadné dva
vrcholy nejsou spojeny vice hranami, Zadna hrana nespojuje vrchol se
sebou samym.

K -graf budeme fikat takovému grafu, ve kterém s kazdym vrcholem
sousedi pravé K hran a konce téchto hran jsou ocislovany prirozenymi
¢isly od 1 do K. Oba konce jedné hrany pfitom mohou byt oéislovany riz-
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né. Pokud budeme hovofit o hranéch vychézejicich z néjakého vrcholu v,
budeme zminovat mistni ¢isla hran (to jsou ¢&isla konce, kterym je v)
a Cisla protéjsi (to jsou ta zbyvajici). Pro kazdy vrchol jsou mistni &isla
vSech jeho hran navzdjem ruzna. Néasledujici obrazek ukazuje priklad
2-grafu a 3-grafu:

Ohodnocenim grafu nazveme prifazeni prvki néjaké koneéné mnoZziny
vrcholim grafu — tedy napiiklad rozdéleni vrchold na ¢erné a bilé nebo
oznaceni vrcholu ¢isly od 1 do 5.

Grafomat je zafizeni pro automatické reseni grafovych uloh. Jeho
vstupem je libovolny K-graf G spolu s jeho ohodnocenim; vystupem
je néjaké dalsi ohodnoceni téhoz grafu. Samotny vypocet je vykondvan
automaty umisténymi v jednotlivych vrcholech grafu. Kazdy automat
mé svou pamét a Fidi se programem. Programy vSech automati jsou
identické, zatimco pamét ma kazdy automat svoji a mimo to jesté muze
nahliZzet do paméti svych grafovych sousedi.

Pamét automatu je tvofena koneé¢nym mnoZstvim proménnych, které
si muzeme piedstavit jako pascalské proménné typu interval. Obsahuji
tedy prirozena ¢isla v néjakém pevném rozsahu, ktery nezavisi na velikosti
vstupu. Mimo to je také mozné pouzivat pole intervalovych proménnych,
jejichz indexy jsou opét z pevnych intervalii. Zadné jiné typy proménnych
(neomezensé velka Cisla, ukazatele, ...) pouZit nelze.

Zvlastni roli hraji proménné = a y. Proménna x na pocatku vypoctu
obsahuje vstupni ohodnoceni toho vrcholu grafu, ke kterému patfi, hod-
nota proménné y na konci vypoctu urcéi vystupni ohodnoceni vrcholu.
Vsechny proménné s vyjimkou proménné x maji svou pocatecni hodnotu
pevné uréenu. Deklarace proménnych vypada napiiklad takto:

var x: 1..5; { ¢islo od 1 do 5, na polatku vstup }
y: 1..5 =3; { ¢islo od 1 do 5, na pocatku 3,
na konci vystup }
z: array [1..2] of 3..4 = (3, 4); { pole dvou c&isel }
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Ridici program automatu si miiZeme predstavit jako pascalsky pro-
gram, v ném?z si zakdZzeme pouzivat rekurzi a ktery bude manipulovat
pouze s proménnymi v paméti automatu a pfipadné i automati soused-
nich. Na své vlastni proménné se automat odkazuje jejich jmény, jako
by to byly obydejné pascalské globalni proménné, na proménné sousedu
pak konstrukei S[i].p. Zde i je celoiselny vyraz s hodnotou 1... K, jenz
znadi, o kolikdtého souseda se jednd, tedy mistni ¢islo hrany, kterou je
soused pfipojen; p je jméno libovolné proménné. Proménné sousedu je
mozné pouze Cist.

Aby mohl program davat do souvislosti své hrany s hranami svych
sousedil, mé k dispozici jesté proménné P[1],..., P[K], které jsou pevné
Vyraz S[i].S[P]i]].z je tedy totéz jako samotné z. (Pozor, zatimco druhé
S je odkaz na proménnou patiici sousedovi, proménna P v indexu je opét
mistni.)

Vipocet grafomatu probiha v taktech, a to nésledovné: V nultém
taktu se proménné vsech automatt nastavi na poc¢ateéni hodnoty a pro-
ménné x na vstupni ohodnoceni jednotlivych vrcholt. V kazdém dalsim
taktu se pak vzdy jednou spusti program kazdého automatu, pricemz
proménné svych sousedl vidi program ve stavu, v jakém byly na zacatku
taktu. Ackoliv tedy jednotlivé automaty bézi soucasné, nemuze se stat,
ze by jeden éetl z proménné, do které pravé druhy zapisuje.

Vypocet pokracuje tak dlouho, dokud v néjakém taktu vSechny auto-
maty neprovedou piikaz stop. Pak se vypocet zastavi a z proménnych y
grafomat pfecte vystupni ohodnoceni grafu. Pokud prikaz stop provedou
jen nékteré automaty, vypocet pokracuje, a to i na téchto automatech.
Struktura grafu, jakoz i obsah proménnych P zlstava po celou dobu
vypoétu konstantni.

Za casovou slozitost vypoctu budeme povaZovat poclet takti, které
ubéhnou do zastaveni. Nijak tedy nezavisi na rychlosti programu jednot-
livych automati. Podobné jako u ¢asové sloZitosti klasickych algoritmii
nebudeme hledét na multiplikativni konstanty a bude nés zajimat pouze
asymptotické chovani slozitosti, tedy zda je linearni, kvadraticka, atd.
Pripady, kdy vypocet neskonci, nebudeme pfipoustét, pro uplnost ale
dodejme, ze tehdy se nutné musi hodnoty proménnych periodicky opa-
kovat.

Priklad 1: Je déan 3-graf a v ném vyznacen jeden vrchol v, a to tak, ze
jeho proménné z bude inicializovana jednic¢kou, zatimco vSem ostatnim
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vrcholim nulou. Napiste program pro grafomat, ktery oznaci vSechny
vrcholy z vrcholu v dosazitelné po hranach, a to tak, Ze jejich proménna y
bude na konci vypoctu rovna jedné, zatimco u nedosazitelnych vrcholu
bude nulova.

Reseni: Inspirujeme se prohled4avanim grafu do sitky. V kazdém taktu
se kazdy vrchol podivé, zda néktery z jeho sousedu je jiz oznacen a po-
kud ano, také se sam oznaci. Pokud se oznac¢eni nezméni, vrchol volanim
stop souhlasi se zastavenim. Pribéh vypoctu tedy bude vypadat tak, ze
v i-tém taktu budou oznaceny ty vrcholy, jejichz vzdalenost od v je mensi
nebo rovna i. Vypodet zastavi, jakmile se hodnoty proménnych presta-
nou ménit, tj. po nejvyse N taktech. Proto je ¢asova slozitost naseho
programu linedrni v poc¢tu vrcholi (na rozdil od klasického prichodu
do sifky nezavisi na po¢tu hran).

Program vypadéa nasledovneé:

var x: 0..1; { byl vrchol oznaen ve vstupu? }
y: 0..1 = 0; { je oznacen ted? }
prev: 0..1 = 0; { pfedchozi stav }
i: 1..3;
begin
prev :=y; { zapamatujeme si, jestli uz byl oznalen }
if x=1 then y := 1; { pfeneseme oznaleni ze vstupu }
for i := 1 to 3 do { podivejme se na vSechny sousedy }
if S[i]l.y <> O then { je-1i i-ty soused oznalen, }
y = 1; { ozna¢ i sebe sama }

if y = prev then stop; { pokud se nic neméni,
miZeme konlit }
end.

Priklad 2: Mé&jme 2-graf sloZzeny z jediného cyklu sudé délky (tj. z vr-
cholii o¢islovanych 0... N — 1, pficemz vrchol i je spojen hranou ozna-
¢enou 1 s vrcholem (i + 1) mod N a hranou oznafenou 2 s vrcholem
(1 — 1) mod N; piiklad takového grafu pro N = 6 najdete na obrazku
na zacatku tohoto textu). V tomto grafu je vyznacen jeden vrchol v.
Napiste program pro grafomat, ktery oznaci vrchol protilehly k v, tedy
vrchol s ¢islem (v 4+ N/2) mod N.

Resent: Vysleme ,signal“ putujici z vrcholu v ve sméru jednickovych
hran rychlosti 1 vrchol za takt a druhy signédl putujici stejnou rychlosti
opa¢nym smérem. Jakmile néjaky vrchol zjisti, Ze do né&j prisly oba sig-
naly, oznadi se a signdly jiz dal nepfedava.
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var x: 0..1; { vstupni znacka u vrcholu }

y: 0..1 = 0; { vystupni znacka 7}
1, r: 0..1 = 0; { uz timto vrcholem proSel signal
doleva a doprava? }
begin
if x=1 then { zaginame posilat }

begin x := 0; 1 :=1; r :=1; end
else if (S[2].1=1) and (S[1].r=1) then
{ signaly se v tomto vrcholu potkaly }
begin y := 1; stop; end
else if (S[2].1=1) and (1=0) then 1 := 1
{ ptedéme signal doleva }
else if (S[1].r=1) and (r=0) then r := 1
{ ptedéme signal doprava }
else stop; { nic se ned&je => miZeme konlit 7}
end.

SoutéZni uloha. Napiste program pro grafomat, ktery v zadaném 3-
grafu s vyznadenymi dvéma vrcholy nalezne nejkratsi cestu vedouci mezi
nimi a vyznadi vrcholy leZici na této cesté. Mizete pfedpokladat, Ze cesta
vzdy existuje. Pokud je nejkratsich cest vice, vyberte si libovolnou z nich.

Vstup bude tvofen proménnou x, kterd bude v prvnim ze zadanych
vrcholt rovna jedné, v druhém dvéma a ve vSech ostatnich vrcholech
nulova.

Vystupem programu bude proménnd y ve vrcholech nejkratsi cesty
jednic¢kova, jinde nulova.

Pokuste se nalézt takovy program, jehoZ ¢asova slozitost bude zaviset
pouze na délce sestrojené cesty a ne na velikosti celého grafu.

P-1l1-1
Zasypané mésto

Archeolog Bedfich Hrozny jiz s va$i pomoci zmapoval zasypané meés-
to, které objevil. Nyni by rad zapocal s vykopavacimi pracemi. PoZzadal
o pomoc mistni univerzitu, kterd mu dala k dispozici N studentt prvniho
a N studentt druhého ro¢niku. Kazdy ze studentti, které ma k dispozici,
studuje jednu z nasledujici tii specializaci: starovék4 historie, stfedoveka
historie nebo archeologie. Bedfich Hrozny by rad rozdélil studenty do N
dvojic tak, aby v kazdé dvojici byl jeden student prvniho a jeden student
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druhého roéniku. Navic chce, aby studenti v kazdé dvojici méli rtizné
specializace, a tak se jejich znalosti vzajemné doplnovaly.

Pokuste se najit feSeni, jehoz ¢asova sloZitost je co nejmensi, pokud
odhlédnete od ¢asu potfebného na nacteni vstupu.

Formdt vstupu: Vstupni soubor se jmenuje mesto.in. Jeho prvni ra-
dek obsahuje ¢islo N, které udava pocet studentt prvniho (a druhého)
ro¢niku. Kazdy ze zbyvajicich 2N tadku obsahuje jedno ¢islo a Fetézec
starovek, stredovek nebo archeologie, které udavaji ro¢nik a speci-
alizaci jednotlivych studentii. Cislo a fetézec jsou vzdy oddéleny jednou
mezerou.

Format vystupu: Vystupni soubor se jmenuje mesto.out. Pokud
studenty nelze rozdélit do dvojic dle pozadavkia Bedficha Hrozného,
vystupni soubor obsahuje jediny fadek s textem ,Studenty nelze
rozdelit do dvojic.“. V opa¢ném ptipadé soubor obsahuje N radk,
z nichz kazdy obsahuje dva fetézce, které jsou starovek, stredovek
a archeologie. Tyto Fetézce jsou oddéleny jednou mezerou a udavaji
specializace studentt prvniho a druhého ro¢niku (v tomto poradi) v jed-
notlivych dvojicich.

Priklad:

mesto.in mesto.out

3 starovek stredovek

1 starovek starovek archeologie
1 starovek stredovek starovek

2 archeologie
1 stredovek

2 stredovek

2 starovek

P-1l-2

Okruzni jizda
Z domaciho kola si zajisté vzpominate na Stinovou Prahu a jeji problémy
s dopravou. Presto si ale jeji popis pfipomeneme. Stinovou Prahu tvori
kfizovatky, navzajem propojené ulicemi. Na rozdil od realné Prahy muze
do jedné kfizovatky vést libovolny podet ulic vétsi nez tii. Na zacatku
letosniho ro¢niku se radni rozhodli zvysit bezpeénost dopravy nasledu-

jicim zpusobem: Nejprve ze vSech ulic udélali jednosmérky, a to tak,
ze do kazdé kiizovatky vchazi stejny pocet ulic, jaky z ni vychazi. Pak
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navic na kazdé kfiZovatce zakéazali jednu mozZnost odboceni (tedy pred
touto zménou se kiiZovatka, do niz a z niz vedlo k ulic, dala projet k2
zptisoby; po zméné to bylo mo7né jen k? — 1 zptisoby). Pies odpor Sti-
novych PraZant se tuto vyhlasku podatilo prosadit a dnes dorazily ze
statistického titadu prvni vysledky: pocet dopravnich nehod se zdvojna-
sobil.

Na krizové poradé se radni rozhodli pro novy pokus: zrusi se jedno-
smérky (kazdou ulici tedy lze projet obéma sméry), zato se na kazdé
kiizovatce zakaZzi tfi moZnosti odbodeni. Zékaz je také ,obousmérny®,
tj. je-li zakdzédno na dané kiizovatce odbocit z a-té ulice do b-té ulice,
je také zakdzano odbocit z b-té ulice do a-té ulice. K¥izovatku ¢ ulic lze
tedy projet t(t — 1) — 6 zpusoby. Vzhledem k historii Stinové Prahy je ¢
vzdy sudé a t 2 4.

Aby se radni tentokrat vyhnuli fiméam o autech duchti, donekone¢na
jezdicich v ulicich Stinové Prahy bez moznosti dosdhnout cile, pozadali
véas opét o nalezeni ,,okruzni jizdy* — cyklické posloupnosti ulic takové,
7e vSechna odboceni v ni jsou povolena a kazda ulice se v ni vyskytuje
pravé jednou.

Formdt vstupu: Na prvnim fadku vstupniho souboru okruh.in jsou
dvé pFirozend Cisla n a m, kterd udavaji pocet kiizovatek a pocet ulic ve
Stinové Praze. KtiZovatky jsou odislovany pfirozenymi ¢isly od 1 do n.
Nasledujicich m fadkt popisuje ulice. Na kazdém z nich je dvojice ¢isel
wawv (1 £wu,v < n), znamenajici, Ze mezi kiizovatkami u a v vede ulice.
Mezi dvéma kfizovatkami muze vést nejvyse jedna ulice. Dale nasleduje n
radku, i-ty z nich popisuje, jakd odboceni jsou zakdzana na i-té kiizovatce
a obsahuje Sest prirozenych ¢isel. Pokud jsou na ném ¢isla uq, vy, ug, vg,
ug a vg (1 £ uj,v; S n), fikaji, Ze jedeme-li po ulici z u;-té kiizovatky,
1 £ j £ 3, na i-tou kiizovatku, nesmime odbo¢it do ulice vedouci k v;-té
kfizovatce, a naopak, prijizdime-li z v;-té kiizovatky, nesmime pokracovat
smérem k u;-té.

Formadt vystupu: Do vystupniho souboru okruh.out vypiste posloup-
nost ¢isel vy, va, ..., vy (1 £ v; £ n pro kazdé i) takovou, Ze:

> z v; do viq1 (pro 1 <4 < m) vede ulice,

> jedeme-li ulici mezi v;-tou a v;1-tou kfizovatkou, je povoleno odbo¢it
do ulice mezi v;1-tou a v;o-tou kiizovatkou, 1 < i < m, a

> kazdéa ulice je projeta pravé jednou, tj. existuje-li ulice mezi u-tou

a v-tou kfizovatkou, pak existuje i takové, Zze v; = v a v;4; = v nebo

Vi =0V avii =u.

Indexy pocitame cyklicky, tj. vm+1 = v1 & U2 = vo. Pokud existuje
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vice takovych posloupnosti, vypiste libovolnou z nich. Pokud takova po-
sloupnost neexistuje, vypiste fetézec ,0kruzni jizda neexistuje..

Priklad:
okruh.in okruh.out

510 1245235134

12 (jeden ze spravnych vystupu)
23 o
34

45

51

13

24

35

41

52
522345
131534
242145
352315
411234

Obrazek mésta z prikladu.
Cérkované ¢ary oznacuji zakazana odbodeni.

P-11-3
Pizza kdlem

Marcova firma Pizza kolem slavi diky vasi pomoci v minulém kole olym-
piady velky tspéch. Marco se proto rozhodl firmu rozsifit. Planuje mit
nékolik pobocek na hranici mésta a obratil se na vés, abyste mu pomohli
rozhodnout, kde by bylo nejlepsi nové pobocky otevrit.

Pro jednoduchost si budeme hranici mésta predstavovat jako kruz-
nici, kterou rozdélime na N stejné dlouhych tsekti. Marco vi, kolik jeho
zakaznikt v kazdém z téchto useku Zije. Mimo to je nutné, aby vzdy cely
usek byl pfitazen téze pizzerii Marcovy firmy a aby tseky prifazené jedné
pizzerii nésledovaly po sobé. Jedna pizzerie dokéaze obslouzit K zékaz-
nikd, takze je nutné, aby soucet zakazniku v usecich pfifazenych jedné
pizzerii byl nejvyse K. Marco by byl rdd, kdyby ndklady na rozsifeni
jeho firmy byly co nejnizsi, a proto chce pokryt vsechny tseky kruznice
co nejmensim poctem pizzerii.
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Formdt vstupu: Jméno vstupniho souboru je pizza.in. Prvni fadek
obsahuje dvé cela kladna ¢isla N a K, kterd udavaji pocet tseki, na které
je kruznice (hranice mésta) rozdélena, a pocet zakazniku, které dokaze
jedna pizzerie obslouzit. Kazdy z nasledujicich N radkd obsahuje jedno
celé &islo A;,1 =1,..., N, které udava, kolik zakaznikt Zije v i-tém tseku
kruZnice. MitiZete pfedpokladat, 7e 1 £ A; < K pro vSechnai =1,..., N.

Formdt vijstupu: Jméno vystupniho souboru je pizza.out. Prvni fa-
dek obsahuje ¢éislo M, které udava minimalni pocet pizzerii, které musi
Marco oteviit. Kazdy z nasledujicich M tadka obsahuje dvé ¢&isla S;
aT;, 1 =1,...,M, urCujici Useky, které budou pokryty i-tou pizzerii.
Pokud 1 £ S; £ T; £ M, pak i-t4 pizzerie bude obsluhovat tseky
Si,Si +1,...,T;. Pokud 1 £ T; < S; £ M, pak bude tato pizzerie
obsluhovat tseky T;,T; + 1,...,.5;. Oblasti, které jsou obsluhovany jed-
notlivymi pizzeriemi, musi byt navzdjem disjunktni a kazdy tsek musi
byt obsluhovén nékterou z pizzerii. Navic soucet poctu zakazniki, kteri
7iji v tisecich obsluhovanych jednou pizzerii, musi byt nejvyse K.

Priklad:

pizza.in pizza.out
711 4

4 61

4 23

7 44

6 55

6

4

2

P-1l-4

Grafomat na lovu

Definice grafomatu je uvedena v textu tlohy P-I-4.

Soutézni tloha. Kril LamZelezo XXVI. tuze radd organizoval lovy. Pti-
¢ilo se mu ale zabijeni ¢ehokoliv Zivého, at uZ to byla zvifata nebo ne-
Sikovni honci navzajem, a tak si poridil robotické lovce a posilal je lovit
mechanickou zvéf. Lovci pokazdé utvorili kruhovou formaci okolo nory,
kazdy lovec se propojil s obéma sousednimi a ledva si libovolny z nich
vSiml, Ze zvife vystréilo anténky, predal zpravu ostatnim a vSichni naraz
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vypalili. Vasim tkolem je napsat program pro grafomat, ktery bude lovce
fidit. Muzete predpokladat, ze zvite zahlédne vzdy jen jediny z lovcu.

Meéjme 2-graf slozeny z jediného cyklu sudé délky, tj. z vrcholu ocis-
lovanych od 0 do N — 1, pficemz vrchol ¢ je spojen hranou oznacenou 1
s vrcholem (i+1) mod N a hranou oznacenou 2 s vrcholem (i —1) mod N
(tedy stejné, jako na prvnim obrazku ve studijnim textu). V4s program se
ma chovat nésledovné: pokud dostane z = 0 ve v8ech vrcholech, ihned se
zastavis y = 0 (lovei nic nevidi, a proto nestfili); pokud dostane v jednom
vrcholu z = 1 a v ostatnich x = 0, ma se po néjakém konecéném poctu
kroku zastavit s y = 1 ve vSech vrcholech, pficemz ve vSech pfedchozich
krocich musi byt y nulové (jeden lovec zvéf zahlédl, takze po ¢ase vSichni
soucasné vystieli). Pro ostatni kombinace vstupii se program mize chovat
libovolné.

Pokud vam to pomtze, muzete predpoklddat, ze pocet vrcholi grafu je
v néjakém vhodném tvaru (tfeba mocnina dvojky, druhd mocnina apod.).

P-Ill-1
Pizza vraci ader

Rozmach Marcovy firmy narazil na konec roku, pfesnéji fe¢eno na dariové
priznani. Béhem rozvazeni pizz a zfizovani novych pobocek Marco nemél
Cas zabyvat se iCetnictvim a nyni s idésem zjistil, Ze si u svych zbéznych
poznamek zapomnél zapsat, co jsou prijmy a co vydaje. Nicméné nezpa-
nikaril, vzpomneél si na ptibéhy, které vykladal jeho dédeéek (byvaly kiapo
italské mafie), a jal se udetni zaznamy doplnit (zfalSovat).

Aby vysledek vypadal co nejduvéryhodnéji, rozhodl se pouzit éisla
ze svych poznamek a pouze si u nich zvolit, které jsou prijmy a které
vydaje. Navic se rozhodl, Ze kdyZ falSovat, tak pofadné. Rad by vypadal
jako tuspésny obchodnik, a tedy nekonéil ve ztraté. Na druhou stranu,
chce platit co nejmensi dané, tedy jeho zisk by mél byt co nejmensi. Pfi
feSeni tohoto nelehkého tikolu by mu mohlo pomoci to, Ze velikosti ¢isel
v jeho poznamkéch jsou podstatné mensi nez jejich pocet.

Soutézni uloha. Je ddno n pfirozenych é&isel aq,...,a, z rozsahu 1
az k; hodnota k je typicky fadové mensi nez n. Vasim tkolem je nalézt
¢isla s; € {+1,—1} takovd, Ze soulet z = sja; + S2ag + ... + Spa, je
nezdporny a zaroven nejmensi mozny. Napf. pron = k = 4 a a; = i pro
1=1,2,3,4 je optimalni feSeni s; = s4 = +1 a $5 = s3 = —1 s velikosti
souctu z = 0.
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P—-1l-2
Obdélnik

V roviné je ddno n vesmés riuznych bodu By, ..., B,. Vasim ukolem je
navrhnout algoritmus, ktery nalezne obdélnik A;As A3A4, jehoz vrcholy
jsou nékteré ze zadanych bodd, tj. A1 = B; pro néjaké i, 1 < i < n,
analogicky pro As, Az a Ay, a pocet bodu B; lezicich uvniti obdélniku
A1Ay A3 A4 je maximalni mozny. Navic se pozaduje, aby hrany obdélniku
A1 Ay A3 A4 byly rovnobézné s osami, tj. x-ové souradnice vrchola A; a Ay
a vrcholil Ay a As byly stejné a rovnéz y-ové souradnice vrcholtt A; a Ag
a vrcholt Az a A4 byly stejné. Body, které lezi na hranich obdélniku
A1Ay A3 Ay, povazujeme za body lezici uvniti obdélniku. Pokud zadané
body netvofi zadny obdélnik A; Ay A3 Ay, ktery by vyhovoval podminkam
zadani, program vypise vhodnou zpravu.

Jedno z moznych zadéni a pfiklad feSeni (v tomto pfipadé jediného
optimélniho) jsou na obr. 30. Je zde n = 7 bodi se soufadnicemi (1, 1],
(2,1], [4,1], [1,3], [4,3], [2,5] a [3,5]. Optiméalnim FeSenim je obdélnik
s rohy [1,1], [4,1], [4,3] a [1, 3], ktery obsahuje pét bodi.

A 2,5] [3,5]
1,3] [4,3]
B
| |
| |
R
Obr. 30
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P-1Ill-3
Grafomat a Samani

Na indidnské vesnice kmene Grafomatoni se zvolna snési soumrak.
Pristiho dne zac¢ne nejvétsi ze slavnosti tohoto léta, na niz se sejdou
vsichni ¢lenové kmene. Indidni se v tichém ocekavani chystaji ulehnout
do svych teepee, pouze Samani postavaji u signalnich ohnu a pilné vysi-
laji koufové signaly do sousednich vesnic. Ritual totiz vyzaduje, aby lidé
z pravé poloviny vesnic pfisli pomalovani ¢ervené a z druhé poloviny ze-
lené. Jen Samani védi, jak se na tom dokazi domluvit — moznych signali
je totiz poméalu a kazda vesnice vidi jen na tfi sousedni. Jak to mohou
délat? Jak? ...

Kdyz jste se ze sna probudili, napadlo vés, ze indidnské domlouvéani
docela presné odpovida této tloze pro grafomat:

SoutéZni uloha. NapiSte program pro grafomat, ktery v zadaném
3-grafu s jednim oznacenym vrcholem oznaci pravé polovinu vrcholi
a skondéi. Piedpokladejte, Ze graf je souvisly (z kazdého vrcholu jde po hra-
nach dojit do kazdého) a Ze ma sudy pocet vrcholt, takze rozdéleni na po-
loviny je vzdy mozné. (Sudy pocet vrcholt maji ve skute¢nosti vsechny
3-grafy, ale to zde nebudeme dokazovat.)

Vstup bude tvofen proménnou x, kterd bude v oznaceném vrcholu
rovna jedné a vsude jinde nulova.

Vystupem programu bude proménnd y, nulovd v pravé poloviné vr-
cholti a jednic¢kova ve zbyvajicich.

Ndpovéda: Zkuste si nejdiive rozmyslet, jak by se uloha dala fesit,

pokud by namisto obecného 3-grafu byl zadan strom (tj. souvisly graf
bez cykli).

Definice grafomatu je uvedena v textu tlohy P-I-4. Nadto si dovolu-
jeme pfipomenout, Ze pocet stavl kazdého automatu musi byt konecny,
takze nelze pouzivat proménné, jejichz rozsah hodnot zavisi na velikosti
vstupu.

P-1lIl-4
Policie zasahuje
Program:  policie.pas / policie.c / policie.cpp
Vstup: policie.in
Vystup: policie.out
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I v tomto kole se na vas radni Stinové Prahy obraceji s dalsim, jesté
naléhavéjsim, problémem. Ve mésté se totiz usidlila mafie a jeji fadéni
piekrocilo inosnou mez. Proto byla méstska policie povérena ucinit ra-
déni mafie p¥itrz. Jak uZ to ale byva, neni dostatek dikazi o ¢innosti ma-
fie, a tak se policisté rozhodli n&jakou dobu sledovat, jak se mafiani mezi
sebou stykaji. Mafidni jsou vSak prohnani a nechodi jen po ulicich, ale
vyuZivaji ke svym presuntim i kanalizacni systém mésta. Do kanalizace
je tedy tfeba rozestavit policejni hlidky tak, aby bylo zamezeno tajnym
kontaktim mezi mafidny. Ptresnéji, je potieba, aby na kazdé cesté mezi
domy dvou mafidnt byla alespon jedna policejni hlidka.

Tento nelehky kol nastésti zjednodusuje fakt, Ze kanaliza¢nim systé-
mem Stinové Prahy lze mezi kazdymi dvéma domy projit pravé jednim
zpusobem. Takze pokud se ma mafian dostat kanalizaci z jednoho mista
na druhé, m4 jen jedinou moZnost, kudy kanalizaci projit (pokud nechce
jit Zddnym mistem dvakrat). Specidlné to tedy znamena, Ze kanalizace
mé acyklickou“ strukturu a je souvisld, jako napf. kanaliza¢ni systém
na obrazku.

Vasim tikolem je napsat program, ktery pro dany popis kanaliza¢niho
systému a seznam domu ve vlastnictvi mafidnti ur¢i minimdalni pocet
hlidek, které je nutné do kanaliza¢niho systému rozmistit tak, aby na
kazdé cesté mezi dvéma domy mafiant byla alespon jedna hlidka. Hlidky
lze umistovat pouze do mist vétveni, tj. hlidka nemtize byt umisténa
uprostied stoky. Specidlné hlidka, kterd je umisténa ve vétveni, kam je
napojen dum nékterého z mafiant, oddéluje tento dum od vsech ostatnich
domii.

Vstup: Na prvnim fadku vstupniho souboru policie.in jsou dvé celd
¢islan (3 <n <100000) ap (2 < p < n) oddélena jednou mezerou. Cislo
n udéavé podet vétveni v kanalizaénim systému — vétvenim rozumime bud
slepy konec néjaké stoky (napojeny na dtum, ktery ale nemusi pat¥it ma-
fidnovi) nebo kiizovatku, ze které vedou alespon dvé stoky. Kanaliza¢ni
systém mésta je pak tvofen n — 1 stokami, z nichZ kazda spojuje dvé
vétveni. Cislo p udava pocet domn, které jsou ve vlastnictvi mafiani.

Vétveni v kanalizaci jsou odislovdna pfirozenymi ¢isly od 1 do n.
Domy jsou do kanalizace pfipojeny jen v mistech vétveni. Na kazdém
z nasledujicich n — 1 fadku vstupniho souboru jsou dvé cela éisla a; a b;
(1 £ ay,b; £ n), kterd uréuji vétveni spojena i-tou stokou.

Poslednich p fadki vstupniho souboru obsahuje vzdy jedno celé &islo
od 1 do n. Tato ¢isla jsou navzdjem ruzna a urcuji ¢isla vétveni v kana-
lizaci, kam jsou napojeny domy mafiand.
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Vijstup: Vas program ma do vystupniho souboru policie.out vypsat
nejmensi mozny pocet mist, ktera je tfeba obsadit hlidkou, aby na cesté
mezi kazdymi dvéma domy mafidna byla alespon jedna hlidka.

Priklad:

policie.in policie.out

85 2

12

13 (Hlidky je mozné umistit
14 na vétveni s ¢isly 1 a 5.)
15

56

57

78

2

~N O W

P-Ill-5
Rybka
Program: rybkal.pas / rybka.c / rybka.cpp
Vstup: rybka.in
Vystup: rybka.out

Za horkych bezmra¢nych letnich dni se voda v rybnice Blataku nékdy
skoro vafi. Slunce nemilosrdné Zhne a malé rybky se spéchaji skryt do
hlubsich a chladnéjsich ¢asti rybnika. Jen rybka Julka se opozdila za
ostatnimi a uz skoro umdléva.

Takova choulostivd mald rybka, jako je Julka, snasi jen urcity rozsah
teplot, feknéme t; aZ to (véetné krajnich hodnot). Rano maji rizné &asti
rybnika riznou teplotu a jakmile vyjde slunce, vSechny ¢asti rybnika se
ohfivaji stejné rychle, a to o 1 stupen za 1 ¢asovou jednotku. Rybnik
Blaték je obdélnikovy a je rozdélen na m x n stejné velkych étvercovych
poli. Pole na pozici [i,j] méa rano teplotu T'[¢,j] stupiit (1 £ ¢ £ m,
1 £ j < n). Julka je rdno na pozici [J,, Jy| a potfebovala by se dostat
do bezpedi na pozici [Cy, Cy]. Julka se za kazdou ¢asovou jednotku posune
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na jedno ze ¢tyf pres hranu sousedicich ¢tvercovych poli nebo zlistane
stat. Pak se vzdy teplota vSech poli zvysi o 1 stupeil.

Samoziejmé se rybicka cestou nesmi prehfat ani nachladit, tj. pole,
kde se Julka vyskytuje, musi mit teplotu T', t; < T < ty. Tato teplota
musi byt dodrZena jak v okamziku, kdyz Julka na pole vplouva, tak kdyz
jej opousti (mezi ¢imZ se teplota zvysila alespon o 1 stupenl). Vyjimku
tvori jen cilové pole, na které smi vplout nezavisle na jeho teploté a tim
se dostat do bezpeci. Rybka Julka nesmi samoziejmeé na své cesté opustit
rybnik.

Napiste program, ktery dostane na vstupu Juléin teplotni rozsah
(t1,t3) (0 <t <ty £106), velikost Blatdku m x n (1 £ m,n < 1000),
pocateéni a cilovou pozici Julky [J;,J,] a [Cs,Cy] (1 £ J;,Cr £
<m,1 < J,,Cy < n) a pocateni teplotu kazdého pole rybnika T'[i, j]
(0 £ TJi,j] £ 10%) a najde pro nasi malou rybku cestu do bezpedi re-
spektujici teplotni omezeni ¢i zjisti, Ze takova cesta neexistuje. Nalezena
cesta ma byt nejrychlejsi mozna, tj. ma trvat co nejméné casovych jed-
notek. Pokud existuje vice nejrychlejsich cest, program muze vypsat li-
bovolnou z nich. MtZete pfedpokladat, Ze vSechny teploty ¢1, t2 a T, j]
jsou celé &isla. Navic také muzete piedpoklddat, Ze rybka je na pocatku
v poli s teplotou pro ni pfijatelnou a Ze poéatedni pole je rtizné od cilo-
vého.

Vstup: Na prvnim fadku vstupniho souboru rybka.in jsou ¢tyfi celd
éisla m, n, t; a ty oddélend mezerami, na druhém fadku jsou pak sou-
fadnice J;, Jy, C; a Cy. VSechna ¢isla m, n, ti, to, Jo, Jy, Cz a C,
spliiuji vySe uvedend omezeni. Rybnik Blatdk je orientovan tak, Ze pole
se soufadnicemi [z, j] sousedi severni hranou s polem se soufadnicemi
[i,7 — 1], jizni hranou s polem se soufadnicemi [i, j 4 1], zdpadni hranou
s polem [i — 1, j] a vychodni hranou s polem [i+ 1, j]. Poslednich n fadku
vstupniho souboru popisuje po¢atecni teploty jednotlivych ¢asti rybnika,
na fadku j + 2 se tedy nachézeji ¢isla T'(1,7],7(2, 5], T[3, 7], ..., T[m, j]
vzajemné oddélend mezerami.

Vystup: Do souboru rybka.out vypiste Juléinu cestu jako posloup-
nost pokynti pro pohyb rybky oddélenych mezerami. Pokyn je bud jeden
znak S, J, V nebo Z, ktery uruje smér pohybu rybky, nebo kladné ¢islo
udavajici pocet Casovych jednotek, po které se rybka nepohybuje. Jed-
notlivé pokyny jsou oddéleny jednou mezerou. Vystupni soubor nesmi
obsahovat dvé ¢isla za sebou a posledni pokyn, ktery obsahuje, musi
byt pokynem k pohybu rybky. V pfipadé, Ze cesta neexistuje, vypiste do
vystupniho souboru fadek s textem ,Chudak Julka!“.
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Priklad:
rybka.in
341020
2234
9713
01815
11519
230

rybka.out (jedna z vice mozZnosti)
VS1ZZ5J3JJVV
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rybka.in
322030
1131
2513 25
27240

rybka.out
Chudak Julka!



Kategorie Z5

Texty tloh

Z5-1-1

Sestitihelnik a pé&titthelnik maji spole¢nou stranu se dvéma vrcholy. Doplii
do vSech vrcholil obou obrazcii (obr. 31) ¢isla 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 tak,

Obr. 31

aby soucet ¢isel v Sestithelniku i v pétithelniku byl 24. Kazdé ¢islo pouzij
pravé jednou. Staci, kdyz najdes jedno feSeni. (L. Hozovd)

Z5-1-2

Cyklistického zavodu Tour de Lhota se zucastnila Sesti¢lenna druZstva.
V prvnich deseti etapach zdvod nikdo nevzdal. V jedenacté etapé po
hromadném péadu odstoupilo 17 cyklisti a v kazdé dalsi etapé pak jich
odstoupilo vzdy o 3 méné nez v predeslé etapé. Do cile zavérecné 15. etapy
dojelo 53 cyklistii. Kolik druZstev se ztdastnilo zavodu? (S. Ptdckovd)

Z5-1-3

Cvicend blecha Hopsalka stéla na hodinach na éisle 12. Hrala s Vaskem
takovou hru: Vasek héazel kostkou. Kolik ok mu padlo, o tolik ¢&isel po-
skocila. Po prvnim hodu skocila po sméru chodu hodinovych rucicek, po
druhém hodu proti sméru hodinovych rucic¢ek a po tietim hodu opét po
sméru hodinovych ruci¢ek. Vime, ze Vaskovi padla oka 2, 5 a 6, ale ne-
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vime, v jakém poradi. Na kterd ¢isla mohla Hopsalka doskocit po tretim
skoku? (L. Hozovd)

Z5-1-4

Pomoci ¢islic 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 a pomoci dvou desetinnych ¢arek
utvor dvé desetinnd c¢isla tak, aby jejich soucet byl co nejmensi. Najdi
vSechny moznosti. (Kazdou ¢islici pouzij pravé jednou.) (S. Bedndrova)

Z5-1-5

Sedm trpaslik sbiralo hiibky. V kosickach meéli 34, 19, 50, 44, 31, 28
a 37 hribka. Snéhurka chtéla stejny pocet hiibka na polévku jako na
smazeni i jako na ususeni. Jak rozdélili trpaslici své kosicky do tii skupin
tak, aby pocet hiibkt v kazdé skupiné byl stejny? (Trpaslici nesméli
hifbky z kosickt vytahovat.) (S. Ptdckovd)

Z5-1-06

Lucka vystfihovala ze ¢tvereckovaného papiru ¢islice 2, 0, 0, 7 tak, jak je
naznaceno na obr. 32. Ur¢i obsah vysttizenych ¢islic, je-1i strana ¢tverecku
sité dlouhd 4 cm. (M. Raabovad)

Obr. 32

Z5-11-1

Dév¢ata sbirala vicka od PET-1ahvi. Sarka jich nasbirala 20, Svétlana 29,
Marta 31, Maruska 49 a Monika 51. Kazda z divek nasypala vSechna sva
nasbirand vicka bud do modré, nebo do ¢ervené krabice. Pavlik pfi poci-
tani vicek zjistil, Ze v modré krabici je dvakrat vice vicek nez v Cervené.
Které z divek nasypaly sva vicka do modré a které do Cervené krabice?

(L. Hozovd)
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Z5 -11-2

Na obr. 33 jsou znazornény t¥i vzajemné se prekryvajici Ctverce. Zjisti
jejich obsahy, jestlize vis, Ze soudasné plati:
> strana nejvétsiho ctverce je o 1mm delsi nez strana prostifedniho
a o 2mm delsi nez strana nejmensiho z nich,
> spolecna ¢ast nejvétsiho a prostiedniho Ctverce je ¢tverec s obsahem

100 mm?,
> spolecnd ¢ast prostiedniho a nejmensiho ¢tverce je ¢tverec s obsahem
64 mm?.
Obr. 33
(Nemd vyznam mérit, obrazek je nepfesny.) (S. Bedndrovad)
Z5-11-3

Na zahradce vyrostlo ¢tytikrat vice kedluben nez brokolic a tfikrat vice
fedkvicek nez kedluben. Celkova hmotnost brokolic byla 5 kg. Kolik kust
zeleniny vyrostlo na zahradce, jestlize kazd4a brokolice vazila 250 g? (Jina
zelenina tam nerostla.) (L. Cernicek)
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Kategorie Z6

Texty tloh

Z6 -1-1

Lukas natiral latkovy plot. Kazdych 10 minut nattel 8 laték. Jeho mladsi
bratr Ondra mu chvilku poméhal, takze byl Lukas hotov o étvrt hodiny
drive, nez predpokladal. Jak dlouho mu Ondra pomadhal, kdyZ natiel

kazdych 7 minut 4 latky? (M. Raabovd)
26 —1-2

Hvézda na obr. 34 je rozdélena dvéma tseckami na t¥i dily. Zjisti obsah

kazdého z nich. (L. Siminek)

1dm

Obr. 34

Z6 -1-3

Vicemistné ¢islo se nazyva optimistické, jestlize jeho éislice zleva doprava
rostou. Jestlize cislice ¢isla zleva doprava klesaji, fikdme, Ze je to ¢islo
pesimistické. Soudet sedmimistného pesimistického a sedmimistného op-
timistického éisla slozenych z tychz ¢islic je 11 001 000. Které éislice jsme
pouzili na zapis téchto dvou ¢isel? (5. Bedndrovd)
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Z6-1-4

Ze Smutnian do Veselikova vedou tii cesty. Ta, kter4 je na mapé (obr. 35)
vyznadena plnou ¢arou, méfi 40 km, nejvyssi povolena rychlost je na ni

Veselikovo

Obr. 35

80 km/h a vybira se na ni mytné 50 K&. Carkované cesta je dlouh4 35 km,

nejvyssi povolené rychlost je na ni 60 km/h a mytné je 150 K&. Na tec-

kované cesté, kterd je dlouhd 45km, se vybird mytné 100 K& a nejvyssi

povolena rychlost je 100 km/h. Stry¢ek Uspéchany a teticka Spofiva se

cht&ji dostat ze Smuttian do Veselikova, strycek co nejdrive, teticka co

nejlevngji. Oba si zavolali taxi, jehoz tidicéi si uctuji 15 K¢ za kilometr

cesty a zaplaceni mytného.

1. Kterou cestu ma vybrat taxikar stryc¢ka Uspéchaného?

2. Kterou cestu ma vybrat taxikar teticky Sporivé?

3. O kolik minut bude krat$i cesta strycka Uspéchaného v porovnani
s cestou teticky?

4. O kolik korun zaplati strycek vic neZ teticka? (S. Bedndrovd)

Z6-1-5

Nase tfida planovala turisticky vylet. Jednotlivé skupiny myslely, Ze jeho
délka bude 28, 16, 32, 37 a 15 kilometru. Spletly se ale 0 5, 7, 8, 9 a
14 kilometra. Jak dlouhy byl vylet? (M. Volfova)

Z6 -1-6

Ze shodnych ¢Etvercti a rovnoramennych trojahelnikt jsme slozili (bez
prekryvani) Gtvar zndzornény na obr. 36. Zjisti velikosti vnitfnich thli
téchto rovnoramennych trojuhelniki. (S. Bednarovd)
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Obr. 36

Z6 - 11 -1

Ze tii shodnych Sedivych trojuhelniki a tii shodnych ¢tverct jsme slozili
(bez prekryvani) Gtvar znazornény na obrazku. V jeho stiedu se nachazi
trojihelnikovy otvor s obsahem 2 cm?.

a) Zjisti velikost vnit¥nich hla Sedivého trojihelniku.

b) Jaky je obsah Sedivé plochy na obr. 37? (S. Bedndrovd)

Obr. 37

Z6 — 11 - 2

Ctvrtina zéki t¥idy jsou neplavci. Polovina neplavct se piihlasila do pla-
veckého kurzu. Cty¥i neplavci se do kurzu nepiihlasili. Kolik zakt ve t¥idé
umi plavat a kolik je celkem ve t¥idé zaka? (S. Bodldkova)

Z6 - 11 -3

Vicemistné ¢islo se nazyva optimistické, pokud jeho ¢islice zleva doprava
rostou. Pokud ¢islice ¢isla zleva doprava klesaji, fikame, Ze je to ¢islo
pesimistické. Najdi vSechna optimistické isla, pro kterd soucasné plati:
> aritmeticky prameér ¢islic daného disla je 7,
> pokud v tomto éisle vyménime prvni éislici s posledni, dostaneme
pesimistické ¢islo. (S. Bedndrovd)
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Kategorie Z7

Texty tloh

Z7-1-1

Jana narysovala Sestithelnik. Délky vSech stran vyjadfené v centimetrech
jsou cel4 ¢isla. Potom si uvédomila, Ze kazdé dvé jeho sousedni strany jsou
na sebe kolmé. Narysuj, jak mohl vypadat Janin Sestithelnik, je-li jeho
obvod 16 cm a jeho obsah 12 cm?. (M. Dillingerovd)

Z7 -1-2

Rozdél obdélnik na obrazku na co nejmensi pocet tvarové stejnych ¢asti
tak, aby kazda z nich obsahovala jen takova ¢isla, kterd davaji po déleni
tfemi navzdjem ruzné zbytky. Pozor, fezat se smi jen po ¢arach sité!

14 132
43 1102| 11 90
22|18 301 7
35 99 | 29
12 62
(S. Bedndrova)
Z7 -1-3
Uréi pocet zlomki, jejichz hodnota je celym nasobkem tii a ¢itatel i jme-
novatel jsou trojmistna p¥irozena &sla. (L. Siminek)
Z7 -1-4

Dédecek nesl do mlyna pytel zrni. Najednou mu zacala zrnicka z pytle
vypadavat a za dédeckem zustavala cesticka znacena jednotlivymi zrnic-
ky. Tt ptacci si toho vSimli a zacali jednotliva zrnicka zobat. Prvni zobal
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zrnicka zeleny ptéacek, a to tak, Ze sezobal kazdé ¢tvrté zrnko lezici na
zemi. Potom priletél zobat cerveny ptacek a sezobl kazdé paté na zemi
lezici zrnko. Nakonec slétl na cesticku modry ptacek a sezobal kazdé
treti na zemi lezici zrnicko. Kolik zrni¢ek dédecek ztratil, jestlize ptacci
sezobali dohromady 79 zrnicek? (M. Dillingerovd)

Z7 -1-5

Aspon trojmistné ¢islo s navzajem ruznymi ciframi, jehoz zadné tii za
sebou jdouci dislice a, b, ¢ nespliuji ani a < b < ¢, ani a > b > ¢, se
nazyvé vinité. Napis

a) nejvétsi vinité ¢islo, které neni délitelné 3,

b) nejvétsi vinité ¢islo delitelné 150. (S. Bednarova)

Z7-1-6

Osmiboky kolmy hranol na¢rtnuty na obr. 38 vznikl slepenim t¥i kvadri.
Zjisti objem a povrch tohoto hranolu, pokud vis, Ze mezi osmi jeho bo¢-
nimi sténami jsou ¢tyfi dvojice shodnych stén, a znas délky vyznacenych

hran (obrazek je nepfesny, nevyplati se mérit). (S. Bedndrouvd)
lcm
7cm 4c
8cm
Obr. 38

Z7 - 11 -1
V letnim tabofe je 50 déti. Sestina divek a osmina chlapcti neumi plavat.
Plavat umi 43 déti. Kolik divek je v tabore? (S. Bodldkova)

Z7 - 11 -2

Martin, Tomas a Jirka tipovali vysledek prikladu:
24—-15-36:2=
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Jejich prumérny tip se od spravného vysledku lisil o 0,4. Tomas tipoval
—1,2 a Jirka 1,7. Zjisti, které ¢islo tipoval Martin, pokud vis, Ze nejhorsi
tip se od spravného vysledku lisil o 2. (S. Bedndrovad)

Z7 -1 -3

Z krychle s povrchem 384 cm? jsme vytizli kvadr se étvercovou podstavou
tak, jak je vidét na obr.39. Objem takto vzniklého osmibokého hranolu
je roven tfem ¢&tvrtindm objemu ptuvodni krychle. Vypocitejte povrch
hranolu. (S. Bednarovd)

Obr. 39
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Kategorie Z8

Texty uloh

28 -1-1
Z c¢islic 1,2, ...,9 jsme vytvorili t¥i smiSend ¢isla a%. Potom jsme tato tti
¢isla spravné secetli. Jaky nejmensi soucet jsme mohli dostat? (Kazdou
¢islici jsme pouzili pravé jednou.) (S. Bedndrouvd)

28 -1-2

Kral si nechal nalit plnou ¢isi vina. Pétinu vina z ni upil. Pak si nechal
¢isi dolit vodou a upil étvrtinu obsahu. Opét mu ¢isi dolili vodou a krél
z ni upil tfetinu. PdZe mu zase ¢isi dolilo vodou. Kolik procent ¢&istého

vina zbylo ve sklenici? (M. Krejéova)
Z8-1-3

Je dan pravidelny devitithelnik ABCDEFGHI. Vypocitejte velikost

uhlu, ktery sviraji pfimky DG a BE. (M. Raabovd, M. Krejéovd)
Z8-1-4

Zaci postavili z maljch kostek pyramidu podobnou té na obr. 40, méla
vsak vice pater. Pyramida, svého druhu nej-
vétsi na svété, stala od té doby na dvote
skoly a prselo na ni. Po case se musely
vSechny kostky, na které prselo, tedy ty
na povrchu, vyménit. Vymeénilo se celkem
2025 kostek. Kolik méla pyramida pater?
(L. Siminek)
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Z8-1-5

Je dano ¢tyfmistné ¢islo. Pricteme k nému takové ¢tyfmistné ¢islo, které
je napsano ¢islicemi prvniho ¢isla, ale v opa¢ném potadi. Kterymi cisly
je vzdy délitelny tento soucet? (L. Hozova)

Z8 -1-6

Vyska rovnoramenného trojuhelniku ABC déli jeho obsah v pomérul : 3.
Urcete obsah a obvod trojahelniku ABC, je-li |AC| = |BC| a |[AB| =
=+/32cm. (L. Hozovad)

Z8-11-1

Myslim si zlomek. Jeho ¢itatel je o 35 mensi nez jmenovatel. Soucet mys-
leného zlomku a téhoz zlomku v zékladnim tvaru je %. Ktery zlomek si
myslim? (S. Bednarova)

Z8 - 11 -2

V pohadkovém tudoli Zili trojhlavi a Sestihlavi draci. Dohromady méli
117 hlav a 108 nohou. Kazdy drak mé 4 nohy. Zjistéte, kolik tam zilo
trojhlavych a kolik Sestihlavych draku. (S. Bodldkova)

Z8 -11-3

Z krychli jsme postavili stavbu podobnou té na obr. 41, avsak misto ¢tyf
pater jich méla dvacet pét. Pak jsme vSechny vnéjsi stény stavby natreli
barvou. Svislé stény byly ¢ervené a vodorovné stény byly modré. (Stavba
stoji na zemi, podstavu jsme tedy nenatirali.)

a) Kolikrat vice jsme spotfebovali ¢ervené barvy nez modré?

b) Kolik stén krychlicek jsme dohromady obarvili? (L. Siminek)
Vg
f‘ o
Mg
ul i
Obr. 41 pohled zepfedu pohled zezadu
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Kategorie Z9

Texty dloh

Z29-1-1
Kolik Sestimistnych pfirozenych ¢isel méa tu vlastnost, Ze soucin jejich
¢islic je 7507 (P. Tlusty)
29 -1-2

Vypliite spravnymi vyrazy prazdné pole ve séitaci pyramidé na obr. 42.
Ve spravné vyplnéné scitaci pyramidé se v kazdém poli (kromé téch ze
spodniho patra) nachazi souéet vyrazi, které jsou napsany ve dvou polich
tésné pod nim. (S. Bedndrovd)

1

[be-1] [5-=]

Obr. 42

Z9-1-3

Do kruznice s polomérem 2cm je vepsan pravidelny Sestitthelnik
ABCDEF. Piimky FE a CD se protinaji v bodé M. Uréete délku
usecky AM. (M. Volfova)

Z29-1-4

Matematické soutéze se zucastnilo 142 zakt. Ne kazdy vsak odevzdal
treti tlohu. Kdyz nakonec autor soutéze zpracovéval statistiku, zapsal
si, Ze odevzdané tfeti ulohy ohodnotil primérné 3,9 bodu (zaokrouhleno
na desetiny) a kazdy soutézici dostal za tfeti Glohu pramérné 2,7 bodu
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(zaokrouhleno na desetiny). Kolik Zékt mohlo odevzdat tfeti ilohu? Udé-
loval se pouze cely pocet bodi, za neodevzdanou tlohu bylo 0 bod.

(L. Siminek)

Z29-1-5
Trojthelnik REZ s obsahem 84 cm? (|RE| = l4cm, |ZE| = 15cm) jsme
dvéma pfimymi fezy rozdélili na t¥i ¢asti a z téch jsme slozili (bez pte-
kryvani) obdélnik. Jaké rozméry mohl obdélnik mit? Najdéte vsechny
moznosti. (S. Bedndrovd)

Z9-1-6

Dokazte, Ze Cislo
(1-3-5-7-...-2003-2005)+ (2-4-6-8-...-2004 -2006)
je délitelné ¢islem 20074, (P. Tlusty)

Z9-11-1

V souéinové pyramidé se v kazdém poli (kromé& téch ze spodniho patra)
nachézi soucin vyrazi, které jsou napsany ve dvou polich tésné pod nim.
Dopliite do prazdnych poli v soucinové pyramidé na obr. 43 chybé&jici vy-
razy. SnaZte se psat vyrazy v co nejjednodussim tvaru a uvedte, v jakém

poradi jste je dopliiovali (z # 0). (S. Bedndrovad)
021 —362?]
| | |
| 3|
| = =
Obr. 43
Z9-11-2

Na obr. 44 vidite bazén s dlouhym schodem pii jedné jeho sténé. Prazdny
bazén jsme zacali napoustét pfivodem s neménnym prutokem a sledovali
jsme vysku hladiny. Za 8 min hladina vystoupila do vysky 20 cm a zatim
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Obr. 44

jesté nebyla na trovni schodu. Po 23 min napousténi se hladina nachéazela
ve vysSce 55 cm a schod jiz byl néjakou dobu pod hladinou. Po 35,5 min
napousténi byl bazén naplnén do vysky 80cm. V jaké vysce h ode dna
bazénu se nachazi schod? (L. Simiinek)

Z9-11-3

Novékova, Vaiitkova a Sudkovd vyhraly Stafetu a kromé diplomu do-
staly i bonboniéru, kterou hned po zavodech sluply. Kdyby snédla Petra
o 3 bonbdny vice, snédla by jich pravé tolik, co Misa s Janou dohromady.
A kdyby si Jana pochutnala jesté na sedmi bonbdnech, také by jich méla
tolik, co druhé dvé dohromady. Jesté vime, Ze pocet bonbdnt, které snédla
Varikova, je délitelny tfemi a zZe Sudkova si smlsla na sedmi bonbdnech.
Jak se dévcéata jmenovala? Kolik bonbdénu snédla kazda z nich?

(M. Volfovd)

Z29-11-4

Je dan obdélnik KLM N, kde |KL| = 6cm a [ML| = 4cm. Vypoctéte
obvody vSech rovnoramennych trojuhelnikit K LX, jestlize bod X lezi na
strané M N. (M. Dillingerovad)

29 -111-1

Pavel si zvolil dvé ptirozend éisla a, b (a 2 b) a vypocital rozdil jejich
druhych mocnin. Vyslo mu 2 007. Které dvojice ¢isel si mohl Pavel zvolit?
(P. Tlusty)

Z9 -1l -2

V laboratofi na polici stoji uzaviena sklenénd nadoba ve tvaru kvadru.
Nachézi se v ni 2,4 litru destilované vody, avsak objem nadoby je vétsi.
Voda saha do vysky 16 cm. Kdyz kvadrovou nadobu postavime na jinou
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jeji sténu, bude hladina ve vysce 10 cm. Kdybychom ji postavili jesté na
jinou sténu, voda by sahala jen do vysky 9,6 cm. Urcete rozméry nadoby.
(L. Siminek)

Z9-111-3

Prectéte si vysledky ankety konané v Peci pod Snézkou, pfi niz bylo
osloveno 1240 lidi:

,V existenci Krakonose v&fi 46 % dotazanych (zaokrouhleno na celé
Cislo), 31 % v jeho existenci nevéti (zaokrouhleno na celé ¢islo). Ostatni
dotazovani odmitli na tuto otazku jakkoli reagovat.*

a) Kolik nejméné lidi mohlo v anketé odpovédét, ze véri v existenci Kra-

konose?
b) Kolik nejvice lidi mohlo odmitnout na anketu odpovédét? Uvedte
konkrétni pocty, nikoli procenta. (L. Siminek)

Z9-111 -4

Na obr. 45 jsou znazornény tii shodné, navzajem se prekryvajici rovno-
stranné trojuhelniky. Uréete obsah kazdého z nich, kdyz vite, Ze soucasné
plati:
> Prianikem trojuhelniku T} a trojuhelniku 75 je rovnostranny trojuhel-
nik s obsahem /3 cm?.
> Pranikem trojuhelniku 75 a trojuhelniku T3 je rovnostranny trojuhel-
nik s obsahem $v/3 cm?.
> Prinikem trojuhelniku T} a trojihelniku T3 je rovnostranny trojuhel-
nik s obsahem Xv/3 cm?. (S. Bedndrovd)

T,
Ty
T3

/V /U T
XY

Obr. 45
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Pripravné soustredéni pred 48. MMO

V prubéhu 56. roéniku se konalo vybérové soustfedéni bezprostfedné
po skonceném celostatnim kole kategorie A, a to od 1. do 5. dubna 2007
v Kostelci nad Cernymi lesy nedaleko Prahy. Na soustiedéni bylo pozvano
9 nejlepsich fesitelu III. kola kategorie A s vyjimkou Pavla Motlocha,
ktery se rozhodl déat prednost ti¢asti na mezinarodni fyzikalni olympiadé.
Soustfedéni bylo zaméfeno na pfipravu reprezentanti a poslouzilo ke
kone¢né nominaci Sesti¢lenného druzstva.
Uspésnost jednotlivich studentt ukazuje nésledujici tabulka:

Michal Rolinek 8/8 GJK Praha 6 70

Zbynék Koneény 4/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose 60

Miroslav Klimo$ 2/4 GMK Bilovec 54,5
Lenka Slavikova 4/4 G Mnichovo Hradisté 48,5
Jiti Rihak 4/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose 47,5
Hana Sormova 2/4 G Brno, tf. Kpt. Jarose 47,5
Samuel Riha 2/4 G Brno, ti. Kpt. JaroSe 44,5
Anezka Faltynkovd  4/4 GJS Prerov 42,5
Tomas Javirek 8/8 G Jesenik 38,5

Na zékladé uvedenych vysledkl, v nichZ jsou zapoditany i vysledky
oblastniho a celostatniho kola, bylo prvnich Sest vybrano do reprezen-
tacniho druzstva a sedmy byl uréen jako nédhradnik. Toto druZstvo nés
reprezentovalo i na jiz tradié¢nim stfetnuti s druzstvy Slovenska a Polska.

Jednotlivé seminéaie vedli a ulohy pfipravili:
dr. Jaroslav Zhouf (1.4.),

dr. Karel Hordk (2.4.),

dr. Pavel Caldbek (3.4.),

dr. Jaroslav Svréek (4.4.)

a doc. Jaromir Simsa (5.4.)
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Ulohy zadané na piipravném soustfedéni

1. V oboru ptirozenych ¢isel feste rovnici

2. Necht p je prvoéislo, n je pfirozené ¢islo a ¢ je pfirozeny délitel cisla
(n+1)? — nP. Dokazte, Ze ¢islo ¢ — 1 je délitelné cislem p.

3. Redlna cisla a, b, ¢, d, e, f jsou takova, zZe plati

a+bt+c+d+e+ f=0,
a2+b2—|—02+d2+62—|—f2:6.

Dokazte, ze plati nerovnost

abedef <

N =

4. V konvexnim Sestitthelniku ABC DEF plati rovnosti
|AD| = |BC| + |EF|, |BE|=|FA|+|CD| a |CF|=|DE|+ |AB|.

Dokazte, zZe plati
|AB| |CD| |EF)|
IDE| ~ |FA| — |BC|

5. V trojuhelniku ABC, jehoz strany vyhovuji rovnosti |AB| + |BC| =
= 3|AC|, ozna¢me V stfed jeho vepsané kruznice a D a E body, v nichz se
vepsana kruznice postupné dotyka stran AB, BC'. Jsou-li K a L obrazy
bodtu D a E ve stfedové soumérnosti se stfedem V', je ¢tyfuhelnik ACK L
je tétivovy. Dokazte.

6. Naleznéte vSechna pfirozend Cisla n > 1, pro néz existuje jediné pfi-
rozené ¢islo a < n! takové, Ze a™ + 1 je délitelné ¢islem n!.

7. V ostrothlém trojuhelniku ABC, jehoz strany AB a AC jsou ruzné
dlouhé, oznacme H prusecik vysek a M stred strany BC. Na strané AB
zvolme bod D a na strané AC bod E tak, Ze |AE| = |AD| a body D,
H, E lezi v pfimce. Dokazte, Zze HM je kolméa na spole¢nou seénu kruznic
opsanych trojihelnikim ABC a ADE.
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8. Nechf n je pfirozené ¢islo, n 2 2 a aj,as, ..., a,y1 kladna redlnd ¢isla
takova, Ze
a9 — a1 = az — ag :...:anﬂ—ango.

Dokazte, ze plati nerovnost

1 1 1 <= 1 aja, +aga,41
— + — + ...+ - = . .
ag as an 2 a1G020p0n41

Zjistéte dale, kdy nastava rovnost.

9. Urcete vSechny funkce f: R — R takové, Ze pro vSechna realna éisla
a y plati

flx+y)+ f(@)fly) = fxy) + f(z) + f(y) + 2y

10. Necht ABC je pravouhly trojuhelnik s pravym thlem pfi vrcholu C.
Na strandch AB a BC jsou zvoleny body M a N tak, Ze plati

ICN| _ |AC|
[NB| ~ [BC|

Ozna¢me O pruseéik pfimek CM a AN. Na tseéce ON zvolme bod K
tak, ze plati |[MO| + |OK| = |KN|. Ozna¢me dale T prusecik kolmice
k pfimce ON prochézejici bodem K s osou uhlu ABC'. Dokazte, ze tihel
MTB je pravy.

2 a MN]| AC.

11. V roviné je dan pravidelny tficetitthelnik A;As ... A3g. Dokazte, Ze
jeho thlopticky A;Ag, A3Asy a AgAsg se protinaji ve spoleéném bodé.

12. Urcete, jakych celociselnych hodnot mize nabyvat vyraz
(z+y+2)°
TYZ ’
jsou-li z,y, z prirozend ¢isla.
13. Necht O je stied kruznice k opsané trojihelniku ABC a AD jeji
prumér. Ozna¢me P prisecik teény ke kruznici k sestrojené v bodé D

a piimky BC. Dale necht M, N jsou priiseéiky pfimky PO po fadé se
stranami AC, AB. Dokazte, ze |OM| = |ON]|.

14. Urcete pocet vSech poradi ¢islic od 1 do 9, jako napiiklad 172863945,
ve kterych ¢islice od 1 do 5 stoji zleva doprava v rostoucim poradi, za-
timco ¢islice od 1 do 6 nikoliv. Vysledek zapiste jednim ¢islem, ne vyra-
zem.
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15. Deset gangstert stoji na rovné louce tak, ze jejich vzdalenosti jsou
navzajem ruzné. Ve stejny okamzik kazdy z gangsteri vystielli na nej-
blizs§itho z deviti ostatnich a zasdhne ho. Urdete nejmensi mozny pocet
zasazenych gangstert.

16. Najdéte vSechny dvojice prirozenych ¢isel z a y, pro které plati
m+y2+z3 =Yz,

kde z je nejvétsi spoleény délitel Cisel = a y.

17. Ke kruznici opsané libovolnému ostrotthlému trojihelniku ABC' se-
strojime tecny s body dotyku B, C' a jejich prusecik oznac¢ime T'. Déle
oznacime jako P prusecik pfimek AT, BC a jako Q) stied usecky AP.
Najdéte pomér a : b : ¢ délek stran trojuhelniku ABC, pfi kterém ma
uhel ABQ nejvétsi moznou velikost.
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Mezinarodni stfetnuti ¢esko-polsko-slovenské

V ramci zavérecné pripravy pred MMO se uskutec¢nilo jiz ¢tvrté meziné-
rodni stietnuti mezi tymy Ceské republiky, Polska a Slovenska. Jednotlivé
zemé reprezentovala Sestice ucastniki, ktefi si vybojovali ve svych zemich
postup na 48. MMO v Hanoji.

Soutéz se uskutecnila od 24. do 27. ¢ervna 2007 v severomoravském
Bilovci. VSechna tfi reprezentaéni druzstva pricestovala na misto konéani
jiz. v nedéli vecer 24.6. Organizace a prubéh soutéze zustal zachovan
z predeslych rocnikii — je prizpusoben stylu III. kola nasi MO a pod-
minkdm na MMO. Soutézicim byly ve dvou dnech pfedlozeny dvé trojice
soutéznich tloh, pfitom za kazdou z nich mohli ziskat nejvyse 7 bodu,
celkové tedy (stejné jako na MMO) 42 body. Na kazdou trojici tloh méli
soutézici vyhrazeno 4,5 hodiny.

Poradi| Jméno Zemé| Body |Soucet

1. | Maciej Gawron POL |777730 31

2. | Karol Zebrowski POL |775730 29

3. | Wojciech Zaremba |POL |674171 26

4. | Jacek Jendrej POL |772710 24

5. | Piotr Dobel POL (334650 21

6. | Tomasz Kobos POL [775010 20
7.-8. | Miroslav Klimos CZE |722710 19
Michal Rolinek CZE |722710 19

9. | Zbynék Konecény CZE 712710 18
10.-11. | Ondrej Mikulas SVK |072710 17
Michal Szabados SVK (673010 17
12. | Vladislav Ujhéazi SVK (074110 13

13. | Tomas Rusin SVK 225110 11
14.-15. | Tomas Kocak SVK (072010 10
Lenka Slavikova CZE (402220 10

16. | Hana Sormova CZE 302030 8
17. | Michal Spisiak SVK |112210 7

18. | Jiti Rihak CZE (002100 3
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Névrh vsech Sesti tloh (a jejich vzorova feSeni) ptipravili ¢lenové tlo-
hové komise z Ceské republiky — dr. Jaroslav Svréek a doc. Jaromir
Simsa. Ulohy koordinovala mezinarodni komise ve slozeni Jaromir Simsa,
Jaroslav Svréek a Karel Hordk za Ceskou republiku, Pavol Novotny a Jdn
Mazdk za Slovensko a Waldemar Pompe a Adam Osekowski za Polsko.

w2

Texty soutéZnich uloh

1. Najdéte vSechny mnohocleny P s redlnymi koeficienty, pro néz rovnost
P(z?) = P(z) - P(z +2)

plati pro libovolné realné ¢islo x. (Pavel Calabek)

2. Nechf a1 = as =1 a agqo = agq1 +ak pro kazdé k € N (Fibonacciova
posloupnost). Dokazte, Ze pro kazdé ptirozené Cislo m existuje takovy
index k, pro ngj7 je &islo aj — ax — 2 délitelné ¢islem m.  (Jdn Mazdk)

3. Necht k je kruZnice opsand takovému konvexnimu &tyfahelniku
ABCD, 7e poloptimky DA a CB se protinaji v bodé E, pro ktery plati
|CD|? = |AD|-|ED|. Ozna¢me F (F # A) priisecik kruznice k s pfimkou
prochézejici bodem A a kolmou na ED. Dokaite, ze pak plati: Usecky AD
a C'F jsou shodné, pravé kdyz stied kruznice [ opsané trojuhelniku ABE
lezi na pfimce ED. (Jaroslav Svréek)

4. Dokazte, Ze pro kazdé realné ¢islo p 2 1 lze z mnoZiny redlnych &isel

spliujicich nerovnosti
T\2
p<x< <2+\/p+2)

vybrat ¢tyTi navzajem riznd prirozena ¢isla a, b, ¢, d, pro néz plati rovnost
ab = cd. (Jaromir Simsa)

5. Zjistéte, pro ktera
n € {3900,3901, 3902, 3903, 3904, 3905,3906,3907,3908,3909}

lze mnozinu {1, 2,3, ..., n} rozdélit na disjunktni trojice tak, aby v kazdé
trojici se jedno ¢islo rovnalo souétu ostatnich dvou éisel.
(Peter Novotny)
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6. Necht ABCD je konvexni ¢tyithelnik. KruZnice prochazejici body A
a D ma vnéjsi dotyk s kruznici prochéazejici body B a C ve vnitfnim
bodé P uvazovaného ¢tyftuhelniku. Predpokladejme, Ze

|xPAB| + |xPDC| £90° a |xPBA|+ |xPCD|<90°.
Dokazte, ze pak plati |[AB|+|CD| 2 |BC|+|AD|. (Waldemar Pompe)

Regeni dloh

1. Konstantni mnoho¢len P(z) = ¢ vyhovuje, pravé kdyz ¢ = ¢%, mno-

hoc¢leny P(z) =0 a P(z) =1 jsou tedy feSenim tulohy.

Ukazme nyni, Ze jediny vyhovujici mnohoclen P kladného stupné n
je tvaru P(z) = (z — 1)™. Uvedeny mnohoclen je vzhledem k identité
(2?2 —1)" = (z — 1)"(z + 1)" zfejmé feSenim pro kazdé n = 1.

Je-li az™ (a # 0) vedouci ¢len mnohoélenu P(z) kladného stupné n,
je ax®" vedouci ¢len mnohoélenu P(z?) a a?2*" vedouci ¢len mnohoclenu
P(z)P(z + 2). Pokud P vyhovuje dané rovnosti, dostavame porovnanim
piislusnych ¢lentt a = a?, tedy a = 1. Proto lze mnohoélen P zapsat
ve tvaru P(z) = (z — 1)" + Q(z), kde @Q je bud nulovy mnoho¢len,
anebo nenulovy mnohoclen stupné k, kde ovéem 0 < k < n. Porovnanim
mnohoclent

P(z?) = (z* = 1)™ + Q(2?),
P(z)P(z +2) = ((r 1"+ Q(J:)) ((z +1)"+Q(z + 2))

obdrzime (po roznasobeni a zrugeni mocniny (2 —1)" na obou stranich)
rovnost

Q(z%) = (z - 1)"Q(z +2) + (z + 1)"Q(z) + Q(z)Q(z +2).

Vidime, ze nulovy mnohoclen @ vztah spliiuje. Pro nenulovy mnohoélen
Q stupné k < n je ovem Q(x?) mnohoélen stupné 2k, zatimco na pravé
strané odvozeného vztahu je mnohoclen stupné n + k (jeho vedouci ¢len
je 2bx™t*  je-li ba* vedouci ¢len mnohoclenu Q(z)). Protoze 2k < n + k,
nemuze uvedend rovnost platit.

Odpovéd. Uloze vyhovuji konstantni mnohoéleny P(z) = 0a P(z) = 1
a pro kazdé n ptirozené mnohoélen P(z) = (z — 1)™.

2. Vsechny kongruence a zbytkové tfidy jsou podle daného modulu m.
Zadanou kongruenci ap —ax — 2 = 0 ziskdme jako diisledek jednodussi
kongruence ar = —1.
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Posloupnost zbytkovych t¥id ¢isel ar mé nasledujici vlastnost: zbyt-
kové t¥idy libovolnych dvou po sobé jdoucich ¢lent ag, ax4+1 jednoznacné
urcéuji zbytkové t¥idy jak vsech nasledujicich ¢lent a; (i > k+1), tak vSech
predchozich ¢lent a; (i < k). Odtud obvyklym postupem, zaloZenym na
tom, Ze viech uspofadanych dvojic zbytkovych tiid je m?, tedy koneény
pocet, plyne, Ze posloupnost zbytkovych tfid ¢isel a; je periodicka, a to
hned od svého prvniho ¢lenu. Existuje tedy ¢islo p > 0 (zavislé na daném
modulu m) takové, Ze a; = a;4p pro kazdy index i. Neni-li m = 1 (pro
né je tvrzeni ulohy trividlni), je zfejmé p > 1. Protoze a; = as = 1, plati
rovnéz ap41 = apyo = 1, odkud a, =0 a a,_; = —1, takZe miZeme vzit
k =p—1 a dikaz je hotov.

3. Ziejmé je DF prumérem kruznice k. Nejprve ukdzeme, Ze za danych
podminek nemuze bod C' lezet v poloroviné DF A.

Pokud body B, C lezi na ¢asti DA oblouku DAF (obr.46), jsou
zfejmé thly DCB a DBA tupé, proto |DC| < |DB| < |DA| < |DE|,
takze rovnost |CD|? = |AD| - |ED| nemitize platit. Pro body B, C na
¢asti AF oblouku DAF (obr.47) je thel BAFE ostry a pro tthel DBE
plati |[xDBE| = 180° — |« DBC| £ 90°, nemize tedy pfipadny dalsi
prusecik B’ polopfimky DB s kruznici [ lezet za bodem B (Gsekovy
thel pfislusny tétivé BE kruznice [ je totiz roven thlu BAE, a ten je
ostry). Proto |DC| > |DB| 2 |DB'|. Rovnost |CD|* = |AD| - |ED|
nemuze tedy platit, protoze pro mocnost bodu D ke kruZznici | plati
|AD|-|ED| = |DB|-|DB'| < |DC|%.

k F k F

A
B

C
Obr. 46 Obr. 47

Jestlize tedy bod C nelezi v poloroviné FDA, je |FC| = |DA|, pravé
kdyz DAFC je pravouhelnik, tj. pravé kdyz C' A je primér kruZnice k, coz
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je ekvivalentni tomu, Ze tthel CBA je pravy, a to je ekvivalentni tomu,
ze trojuhelnik AEB je pravothly s pravym thlem pfi vrcholu B, neboli
stfed kruznice opsané trojuhelniku AEB je stfedem usecky AFE.

4. Cislaa = (k— 1)k, b= (k+ 1)k, c = (k—1)(k + 1), d = k? ziejmé
spliuji rovnost ab = ed a nerovnosti a < ¢ < d < b pro kazdé k > 1.
Necht tedy k& je nejmensi pfirozené Cislo, pro které plati p < a neboli
< (k — 1)k (pti zadaném p). Ukazme, Ze pro takové k pak plati b =
=(k+ 1)k <p+4+2/4p+1, coz je ziejmsé ¢islo o % mensi nez horni
mez intervalu ze zadani, takze tim bude feseni ulohy uplné.
Podle vybéru éisla k plati p = (k—2)(k—1). ReSenim této kvadratické
nerovnice dostaneme odhad

ol
17aN
N W
+
he}
ﬁ
-l

ze kterého jiz plyne

5 / 1 1
= < - Z) =
b= k+1k:< + p+4)( 4>
15 I 1 1
:Z Z ( - —p+4+2\/4p+

5. Z moznosti rozdéleni na disjunktni trojice plyne 3 | n. V kazdé trojici
{a,b,a + b} je soudet 2(a + b), tedy sudé cislo, proto musi byt sudy
i soucet vsech ¢isel od 1 do n, soudin n(n + 1) musi tedy byt délitelny
¢tyfmi. Celkem mame, Ze ¢islo n musi byt tvaru 12k nebo 12k + 3, cemuz
z danych ¢&isel vyhovuji pouze n = 3900 a n = 3903.

V dal$im odstavci popiSeme konstrukci, jak z vyhovujiciho rozkladu
pro dané n = k vytvofit vyhovujici rozklady pro n = 4k a n = 4k + 3.
To nam zarudi, ze rozklady pro n = 3900 i n = 3903 existuji, a to diky
sestupné posloupnosti

3900 — 975 — 243 — 60 — 15 — 3

(misto 3900 lze zacit i ¢islem 3 903) a diky trividlnimu rozkladu pron = 3
(z néhoz postupné sestrojime rozklady pro n = 15, n = 60 atd. az pro
n = 3900 resp. n = 3903).

7 vyhovujiciho rozkladu mnoziny {1,2,...,k} nejprve vyrobime vy-
hovujici rozklad mnoZiny prvnich k sudych ¢isel {2,4,...,2k} (prosté
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vSechna ¢isla ve vSech trojicich vychoziho rozkladu vynasobime dvéma).
V ptipadé n = 4k pak zbyla cisla

{1,3,5,...,2k — 1,2k + 1,2k +2,...,4k — 1,4k}

rozdélime do k trojic {25 — 1,3k — j + 1,3k + j}, kde j = 1,2,... k.
Vidite je ve sloupcich tabulky

1 3 ) oo 2k-3 2k-1
3k 3k—1 3k—2 ... 2k+2 2k+1
3k+1 3k+2 3k+3 ... 4k-1 4k

V piipadé n = 4k + 3 zbyla ¢isla
{1,3,5,...,2k — 1,2k + 1,2k + 2,...,4k + 2,4k + 3}

rozdélime do k+1 trojic {2j—1, 3k+3—j,3k+j+2},kdej = 1,2,...,k+1,
tvorenych sloupci tabulky

1 3 5 con 2k—1 2k+1
3k+2 3k+1 3k oo 243 2k+2
3k+3 3k+4 3k+5 ... 4k+2 4k+3

Tim je dikaz toho, Ze ¢isla n = 3900 a n = 3903 vyhovuji, hotov.

6. Je-li P spole¢ny bod zminénych kruZnic, plyne z véty o obvodovych
a tsekovych thlech, zZe je zaroven i bodem dotyku, pravé kdyz (obr. 48)

|XxADP| + |xBCP| = |xAPB]. (1)
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Uvazujme kruznice ki, ko opsané trojuhelnikim ABP a CDP
a oznatme @ pripadny dalsi priisecik obou kruznic (obr.49). Protoze
bod A lezi vné kruznice BCP, je |xBCP| + |xBAP| < 180°. Proto
bod C lezi vné kruznice ki. Analogicky lezi i bod D vné této kruznice.
Odtud plyne, Ze body P a @ lezi na témze oblouku C'D kruznice k.

Obr. 49

Analogicky body P a () lezi na témze oblouku AB kruznice k1. Bod @
tudiz lezi bud uvnit¥ thlu BPC, nebo uvnitt thlu APD. Bez Gjmy na
obecnosti pfedpokladejme, Ze bod Q lezi uvniti Ghlu BPC (obr. 49).
V takovém piipadé podle pfedpokladu ulohy plati

|XAQD| = | PQA| + |xPQD| = |xPBA| + |xPCD| £ 90°.  (2)

Protoze bod Q lezi na ¢astech oblouki AB i CD uvnitf thlu BPC,
lezi bod @Q dokonce uvnitt trojihelniku BPC| tedy i uvnitt ¢tyiuhelniku
ABCD.

7 vlastnosti protéjSich a vedlejsich thla tétivovych ctyrahelnikt
APQB a DPQC (obr. 49) plyne

|xBQC| = |«PAB|+ |xPDC|,
takze podle predpokladu tlohy
|xBQC| < 90°. (3)
Protoze je navic |x PCQ| = |xPDQ)|, dostavame podle (1)
|xADQ| + |¥BCQ| = |xADP| + |xPDQ| + |xBCP| - |[xPCQ| =
= |xADP| + |xBCP| = |xAPB|.
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A protoze také | X APB| = | < AQB|, vychazi
|xADQ| + |xBCQ| = |xAQB].

To ovéem znamené, jak uz vime z tvodni ivahy, Ze kruznice BCQ a D AQ
se dotykaji v bodé @ (obr. 50).

Obr. 50

Uvazujme nyni polokruhy sestrojené nad stranami BC a DA ,do-
vniti“ étyttahelniku ABCD. Protoze thly AQD a BQC nejsou tupé, lezi
kazdy z obou polokruhti cely uvnit¥ odpovidajiciho kruhu piislusného
kruznici BQC, resp. AQD; a protoZe se obé kruznice dotykaji vné, maji
i oba polokruhy sestrojené nad stranami BC a D A nejvyse jeden spole¢ny
bod (tj. neprekryvaji se). Oznacime-li M a N stfedy stran BC a DA,
plyne odtud nerovnost [MN| = (|BC| + |DA]|).

Na druhou stranu zfejmé plati MN = 1(BA + CD), takie |[MN| <
1(|AB| +|CD]|). Odtud vychézi dokazovana nerovnost |AB| +|CD| =

<
> |BC| + |DA.
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48. mezinarodni matematicka olympiada

V treti dekadé cervence 2007 se sjelo
do vietnamské Hanoje 520 stiedoskol-
skych studenti z 93 zemi celého svéta
na dal$i ro¢nik nejprestiznéjsi soutéze
jednotlived v feSeni matematickych
uloh.

Logotypu této mezinarodni olym-
piady dominuje symbol mista konéni IMO 2007
48. MMO, hlavniho mésta Hanoje HANO! - VIETNAM
(jde o chram literatury, prvni viet-
namskou univerzitu zaloZenou v roce 1076) uprostied dvou kolmic sym-
bolizujicich matematickou soustavu soutradnic a zaroven zemépisny po-
lednik s rovnobézkou.

Obé krivky pak dodéavaji logotypu mocné vnitini pnuti, které symbol
Hanoje obklopuje. Na jedné strané tak predstavuji spole¢né smétrovani,
spojeni, solidaritu a pratelstvi mladych lidi na MMO, na strané druhé
vytvareji predstavu plamene symbolizujiciho odkryty talent a tvofivost
mladi, jez muZe matematiku vyuzit k napliiovani vzneSenych cili lidstva.

Vietnamsti organizatoii se na cely prubéh akce pfipravili velmi dobte
a nachystali soutézicim a jejich vedoucim velmi zajimavy program na ce-
lou dobu pobytu. S podporou statnich organu zajistili vSem ucastnikiim
komfortni hotelové ubytovani a vytecné stravovani, regulérni podminky
pro oba soutéZni dny i naslednou naroénou praci hodnoticich porot. Ko-
ordinacni tymy tvofili velmi erudovani matematici — ucitelé mnoha mist-
nich vysokych skol a védeckych tstavi. Pro chvile odpoc¢inku byl pfipra-
ven bohaty program, takze vSichni i¢astnici méli moznost poznat nejen
pamétihodnosti hlavniho mésta Hanoje a prirodni krasy pfimoiského le-
toviska Ha Long, ale seznamit se pii jedné exkurzi rovnéz s technologii
vyroby hedvabi. Vyznam soutéZze byl umocnén pritomnosti vietnamského
premiéra Nguyen Tan Dunga na slavnostnim zahdjeni v predvecer prv-
niho souté&zniho dne. O tyden pozdéji predaval zlaté medaile nejlepsim
soutézicim osobné prezident VSR Nguyen Minh Triet.
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Vedoucim druzstva CR byl doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc., z Ma-
sarykovy univerzity v Brné. NaSe Sesticlenné soutézni druzstvo, které
doprovazel RNDr. Jaroslav Svréek, CSc., z Univerzity Palackého v Olo-
mouci, bylo jmenovéano na zékladé vysledkt ustfedniho kola 56. roéniku
MO ve Zliné a nasledného tydenniho vybérového soustiedéni v Kostelci
nad Cernymi lesy. Tvorili je Miroslav Klimo$ z 2. roéniku Gymnézia
Mikulase Kopernika v Bilovci, Michal Rolinek ze 4. ro¢niku Gymnazia
Johanna Keplera v Praze 6, Lenka Slavikovd ze 4. roéniku Gymnéazia
v Mnichové Hradisti a trojice studentt z Gymnézia na tf. Kpt. Jarose
v Brné: Zbynék Koneény a Jiri Rihdk ze 4. roéniku a Hana Sormovd
z 2. ro¢niku.

Soutézici jednotlivei jako obvykle fesili ve dvou puldnech vzdy tri
soutéZni tlohy po dobu 4,5 hodiny; za kazdou ze Sesti uloh mohli zis-
kat nejvyse 7 bodd. Vybér soutéznich tloh nebyl pro porotu slozenou
z vedoucich jednotlivych zemi ani letos jednoduchy. V soucasnosti prozi-
vaji riizné narodni i nadnarodni matematické soutéze velky rozmach; je
proto stéle obtiznéjsi posoudit, které z navrhovanych priblizné 30 tuloh
jsou dostateéné puvodni a nepodobné tém, které uz na néjaké soutézi
kdy byly. Diskuse o téchto otazkach jednéni poroty znesnadnuji a ¢asové
protahuji. Také snaha poroty zafadit do vysledné Sestice dvé extrémné
naro¢né ulohy, které by urcily vitéze celého klani, letos nevedla k prilis
stastnému FeSeni. Z celého pole ucastnikl tfeti tlohu vyfesili pouze tii
a Sestou tlohu pouze ¢tyfi soutézici! Proto si mnozi vedouci kladli otéaz-
ku: mélo smysl naplnit tfetinu zadani soutéze pro 520 ucastniki lohami,
které 515 ucastnikt nemélo viibec Sanci vytesit? Po soutézi se navic uka-
zalo, ze Sestd tuloha ani tolik originalni nebyla, protoZze se presné kryla
s obsahem jednoho ¢lanku, ktery v roce 1993 vysel v European Journal
of Combinatorics. Pro nés je ovSem potésitelné, Ze po deseti letech byla
do soutéze vybrana c¢eska tloha. Jejim autorem je Marek Pechal, drzitel
bronzové medaile z predloriské 46. MMO v Mexiku.

Absolutnim vitézem 48. MMO se stal Konstantin Matvejev z Ruska,
ktery ziskal 37 bodi ze 42 moznych. Zaradil se tak do ¢ela 39 nejlepsich
soutézicich, kterym byly za zisk nejméné 29 bodi udéleny zlaté medaile.
Stiibrné medaile si z Hanoje odvezli 83 ucastnici ohodnoceni alespon
21 bodem. Na bronzovou medaili letos stacilo 14 bodu; potésilo nas, ze
mezi 131 drZiteli tohoto kovu je i pét reprezentanttt Ceské republiky
(Koneény, Klimos, Slavikova, Rolinek a Rihdk). Ani Sestd nase sout&zici
Sormovéa nevysla iplné naprazdno, kdy# spolu se 148 dalsimi sout&Zicimi
bez medaili ziskala Cestné uznéni za Uplné vyfeSeni jedné ze Sesti sou-
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téznich uloh. Podrobné vysledky nasich soutézicich ukazuje nasledujici
tabulka:

Body za ilohu Body Cena

Umisténi 1 2 3 4 5 6

197.-225. Miroslav Klimo$ 7 0 0 6 2 0 15 I11.
171.-196. Zbynék Konedny 7007 2 0 16 I11.
226.-253. Michal Rolinek 7 00 6 1 0 14 II1.
226.-253. Jifi Rihak 7007 00 14 IIL
197.-225. Lenka Slavikova 6 0 07 2 0 15 III.
365.-401. Hana Sormova 010700 8 HM

Celkem 34 1 0 40 7 0 82

Pro srovnéani uvadime i tabulku s vysledky slovenskych reprezentanti,
ktefi sice ziskali o jednu medaili méné, v celkovém bodovém souctu nés
vsak o Ctyti body predstihli:

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 23 456

197.-225. Samuel Hapdk 710700 15 111
226.-253. Ondrej Mikuléas 6 006 20 14 I11.
161.-170. Tomas Rusin 3706 10 17 II1.
322.-343. Michal Spisiak 71 0 0 2 0 10 HM
123.-132. Michal Szabados 6 707 00 20 II1.
322.-343. Vladislav Ujhazi 0107 20 10 HM

Celkem 2917 033 7 0 86

S radosti mizeme konstatovat, Zze nase druzstvo podalo na 48. MMO
lepsi vykon, nez se ocekdval podle vysledkii pfipravnych soustfedé-
ni. V neoficidlnim Zebfi¢ku ztcastnénych statl, které uvadime tabulce
na dalsi strané, nam nas vysledek oproti loniské MMO pfinesl skok
o 10 mist nahoru (pfipadna ¢isla v zavorce uvadgji nizsi podet repre-
zentant nez obvyklych 6). Za povsimnuti stoji, Zze s vyjimkou Polska
a Svycarska podala nedekané vyrovnany vykon druZstva vSech ostatnich
statl, které se pak v zafi 2007 zcastnily prvniho roéniku Stredoevropské
matematické olympiddy (kromé Polska a Svycarska to bylo pofadajici
Rakousko, dale pak Slovensko, Slovinsko, Chorvatsko a Ceska republika,
o ucasti v dalsich ro¢nicich uvazuji i predstavitelé Némecka a Madarska).
Véfime, Ze nova soutéz vzdy na pocatku skolniho roku bude pro jeji per-
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spektivni c¢astniky dobrym stimulem k intenzivni celoro¢ni p¥ipravé na
nésledujici celosvétovou matematickou olympiddu.

—
—_

IIT body

11

III body

Rusko
CLR
Korea
Vietnam
USA
Japonsko
Ukrajina
KLDR
Bulharsko
Tchaj-wan
Rumunsko
Hongkong
fran
Thajsko
Neémecko
Madarsko
Turecko
Polsko
Bélorusko
Moldavsko
Italie
Australie
Srbsko
Brazilie
Indie
Gruzie
Kanada
Kazachstan
Velka Britanie
Kolumbie
Litva

Peru
Recko
Mongolsko
Uzbekistan
Singapur
Mexiko
Slovensko
Slovinsko
Ceskd republika
Svédsko
Rakousko
Francie
Norsko
Belgie
Chorvatsko
Argentina

OO0 O0OHOOOOOOO0OOCOO0OOHOHFOOFOOHFOHFORRFEMEORRRFROFNNREFWNDN WN B O|—
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184
181
168
168
155
154
154
151
149
149
146
143
143
133
132
129
124
122
119
118
116
110
107
106
103
102

98

95

95

93

92
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Arménie
Macao

Izrael

Novy Zéland
Azerbajdzan
Bosna a Hercegovina
Indonézie
Makedonie
Nizozemsko
Estonsko
Albanie
Svycarsko
Lotyssko
Finsko
Portugalsko
Irsko
Turkmenistan
Dansko
Spanélsko
Kirgizie (5)
JAR

Kypr

Trinidad a Tobago
Téadzikistan
Kostarika (5)
Island

Ekvador
Lucembursko (3)
Malajsie
Salvador (4)
Pakistan
Paraguay (4)
Bangladés (5)
Maroko
Kambodza (4)
Sri Lanka
Filipiny
Nigérie
Mongolsko (3)
Kuba (1)
Lichtenstejnsko (2)
Venezuela (3)
Portoriko (3)
Saudska Aréabie
Chile (4)
Bolivie (2)
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Texty soutéznich uloh
(v zévorce je uvedena zemé, ktera tlohu navrhla)

1. Jsou ddna realn4 ¢isla aq, as, . .., a,. Prokazdéi (1 < i £ n) definujme

d; =max{a;: 1 S5 <1} —min{a;: 1 < j S n}

Necht
d =max{d;: 1 £1i < n}.
(a) Dokazte, Ze pro libovolnd realna ¢isla z; < zp £ ... £ z, plati
nerovnost p
max{|z; — a| 1§2§n}§§ (%)
(b) Ukazte, Ze existuji redlnd ¢isla z1 S xp < < zp, pro néz v (x)

nastane rovnost. (Novy Zéland)

2. UvaZzujme pét bodu A, B, C, D, E takovych, ze ABCD je rovnobéznik
a ¢tyfuhelnik BCED je tétivovy. Primka [ prochazi bodem A, ptricemz
protind usecku DC' v jejim vnitinim bodé F a prfimku BC v bodé G.
Predpokladejme, ze plati |EF| = |EG| = |EC|. Dokazte, ze piimka [ je
osou uhlu DAB. (Lucembursko)

3. Neékteri ucastnici matematické soutéze jsou pratelé. Pratelstvi je vza-
jemné. Skupinu soutézicich nazveme klika, jsou-1i kazdi dva z nich pratelé.
(Speciélné libovoln4 skupina slozend z méné nez dvou soutézicich je kli-
ka.) Pocet ¢lent kliky nazveme jejim rozmérem.

Vime, Ze nejvétsi rozmér kliky slozené z tcastniku soutéze je sudé
¢islo. Dokazte, Zze vSechny soutézici je mozno rozesadit do dvou mistnosti
tak, aby nejvétsi rozmeér kliky v jedné mistnosti se rovnal nejvétsimu
rozméru kliky v druhé mistnosti. (Rusko)

4. Osa uhlu BCA trojihelniku ABC' protind jeho opsanou kruznici
v bodé R rizném od bodu C, osu strany BC' v bodé P a osu strany AC
v bodé Q. Stied strany BC ozna¢me K a stied strany AC ozna¢me L.
Dokazte, ze obsahy trojihelniki RPK a RQL se rovnaji.

(Ceskd republika)

5. Kladna celd ¢isla a, b jsou takova, ze &islo (4a —1)? je délitelné 4ab—1.
Dokazte, ze a = b. (Velkd Britanie)

6. Necht n je kladné celé ¢islo. Uvazujme mnozZinu
S = {(z,y,z): z,y,z € {0,1,...,n}, c+y+=z2 >O}
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slozenou z (n + 1)® — 1 bodt t¥irozmérného prostoru. Uréete nejmensi
mozny pocet rovin, jejichZ sjednoceni obsahuje vsechny body z S, neob-
sahuje vSak bod (0,0,0). (Nizozemsko)

ReSeni soutéZnich tloh

1. Kazdé z ¢isel dy,ds, ..., d,, atedy i jejich maximum d se rovna rozdilu
nékterych dvou ¢lent posloupnosti aq,as,...,a,. Existuji proto indexy
P, q takové, ze p < ¢ a d = a, — aq. (Tyto indexy nejsou obecné urceny
jednoznaé¢né, napf. pro neklesajici posloupnost (a;) je zfejmé d = 0 a rov-
nost a, = a, miZe splitovat vice dvojic ¢lenii takové posloupnosti.)

ap
Zq
d z,
_________________ aq
p q
Obr. 51
Necht z1 £ 2z £ ... £ z, jsou libovolna realna &isla. K diikazu

casti (a) staci pracovat s hodnotami x,, x4 (obr. 51). Médme totiz x4 = ),
a tedy

(ap — p) + (zq — ag) = (ap — aq) + (Tq — Tp) 2 ap — ag = d.
Proto plati aspori jedna z nerovnosti a, — z, = %d, Tg—ag 2 %d, odkud
dostavame

max{|z; —a;|: 1 £ S n} 2 max{|z, — ap|,|zq —agl} 2
d

2 max{ap, — Tp, g — ag} = 5
Tim je dokazéna ¢ast (a).
Polozme nyni

N

xkzmax{ai—i:l zgk} pro1l <k <n.

Takova posloupnost je ziejmé neklesajici, z; < zo £ ... < z,,. UkdZeme,
ze pro takto zvolené hodnoty z; plati

d
max{|z; —a;|: 1 £i<n} = 3
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Protoze z7 jsme zvolili tak, Ze |x1 — a1| = %d, staéi ukazat, Ze pro kazdé
i:2,...,nje |a:,-—ai| § %d
Pf¥imo z definice hodnoty :El plyne z; — a; 2 ——d ukézeme tedy, ze
pro libovolné i je také z; — a; < 2d Je-li j < i nejmensi index, pro ktery
x; = x;, je bud j = 1, nebo j 2 2 a zaroveni x;_; < ;. V obou piipadech
zfejmé plati z; = a; — 3d. Mame tedy
d
xr;, = iEj = aj = 5
Z definice hodnoty d samoziejmé plyne, Ze a; — a; < d. Celkem tudiz

plati
d d d
= = S = = = =,
Ti—ai=0=5 =06 S 5=73
Ukézali jsme, ze pro kazdé i = 1,2,...,nplati —3d < =
opravdu |z; — a;| < %d.

a; £ 1d, tedy

Jiné FeSeni. Kdyby pro nékterou neklesajici posloupnost (x;) bylo
max{|z; —a;|: 1 SiSn} < —21-d, dostali bychom pro kazdé i, 1 < i < n,
nerovnost z; — 1d < a; < z; + 3d, neboli

di<(zi+g)—(:vi—g):d.

To odporuje definici ¢isla d.
Oznaéme pro kazdé 7, 1 <1 < n,

M; =max{a;: 1 <j<i} a m; =min{a;: i< 75 S n}.
Obé posloupnosti (m;) i (M;) jsou zfejmé neklesajici, pfi¢emz m; < a; <

< M;. Polozme nyni z; = %(ml + M,), vysledna posloupnost je rovnéz
neklesajici, a protoze d; = M; — m;, plati

di i — M M;—m; d;
——=T—‘—=$i—Mi§$i—ai§Ii—mi=—mZ——-
2 2 2 2

Je tudiz

d;
max{|z; — a;|: l<z<n}<max{2 1514 <n}

A protoze jsme uz dokazali opa¢nou nerovnost pro libovolnou neklesajici
posloupnost (z;), musi pro takto zvolenou posloupnost platit rovnost.
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2. Ziejmé stadl ukézat, ze |CF| = |CG|, protoze z rovnosti souhlas-
nych a st¥idavych thli p¥islusnych piicee [ rovnob&zek AD; BG (obr. 52)
dostaneme |XBAG| = |XCFG| = |xCGF| = |xCGA| = |xDAG]|.

Obr. 52

Predpoklddejme naopak, ze je napf. |CF| < |CG|. Ozna¢me M
a N stfedy tseéek CF a CG. Ziejmé pak plati také |MF| < |[NC]|,
|ME| > |NE| (pravouhlé trojuhelniky FFME a CNE maji shodnou pfe-
ponu), a protoZe pravouhlé trojuhelniky DEM a BEN jsou podobné
(to plyne z rovnosti obvodovych thl nad tétivou EC kruznice k opsané
¢tytahelniku BCED), je také [DM| > |BN| a |DF| = |DM| - |MF| >
> |BN| — |NC| = |BC| = |DA|. Trojahelniky ADF a GCF jsou po-
dobné, takze posledni nerovnost |[DF'| > | DA| je ekvivalentni nerovnosti
|CF| > |CG|. To je opa¢nd nerovnost, nez jakou jsme predpokladali.

Zacneme-li naopak s opacnou nerovnosti, dojdeme samoziejmé na-
prosto stejnym postupem opét ke sporu. Tim je dokézédna rovnost
|CF| = |CG]|, a tedy i tvrzeni ulohy.

Jiné feSeni. Oznacme postupné S, M, N stiedy tsecek CA, CF, CG.
Tyto t¥i body zfejmé lezi na pfimce p, jeZ je obrazem piimky [ ve stejno-
lehlosti se stfedem C' a koeficientem % (obr.53). Usecky EM, EN jsou
vyskami rovnoramennych trojuhelnika EFC, ECG, jsou tedy kolmé na
odpovidajici ptimky CD, BC. TakZe piimka p je Simsonovou piimkou?
bodu E a trojihelniku BCD.

1 Véta o Simsonové primce fikd, Ze v jedné primce lezi paty tfi kolmic spusténych
z libovolného bodu Q kruznice opsané danému trojuhelniku XY Z na pfimky jeho
stran; uvecena primka se nazyva Simsonova pfimka bodu @ a trojuhelniku XY Z.
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Obr. 53

Uhlopficky rovnobézniku se pili, proto je bod S stiedem tsecky BD,
a protoze lezi na Simsonové pfimece p, musi byt zaroven patou kolmice
z bodu E na stranu BD. Bod FE je tak nutné stfedem oblouku BD
kruznice opsané tétivovému ¢tyftuhelniku BCED a plati |[ED| = |EB].

Z obvodovych thli nad tétivou ED plyne |x DBE| = |x DCE|, takze
rovnoramenné trojuhelniky DBE, FCE jsou podobné (jejich ramena
EB, EC sviraji se zakladnami DB, F'C shodné uhly, obr.54). V otoceni

E
‘ﬁ\ ‘/ !
‘\
e C

Obr. 54

okolo bodu E o thel ¢ = |xDEB| = |XFEC]| se bod D zobrazina B a F
na C, proto |DF| = |BC|. Zaroven vsak |BC| = |AD|, odkud vyplyva,
ze trojihelnik AF D je rovnoramenny. Odtud opét vyuzitim shodnosti
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stiidavych thld snadno dostaneme, ze |XDAF| = |xDFA| = |xFAB],
tedy pfimka [ je opravdu osou thlu DAB.

Pozndmka. K diikazu tvrzeni o Simsonové primce staéi vyuzit vlast-
nosti obvodovych thld. P¥i daném oznadeni ukazme, Ze bod S, v némz
piimka M N protind stranu BD trojahelniku BCD, je patou kolmice
z bodu E opsané kruznice na tuto stranu, tj. ze thel ESB je pravy: Z rov-
nosti obvodovych thld nad tétivou DE plyne, ze |xDBE| = |<xDCE|.
Navic |xDCE| = |xMCE| = |xSNE]|, nebot body M, C, N, E leii
na Thaletové kruZnici. To ale znamené, Ze i body S, B, N, E lezi na
(Thaletové) kruznici s pramérem EB.

Jiné YeSeni. Z podobnosti trojuhelnikit ADF a GCF plyne

|[FC| _|CG| |CG|
|FD| ~ |AD| |BC|’

Existuje proto spiralni podobnost, ktera zobrazi tisecku DC na usecku
BG@G, pticemz bod F piejde do bodu C' a stied M tsecky F'C do sttedu N
tsecky CG. Uhel piimek DC a BG uréuje tihel piislusného otoceni, vi-
dime tedy, Ze stfed uvedené spiralni podobnosti musi lezet na kruznici
opsané trojihelniku DBC (tise¢ku DB je z ngj vidét pod tthlem |« DC B|)
a také na kruznici opsané trojuhelniku MCN (i usecku M N je z néj vidét
pod thlem |[XDCB| = 180° — |x M CN|). Spoleénym bodem (rtznym od
bodu C) obou kruznic je pravé bod E, a protoze |EM| = |EN|, jde
o shodnost, takze je také |[DC| = |BG|. Je tudiz i |AB| = |BG| a odtud,

jak uz vime, snadno plyne, Ze ptfimka [ je osou tthlu BAD.

3. Uvedeme algoritmus, jak rozdeélit ti¢astniky do mistnosti. Dvé mist-
nosti, do nichz budeme ucastniky rozdélovat, ozna¢me A a B. Za¢neme
s urcitym rozdélenim, které budeme postupné upravovat posilanim tcast-
nikl z jedné mistnosti do druhé. Béhem algoritmu budeme oznacovat A,
B i mnoziny ucastniki, ktefi pravé jsou v danych mistnostech, a c(A),
¢(B) velikost nejvétsi kliky v pfislusné mistnosti.

1. krok. Necht 2m je rozmér nejvétsi kliky a M je jedna z klik s timto
rozmérem, tj. |M| = 2m. Za¢neme tim, Ze vSechny soutézici z M déme
do mistnosti A a vSechny ostatni do mistnosti B. Zfejmé plati c¢(A) =
— M| 2 «(B).

2. krok. Dokud je ¢(A) > ¢(B), posildme tcastniky po jednom z A
do B (obr.55). (Je-li ¢(A) > ¢(B), mistnost A uréité neni prazdna.)
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Obr. 55

Po kazdém presunu se ¢(A) zmensi o 1 a ¢(B) se nejvyse o 1 zvétsi. Po
kone¢ném poétu presunt tak dosdhneme toho, ze c(A) < ¢(B), a zarover
bude ¢(B) < ¢(A) + 1, protoze dosud zaporny rozdil ¢(B) — ¢(A) nemize
vzrust o vice nez o 2. Pokud je nyni ¢(A) = ¢(B), nas postup uspésné
skoncil.

Pokud ¢(B) = ¢(A) + 1, budeme pokracovat dalsim krokem. Zatim
je stéle jesté A C M klika, proto ¢(A) = |A|, a dokonce plati |A| =2 m,
protoze kdyby bylo ¢(A) = |A] £ m—1, bylo by ¢(B) 2 |BNM| 2 m+1,
atudizic(B)—c(A) 2 (m+1)—(m—1)=2.

3. krok. Oznacme k = c(A), takZze ¢(B) = k + 1 a podle predchozi
uvahy plati k 2 m a zéroven |B N M| < m.

Necht C je néktera klika v B, pro kterou plati |C| = k + 1. Pokud
existuje ucastnik z € (BN M) \ C (obr.56), tak ho posleme zpét do
mistnosti A. V ni ted bude k + 1 ¢lentt M, takze c¢(A) = k + 1, pficemz
velikost kliky C' v B se nezmensila, tudiz ¢(B) = k+ 1 = ¢(A) a nas

v ¥

algoritmus uspésné kondi.

Obr. 56

Pokud pro zadnou kliku C' velikosti k+ 1 takového Gcéastnika z v (BN
N M)\ C nenajdeme, znamena to, Ze v mistnosti B obsahuje kazd4 klika
s rozmérem k + 1 jako podmnoZinu cely prunik B N M.
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4. krok. Dokud je ¢(B) = k+1, volime nékterou kliku C C B velikosti
k+1 a posleme jednoho ¢lena z C'\ M do mistnosti A (obr. 57). (Mnozina
C'\ M nemize byt prazdna, protoze |C| =k +1>m = |BNM]|.)

A B

C( BnM

Obr. 57

Pokazdé, kdyz posleme jednoho ucastnika z B do A, zmensi se ¢(B)
nejvyse o 1. Nakonec tak dosdhneme toho, ze ¢(B) = k. Ptitom v mist-
nosti A méame kliku A N M velikosti |[A N M| = k, takze c¢(A) 2 k.
Ukéazeme, Ze v A uz neni klika s vétSim rozmérem a Ze jsme tim padem
hotovi.

Necht @ je libovolna klika v A. DokaZeme, Ze |Q| < k. V mistnosti A,
a tedy i v mnoziné Q mohou byt dva typy tcastniki:

> Clenové M; protoze M je klika, jsou to pfatelé viech ¢lentt B N M.
> Ugastnici, které jsme do A poslali ve 4. kroku; kazdy z nich byl v klice,

ktera obsahovala B N M, proto je ptitelem vSech élentt BN M.
Vsichni clenové @ jsou tedy pratelé vsech ¢lent B N M (obr.58), navic

Obr. 58

mnoziny @ a B N M samotné jsou kliky, takZe i jejich sjednoceni Q U
U (BN M) je klika. A protoze M je klika s nejvét$im rozmérem, mame

M| 2 |QuU(BNM)|=|Q[+|BNM|=|Q|+|M|~-|AnM]|,
odkud |Q| < [AN M| = k.
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Nakonec jsme tedy i po 4. kroku dostali rovnost ¢(A) = ¢(B). Tim je
tvrzeni ulohy dokéazano.

4. Pokud je |AC| = |BC]|, je trojuhelnik ABC rovnoramenny a soumérny
podle osy thlu pfi vrcholu C, je tedy P = @Q a neni co dokazovat. Pred-
pokladejme proto (samoziejmé bez ijmy na obecnosti), ze |AC| < |BC|.

Protoze C'R je osa uhlu, jsou pravouhlé trojuhelniky QLC a PKC
podobné (obr.59). Kromé jiného to znamenda rovnost thla |[xCQL| =
= [¥xPQO| = |xQPO|, takze trojuhelnik QPO je rovnoramenny a plati
|PO| = |QO|. Ze zminéné podobnosti pak jesté plyne

|PK| |PC|

QLI lQC|’

Vzhledem k rovnosti thlt RPK a RQL tak pro obsahy uvazovanych
trojuhelnikt dostavame
S(RPK) %sin|<):RPK| -|RP|-|PK| |RP|-|PC|
S(RQL) ~ gsin[xRQL|-[RQ|- QL]  |RQ|-|QC] T

nebot tétiva CR je zfejmé soumérné podle stejné osy jako rovnoramenny
trojuhelnik QPO, takze je |RP| = |QC| a |PC| = |RQ)|. Tim je rovnost
S(RPK) = S(RQL) dokazana.
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Jiné FeSeni. Podobné jako v prvnim feseni budeme rovnou predpokla-
dat, ze |AC| < |BC|. Ozna¢me ~ velikost vnitiniho thlu pii vrcholu C.
Z pravouhlych trojuhelnikit QLC a PKC (obr. 60) plyne, ze

|¥CQL| = |[XxCPK| = in— 37,

takze trojihelnik QPO je rovnoramenny s thlem velikosti y pti hlavnim
vrcholu O. Stfedovy uhel stejné velikosti zfejmé prislusi i shodnym téti-
vam AR a BR opsané kruznice (tétivy jsou shodné, protoze C'R je osou
uhlu ACB). Uvazujme proto otoceni se sttedem O o thel v. V ném se
bod A zobrazi do bodu R, bod R do bodu B a bod @ do bodu P. Uve-
dené otoceni tak prevadi trojuhelnik ARQ na trojihelnik RBP (obr.61),
oba trojuhelniky jsou tudiz shodné a maji stejné obsahy. Nyni si staci
uvédomit, ze

S(ARQ) = 2S(RQL) a S(RBP)=2S(RPK),

protoze vzdalenosti vrcholiit A a B od pfimky C'R jsou rovny dvojnasob-
kiim vzdalenosti odpovidajicich stfedii L a K stran AC' a BC od téze
primky.

C

R\
\

Obr. 60 Obr. 61

Jiné FeSeni. Jak jsme zjistili uz v prvnim feseni, prochézeji sttedem O
opsané kruZnice jak osy K P, LQ stran BC, resp. AC, tak i osa o té-
tivy CR (obr. 62). Priise¢iky osy o s pfimkami AC, BC oznaéme po fadé
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U a V. Z vlastnosti osy tsecky plyne |CU| = |RU| a |CV| = |RV|. Plati
i |CU| = |CV|, nebot v trojuhelniku CUV je strana UV kolma k ose
tthlu pfi vrcholu C, kterou je polopiimka CR. Ctyithelnik CURV je
tedy kosoctverec nebo ¢tverec. V osové soumérnosti podle pfimky UV
tak prejde dvojice rovnobézek CU, RV v dvojici rovnobézek RU, CV
pfimka L@ jdouci samodruznym bodem O kolmo k prvni dvojici pfimek

Obr. 62

proto prejde v pfimku jdouci bodem O kolmo k druhé dvojici piimek,
tedy v pfimku KP. Tato pfimka tudiz protne pfimku RU v bodé M,
ktery je soumérné sdruzeny s bodem L. Ze stejného diivodu jsou soumérné
sdruzené i body P, Q (a samoziejmé i body C, R), takZe jsou soumérné
sdruzené i trojuhelniky CPM a RQL. Jesté si povSimnéme dvojice troj-
thelnikt M RC, M RK; také ty maji stejny obsah, nebot CK | MR.
Plati tedy

S(PRK) = S(MRK) — S(MRP) = S(MRC) — S(MRP) =
= S(MPC) = S(RQL).

Tim je dikaz hotov.
5. Jestlize (4a® — 1)? je délitelné ¢islem 4ab — 1, je jim délitelny i vyraz

(4a® — 1)? — 2(4a® — 1)(4ab — 1) + (4ab —1)? =
= ((4a® = 1) — (4ab—1))® = (4a)%(a — b)2.
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A protoze &isla 4a a 4ab — 1 jsou nesoudélna, dostavame, Ze (a — b)? je
rovnéz délitelné ¢islem 4ab — 1. To znamena, Ze

(a —b)* = m(4ab — 1) (1)

pro vhodné pfirozené ¢islo m. Pro m = 0 dostavame a = b. Ukazeme,
ze pro libovolné m > 0 rovnici (1) Zaddnd dvojice ptirozenych cisel a, b
nevyhovuje.

Predpokladejme naopak, ze takové dvojice ¢isel a, b existuji, a vy-
berme mezi nimi dvojici (ag, bp) s nejmensim by. Protoze vztahu (1) zé-
roveti vyhovuje i symetrickd dvojice (bo, ao), plyne odtud by < ao.

Vztah (1) pro a = ag, b = by nyni piepiseme do tvaru

a2 — (2 4 4m)boao + (b3 +m) = 0, (2)
z néhoz vidime, Ze ptirozené éislo 1 = ag vyhovuje kvadratické rovnici
z2 — (24 4m)boz + (b +m) =0

s celoc¢iselnymi koeficienty. Proto i jeji druhy kofen x5 = (b3 +m)/ag > 0,
ktery dostaneme z Vietova vztahu, je pfirozeny. Ziejmé tedy i dvojice
(bo, z2) vyhovuje rovnosti (1), takze vzhledem k volbé ¢isla by plati x5 >
> by neboli m > agby — b2 = by(ag — by). Dosazenim ¢&isel ag, by do (1)
tak mame

(ao — b0)2 > bo(ao — bo)(4a0b0 - 1),

odkud za uvedenych piedpokladii vychazi nerovnost 4b3 < 1, coz nemtize
pro zadné prirozené ¢islo by platit.

Jiné Fedeni. Z podminky 4ab — 1 | (4a® — 1)? a rovnosti pro rozdil
Ctvercu
b?(4a® —1)% — (a — b)? = a(4ab — 1)(4a%b + a — 2b)
plyne
4ab—1| (a —b)%. (3)

Pfipustme, Ze nalezeny vztah spliiuje néjaka dvojice (a,b) ptirozenych
Cisel s vlastnosti a # b. S ohledem na symetrii vztahu (1) miZeme pfed-
pokladat, Ze a > b. Pak rovnost (a — b)? = m(4ab — 1), kde m je vhodné
prirozené cislo, prepiseme do tvaru

(a — b —2mb)? = 4m?b? 4 4mb? — m,
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z néhoz plyne, ze 4m?b? 4+ 4mb® — m = t? pro vhodné celé &islo t > 2mb,
nebot 4mb? — m > 0. S ohledem na t2 < 4m?b? + 4mb? < (2mb + b)?
vSak musi zaroven byt t < 2mb + b, dohromady tedy ¢t = 2mb + b — s,
kde celé ¢islo s splniuje nerovnosti

0<s<b(<a). (4)
Rovnost 4m?b% + 4mb? — m = (2mb + b — s)? upravime do tvaru
m(4bs —1) = (b—s)?, odkud 4bs—1| (b— s)°.

Dvojice (b, s) proto spliiuje stejné jako vychozi dvojice (a,b) vztah (3).
Podle (4) je ovSem nova dvojice (b,s) v kazdé z obou slozek mensi nez
puvodni dvojice (a, b). Protoze slozky uvazovanych dvojic jsou pfirozena
¢isla, muzeme celou proceduru zmensovani slozek zopakovat pouze néko-
likrat; po uréitém pocétu kroku proto dojdeme ke dvojici riznych ptiro-
zenych &sel, k niZ uz neni mozné proceduru uplatnit, a to je spor. Zadna
dvojice riiznyjch piirozenych &isel spliujici vztah (3) proto neexistuje.?

6. Nejmensi mozny pocet rovin je 3n. Snadno najdeme 3n rovin, jez
dané podminky spliuji. Mtzeme naptiklad vzit roviny s rovnicemi z = 1,

y=1,z=1proi=1,2,...,n anebo roviny s rovnicemi z +y + z = k
pro k =1,2,...,3n. UkdZeme, Ze méné nez 3n rovin nestaci.

Nejprve dokazeme néasledujici tvrzeni:

Necht P = P(xy,...,zx) je nenulovy mnohoélen k proménniych.

Jestlize P(0,...,0) # 0 a zdroveri P(xy,...,x;) = 0 pro libovolnd
x1,...,xk € {0,1,...,n} takovd, Ze x1 + ...+ x >0, je st P 2 kn, kde
st P oznacuje stuperi mnohoclenu P, tj. exponent nejuyssi mocniny x ve
vyrazu P(z, ..., x).

Tvrzeni dokdzeme matematickou indukci vzhledem k poc¢tu promén-
nych k. Pro k& = 1 je jeho platnost zfejma: jestlize nenulovy mnoho-
¢len jedné proménné mé n kofenii (v naSem ptipadé jsou kofeny P ¢isla
1,2,...,n), mé stupenl aspoii n.

Predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro k& = m. DokdZeme, ze potom
plati i pro k = m + 1. Kvuli pfehlednosti ozna¢me y = z,, 1. Jestlize P
chapeme jako mnohoclen proménné y, mizeme ho vydélit mnohoclenem

2 O objevu kli¢ového vztahu délitelnosti (1) a skutecnosti, ze 1 za druhym FeSenim
se skryva manipulace s kofeny kvadratické rovnice (2) z prvniho feSeni se doctete
v ¢lanku Jaromira Simsi v Rozhledech matematicko-fyzikalnich 83 (2008), ¢&. 1,
str. 14.
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Q(y) =y(y—1)...(y—n). Pfitom jako zbytek dostaneme mnohoclen R.
Presnéji,
P($11~ e 7$Tnay) = Q(y) : S(Ila' .. 7$m5y) + R(xl,' .. 7:Emay)1

kde st, R < n (tj. stupen zbytku R, pokud ho chdpeme jako mnohoclen

jedné proménné vy, je mensi nez stupeni mnohoclenu Q). Protoze Q(y) =

=0proy=0,1,...,n, madme R(zy,...,Zm,y) = P(z1,...,Zm,y) pro

libovolnd z1,...,zm,,y € {0,1,...,n}, neboli R spliiuje podminky naseho

tvrzeni. Ziejmé st R < st P, stadi tedy dokdzat, ze st R 2 (m + 1)n.
Rozepisme R podle mocnin y:

R(z1,...,Zm,y) = Ru(z1, ..., Zp)y" + Ru_1(z1, ..y zm)y™ 4.+
+R0($1,. ,l‘m)

Ukazeme, ze na mnohoclen R,(zi,...,Z,) mizeme pouzit indukéni
predpoklad.

Uvazujme mnohoélen T'(y) = R(0,...,0,y) stupné nejvyse n. Tento
mnohoélen méa n kotenu y = 1,2,...,n. Na druhé strané 7' neni kon-
stantni nulovy mnohoclen, nebot T(0) # 0. Je tedy stT = n a jeho
vedouci koeficient R, (0,...,0) je nenulovy.

Vezmeme-li libovolna ¢isla aq,...,amn € {0,1,...,n}, kde a1 + ... +
+am, > 0,adosadime z; = a; do R(zy,...,Zn,y), dostaneme mnohoclen
proménné y. Tento mnohoclen je nulovy ve vSech bodech y =0,1,...,n
(tj. m& asponi n + 1 kofenll) a ma stuperi nejvySe n. Proto musi byt
nulovy, neboli R;(ay,...,an) = 0 pro véechna i = 0,1,...,n. Specidlné
R.(ai,...,am) =0.

Mnohoé¢len R, (z1,...,z,) tak splituje predpoklady naseho tvrzeni
a podle indukéniho pfedpokladu dostavame st R,, = mn, prodeZ

stP2stR2stR,+n 2 (m+1)n.

Ted uz feseni snadno dokoné¢ime. Pfedpokladejme, Ze mame N rovin
pokryvajicich vSechny body z S, ale neobsahujicich bod (0,0,0). Necht
rovnice téchto rovin jsou a;x + b;y + ¢;z+d; = 0 (proi = 1,2,...,N).
Uvazujme mnohoclen

P(z,y,z) = (a1z 4+ by + c12 + d1)(a2z + bay + caz + da) . ..
(anx +bny + enz + dn),
jehoZz stupen je zfejmé N. Tento mnohoclen pro libovolné (zg,yo, 20) €

€ S splnuje rovnost P(zo,yo,z0) = 0 a zaroven P(0,0,0) # 0. Podle
dokazaného tvrzeni je tedy N = st P 2 3n.
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1. stfredoevropska matematicka olympiada

7 podnétu organizacniho vyboru rakouské EUROPEAN
matematické olympiady (OMO) byly v bé-
hem 47. mezinarodni matematické olym-
piady ve Slovinsku delegace deviti stfedo-

evropskych zemi (Svycarska, Rakouska, Né&-
mecka, Slovinska, Chorvatska, Ceské repub-
liky, Slovenska, Polska a Madarska) sezné-
meny s navrhem vytvofit pro matematicky
talentované stredoskoldky uvedenych zemi

EISENSTADT

novou soutéz. Snahou inicidtori vzniku sou- AUSTRIA 2007

téze bylo umoznit dalsim studentiim zemi

stfedni Evropy porovnat své znalosti z matematiky v mezinarodnim mé-
fitku. Na tomto jednani byly také predbéZné stanoveny cile a pravidla
této nové mezinarodni soutéze. Inicidtofi jejiho vzniku pfitom vychazeli
z pravidel dvojstranné mezindrodni matematické soutéze stredoskolakii
,, Polsko — Rakousko“, ktera existovala az do roku 2006 plnych 29 let.

Prvni ro¢nik Stfedoevropské matematické olympidady (MEMO —
Middle European Mathematical Olympiad) se uskuteénil 20.-26. zafi
2007 v rakouském Eisenstadtu — hlavnim mésté spolkové zemé Bur-
genland. Soutéze se vSak v jejim prvnim roéniku zucastnilo pouze sedm
(z deviti) stfedoevropskych zemi (soutéze se nezucastnilo Némecko a Ma-
darsko).

Kazdou zemi mélo pravo reprezentovat Sest soutézicich, ktefi se ne-
zudastnili uplynulé MMO ve Vietnamu a ve Skolnim roce 2007/08 byli
studenty st¥ednich $kol. Uvodniho roéniku soutéZe se nakonec zuéastnilo
40 studentt (slovinské druzZstvo pricestovalo do Eisenstadtu pouze se
Ctyfmi ucastniky).

Ustiedni komise Ceské MO vybrala pro Stfedoevropskou matema-
tickou olympiddu Sestici stfedoskolakt sestavenou z vitézu, resp. téch
uspésnych fesitelu ustfedniho kola 56. roéniku MO kategorie A, ktefri
spliiovali podminky soutéze. Ceské reprezentaéni druzstvo tak v abeced-

N 2

nim potfadi tvofili tito soutézici: Jan Mdca (G v Trebiédi), Matéj Pe-
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terka (G v Praze 6, Nad Aleji), Alena Peterovd (G Dobruska), Samuel
Riha (G v Brng, t¥. Kpt. Jarose), Tomds Toufar (GMK v Bilovci) a Jan
Varihara (GLJ v Holesové). Vedoucim Ceské delegace a jejim zastupcem
v jury byl RNDr. Jaroslav Svréek, CSc., z Piirodovédecké fakulty UP
v Olomouci, jeho zdstupcem a pedagogickym vedoucim byl Mgr. Martin
Pandk, Ph.D., z brnénského pobocky Matematického tistavu AV CR.

Vlastni soutéZ se konala ve dvou soutéznich dnech, a to v sobotu
22. zaf{ (soutéZ jednotlivell) a v nedéli 23. zafi (soutéz druzstev). Po oba
soutézni dny Fesili jednotlivcei, resp. reprezentacni druzstva po 4 ulohach,
na jejichZ vypracovani byl vzdy vyhrazen ¢as 5 hodin. Kazd4 tloha byla
pfitom hodnocena (podle pfedem schvaleného systému hodnoceni) celo-
éiselnym poctem bodi v rozpéti 0-8 bodu.

Podobné jako na MMO mély jednotlivé zemé moznost zaslat s jis-
tym Gasovym predstihem organizaénimu vyboru navrhy uloh pro soutéz.
Z nich pak mezinarodni jury vybrala dvé ¢tvefice tloh, jednu pro soutéz
jednotliveti a druhou pro soutéz druZstev. Mezi vybranymi soutéznimi
ulohami byly také dvé ceské tlohy. Jedna z nich byla pouzita v sou-
t&7i jednotlivet (autor Marek Pechal) a druhd v soutézi druzstev (autor
doc. RNDr. Jaromir Simsa, CSc.).

Koordinace zakovskych feSeni probihala stejnym zptisobem jako na
MMO. Na zavéreéném jednani jury (24. zari) byly stanoveny hranice pro
udéleni zlatych, stiibrnych a bronzovych medaili a déle bylo potvrzeno
oficiadlni pofadi v soutézi druzstev. O tom, Ze tlohy v 1. ro¢niku sou-
téZe byly pomérné narocné, svédéi i pomérné nizké hranice pro udéleni
medaili v soutézi jednotlivet. Pro zlatou medaili bylo stanoveno bodové
rozpéti 23-32 bodti, pro stfibrnou 13-22 bodu a pro bronzovou medaili
8-12 bodu. Celkové byly udéleny 2 zlaté, 8 stfibrnych a 10 bronzovych
medaili. Nejlepsiho vysledku v soutézi jednotlivet pritom doséhla Joanna
Bogdanowicz z Polska. Vysledky nasich zéki byly nasledujici:

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 2 3 4
26.-29. Jan Maca 1 0 1 3 3
30.-32. Matéj Peterka 0 2 1 1 4
26.-29. Alena Peterova 0 0 0 5 5
14.-16. Samuel Riha 0 3 0 7 10 bronz
17.-19. Tomas Toufar 0 0 8 1 9  bronz
39.-40. Jan Varhara 0O 0 0 O 0
Celkem 1 5 10 16 33
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O néco lépe si vedli nasi soutézici v soutézi druzstev. Diky dobfe pro-
myslené strategii feseni vSech ¢ty tiloh obsadili po zasluze pékné 3. misto
a domu si tak vSichni pfrivezli bronzové medaile. Lépe dopadlo Polsko
s celkovym ziskem 31 bodi (ze 32 moznych) a Chorvatsko s 25 body.
Druzstva na 3.-5. misté dosahla shodné zisku 21 bodi, ale ceské druz-
stvo (jako jediné z nich) vytesilo bezchybné — bez ztraty bodu — dvé
soutézni tulohy (2. a 3.), proto v koneéném potadi obsadilo 3. pricku
pred Slovenskem a Rakouskem. Celkové vysledky soutéze druzstev jsou
uvedeny v nésledujici tabulce.

Body za tlohu Body Cena

Umisténi 1 2 3 4

1.  Polsko 8 7 8 8 31 zlato
2. Chorvatsko 8§ 6 8 3 25 stiibro
3. Ceskd republika 3 8 8 2 21 bronz
4.  Slovensko 3 7 8 3 21

5. Rakousko 6 4 8 3 21

6. Svycarsko 3 3 8 5 19

7. Slovinsko 3 6 6 3 18

Pro soutézici a ostatni ucastniky 1. stfedoevropské MO pripravili po-
radatelé na posledni dva dny jednodenni vylety, a to k Neziderskému
jezeru (Neusiedler See) a do Vidné, kde si ucastnici soutéze méli moznost
prohlédnout pamétihodnosti hlavniho mésta Rakouska.

Slavnostni zakoné¢eni soutéze se konalo za pritomnosti zastupct poli-
tického zivota zemé Burgenland a ministerstva skolstvi Rakouska v kon-
gresovém séale hotelu Ohr v Eisenstadtu. Pfedseda mezinarodni jury
1. stfedoevropské matematické olympiddy Univ. Prof. Dr. Gerd Baron
predal v8em ocenénym medaile a rovnéz podékoval predsedovi organi-
zacniho vyboru 1. stfedoevropské MO Mag. Thomasi Miihlgassnerovi,
ktery se vyraznym zptisobem zaslouzil o zdarny priibéh celé soutéze.

Texty soutéznich dloh
(v zavorce je uvedena zemé, ktera tlohu navrhla)
Soutéz jednotliveu

1. Necht a, b, ¢, d jsou kladna realna éisla spliiujici rovnost a+b+c+d = 4.
Dokazte, Ze
a’be + b2cd + Pda + d*ab < 4.

(Svijcarsko)
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2. Je dano k sad mict (k je celé ¢islo vétsi nez 1). Kazda sada obsahuje
n midl, které jsou oznaceny Cisly 1,2, ..., n. Kazdy mic obarvime jednou
ze dvou barev (bilou nebo ¢ernou) tak, Ze

a) mice oznacené stejnym cislem maji stejnou barvu,

b) Zadna (k + 1)-prvkovad mnozina micu, které jsou oznaceny (ne nutné
riznymi) &isly a1, aq, ..., ary1 tak, ze plati a1 +as +... +ar = ar41,
neni jednobarevna.

V zavislosti na k uréete nejvétsi mozné éislo n, pro néz takové obarveni
micl existuje. (Slovinsko)

3. Je ddna kruzZnice k a ¢tyfi mensi kruznice kq, ko, k3 a k4 se stiedy po
fadé O1, Oq, O3 a Oy, jez lezi na kruznici k. Pro i = 1,2, 3,4 se kruznice
ki a kiy1 (ks = k1) protinaji ve dvou bodech A; a B;, pfi¢emz body A;
lezi na kruznici k. Pfedpokladejme Ze body Oy, A1, O, Ay, O3, As, Oy,
Ay jsou navzajem rizné a lezi na kruznici k v tomto potradi. Dokazte, Ze
BBy B3 B, je pravouhelnik. (Svycarsko)

4. Urcete vSechny dvojice (z,y) kladnych celych cisel, kterd vyhovuji
rovnici
! +yl =zY.

(Ceskd republika)

Soutéz druzstev

5. Necht a, b, c, d jsou libovolna redlna ¢isla z uzavieného intervalu (%, 2),
ktera vyhovuji podmince abed = 1. Urcete nejvétsi moznou hodnotu

vyrazu 3 ’ . ’
(2 +5) (b D)+ )4+ 2)
(Ceskd republika)

6. Pro libovolnou mnoZinu P péti bodi v roviné (v obecné poloze)
ozna¢me a(P) pocet vSech ostrothlych trojihelnikt s vrcholy v mno-
ziné P. Urcete nejvétsi moznou hodnotu a(P).

(P&t bodt v roving je v obecné poloze, jestlize Zadné t¥i z nich nelezi
na téZze piimce.) (Svyjcarsko)

7. Ozna¢me s(T') soucet délek viech hran ¢tyfsténu 7. UvaZzujme vSechny
CtyTstény, jejichz délky hran jsou navzajem rizné kladna celé ¢isla, pii-
¢emz jedno z nich je 2 a jedno 3. Takové ¢tyfstény budeme nazyvat
MEMO-CtyTstény.
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a) Urdete vSechna kladné celd éisla n, pro néz existuje MEMO-CtyTstén
T s vlastnosti s(T') = n.
b) Urlete poclet navzdjem riznych MEMO-Gtyfstént T, pro néz plati
s(T) = 2007.
Dva ¢&tytfstény povazujeme za ruzné, jestlize jeden nelze prevést na
druhy pomoci slozeni soumérnosti podle roviny, posunuti nebo otoceni.
(Neni nutno dokazovat, ze doty¢éné Ctyfstény nejsou degenerované,
tj. Zze maji kladny objem.) (Rakousko)

8. Urcete vSechna kladnd celd ¢isla k s vlastnosti: existuje celé ¢islo a
takové, ze (a + k)® — a® je nasobkem &isla 2 007. (Rakousko)

Reseni tloh

1. Necht p 2 ¢ 2 r 2 s je nerostouci usporadani prvki uvazované
mnoziny {a,b,c,d} kladnych realnych cisel, jez vyhovuji dané podmince
a+b+c+d = 4. Protoze pqrs = abed = 1, je také pgr 2 pgs 2 prs 2 grs.

Uzitim permutacni nerovnosti® tak dostaneme

a’be + b%cd + ?da + d*ab = a - abe + b - bed + ¢ - eda + d - dab <
Spopgr+q-pgs+r-prs+s-qrs = (pq+rs)(pr+gs).

Dvojim uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priamérem
kladnych realnych cisel p, ¢, r, s dale obdrzime

pq+7rs+pr+gs\? 1 2
(pa+rs)(pr +g5) < (B2 2N = S((+9)(g+7)" S
<1<p~|—s+q+r>4_1(a+b+c+d)4_4

=4 2 4 2 -

coz jsme chtéli dokazat.

Jiné FeSeni. Levou stranu dokazované nerovnosti upravime na tvar
a’be + b%cd + c*da + d*ab = ac(ab + cd) + bd(bc + ad) (1)

a vSimneme si, Ze se nezméni pro zadnou cyklickou permutaci usporadané
Ctvetice (a, b, ¢, d). Mizeme tedy bez ijmy na obecnosti pfedpokladat, ze

3 Jsou-lizy S22 £ ... S znyy1 Sy2 £ ... £ yn dvé posloupnosti realnych éisel,

plati pro libovolné usporadani zi, 23, ..., 2 Cisel y1,y2,...,yn nerovnost xiz; +
+ ...+ ZTnzn é T1Yy1+ ... + Tnyn.
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a > c. Podobné lze piedpokladat, Ze b = d: pokud by totiz platilo b <
< d, dostaneme cyklickou zdménou usporadané étvefice (a, b, ¢, d) ctvertici
(a',b',c,d") = (d,a,b,c),vniza’ =d 2 b= asoutasnéb/ =a 2 c=d.
Proa =2 cab 2 dplati (a—c)(b—d) 2 0. Tato nerovnost je ekvivaletni
s nerovnosti
ab + cd 2 be + ad.

Pomoci této nerovnosti a uzitim nerovnosti mezi aritmetickym a geo-
metrickym primérem dvojice kladnych redlnych ¢isel odhadneme pravou
stranu rovnosti (1) nasledujicim zptisobem:

ac(ab + cd) + bd(be + ad) <
< ac(ab + cd) 4 bd(ab + cd) = (ab + cd)(ac + bd) <
(ab+ cd) + (ac+bd)\*> [ (a+d)(b+c)\>
(et (eageray’,
<%(a+b+c+d)2>2:4.

N

2

Tim je pozadované nerovnost dokazana.

2. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze mice oznacené Cis-
lem 1 mayji bilou barvu. Pfedpoklddejme nejprve, ze mice oznacené Cis-
lem 2 jsou ¢erné. Protoze

14+1+...+1=k,
——— —
k

maji pfipadné mice oznacéené Cislem k podle podminky b) ¢ernou barvu.
Z analogickych divodi jsou pfipadné mice oznadené &islem 2k bilé, nebot

24+24+...+2 =2k
N— ———
k

Piipadné mice oznacené ¢islem k + 1 jsou pak podle podminky b) erné,
nebot
(k+1)+1+...4+1=2k.
N’
k—1

Vzhledem k tomu, Ze

1+... +142k=3k—1=2+...+2+(k+1),
k k—1
] -
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nemohou byt mice oznacené ¢islem 3k — 1 obarveny ani jednou z obou
barev (bilou nebo ¢ernou). Odtud n < 3k — 2.
Predpoklddejme nyni, Zze mice oznacené ¢islem 2 maji bilou barvu.
Z rovnosti
1+1+...4+14+1=k,
1+414+...+1+2=Fk+1,
1+1+...4242=Fk+2,

14+2+...+24+2=2k—1,
242+4...4+2+2=2k
vyplyva, Ze ptipadné mice oznacené ¢isly k, k+1,. .., 2k jsou ¢erné. Z rov-
nosti
k+k+...+k=k
~—_———
k
déle plyne, 7e piipadné mice oznadené ¢isly k? jsou bilé. Protoze vak
14+ +14k2 =K +k—-1=k+k+1D)+...+(k+1),
——————

k—1 k-1

nemohou mit mice oznac¢ené ¢islem k2 +k —1 ani ¢ernou, ani bilou barvu.
Je tudiz n < k2 4+ k — 2.

Protoze k? + k — 2 = 3k — 2 (nerovnost je ekvivaletni s nerovnosti
k* — 2k = k(k — 2) = 0), vidime, Ze uvazované sady mohou obsahovat
nejvyse k? + k — 2 mica.

Nyni ukéZeme, Ze pro n = k% + k — 2 mé k sad n mi¢t, v nichZ mice
s &isly k,k+1,...,k%—1 jsou erné a ostatni bilé (bilych mi¢i je aspoti k),
pozadované vlastnosti:

Soucet ¢isel na libovolnych k ¢ernych micich je aspon k + k + ... +
+k = k? > k? — 1, takZe mnoZina ¢ernych micii spliiuje podminku b).

Uvazujme nyni soucet ¢isel na libovolnych & bilych micich. Jsou-li na
nich pouze ¢isla mensi nez k, je jejich soucet aspon k a zaroven nejvyse

k-1D4+Ek-1D+...+ (k-1 =k -k <k’
Je-li vSak aspoii na jednom z k bilych mi¢t ¢islo alesponi k2, je jejich
soucet roven nejméné
B+l+1l+...+1=k+k-1>n.

Proto i libovolnd mnozina k biljch mic¢a spliiuje podminku b).

Pro libovolné k > 1 je feSenim tlohy ¢&islo n = k? 4+ k — 2.
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3. Oznac¢me O stied kruznice k a o; = [£0;0A4;| = |£0;0A,_1| velikosti
stfedovych ahld priislusnych tétivam O;A; (i = 1,2,3,4, Ag = A4). Pro
jejich soucet zfejmé plati oy + ay + az + aq = 180°.

Nejprve ukazeme, 7ze usecky O103 a 0204 (jejich prisecik oznac¢me S)
jsou navzdjem kolmé. To plyne z rovnosti (obr. 63)
o)+ Qg a3ty

2 2
kterou dostaneme z odpovidajicich stfedovych thla. Trojihelnik O;035
je tudiz pravouhly.

%0,0305] + |£040,03| = =90°,

Obr. 63

Nyni ukdzeme, Ze B1By || O103. Vzhledem k tomu, ze |O3B;| =
= |09 By, stadi ukazat, Ze ptimka 050, je osou tthlu B103Bs. Ze sou-
meénosti kruznic ky, ko dle sttedné O,05 ovSem plyne

|X040,By| = |£040,0;| — |xB10,04| =

]+« « «
= I{O4OQOI| - |§:A10201| = L 4 1 _ _4

2 2
Uplné stejné ukazeme (vlastné jen prohodime role kruznic ki a k3), Ze
také |€£0409Bs| = %oq, a tedy B1Bj || O;05. Podobné dostaneme, Ze
Bng || 0204, B3B4 “ 0103 a B4B1 || 0204. Tim je dikaz uzavien.
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4. Predné si v8imnéme, Ze pro kazdou hledanou dvojici ptirozenych cisel
x, y plati z¥ = z! + y! = 2, z éehoZ plyne = = 2.

Uvazujme nejprve pripad z = 2. Hledame tedy vSechna pfirozena
¢isla y, kterd vyhovuji rovnici 2 + y! = 2Y. Z té plyne, Ze y! je sudé,
proto y = 2 a 2 + y! = 2Y je délitelné 4, coz znamena, Ze y! dava pii
déleni 4 zbytek 2. Muze tedy byt jediné y € {2,3}. Vzhledem k tomu, ze
2!+ 2! =22 a2 + 3! = 23 jsou (2,2) a (2,3) dvojice pfirozenych &isel,
jez dané rovnici vyhovuji.

Nyni uvazujme piipad = > 3. Cislo z — 1 je délitelem &isla 2!, neni
vSak délitelem ¢isla 2¥, nebot ¢isla 2 — 1 a = jsou nesoudélna. Ze zadani
tak plyne, Ze x — 1 nemtize byt délitelem ¢isla y!, proto y < z — 2.

Pro jakéakoli pfirozend ¢isla y < x pfitom plati

oyl =y!l(l+2z...(y+1)),

coz nemuze byt mocnina prirozeného ¢isla x s prirozenym mocnitelem,
protoze Cinitel v zavorce na pravé strané je prirozené éislo vétsi nez 1,
které je s ¢islem x nesoudélné.

Zavér. Dand rovnice mé pravé dvé feseni (z,y) v oboru pfirozenych
Cisel, a to (2,2) a (2, 3).
5. Vzhledem k podmince abed = 1 plati

(14 )05 D) (e 3) (o 5) = RN

=24 ab+cd)(2+bc+ da) =
=4+ 2(ab + bc + cd + da) + (a®bd 4 bca + ¢*bd + d*ac) =
(a+c)(b+d) a?bd + b?ca + c*bd + d*ac

=442 =
" N abed
b d
“*”(f \D(\[ Vi)« G+ G
Uvazujme nyni funkci f(z) = = 4+ 1/x = f(1/x), kterd je rostouci na
intervalu (1;00). Vzhledem k tomu, ze a,b,c,d € (%,2), a s ohledem

na tvar posledniho sou¢tu dostavame pro dany soucin odhad

(o Do D e D 00 a0,

pficemz této nejvétsi hodnoty nabyva napi. pro a/c = b/d = 4. Volbou
a=b=2ac=d= % je pak splnéna jak predesld podminka, tak
i podminka abed = 1 ze zadani ulohy.
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Nejvétsi moznad hodnota daného vyrazu je tedy 4 + 2(2 + %)2 -
+2(4 + %) = 25. Maximalni hodnoty lze pfitom dosdhnout pro nésle-
dujici étvefice (a, b, ¢, d) redlnych cisel: (2, 2, %, %), (2, %, %, 2), (%, 2,2, %)
a(3,122)
219944

Pozndmka. Nejmensi mozné hodnota uvazovaného vyrazu je pritom
4+42-224+2.2 =16. Tato hodnota je dosaZena pro a = c a b = d, kde
ab = 1, tj. pro kazdou &tvefici (a,b,c,d) = (t,1/t,t,1/t), kde t € (%;2).

6. Libovolnych pét bodi (v obecné poloze) vytvoii v roviné deset troj-
thelniki. UkéZeme, Ze aspor tfi z nich nejsou ostrothlé.

UvaZujme nejprve libovolné ¢&tyti ze zvolené pétice bodt v roviné.
Mezi vSemi trojuhelniky, které tvofi uvazovana Cétverice bodu, je vzdy
aspon jeden, ktery neni ostrouhly. Pokud uvaZzované ¢tyti body jsou vr-
choly konvexniho ¢tyttuhelniku, mé aspon jeden z vnitinich thla takového
¢tyfahelniku velikost aspor 90°. Trojuhelnik uréeny rameny tohoto tthlu
oc¢ividné neni ostrothly.

V opaéném pripadé, kdy jeden z uvazovanych ¢tyf bodu lezi uvnitf
trojuhelniku s vrcholy ve zbyvajicich tfech bodech, existuji dokonce dva
trojuhelniky, jez nejsou ostrothlé. Ziejmé nejvyse jeden ze tii ahla, jejichz
spoleénym vrcholem je vnitini bod tohoto trojihelniku, mé velikost mensi
nez 90°. Zbylym dvéma pak odpovidaji dva tupothlé trojahelniky.

Protoze v libovolné &étverici bodil v roviné lze vzdy najit aspori tii,
jez tvoii trojuhelnik, ktery neni ostrothly, plati totéZ i pro pét navzajem
riznych bodi roviny. Zvolme jednu takovou trojici bod a uvazme étve-
fici bodi, kterd jeden z nich neobsahuje. Mezi nimi zase existuje trojice
bodi, jez tvoii trojuhelnik, ktery neni ostrotihly. Obé& nalezené trojice
maji spole¢ny aspon jeden vrchol (nikoliv vSak vSechny tfi). Uvazujme
koneéné ¢tyituhelnik, jehoz vrcholy tvofi étvefice bodt bez vrcholu, ktery
je obéma nalezenym neostrotthlym trojuhelnikiim spoleény. T¥i jeho vr-
choly tvofi vrcholy dalsiho (tfetiho) trojuhelniku, ktery neni ostrouhly
a od predeslych dvou se lisi pfinejmensim jednim vrcholem.

Nakonec ukazeme, Ze v roviné existuje pé&tice bodd, jez tvoii pravé
sedm ostrouhlych trojuhelnikt. Zvolme v kartézské soustavé souradnic
napf. body A[0; —1], B[3;0], C[1; 3], D[—1; 3] a E[—3; 0]. Tato pétice bodt
tvori vrcholy konvexniho pétidhelniku ABCDE, ktery je osové soumérny
podle osy strany C'D. Trojuhelniky ABE, BCD a CDE jsou tupothlé,
zatimco vsechny ostatni trojuhelniky jsou ostrouhlé. Trojuhelnik ACD
zfejmé ostrouhly je, a vyuzijeme-li soumérnosti uvedeného pétitthelni-
ku, staci ukazat, Ze i trojuheinixy ACFE (s nejdelsi stranou CE), ADE

163



(s nejdelsi stranou AD) a BDE (s nedelsi stranou BE) jsou ostrothlé,
tj. stac¢l ukazat, ze uhly FAC, DEA a BDE proti nejdel$im stranam
odpovidajicich trojihelnikti jsou ostré. Podle kosinové véty tak staci do-
kézat nasledujici t¥i nerovnosti

|EA|* + |AC|?® > |CE)?,
|DE|* + |[EA]* > |AD)?,
|BD|? + |DE|? > |BE|?,

které snadno ovéfime vypoctem:

|EAP? +]|AC)? = (32 4+1%) + (12 +4%) =27 > 25 =42 + 3 = |CE|?,
|IDE? + |EAP? = (22 +3%) + (32 +1%) =23 > 17 =12 + 42 = |AD)?,
|BD? + |DE|* = (4% +3%) + (22 4+ 3%) = 38 > 36 = 62 + 02 = | BE|*.

Nejvétsi moznd hodnota funkee a je tedy a({A,B,C,D,E}) =T.

7. Pokud néktera ze stén uvazovaného ¢tyisténu obsahuje hranu délky 2,
lisi se délky obou zbyvajicich hran této stény (podle trojuhelnikové ne-
rovnosti) o 1. Protoze hrana délky 2 je spolecna dvéma sténam ¢tyrsténu,
plyne odtud, Ze mnozina délek vSech Sesti hran uvazovaného ¢&tyfsténu
obsahuje dvé (rizné) dvojice po sobé jdoucich ptirozenych cisel.

Pokud néktera ze stén uvazovaného ¢tyrsténu obsahuje hranu délky 3,
lisi se délky obou zbyvajicich hran o 1 nebo o 2.

Uvazujme nejprve piipad, kdy obé hrany délek 2 a 3 lezi v téze sténé
Ctytsténu. Z predchozich tvah plyne, Ze délka tieti hrany této stény je 4
a délky tti zbyvajicich hran tohoto ¢tyrsténu mizeme oznadit jako a, a+1
a b, kde a a b jsou prirozena ¢isla, a = 5. Ze vsech &ty¥ trojihelnikovych
nerovnosti, které pro stény se spole¢nou hranou délky b mizeme sestavit,
vychazi, ze ¢islo b muze nabyvat jen nékterou z hodnot a —2,a—1, a+2
nebo a+ 3. Ozna¢me vrcholy zkoumaného ¢tyrsténu A, B, C, D tak, aby
bylo |AB| = 2, |BC| = 3 a |CA| = 4. Pro délky zbyvajicich tii hran se
spoleénym vrcholem D tak mame nésledujici mozZnosti: A) a,a+1,a+ 2,
B)a—-2a,a4+1,C)a,a+1,a+3,D)a—1,a,a+ 1, pficemz posledni
moznost D) je zfejmé ekvivalentni moznosti A).

A) a,a+1,a + 2. Jak jsme jiz zminili v Gvodu, musi byt délky hran
AD, BD dvé po sobé jdouci ptirozena ¢isla, proto volbou délky hrany AD
jako a ¢ a + 2 jsou uz délky zbyvajich dvou hran urceny jednoznacné,
jen pro |AD| = a + 1 dostaneme dvé moznosti. Celkem tedy pro kazdé
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a 2 5 dostaneme ¢tyri rizné MEMO-Ctytstény T se souctem s(7T) = 3a +
+12 2 27, pficemz s(T) = 0 (mod 3) (tento poznatek se nam bude hodit
v zavéru feseni tlohy).

B) a —2,a,a + 1. V tomto piipadé je mozné (s ohledem na tvodni
pozorovani) jediné uspotadani délek hran, a to |AD| =a + 1, |BD| = a,
|CD| = a—2,a—2 25 neboli a 2 7, a pro takovy MEMO-Ctyfstén T
vychazi soucet s(T') = 3a + 8 = 29, pficemz (1) = 2 (mod 3).

C) a,a+1,a+3.1v tomto pfipadé dostavame jedinou moznost, a to
|AD| =a, |BD|=a+1a|CD|=a+3,a25,s odpovidajicim souctem
s(T) = 3a + 13 = 28, pticemz s(T') = 1 (mod 3).

Zjistili jsme, Ze pro libovolné n = 27 dokdZeme sestrojit MEMO-
-Ctyfstén, jehoz jedna sténa md hrany délek 2, 3 a 4 a zbylé tii hrany
urc¢ime podle toho, jaky zbytek pfi déleni tfemi dava ¢islo n; podle to-
hoto zbytku zvolime jednu z moznosti A), B) nebo C) a hodnotu ¢isla a
tak, aby bylo s(T") = n.

Pokud hrany délek 2 a 3 nelezi v téze sténé uvazovaného Ctytsténu,
lezi na mimobéznych hranach. Vzhledem k podmince o velikostech hran
ve dvou sténach se spole¢nou hranou délky 2 musi byt délky hran v jedné
z téchto stén a a a + 1, ve druhé pak b a b+ 1, kde a a b jsou vhodna
prirozené &isla (obé vétsi nez 3). Bez Gjmy na obecnosti muzeme pied-
pokladat, ze b > a, coz s ohledem na podminku o délkach hran ve sténé
s hranou délky 3 znamena, ze b = a + 2 (nemuze byt b = a + 1, protoze
ve CtyTsténu by existovaly dvé hrany téze délky). Zbyvajici hrany uvazo-
vaného Ctyfsténu maji tudiz délky a, a+1, a+2, a+3, a = 4. Zvolime-li
oznaceni vrcholt tak, aby |AB| = 2, |AC| = a a |BC| = a + 1, vyjde pro
zbylé hrany |CD| = 3, |AD| = a+2 a |BD| = a+ 3. Existuje proto jediny
typ MEMO-&tyfsténu 7', pro jehoz soucet s(7T) plati s(T') = 4a+ 11 = 27,
pricemz s(T) = 3 (mod 4).

Zjistili jsme, Ze pro kazdé n > 27, které dava pii déleni étyimi zby-
tek 3, dovedeme najit jesté jeden (odlisny) MEMO-Gtyfstén T' se souétem
s(T) =n.

Nyni dovedeme odpovédét i na otdazku b) tlohy. Protoze ¢islo 2007 =
= 32.223 je délitelné tfemi a zaroven dava pii déleni &tyFmi zbytek 3,
existuje celkem 4 + 1 = 5 MEMO-Ctyfstént 1" s vlastnosti s(T") = 2007.
(Ctyii z nich odpovidaji moznosti A z tivodniho rozboru a maji kromé
stény s hranami 2, 3, 4 hrany délek 665, 666, 667 a paty ctyistén ma
kromé mimobé&Znych hran délek 2 a 3 hrany délek 501, 502, 503 a 504.)

Zdvér. Dané tloze vyhovuji vSechna prirozend éisla n = 27 a existuje
pravé pét MEMO-Ctyfsténtt T' s vlastnosti s(7') = 2007.
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8. Pfedné si uvédomme, ze 2007 = 9 - 223, kde 223 je prvocislo. Dany
vyraz upravme na tvar

(a+ k)3 —a® = 3ak(a + k) + k3,

z néhoz je ziejmé, Ze pro délitelnost ¢islem 2 007 je nutné, aby ¢islo £ bylo
délitelné tfemi. V takovém pripadé je ovSem uvaZovany rozdil zaroven
délitelny i deviti.

Nyni ukdzZeme, ze pro kazdé k tvaru k = 3m, kde m je libovolné
pfirozené ¢éislo, existuje celé ¢islo a takové, ze dany rozdil je délitelny
prvocislem 223. Protoze

(a+k)® —a® = 9m(a® + 3am + 3m?),
stadi pro libovolné ptirozené m najit a tak, ze a® + 3am + 3m? je déli-

telné 223.
Pro dané m uvazujme vyraz

4(a® 4 3am + 3m?) = (2a + 3m)? + 3m?.

Cisla 4 a 223 jsou nesoudélna, budeme proto hledat b takové, ze

b% +3m? = 0 (mod 223) (1)
(protoze 223 je prvodislo, snadno pak k nalezenému ¢islu b uré¢ime hledané
¢islo @ tim, Ze vyfeSime kongruenci b = 2a + 3m (mod 223)). K tomu
ucelu vyuzijeme nasledujici rozklad &isla 223 = 196 + 27 = 142 + 3 - 32,
7 uvedeného rozkladu plyne, Ze je

142m2n? + 3m? - 3202 = (14mn)? + 3m? - (3n)? = 0 (mod 223).

Zvolime-li nyni pfirozené ¢islo n tak, Ze 3n = 1 (mod 223), vidime, Ze
pro b = 14nm skuteénég plati (1).

Tim jsme dokézali, Ze poZadovanou vlastnost maji pravé vsSechna
kladna cela ¢isla k délitelna tfemi.
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14. stfedoevropska olympiada v informatice

Stredoevropska olympiada v informatice u
CEOI (Central European Olympiad in

Informatics) je mladsi a mensi variantou

celosvétové programéatorské olympiady

stiedoskolékii. Ucastni se ji pravideln&

Ctytclennd druzstva reprezentujici sedm

zemi regionu stfedni Evropy — druzstva BRNO 2007

z Ceské republiky, Chorvatska, Madar-

ska, Némecka, Polska, Rumunska a Slovenska. Téchto sedm zemi se také
viceméné pravidelné stfida v jejim pofadani. Letos prisla fada opét na
Ceskou republiku, a tak v pofadi 14. roénik Stiedoevropské olympiady
v informatice se konal ve dnech 1.-7. 7. 2007 v Brné.

Na zajisténi soutéZe se podilely dvé skupiny organizatort. Prvni
z nich byla tvofena pracovniky Fakulty informatiky Masarykovy uni-
verzity v Brné v éele s prodékanem fakulty RNDr. Tomdsem Pitnerem,
Ph.D. Tato brnénska skupina se starala o organiza¢ni stranku celé akce —
zajistila ubytovani a stravovani na kolejich univerzity i prostory pro sou-
t&z v pocitacovych ucebnéach Fakulty informatiky, pfipravila vylety a dalsi
doprovodny program, zorganizovala cely priitbéh tydenniho pobytu dele-
gaci v Brné, pfipravu tisténych i webovych prezentaci soutéze a mnoho
dalsi potfebnych véci. V pribéhu akce pomohly také studentky brnén-
ského gymnézia na t¥. Kpt. Jarose, které piisobily po cely tyden v roli
pravodkyn jednotlivych soutéZnich tym.

Druhé skupina organizdtori pochazela z Matematicko-fyzikalni fa-
kulty Univerzity Karlovy v Praze a tvofila tzv. scientific committee sou-
té%e v Cele s predsedou vyboru RNDr. Danielem Krdlem, Ph.D. Clenové
prazské skupiny predem ptipravili soutézni tlohy i testovaci data, soft-
warové prostfedi pro vlastni soutéZ i pro nésledné vyhodnoceni tloh,
na misté pii soutézi pak koordinovali upfesnéni formulaci tloh podle
pozadavkl vedoucich jednotlivych druZstev a provadéli hodnoceni ode-
vzdanych feSeni. Obé pracovni skupiny organizatort odvedly vybornou
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praci a dokonale se podélily o vSechny tkoly, takze soutéz probéhla zcela
bez zévad a k plné spokojenosti vSech zahrani¢nich delegaci.

Olympiddy se zucastnilo sedm étytélennych soutéznich druzstev re-
prezentujicich jednotlivé ¢lenské zemé CEOI, mimo soutéz déle druhé
druzstvo Ceské republiky tvofené mladsimi studenty a také dva mistni
studenti z Brna. Ucast mladsich sout&Zicich z pofadajici zemé byva na
CEOI obvykla, dava vice studenttim prilezZitost ziskat cenné mezinarodni
zkuSenosti, aniz by to znatelnéji zvysilo finanéni naklady akce. Tito do-
maci soutézicli pozvani navic se samoziejmé nezahrnuji do vysledného
poradi. Obé ceska druzstva byla vybrana na zakladé vysledkt nasi vr-
cholné narodni programéatorské soutéze, tedy podle vysledkt ustiedniho
kola 56. ro¢niku Matematické olympiddy — kategorie P (programovani).

Soubézné s hlavni soutézi CEOI probihala také on-line soutéz po In-
ternetu, do niz se mohl zapojit kterykoliv zdjemce z celého svéta. Konala
se ve stejném cCase a se stejnymi ulohami jako vlastni olympiada. Také
tato soutéz méla velky ohlas, ziucastnilo se ji vice nez dvé stovky souté-
7icich, nejvice z Asie. Uroven feSeni odevzdanjch v on-line soutézi byla
srovnatelnd s kvalitou feseni samotné olympiady CEOI.

Soutéz probihala ve dvou soutéznich dnech, v kazdém z nich i¢astnici
fesili tfi tlohy. Vytvorené programy se testuji pomoci pfedem priprave-
nych vstupnich dat, pficemz uspé$nost vypocétu je vazana i na dodrzeni
stanovenych casovych limitti. Ruzné velkd vstupni data pouzita pti jed-
notlivych testech a nastavené ¢asové limity umoznuji odlisit vedle spréav-
nosti vypoctu také efektivitu zvoleného algoritmu. Program zalozeny na
pomalém algoritmu stihne vykonat cely vypocet pouze pro malad vstupni
data a je tak ohodnocen jen ¢asteénym poctem bodi, zatimco algoritmy
rychlé zpracuji v ¢asovém limitu i rozsiahlé vstupy a ziskaji vyssi ohod-
noceni.

V réamci doprovodného programu meéli vSichni G¢astnici CEOI prilezi-
tost seznamit se s méstem Brnem a jeho okolim. Hned prvni den se konala
puldenni prohlidka mésta v privodcem, mezi obéma soutéznimi dny na-
vstivili téastnici zamek Lednice, v zavéru pak druhy celodenni vylet vedl
do oblasti Moravského krasu s prohlidkou Punkevni jeskyné a propasti
Macocha. Zajimava byla i vecerni navstéva planetaria a hvézdarny na
Kravi hote. Vyvrcholenim doprovodného programu pak byl zavéreény
spolecensky vecer po vyhlaseni vysledki obohaceny o vystoupeni kouzel-
nika.

Za kazdou z Sesti soutéznich tloh bylo mozné ziskat az 100 bod.
Vzhledem k naroc¢nosti soutéznich tloh vSak skutecné dosazenym maxi-
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mem v soutéZi bylo pouze 475 bodt. Nejlepich 15 feSitelt s vice nez

polovinou dosaZitelnych bodt obdrzelo medaili za ispésné vyteseni tloh

olympiddy. Celkem byly udéleny dvé zlaté, pét stiibrnych a osm bronzo-

se stalo Némecko, které ziskalo jednu zlatou a tii sttibrné medaile. Rovnéz

absolutni vitéz soutéZe byl ¢lenem némeckého druzstva. Nasi reprezen-

tanti ziskali jednu st¥ibrnou medaili, Slovensko pouze jednu bronzovou.
Vysledky ceskych reprezentantii na CEOI 2007:

5. Josef Pihera, G Strakonice 394 bodu  stfibro
22. Roman Smrz, G E. Krasnohorské, Praha 210 bodu -
27. Miroslav Klimos, G M. Kopernika, Bilovec 163 bodu -
28. Pavel Klavik, G J. Ressla, Chrudim 159 boda -

Nase druhé druzstvo se dastnilo CEOI mimo soutéz a do oficidlniho
vysledného pofadi nebylo zafazeno. Jeho ¢lenové doséhli téchto vysledk:

Lukas Lansky, G J. K. Tyla, Hradec Kralové 176 bodu
Libor Peltan, G Ceské Budgjovice, Ceska 129 bodu
Libor Plucnar, G P. Bezruce, Frydek-Mistek 86 bodu
Jakub Kaplan, G J. K. Tyla, Hradec Kralové 72 bodu

Celkovou vysledkovou listinu, znéni soutéznich uloh i mnoho dalsich
informaci o souté&Zi naleznete na Internetu na adrese

http://www.fi.muni.cz/ceoi/.

Pristi, 15. ro¢nik Stfedoevropské olympiady v informatice usporada
Némecko, mistem konani bude mésto Drazdany. Piesny termin nebyl do-
sud stanoven, ptesto jiz v Brné pozval vedouci némecké delegace vSechny
ostatni ¢lenské zemé k ucasti na CEOI 2008. Hostitelem nasledujiciho
ro¢niku soutéze CEOI 2009 bude Rumunsko.
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19. mezinarodni olympiada v informatice

Ve dnech 15.-22. 8. 2007 se konal v chorvatském
hlavnim mésté Zagreb 19. ro¢nik Mezinarodni olym-
piady v informatice (IOI 2007 — International
Olympiad in Informatics). SoutéZe se ztcastnilo
285 studentii ze 77 zemi celého svéta. Vétsina zemi
vyuzila moznosti vyslat na IOl maximélni povoleny
pocet ctyti soutézici, z nékolika novych tcastnickych ”

zemi piijela reprezentace mensi. CROATIA 2007

Reprezentaéni druzstvo Ceské republiky bylo se-

staveno na zékladé vysledki dosaZenych soutézicimi v ustfednim kole
56. ro¢niku Matematické olympiady — kategorie P (programovéni). Nage
druzstvo pro IOI 2007 mélo nésledujici slozeni:

Pavel Klavik, absolvent Gymnézia J. Ressla v Chrudimi,
Miroslav Klimos, student Gymnézia M. Kopernika v Bilovci,
Josef Pihera, absolvent Gymnézia ve Strakonicich,

Roman Smrz, student Gymnéazia E. Krasnohorské v Praze.

Vedoucimi ¢eské delegace byli jmenovani doc. RNDr. Pavel Topfer,
CSc., a Be. Petr Skoda, oba z Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity
Karlovy v Praze. Vedle této oficidlni Sestic¢lenné delegace se 19. me-
zinarodni olympiady v informatice zucastnil z Ceské republiky jesté
Mgr. Martin Mares, rovnéz pracovnik MFF UK v Praze, a to z titulu
své funkce ¢lena Mezindrodniho védeckého vyboru IOL.

Nasi studenti méli moznost pripravit se na soutéz nejen samostat-
nym studiem, ale zcastnili se i dvou pripravnych akci. V ¢ervnu jsme
pro vybrané reprezentanty z Ceské republiky, Polska a Slovenska uspofa-
dali na Matematicko-fyzikalni fakulté UK v Praze tradi¢ni tydenni spo-
leéné Gesko-polsko-slovenské pripravné soustiedéni pied IOI (CPSPC —
Czech-Polish-Slovak Preparation Camp). Na zacatku Cervence jsme pak
vyuzili skutecnosti, Ze jsme letos byli poradateli 14. ro¢niku Stfedoev-
ropské olympiady v informatice (CEOI — Central European Olympiad
in Informatics) a Ze jsme na ni mohli jakozto pofadajici zemé pozvat dvé
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soutézni druZstva. Vedle obvyklé casti naseho ,druhého“ reprezentac-
niho druZstva slozeného z vybranych mladsich studentt (nematurant)
jsme proto na CEOI 2007 do Brna pozvali i nase hlavni reprezentacni
druZstvo pfipravujici se v té dobé& na ucast v I0I 2007.

Hlavnim pofadatelem letosni mezinarodni olympiddy v informatice
byla Chorvatska informaticka spolecnost, zastitu nad akci prevzal osobné
prezident Chorvatské republiky Mr. Stjepan Mesi¢. Na usporadani se
finanéné podilelo Ministerstvo védy, skolstvi a sportu Chorvatské repub-
liky a také mnozi sponzofi. Ubytovani a stravovani uc¢astnikd bylo zajis-
téno v prostorach studentskych koleji Univerzity v Zagrebu, na stejném
misté probihala také vSechna jednani mezinarodni jury, vedoucich dele-
gaci a rovnéz preklady soutéznich loh do narodnich jazyki. Prostory pro
vlastni soutéz, pro slavnostni zahdjeni a zakonceni akce poskytl magistrat
mésta Zagreb v haldch mistniho veletrzniho arealu.

Vlastni soutéz byla jako obvykle rozdélena do dvou soutéznich dnt,
v kazdém z nich studenti fesili t¥i soutézni tlohy a na praci méli vyme-
zen Cas 5 hodin. Kazdy soutézici pracuje na ptridéleném osobnim pocitaci
s nainstalovanym soutéznim prostfedim, které umoziuje vyvijet a tes-
tovat programy a odesilat je k vyhodnoceni. Vysledné programy jsou
testovany pomoci pfipravené sady testovacich dat a se stanovenymi ca-
sovymi limity. Tim je zajisténa nejen kontrola spravnosti vysledki, ale
pomoci ¢asovych limit se také odlisi kvalita pouzitého algoritmu. P¥i
testovani kazdé ulohy se pouzivaji sady testovacich dat rtizné velikos-
ti, takze teoreticky spravné feseni zaloZené na neefektivnim algoritmu
zvladne dokoncit vypocet pouze pro nékteré, mensi testy. Takové feSeni
je potom ohodnoceno ¢asteénym poctem bodi.

Potradatelé olympiady letos pfipravili soutézni tulohy velmi peclivé,
takze cely proces piipravy tloh, upfesnéni jejich formulaci a ptrekladu
zadani uloh do narodnich jazykt vecer pred soutézi probihal velmi rychle.
Soutézici méli jen minimum dotaz k zadani Gloh a neobjevily se ani
zadné opravnéné protesty proti hodnoceni. SoutéZni tlohy byly dobfe
navrzeny, byly vécné zajimavé, jejich obtiZznost byla pfiméfend trovni
této soutéze.

Pro vSechny ucastniky IOI pfipravuji poradatelé vzdy také dopro-
vodny program. Na IOI v Chorvatsku jsme se ztcéastnili celodenniho vy-
letu do nérodniho parku Plitvicka jezera, vedle toho se vSem nabizela
moznost ve volnych chvilich si prohlédnout mésto Zagreb, navstévovat
mistni sportovisté a podnikat turistické vylety do blizkych hor v okoli
mésta.
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Vecer pred odjezdem se konalo slavnostni zakonceni soutéze spojené
s vyhlasenim vysledkt. Kazdé ze soutéznich tloh byla hodnocena maxi-
malné 100 body, takze celkové bylo teoreticky mozné ziskat az 600 bo-
du. To se ovSsem vzhledem k naroénosti loh nikomu nepodatrilo, celkovy
vitéz dosahl vysledku 574 bodi. Podle pravidel I0I obdrzi na zavér sou-
téze lepsi polovina tcéastniki nékterou z medaili, pficemz zlaté, st¥ibrné
a bronzové medaile se udéluji ptiblizné v poméru 1 : 2 : 3 (pochopitelné
s ohledem na to, aby soutézici se stejnym bodovym ziskem ziskali stejnou
medaili). Letos bylo udéleno 25 zlatych, 48 stiibrnych a 69 bronzovych
medaili.

Reprezentanti Ceské republiky byli na letosni olympiadé velmi tspés-
ni, ziskali jsme tfi stfibrné a jednu bronzovou medaili. Vysledky nasich
soutézicich:

42. Josef Pihera 333 bod  stfibrna medaile
53. Miroslav Klimo§ 316 bodi  st¥ibrnd medaile
58. Roman Smrz 310 bod  stfibrna medaile
77. Pavel Klavik 277 bodit  bronzova medaile

Mezinarodni olympidda v informatice je soutézi jednotlivel, zadné
oficidlni poradi zemi se neurcuje. Z hlediska poc¢tu a kvality ziskanych
medaili bychom se v hodnoceni narodnich delegaci umistili priblizné ko-
lem pékného 15. mista z celkového poctu 77 zGcastnénych zemi. Patiime
tak do nejlepsi ¢tvrtiny zemi, jejichZ vSichni reprezentanti obdrzeli nékte-
rou z medaili. Nejispésnéjsimi zemémi letos byla Cina (4 zlaté medaile)
a Rusko (3 zlaté a 1 stfibrnd). Celkovym vitézem se stal reprezentant
Polska, druhé a tfeti misto obsadili Cifiané. SoutéZicim ze Slovenska se
tentokrat vedlo o néco hiife nez nam, ziskali v soutézi dveé stribrné a jednu
bronzovou medaili.

Veskeré informace o soutézi, texty soutéznich tloh i podrobné vy-
sledky vsech ucastnik lze nalézt na Internetu na adrese

http://www.hsin.hr/i012007/.
Nasledujici, v poradi 20. ro¢nik IOI se bude konat v srpnu 2008
v Egypté. Tamni organizatori jiz nyni pfedbézné pozvali vSechny zemé
zucastnéné na IOI v Chorvatsku k Ui¢asti v pfistim ro¢niku soutéze. Byla

jiz stanovena i mista konani nékolika dalsich ro¢nikt IOI: 2009 Bulharsko,
2010 Kanada, 2011 Thajsko.
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Texty soutéZnich uloh

1. Alieni

Roman je bohaty farmafi a jeho policko travy (ano, neni to jen oby-
Cejnd trava) se rozrostlo do slusnych rozmeéri. Tim se stalo prilezitosti pro
Romanova kamarada Myrega, aby ptfedvedl své znalosti mimozemskych
civilizaci a jejich vzori ze slehlé travy. Posledni dobou ho zaujaly krasy
Chorvatska, a tak se rozhodl, Ze vytvori v poli vzor podobny vysostnému
znaku Chorvatska, coZ je Sachovnice 5x5 se 13 Cervenymi a 12 bilymi

poli (obr. 64).

Obr. 64. Sachovnice, ktera je ¢asti chorvatského vysostného znaku.

Romanovo pole je rozdéleno na N x N polic¢ek. Policko v levém dolnim
rohu oznaéime soufadnicemi (1,1) a policko v pravém hornim rohu ma
soufadnice (N, N).

Myreg se rozhodl, Ze zvali pouze travu na ¢ervenych ¢tvercich sachov-
nice a zbytek travy nechéd netknuty (pfeci jen, kdyby se o tom Roman
dozvédel. . .). Protoze je ale Romanovo pole hodné veliké a Myreg chtél,
aby jeho vzor byl vidét, zvolil si liché prirozené cislo M 2 3 a zvalel
travu tak, Ze jeden ¢tverec Sachovnice odpovida plose M x M policek
v Romanové poli. Cela Sachovnice se pfitom vejde do pole (obr. 65).

Jakmile v§ak Myreg dokoncil svoji praci (délal ji samoziejmé za tmy),
prekvapil ho nahly hlas.

,Co tu hledas, Myregu!“ ozval se policista Pepa, kterého Myreg dobfte
znal.

,Nic, jen se prochdzim,* branil se Myreg, ale Pepa mu viitbec nevéfil.
nJestli zase ni¢i§ Romanovu drodu svymi hloupymi vzory, tak uvidis!“

»To jsem nebyl ja, to byli ALIENI,“ snazil se Myreg zachranit, co se
dalo. Pepa se uz ale dal na prohlidku pole. BohuZel jeho baterka mu moc
dlouho nevydrzi a tak ji muZe zapnout vzdy jen na chvili, aby zjistil,
jestli policko, na kterém se prdavé nachdzi, je slehlé nebo ne.
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Obr. 65. Priklad Romanova pole a Myregova vzoru pro N = 19 a M = 3. Slehla
policka jsou oznadena Sedé. Stied vzoru maé soufadnice (12,9) a je oznacen Cernou
teckou.

Pepa nasel jedno policko se slehlou travou a potiebuje najit prostredni
policko celého Myregova obrazce, aby dokézal, Ze je to jeho vytvor. Nevi
ale, jakou zvolil Myreg hodnotu M wvelikosti ctverce Sachovnice.

Uloha: Napiste program, ktery pro danou velikost N Romanova pole
(15 £ N < 2000000000), soutadnice jednoho policka slehlé travy
(Xo,Y0) a s vyuzitim moZnosti zjistit stav travy na policku najde sou-
fadnice prostfedniho policka Myregova obrazce.

Pepova baterka ale muze byt pouzita maximalné 300krat v jednom
béhu programu.

Interakce: Tato uloha je interaktivni. VA4S program posila na stan-
dardni vystup ptikazy, kde ma Pepa rozsvitit baterku, a ¢te odpovédi ze
standardniho vstupu.

> Na zacatku program nacte ze standardniho vstupu tfi celd ¢isla IV,

Xo a Yy oddélené jednou mezerou. Cislo N je velikost Romanova pole

a (Xo, Yo) jsou soufadnice jednoho ze slehlych policek.

> Pokud chcete prozkoumat pomoci baterky policko na soufadnicich

(X,Y), vypiSte na standardni vystup fadek ve tvaru ,examine X Y.

Pokud nejsou soufadnice (X,Y’) uvnitf Romanova pole (podminky

1< X < Nal<Y £ N nejsou splnény) nebo pokud pouzijete

baterku vice nez 300krat, vas program dostane 0 bodu za tento tes-
tovaci vstup.

> Po pouziti baterky obdrzite na standardnim vstupu jeden fadek ob-
sahujici slovo ,true“, pokud je trava na policku (X,Y") slehla, jinak
obdrzite fadek se slovem ,false".

> Po nalezeni prostiedniho policka vypiste na standardni vystup fadek
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ve tvaru ,solution X¢ Yc“, kde (X¢, Ye) jsou soufadnice prostied-

niho policka. Béh vaseho programu bude poté automaticky ukoncen.

Aby interakce probihala spravné, program musi nechat vypsat data
z bufferu na standardni vystup (flush) po kazdém zapisu na standardni
vystup; vzorovy kéd pro kazdy jazyk je k dispozici.

Vzorové kddy: Vzorové kédy pro vSechy tii programovaci jazyky jsou
k dispozici ke staZeni na strance ,Tasks® soutéZniho prostiedi. Udelem
vzorového kédu je ukazat, jak probihd interakce; neni to spravné reseni
ulohy.

Hodnoceni: V testovacich datech odpovidajicich ohodnoceni 40 body
bude hodnota M nejvyse 100.

Pro kazdy testovaci vstup existuje jediné spravné reseni nezavislé na
tom, jaké otazky poklada vas program.

Priklad: V nésledujicim ptikladu jsou pfikazy zapsany v levém sloup-
ci, na kazdém tadku jeden. Odpovédi jsou zapsany v pravém sloupci pri-
slusného radku.

vystup (prikaz) vstup (odpovéd)
197 4

examine 11 2 True

examine 25 False

examine 9 14 False

examine 18 3 True

solution 12 9

Testovdni: V prubéhu soutéze mate tii moznosti, jak otestovat svoje
feseni.

Prvni moznosti je simulovat odpovédi manuélné.

Druhou mozZnosti je napsat si program, ktery simuluje odpovédi.
Abyste pripojili své feSeni tlohy k tomuto programu, pouzijte program
,connect®, ktery je k dispozici ke stazeni v soutéZnim prostiedi. Program
se pouzivé prikazem ,,./connect./solution./device” z konzole (misto
ysolution® a ,device* uvedte jména vaSich programt). Dalsi parametry
prikazu budou predany dale simula¢nimu programu.

TYeti moznosti je pouzit funkci TEST ve vyhodnocovacim systému,
kde si mizZete otestovat svoje feSeni na libovolnych testovacich datech.
Pii pouziti této funkce je velikost N omezena hodnotou 100.

Testovaci data musi obsahovat tyto tfi radky:
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> Prvni radek obsahuje velikost Romanova pole N a velikost ¢tverce
v Sachovnici M;
> Druhy radek obsahuje soutadnice Xy a Y jednoho slehlého policka,
které budou pfedany vasemu programu;
> Treti fadek obsahuje souradnice X¢ a Yo stiedu Sachovnice.
Vyhodnocovaci systém vam poskytne podrobny popis vypoctu zahr-
nujici chybové zpravy, pokud:
> N nevyhovuje omezenim,;
> M neni liché prirozené ¢islo rovné nebo vétsi nez 3;
> Obrazec se nevejde do Romanova pole;
> Trava na policku (Xo, Yp) neni slehla.
Nasleduje priklad spravnych vstupnich dat pro testovaci funkci. Pri-
klad odpovida obr. 65.
19 3
7 4
12 9
Korektni vstup pro testovaci funkci.

2. Plachty

Pirat Pavel si stavi novou lod. Lod ma N sté&zit rozdélenych na tseky
jednotkové délky — vyska stézné je rovna poc¢tu jeho tsekt. Kazdy sté-
zen je vybaven nékolika plachtami, kazda plachta je umisténa v pravé
jednom tuseku stézné. Plachty mohou byt na stézni rozmistény libovolné,
ale v kazdém tseku muze byt nejvyse jedna z nich.

Rizna rozmisténi plachet maji ve vétru raznou t¢innost. K plachtam
umisténym pied jinymi plachtami ve stejné vysce se dostava méné vétru
a jsou proto méné u¢inné. Pro kazdou plachtu definujeme jeji ztrdty jako
celkovy pocet plachet umisténych na stéznich ve stejné vysce za touto
plachtou. Pojmy ,pred* a ,za“ jsou vztaZeny k orientaci lodi: na obr. 66
»bred“ znamena vlevo a ,za“ znamend vpravo.

Celkové ztrdaty rozmisténi plachet jsou rovny soudtu ztrat vsech pla-
chet na lodi.

Uloha: Napiste program, ktery dostane vysky jednotlivych st&ziit
a poCty plachet na kazdém z nich a urci nejmensi mozné celkové ztraty
rozmisténi téchto plachet.

Vstup: Prvni fadek vstupu obsahuje celé ¢islo N (2 £ N < 100000,
pocet stéznl na lodi. Kazdy z néasledujicich N fadka obsahuje dvé cela
¢isla Ha K (1 £ H <£100000,1 < K £ H), vysku a pocet plachet na

odpovidajicim stézni. Stézné jsou uvedeny v poradi od pridé k zadi.
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Obr. 66. Lod méa 6 stézn, jejich vysky jsou 3, 5, 4, 2, 4 a 3 odpfedu (zleva na obrazku)
dozadu. Rozmisténi plachet ma celkové ztraty 10. Ztraty jednotlivych plachet jsou
uvedeny uvnitf plachet.

Vystup: Na vystupu je jedno celé ¢islo uréujici minimalni mozné cel-
kové ztraty plachet.

Pozndmka. Pii vypodtu pouzivejte 64bitovy celodiselny typ (long
long v C/C++, int64 v Pascalu).

Hodnoceni: V testovacich datech odpovidajicich ohodnoceni 25 body
bude celkovy moZny podet rozmisténi plachet roven nejvyse 1000 000.

Priklad: vstup

W S NP OO
W= = W N

2
vystup
10

Tento priklad odpovida obr. 66.

3. Povoden

V roce 1964 zasdhla mésto Zahteb katastrofickd povoderi. Mnoho bu-
dov bylo zcela znic¢eno, kdyz voda strhla jejich zdi. V této uloze dostanete
zjednoduseny model mésta pied povodni a méate urcit, které zdi zistanou
stat po povodni.
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Model je tvofen N body v roviné a W zdmi. Kazdd zed spojuje dvojici
zadanyjch bodiu a neprochazi Zadnym jinym bodem. Model méa nasledujici
vlastnosti:

> Zadné dvé zdi se neprotinaji ani nepfekryvaji, mohou se viak dotykat
svymi koncovymi body.

> Kazd4 zed je rovnobé&zna bud se svislou, nebo s vodorovnou sourad-
nicovou osou.

Na zacatku je v8ude sucho. V ¢ase nula zacne voda zaplavovat vnéjsi
oblast (tzn. prostor, ktery neni uvniti zdi). Pfesné po hodiné se pod
tlakem vody zbofi kazda zed, kterd méla na jedné své strané vodu a na
druhé vzduch. Voda pak zaplavi dalsi oblast, jez neni zcela ohranicena
zdmi. Tim se mohou objevit nové zdi s vodou na jedné a vzduchem na
druhé strané. Po dalsi hodiné tyto zdi také spadnou a zaplava pokracuje
dale. Tento proces se opakuje tak dlouho, dokud voda nezaplavi celé
meésto.

Nésledujici obr. 67 ukazuje ptiklad prubéhu zaplavy.

Stav v ¢ase nula. Sedé Stav po jedné hodiné. Stav po dvou hodinach.
¢tverecky predstavuji za- Voda zaplavila celé mésto
plavenou oblast, bilé su- a zustaly stat 4 zdi.

chou (vzduch).
Obr. 67

Uloha: Napiste program, ktery dostane soufadnice N bodi a popis
W zdi spojujicich tyto body, a uréi, které zdi ztstanou stat po povodni.

Vstup: Prvni fadek vstupu obsahuje celé ¢islo N (2 £ N < 100 000),
pocet bodl v roviné.

Kazdy z nasledujicich N fadku obsahuje dvé celd ¢isla X, Y (obé mezi
0a 1000000, véetné), soufadnice jednotlivych bod. Body jsou oc¢islovany
od 1 do N v poradi, ve kterém jsou zadany na vstupu. Zadné dva body
nelezi na stejnych soufadnicich.

Dalsi fadek vstupu obsahuje celé ¢islo W (1 £ W < 2N), podet zdi.
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Kazdy z néasledujicich W fadki obsahuje dvé rizna celd ¢isla A, B
(1 £ A< N,1< B S N) uréujici, Ze pred povodni stala ve mésté zed
spojujici body A a B. Zdi jsou oéislovany od 1 do W v poradi, ve kterém
jsou zadény na vstupu.

Vystup: Prvni fadek vystupu bude obsahovat jedno celé ¢islo K, po-
¢et zdi, které zuistanou stat po povodni. Na nasledujicich K fadcich budou
zapsany indexy téchto zdi, kazdy na samostatném radku. Na jejich poradi
nezalezi.

Hodnoceni: V testovacich datech odpovidajicich ohodnoceni 40 body
budou soufadnice vSech bodu v rozmezi od 0 do 500.

V téchto testovacich datech a v testovacich datech ohodnocenych dalsimi
15 body bude N nejvyse 500.

Podrobné informace o vysledcich testovdni

Béhem soutéze si muZete zvolit nejvyse 10 odevzdanych feseni této
ulohy, kterd pak budou (co mozna nejdfive) vyhodonocena na ¢asti ofi-
cidlnich testovacich dat. Po vyhodnoceni budete mit k dispozici prehled
vysledku tohoto testovani ve vasem soutéZnim prostredi.

Priklad:
vstup vystup
15 4

6

15

16

17

O RN ORNOD NN D 0
0 WO O OO Ul Ul WwwwN KN -~

N e

~
= N
(6]
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15 14
14 13
13 1
14 11
11 12
12 4

= O 00 U1 O W

1

10

10 7

76

Tento priklad odpovida situaci na obr. 67.

© © 00 U1 O W

4. Hornici

Ve dvou dolech pracuji skupiny hornikt. Tézba uhli je velmi namé-
hava, a tak hornici potiebuji stale jist (podobné jako programatotii). Po-
kazdé, kdyz do dolu pfivezou néjaké jidlo, hornici vytézi jisté mnozstvi
uhli. Hornikim vozi tfi druhy jidla: maso, fazole a brambory. Pti kazdé
dodéavce vsak privezou pouze jeden druh jidla.

Hornici (stejné jako programatoii) maji radi pestrou stravu. Cim je
jejich strava rozmanité&jsi, tim vice pracuji (narozdil od programétori).
Presnéji feceno, jakmile dorazi nova dodavka jidla, mnozstvi vytézeného
uhli zavisi na této doddvce jidla a na dvou predchozich (nebo na méné,
pokud jesté tolik dodavek nedostali):

> Pokud byly vsechny dodavky stejného druhu, hornici nasledné vytézi
jeden vozik uhli.

> Pokud se v uvazovanych dodavkach vyskytovaly dva druhy jidla, hor-
nici nasledné vytézi dva voziky uhli.

> Pokud obsahovala kazda dodavka jiny druh jidla, hornici nasledné
vytézi t¥i voziky uhli.

Pfedem zname druhy vSech dodavek jidla a poradi, v némz budou
odeslany do dolti. O kazdé dodévce jidla mizeme rozhodnout, do kterého
dolu bude dorucena. Tim muzZeme ovlivnit celkové mnozstvi vytézeného
uhli. Jednotlivé dodéavky jidla neni mozné délit, kazd4 musi byt dorucena
veelku do jednoho nebo druhého dolu.
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Oba doly nemust dostat stejny pocet dodavek jidla (dokonce je dovo-
leno poslat vSechno jidlo do jednoho dolu).

Uloha: Dostanete druhy dodavaného jidla v pofadi, v jakém budou do
dolt poslany. Napiste program, ktery urci co nejvétsi mnozstvi uhli, které
muze byt pfi vhodném rozdéleni dodavek jidla mezi oba doly dohromady
vytézeno.

Vstup: Prvni fadek vstupu obsahuje jedno celé ¢islo N (1 £ N £
< 100000) — pocet dodavek jidla.

Druhy fadek je tvoren fetézcem NN znaku, predstavujicich druhy jed-
notlivych dodavek v poradi, v jakém byly do doli odeslany. Kazdy znak
bude jednim z velkych pismen »M« (pro maso), »F« (pro fazole) nebo »B«
(pro brambory).

Vystup: Na vystupu bude jedno celé ¢islo — nejvétsi mozné celkové
mnozstvi uhli, které muze byt vytézeno.

Hodnoceni: V testovacich datech odpovidajicich ohodnoceni 45 body
bude pocet dodavek N nejvyse 20.

Podrobné informace o vysledcich testovani

Béhem soutézZe si muzete zvolit nejvyse 10 odevzdanych feSeni této
ulohy, ktera pak budou (co mozna nejdfive) vyhodonocena na ¢asti ofi-
cidlnich testovacich dat. Po vyhodnoceni budete mit k dispozici prehled
vysledku tohoto testovani ve vasem soutéznim prostiedi.

Priklady:

vstup vstup

6 16

MBMFFB MMBMBBBBMMMMMBMB
vystup vystup

12 29

V levém prikladu mizeme rozdélit dodavky jidla do dolti v poradi:
dual 1, dul 1, dual 2, dal 2, dal 1, dal 2. V dolech budou postupné vytézeny
1, 2, 1, 2, 3 a 3 voziky uhli, tzn. celkem 12 voziki. Tohoto vysledku lze
dosdhnout i jinymi zpusoby.

5. Zvizatka

Pavel a Pepa si hraji s plySovymi zvifatky. Nejprve si zvoli jeden ze tii
hracich planti znazornénych na obr. 68. Kazdy hraci plan je tvofen policky
(na obrazku jsou zobrazena jako kolecka) uspotddanymi do jedno-, dvou-
nebo trojrozmérné mrizky.

181



Hraci plan 1 Hraci plan 2 Hraci plan 3
Obr. 68

Pavel umisti N zvirdtek na policka hraciho planu.

Vzddlenost dvou poli¢ek je nejmensi pocet taht, které musi zviratko
provést, aby se dostalo z jednoho policka na druhé. Jednim tahem se
miuZe zvifatko pfesunout vZdy na nékteré sousedni policko (na obrazku
jsou sousedni poli¢ka spojena ¢arou).

Dvé zviratka si spolu mohou povidat, pokud je vzdélenost jejich poli-
ek nejuyse D. Ukolem Pepy je spocitat, kolik pdri zviFdtek je umisténo
tak, ze si zvitatka tvorici par mohou spolu povidat.

Uloha: Napiste program, ktery dostane typ hraciho planu, umisténi
zviratek a ¢islo D a nalezne pozadovany pocet part.

Vstup: Prvni fadek vstupu obsahuje ¢tyti celd ¢isla v tomto poradi:

> Typ hraciho planu B (1 £ B < 3);

> Pocet zvifatek N (1 £ N < 100000);

> Maximélni vzdalenost D, na kterou si zvifatka mohou povidat (1 <
< D < 100000 000);

> Velikost hraciho planu M (maximélni hodnota soufadnice, kterd se
miZze objevit na vstupu):

> Pro B = 1 bude M nejvyse 75000 000.

> Pro B = 2 bude M nejvyse 75 000.

> Pro B = 3 bude M nejvyse 75.

Kazdy z nésledujicich N fadkt obsahuje B celych cisel oddélenych
mezerami — soufadnice jednotlivych zvitatek. Vsechny souradnice budou
v rozmezi 1 az M (vletné).

Na jednom policku muize byt vice zviratek.

Vystup: Vystup tvoii jedno celé ¢islo — pocet para zviratek, ktera si
spolu mohou povidat.

Pozndmka. P¥i vypoctu pouzivejte 64bitovy celociselny typ (long
long v C/C++, int64 v Pascalu).
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viechny testovaci vstupy na tomto planu, ziska alespon 30 bodu.

CtyTfi pary jsou:

>

D>
>
>

v VvV vVVvVvV Vv VvVyv

Hodnoceni: V testovacich datech odpovidajicich ohodnoceni 30 body
bude pocet zviratek N nejvyse 1000.
Pro kazdy hraci plan navic plati, Ze program, ktery vytesi ispesné

Priklady:
vstup

16 5 100
25

50

50

10

20

23

vystup

vstup
54 10
2

oSN

2
5
7
8
6
4

vystup

vstup

3 8 10 20

10
10
10
10
20
20
20
20

vystup

12

10
10
20
20
10
10
20
20

10
20
10
20
10
20
10
20

Vysvétleni levého prikladu. Predpokladejme, ze zviratka jsou ocislo-
vanana od 1 do 6 v poradi, ve kterém jsou uvedena na vstupu. Vysledné

1-5 (vzdalenost 5)
1-6 (vzdalenost 2)
2-3 (vzdélenost 0)
5-6 (vzdélenost 3)

Vysvétleni prostredniho prikladu. Vyslednych osm paru je:

1-2 (vzdalenost 2)
1-4 (vzdalenost 4)
1-5 (vzdalenost 3)
2-3 (vzdélenost 3)
2-4 (vzdélenost 4)
3-4 (vzdélenost 3)
3-5 (vzdélenost 4)
4-5 (vzdalenost 3)

6. Trénink
Mirek a Roman se pripravuji na vyroc¢ni cyklisticky maraton dvojic

kolem Chorvatska. Potfebuji si proto zvolit tréninkovou trasu.

Mame N mést a M silnic mezi nimi. Kazda silnice spojuje dvé mésta

a lze ji projet obéma sméry. Piesné N — 1 z téchto silnic je asfaltovych,
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zatimco ostatni silnice jsou nezpevnéné. Silniéni sit byla nastésti navrzena
tak, Ze kazda dvojice mést je propojena cestou tvofenou pouze asfalto-
vymi silnicemi. Jinymi slovy feéeno, N mést a N — 1 asfaltovych silnic
tvori stromovou strukturu.

Navic plati, Ze kazdé mésto je koncovym bodem nejvyse deseti silnic.

Tréninkové trasa zaéind v néjakém mésté, prochazi nékterymi silni-
cemi a kon¢i ve stejném mésté, kde zacala. Mirek a Roman by pri tréninku
radi vidéli nova mista, a proto zavedli pravidlo, Ze Zadnym méstem ani
Zddnou silnici neprojedou dvakrat. Tréninkova trasa mize zacinat ve
kterémkoliv mésté a nemusi prochazet vSemi mésty.

Ve dvojici cyklistt jede vzdy jeden vpredu a rozrazi tak vzduch tomu
druhému. Proto je jizda vpredu tézsi a cyklisté se na této pozici pra-
videlné stiidaji. Mirek a Roman se chtéji stiidat pri prijezdu kazdym
méstem. Aby byl pro oba trénink stejné néroény, chtéji zvolit trasu tvo-
fenou sudym poctem silnic.

Soupefi Mirka a Romana se rozhodli zablokovat nékteré nezpevnéné
silnice, aby Mirek s Romanem nemohli nalézt Zddnou tréninkovou trasu
podle vyse uvedenych pozadavki. Pro kazdou nezpevnénou silnici je za-
déna cena (kladné celé ¢islo), ktera predstavuje poplatek za zablokovani
silnice. Je zakazano blokovat asfaltové silnice.

Uloha: Napiste program, ktery dostane popis sité mést a silnic a uré
nejnizsi moznou celkovou cenu potfebnou na zablokovani silnic takovym
zpusobem, aby neezistovala Zddna tréninkovd trasa vyhovujici uvedenym
podminkam.

Vstup: Prvni fadek vstupu obsahuje dvé celd ¢isla N a M (2 < N £
<1000, N £1< M <5000), poCet mést a celkovy pocet silnic.

Na kazdém z néasledujicich M fadka jsou tii cela ¢isla A, B a C
(ISASN,1<B<N,0<C £10000), popisujici vzdy jednu silnici.
Cisla A a B jsou rtizna a uréuji mésta spojena touto silnici. Pokud je C
rovno 0, jedné se o asfaltovou silnici, jinak jde o silnici nezpevnénou a C
urcuje cenu zablokovani této silnice.

Kazdé mésto je koncovym bodem nejvyse deseti silnic. Zadné dvé
silnice nespojuji stejnou dvojici mést.

Vystup: Vystupem programu bude jedno celé ¢islo — nejmensi mozna
celkova cena popsana v zadéani tlohy.

Hodnoceni: V testovacich datech odpovidajicich ohodnoceni 30 body
tvori asfaltové silnice pfimou cestu (tj. Zadné mésto neni koncovym bo-
dem pro vice nez dvé asfaltové cesty).
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Podrobné informace o vysledcich testovani

Béhem soutéze si muzete zvolit nejvyse 10 odevzdanych feseni této
ulohy, kterd pak budou (co mozna nejdiive) vyhodnocena na ¢asti ofi-
cidlnich testovacich dat. Po vyhodnoceni budete mit k dispozici prehled
vysledku tohoto testovani ve vasem soutéznim prostiedi.

Priklady:
Vstup vstup
58 9 14
210 120
320 130
430 23 14
540 2 6 15
132 340
352 350
245 3 6 12
251 37 13
vystup 4 6 10
5 560
570
580
6 9 11
890
vystup
48
2
1
3
5 Obr. 69. Silni¢ni sit z prvniho prfikladu. Asfaltové silnice jsou
fl vyznaceny tucné.

Obr. 70. Mirek a Roman maji pét moznych tréninkovych tras. Pokud jsou zablokovany
silnice 1-3, 3-5 a 2-5, potom nemohou pouzit ani jednu z téchto péti tras. Cena
zablokovani téchto tfi silnic je 5. Je také mozné zablokovat pouze dvé silnice, 2—4
a 2-5, ale cena je v takovém ptipadé 6, tedy vyssi.
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